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N —
Prefacio

Estas notas corresponden al curso ofrecido en la escuela: "Métodos
Geométricos y Analiticos para Ecuaciones en Derivadas Parciales",
organizada por Luis Caffarelli y Gustavo Corach en el CEFIMAS, Buenos
Aires en una calurosa semana de Diciembre del 2006.

El curso consta de cuatro clases e intenta ser una breve introduccién a la teoria
de wavelets, marcos y sus aplicaciones. Debido a la corta duracién muchos
temas centrales no han sido tratados. El objetivo es ofrecer una vision general
del tema y presentar algunas de las preguntas que motivaron esta hermosa
teorfa. Muchos de los graficos de este curso pertenecen al libro [Mal98] de
Stephane Mallat a quien agradecemos que los haya puesto para uso publico en
internet. Tambien quiero agradecer a Ursula Molter y Ezequiel Rela por su
ayuda con el tipeo y la parte grafica de la presentacion.
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Concentracion o localizacion de una funcion

Sea ¢ una funcién en L*(R), ¥ # 0.
Definimos el centro (o valor medio) de 1), a la cantidad

+o00 2
to =to(v) = /_ t ‘ﬁ(jﬁl dt sies finito

y el radio de 1), al valor

a0 ol @P N
=ow = ([ e-w 413 a)

Elintervalo I, = [to — 0,y + o] es el intervalo de concentracion de 1).

El centro y radio de ¥ serdn notados por wg y & respectivamente.
Una ventana es una funcion 1) tal que los intervalos I, y
11; = [wp — &, wo + J] son finitos.
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El plano Tiempo Frecuencia I

Cada ventana determina un intervalo
en el plano R x R cuyo éarea es

=400.

Ry | = Lyl

Ry es la localizacion en el plano
tiempo-frecuencia (¢, w).
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El plano Tiempo-Frecuencia II

Dadaf € L?, o

ag = {f,¢) = {f,¥)
O sea, ag da informacién sobre f alrededor de x( y sobre las frecuencias de f
alrededor de wy.
O sea ag da informacion de f alrededor del punto (zp, wp) en el plano
tiempo-frecuencia.
El Principio de Incertidumbre de Heisenberg da una limitacién a cudn bien
puede ser localizada una funcién en tiempo y frecuencia.
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Principio de Incertidumbre de Heisenberg
Principio de Incertidumbre de Heisenberg

Sea 1) en L? y sean o y & sus radios en tiempo y en frecuencia. Entonces
.
oG > —.
T 4r

27wb(t—a) —7r(t—a)2/c.

La igualdad vale sii ¢ es un mdltiplo de e e

O sea el drea de R, estd limitada, |Ry| > %
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
Transformada de Fourier de Corta duracion

Con objeto de obtener un andlisis de Fourier mas localizado, Gabor propuso
truncar las funciones bajo andlisis con una funcién ventana. Supongamos que
g esté bien localizada en tiempo y frecuencia. Para cada f € L? definimos la
transformada

e / (gt — b))e> ™ dt = Gf(b,w).

Figura: Transformada de Gabor
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
Transformada de Gabor

La transformada G : L2(R) — L2(R x R) es una isometrfa invertible sobre su
rango, cualquiera sea la ventana g € L2, g # 0.
Ademas vale la féormula de inversion,

fz/ /(f,gwb>gwbdbdw, fer?
R JR

en sentido debil.
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
Otra forma de ver la transformada de Gabor

Considérese la familia
{gpw(x) = g(x — b)e_zmwx :b,w € R}

Luego Gf (b,w) = (f, gbw)-
Como

8bw = thbg ;

la funcién gp,, es la trasladada de g en tiempo por b y de su transformada por
w.

Luego, como {f, gpw) = (f, &) para cada (b, w), podemos pensar que

Gf (b, w) da informacién sobre las frecuencias préximas a wy + w que
intervienen en f en un entorno de #y + b.
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
Transformada de Gabor

Gréficamente: supongamos que #y = 0.

R o

Heisenberg

L+o 0+0,+
g Box

Los rectangulos se trasladan con » y w sin modificarse.
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Transformada de Gabor

w n

A (o)

Ig, (@) L
Y 9 ow

q,

g, @1 -t

E1D>- a,
gy, @1 g, ©

0 . BT

Dos atomos de gabor en (u,£) y en (v, 7).
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
La transformada wavelet continua I

En la transformada wavelet se elige un ¢ € L? y se genera la familia

{Yar(t) = Mll/zw <t_ab> ca,b € R,a # 0}

Wrta.b) = [ 105 (H’) d

Las modulaciones en el caso de Gabor, han sido reemplazadas por
dilataciones.
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Transformada de Fourier de Corta Duracion
La transformada wavelet continua II

Nuevamente tenemos

Wf(aub) - <f7 ¢ab> - <f7 %ab)
dzab(w) — ’a|l/2¢(aw)6727riwb'
Ademas Ly, =aly +b
1

I'szah o a w

O sea, distinto que en el caso de Gabor, el rectangulo Ry, = Iy, X I s
cambia de forma con a y b, pero no de area!!
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C

I Transformada de Fourier de Corta Duracion

Transformada wavelet continua 111

R Ry, a=y
R, a=1
R, a=2
R
Wavelets boxes en distintas escalas.
| t, @l
n Oy
S s
so;
fly, () 5,9,
n ' N [
s, Sy
' Vus Vs,
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La transformada wavelet no esta bien definida para cualquier ¢) € L?.
La condicién de admisibilidad es

7 2
Cyp —/de< +00.

Bajo esta condicién vale la férmula de inversién:

da

~db Vfel?

7= [

|al
y la aplicacién f — Wf, con Wf(a,b) = (f, 1) es una isometria de
L*(R) — L*(R* x R, ﬁ%db).
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El grupo afin y el grupo de Heisenberg

Las transformadas wavelet y de Gabor, pueden verse como representaciones
del grupo afin y del grupo de Heisenberg respectivamente.

Grupo afin (Wavelets)
A=A{(a,b) :a,b e R,a+# 0}
(a,b) x (d',b') = (ad', b + ab’)

Si € L2, sea thgp(x) = sz (x;—b)
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Representacion del grupo afin

Sea 7 la representacion

A — U(L*(R)) (operadores unitarios de L*(R))

(aab) — W(aa b): W(a7b)w :wah-
La condicién fR* W‘(::‘)Fdw = 1 da lugar a la férmula de inversiéon (Conocida

por férmula de Calderén (1964))

da
f—/]R R*(f,wahwabwdb

en sentido débil, o sea la transformada wavelet ' — Wy f,
Wyf(a,b) = (f, ) es una isometria de L*(R) — L*(R x R*, |z%db)
donde I%db es la medida de Haar en el grupo A.
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Grupo de Heisenberg (Gabor)

H= (T xR xR)

(t1, w1, b1) * (12, w2, by) = (1102>™12 ;Wi + w2, by + by)
Sig € L?, sea g,p(x) = e¥™™¥g(x — b). A
Sea  la representacion de H € H, H = ({1} x R x R)

H — U(L*(R))
(avb) - TI'(W,b) 7T(W’ b)g = 8wb

Cualquiera sea la g (cualquier g es admisible) vale la formula de inversion:

f = /R /R (F, 8w Supcdwel

en sentido débil. O sea f — Gof, Gof (w,b) = (f, m(w, b)g) es una isometria

de L*(R) — L2(R x R, dwdb) donde dr dwdb es la medida de Haar (derecha
e izquierda ya que es unimodular) de H "
CEFIMAS 2006



El grupo afin y el grupo de Heisenberg
Caso General
Sea G un grupo localmente compacto, i la medida de Haar a izquierda. H un
espacio de Hilbert.

m: G — H w(xy) = m(x)m(y) una representacion. Si existe g € H, g # 0 tal
que

/ |(g, m(x)g)|?du(x) < 400 Condicién de admisibilidad

Entonces vale la férmula (en sentido débil)

f= /<f r(x)g du(x) f € H.

O lo que es equivalente,

f = Ve(f) donde V,f(x)=(f,m(x)g)

es una isometria de H — L*(G, ).
V, se suele denominar la transformada wavelet generalizada. (El problema
aqui es encontrar elementos admisibles).
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Clase II

Clase 11

El problema de la discretizacion.

Wavelets ortogonales.
El algoritmo de Burt y Adelson en Procesamiento de Imédgenes.

Concepto de Andlisis de Multirresolucién.

Carlos Cabrelli (UBA) CEFIMAS 2006




El Problema de la discretizacion

La inversibilidad de las transformadas wavelet y Gabor, implica que cada
funcién de L*(R) pueda ser recuperada a partir de su transformada. Debido a
la continuidad de estos operadores, hay estabilidad en la reconstruccidn.

El problema de la discretizacién, o muestreo, es el de ver si existe una
cantidad discreta de elementos X = {x;}, de forma tal que cada f € L? pueda
recuperarse a partir de los valores de su transformada en X.

O sea, por ejemplo en el caso de wavelets, nos preguntamos si existe un
conjunto X = (a, by) tal que el operador f +— {Wf (ax, bi) } (4, b )ex S€a
inversible y continuo de L*(R) — £%(X).

La situacion ideal seria encontrar {(ay, bx) }« tal que valiese la formula de
inversion:

F= Wiab)bas = Y <fr¥an > Yan
k

k
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Discretizacion (Caso afin)

Debido a la dilatacién, es mds adecuado que las traslaciones dependan de la
dilatacion.

Caso afin
Caso Gabor i
W
Ek - ) gunk
| &
i [
t
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Wavelet de Haar, wavelets ortogonales
Wavelets discretas

Consideramos la grilla {(2/,27k) : k,j € Z}
Esta grilla da la coleccién de funciones:

) . k : 4
Uielx) =2 <2f(x - 2,->> =22 (2x— k) = 1. Dyt ().
2
Problema: Encontrar 1 tal que {¢; : j,k € Z} sea b.o.n. de L*?

Ejemplo: Wavelet de Haar

H(x) = Xjo,1/2(*) = X[1/2,11(%)

.2 0.4 0.6 0.8 1

{Hj} es unab.o.n. de L*(R) .
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(GETBIMN  El algoritmo de Burt y Adelson

El algoritmo de Burt y Adelson y Andlisis de
Multiresolucion

Sea I una imagen de 2V x 2V pixeles.

1
2
1

80:

DO = o] —
DO i [N —

I, es una imagen de 2V—! x 2¥~! pixeles que se obtiene de I, reemplazando
cada segundo pixel por su promedio con ¢ .

Luego se 1nterpola I, para llevarla al tamafio de 2V x 2V para obtener I; y

L] —I() —I] Osealo —L] +I]

I, es una versién de Iy a menor resolucion. L, representa los detalles que se
han perdido en la imagen al pasar de Iy a I;.
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Reduccion y Detalles

Luego se itera el procedimiento con /; para obtener I, y L, tales que
LI =1L, +D.
Observemos que con (L1, Ly, I;) puede reconstruirse la imagen original /.

/
/\
\

Lo que da la descomposicion final Iy ~ (L, Ly, ..., Ly—1,Iy—1) donde Ly
representan los detalles que se han perdido al pasar del nivel K — 1 al k.
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Tres iteraciones del algoritmo sobre la imagen de Lena.
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BURT AND ADELSON: LAPLACIAN PYRAMID

E GAUSSIAN PYRAMID
?/ .
l : K
| ® . .
0 1 2 3

4 5

Fig. 4. Firstsix levels of the Gaussian pyramid for the "Lady” image The original image, level 0, meusures 257 by 257 pixels and cach
higher level amray is roughly half the dimensdons of its predecessor. Thus, level 5 measures just 9 by 9 pixels.
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Analisis de Multiresoluciéon (AMR)

Un AMR es una sucesién {V;}cz de subespacios cerrrados de L?, tales que
Q Vi C Vi
Q NV, = {0}?U7‘/j: L
Q DoV = Vir1, 12V CVj
Q Jp € Vj tal que {¢(x — k)} b.o.n. de Vj. ¢ se llama funcién de escala.
Por (3) {2//2¢(2/x — k)} es b.o.n. de V;. Ademds

pEVOCVI=>p(x) =) ap(2x—k),cx € (Z).

Esta ecuacién se denomina ecuacién de refinamiento o de escala.
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Existencia

Teorema (S. Mallat- Y. Meyer)
Si{V;, o} es un AMR, entonces la funcion

bx) = 3 (- Dkeroio(2e — &)

k

es una wavelet, i.e. {{j(x)} = {2/ (2x — k)}; ez es una b.o.n. de L.

Ademis, si Wy = gen{¢)(x — k) }xcz entonces
Vi=VoWoy Wy L Vg,
lo que implica que Vi1 = V; ® W; y V; L W;, donde W; = D;W,.
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Esbozo de Demostracion

Sea ({V;},¢) un AMR. Entonces esta estructura implica la siguiente
descomposicidn ortogonal del espacio:

L2(R):"'@ij@'--@Wo@“-@Wj@....

Como V| = Vy & Wy, basta entonces encontrar ¢ € V| tal que

Q Y.LV
@ {7y} son ortonormales
@ {1y} completos en V| © Vy = Wp.

Si {tx1)} es una b.o.n. de Wy entonces {1jx(x) : k € Z} es b.o.n. de W; y como

L? = @erWj = 1) es una wavelet.
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Demo (continuacién)

fevi <=  f(x)=V2Y aqp(2x—k) con {a;} € (*(Z)

= f(w) =mp(w/2)p(w/2) con mp € L>(0,1)
E

e f tiene translaciones ortonormales <= Y |f(w + k)|*> = 1 p.p.
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Demo (continuacién)

a plu) = m/2)3/2) e diersencontar my € L0,
satisfaciendo 1, 2, 3
DY LV = mu(wymy(w) +mu(w + 1/2)my(w + 1/2) = 0 p.p.
Digh Ligp = gl + lmglw+ 1/ = 1 pop.
Mis la hipétesis |m,(w)|* + [my(w+1/2)> =1 p.p.

implican que la matriz

mp(w)  my(w+1/2)

mw(w) m¢(w +1/2) sea unitaria p.p.
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Demo (continuacién)

my(w) = 2™ my(w+1/2) o sea
b(w) = ™ my(w/2 +1/2)p(w/2)

Definicion de ¢
V) =) (1) e ganex — k)

keZ

Se prueba que {71} es una b.o.n. de Wy

Carlos Cabrelli (UBA)
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Ejemplo: Caso Haar

% = X[o,1] €s la funcion de escala.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

scaling function ¢ wavelet function

X[0,11(¥) = X[0,11(2%) + x[0,j(2x = 1) co=1,c1 =1
H(x) = Xx0,11(2x) — Xjo,1(2x — 1)
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Clase II Andlisis de Multiresolucién

Una wavelet continua de soporte compacto.

1+v3  3+V3  3-V3  1-V3
W27 a2 a2 a2

Coeficientes:

.35
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Clase II Andlisis de Multiresolucién

AMR vy el algoritmo de Burt - Adelson

Luego, si ¢ es la wavelet obtenida a traves de un anélisis de multirresolucién
con funcién de escala ¢, se tiene la descomposicion

f =Py f+) Pwf.
JZJo

Algoritmo de Burt y Adelson con wavelets: Supongamos que fy € Vo, luego
Jfo <f—l <f—2 < . <f—n
8-1 8-2

—-n
donde
fi=Pyf=)Y (f en) i
k

g = Pw,f=> ()i
K
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Invertibilidad de W

Para invertibilidad (sobre el rango) y continuidad del operador

f'_>W {Wf(akvbk)}(ak,bk)EX
L*(R) — (X)),

es suficiente que se satisfagan las desigualdades

ANFI? < ST f a2 < BIFIP Vf e L2 1)
k

Luego en el caso affn la pregunta es si existe ¢» € L? y un conjunto discreto X
tales que se satisface (1)
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Teoria de Marcos

Sea H un espacio de Hilbert separable.

Definicion

Una sucesion {vi} C H se dice un marco de H, si existen constantes positivas
0 <A < B < +oo tales que

AWl <Y [w,vi) [P < Blw|* Yw € H. @
k

Las constantes A y B ptimas, se denominan las cotas del marco. SiA = Bel
marco se dice ajustado.
Una sucesion marco es un marco del subespacio que genera.
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Equivalencia de Definiciones

Teorema

Sea H Hilbert separable. X = {v}re; C H un conjunto a lo sumo numerable
de vectores. Son equivalentes

Q X es un marco de H

@ Existe T : (*(I) — H, acotado y suryectivo tal que T(e;) = v; donde {e;}
es la base candnica de (*(I).

v

Si {f,} C H es un marco, entonces existe otro marco {f, } llamado marco dual
con la propiedad de que Vf € H

f= Z(f:fn>fn
k

donde las series convergen incondicionalmente en la norma de H.
Un marco {f, } puede tener varios marcos duales lo que da diferentes
representaciones para un vector del espacio.
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Marco dual candnico

Sea T : H — H el operador de marco, o sea

TF =Y (i
k

T es un operador autoadjunto (positivo) e inversible (esto es consecuencia de
la condicién de marco). Luego f,, = 7! f,, es un marco llamado marco dual
canonico 'y satisface

/= T(T_lf) = Z<T_]f>fn>fn = Z(f? T_lfn>fn = Z<fvfn>fn

n n

o sea {fn} es un marco dual. La representacion de cada vector f del espacio en
este marco, es la mas econdmica: Si a, = (f,f,) y b = {b,} € > es tal que

f=>anfyu = buf, entonces
1615 = |lall5 + ||b — all5.
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Ejemplos

@ Sidim(H) < +oo, {fi }_; es un marco, <= {fi}"_, es un conjunto de
generadores.
En R? consideremos los vectores

V3 o1 V3 o1
e =(0,1) er= (—7= —5) e3 = (7, —5)
Siv € R?, entonces ;

3

3
Do lvel =S ﬂ :

i=1

{e1, ez, e3} es un marco ajustado (A = B = 3/2) de vectores de norma
constante.

Carlos Cabrelli (UBA) CEFIMAS 2006



Ejemplos (cont.)

@ Sea {ex}x C H una base ortonormal. Las siguientes sucesiones de
vectores son marcos ajustados con A = B = 1 (Normalizados).

{81,0782,0,...}, {61/\/5,61/\/5,62/\/5762/\/5,...},
{e1,e2/V2,e2/V2,e3/V3,e3/V/3,e3/V/3,...} Note que |f,|| — O.

Proposicién

Sea {f,} un marco ajustado con constante 1. Entonces ||f,|| < 1,Vny
full = 1Vn < {f,} es ortonormal.

En los marcos ajustados puede haber varios desarrollos para una misma
funcién, pero lo importante es que el dual canénico es un multiplo del marco.
O sea, para cada f € H se satisface

F=1BY (s y DS = BIf]-
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Bases de Riesz

Si un marco deja de ser marco al remover cualquiera de sus elementos, se
dice exacto. Un marco es exacto si y solo si es una base de Riesz. Una base de

Riesz, es una base que se obtiene de una base ortonormal por un operador
acotado e inversible.

Las bases de Riesz son bases, o sea existe una tnica escritura f = » _ cxf; para
cada f € H, o sea existe un tinico dual que también es base de Riesz y es
biortogonal (i.e. {fy,fn) = Onm)-

En cada Hilbert separable H existen marcos ajustados acotados en norma que
no contienen ninguna base de Schauder de H!!

Conjetura: Todo marco acotado en norma es union finita de de sucesiones de
Riesz.
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Marcos con Estructura

La teorfa de marcos se puede dividir en dos ramas importantes:

Teoria abstracta en espacios de Hilbert
Marcos

- Fourier

- Afines (Wavelets)
- Heisenberg

- Traslaciones

Marcos con estructura ——

En lo que sigue haremos una sintesis de algunos resultados en estos cuatro
grupos. Se vera sélo la teorfa L.
(Existe la nocién de marco de un espacio de Banach).
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Marcos de Fourier

Seal =[0,1)y A = {)\,} una sucesién en R. Sea ey, (f) = e~ 2™,

Se quiere saber para que conjuntos A C R, la familia {e), : A, € A} esun
marco de L*([0, 1)).

Ejemplo
Si A\, = n == {e), } es una base ortonormal de L2(]0, 1)).

Kadec-1/4

Si|\, —n| <L < 1/4,n € Z entonces {e), } es una base de Riesz de
£3([0, 1)).
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Radio y Densidad de un Marco

Sea A = {\, }hez.
Definicién
El radio del marco se define como el ndmero

R(A) = sup{R > 0: {e),} es un marco de L*(—R,R)}.

{An} se dice separada si infy_pr| A\ — M| > 0.

{An} se dice relativamente separada si es union finita de sucesiones
separadas.

{\n} tiene densidad uniforme d > 0si 3 L > 0 tal que

I\ —k/d| <LV k€ Z.
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Dos teoremas fundamentales

Teorema (Duffin-Schaeffer)
Si A = { A\ }nez es separado con densidad uniforme d, entonces R(A) > d/2.

Teorema (Jaffard)
Sea {\,} C R. Son equivalentes
@ Sunintervalo I C R tal que {e),} es un marco de L*(I)

@ {\.} esunion de una sucesion {\;}rer, con densidad uniforme d, > 0, y
una sucesion relativamente separada { M} ez,

Ademds 2) implica que {ey,} es un marco de L*>(I) VI : |I| < d,.
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Densidad inferior y superior de Beurling

Sea A C R un conjunto discreto.

Definicién

inf, e (#(A N [~h/2,h/2] 4 x))

D™ (A) = lim
h—-+o00 h
DH(A) = Tim sup, g (#(A N [;h/z, /2] +x))

Si D™ (A) = D™ (A) decimos que A tiene densidad uniforme de Beurling

D(A).
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CEFIMAS 2006




Clase III Marcos con Estructura

Sea A C R. Se tiene que :

DT (A) <oo siysolosi A esrelativamente separada.

Teorema (Beurling-Seip)

Seaa>0y{\,} =ACR. Si{ey,} esunmarcode L*(—a/2,a/2) entonces
o {\,} es relativamente separada y
e D(A) >a.

Si {\,} es relativamente separada y D~ (\) > a entonces {e),} es un marco
de L*(—a/2,a/2).
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Marcos con Estructur
El teorema anterior solo es valido en dimensién 1. Para dimensiones mayores
Beurling introdujo la siguiente nocién:

Definition
EL gap p de un subconjunto A = {); : k € K} de R” se define como:

p=p(A) :inf{r>0: U B-(w) :R”}.

keK

No es dificil probar que si A tiene gap p, entonces D™ (A) > 217'
Teorema (Beurling)

Sea A C R" un conjunto separado y 2 = B,(0). Si rp < 1/4, entonces {e), }
es un marco para de L ().
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DUIESS G ) (G
Marcos de Gabor (Weyl-Heisenberg)

Sea A C R?, A = {(a, bi) }rez un conjunto discreto, y g € L*(R).
Definicion

Definimos G(A, g) = {e*™™%g(x — by) : (ax,by) € A}. El sistema de
funciones G(A, g) se llama un sistema de Gabor asociado a A con ventana g.

El problema es para que conjuntos A C R? y que funciones g, G(A, g) es un
marco (Marco de Gabor).

Consideremos primero el caso: A un reticulado. Sean a,b > 0y
A = {(na,mb)}, mez.

G(a,b,g) = {ezmxnag(x —mb) :n,m €L} = {gnm}-

Si G(a, b, g) es un marco, existe una funcién g € L? tal que G(a, b, g) es un
marco dual.
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DUIESS G ) (G
Resultados

Seag € L2 a,b > 0, entonces

@ Siab > 1 entonces {g, »} NO es un frame de L? (en particular, no es
completo).

@ Supongamos que {g,} s un frame de L.
Entonces tenemos que {g, » } es exacto (base de Riesz) si y solo si
ab = 1.
O sea solo puede haber bases ortonormales (o de Riesz) de Gabor si ab = 1.

Teorema (Balian-Low)

Seag € L% a,b>0yab=1.Si{g,nm} es un frame exacto, entonces

128(1) ||2[lwg(w)]|2 = +o0.

(O sea |R| = +oc.)

Sin embargo, para ab < 1 existen marcos bien localizados.
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DUIESS G ) (G
Marcos de Gabor

Ejemplos de marcos de Gabor:
® g = X[o,] @ = b = 1 (base ortonormal). [[wg(w)||2 = +o0.

@ Painless:

N
\
]
|

b, -~ ~ = =

0 ' 2
Sia < 1yb = 1entonces G(a, b, g) es un marco (no exacto) bien
localizado. (notar que ab < 1).
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Clase IV Marcos con Estructura (cont.)

e El caso Gaussiano:
o(x) = e, G(a, b, ) es un marco de L2, si y solo si ab < 1.

Caso irregular
(Notar que D(A) = 1/ab si A = {(na,mb)})

Sea g € L*, A C R? separado.

e SiDt(A) < 1= G(A, g) no es un marco.
e SiDt(A) =D (A) y G(A, g) es base de Riesz, entonces D(A) = 1.

@ Caso Gaussiano irregular
o(x) = e, G(A, ) esun frame < D~ (A) > 1
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DUIESS G ) (G
Transformada de Zak

Una herramienta bdsica en el estudio de los marcos de Gabor, es la
transformada de Zak.

Sif e L?, 7f(t,w) = per f (1 + k)™
Se satisface:

Zf(e+ 1, w) = e ™ Zf (t,w)  Zf (6w + 1) = Zf (1, w),

o sea estd determinada por sus valores en [0, 1]2.

Teorema
Sea g € L*,a = b = 1. Entonces
Q@ {gum} es completoen > < Zg#0a.e.

@ {gum} es unmarco L? con cotas A,B >0 <= A < |Zg(t,w)|* <B
a.e.

@ {gum]} es base ortonormal de 1> <= |Zg(t,w)| = 1 a.e.

v
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Esquema general de construccion de marcos
Esquema general de construccion de marcos

P '\p R

1) es una wavelet (wavelet de Shannon)
SiSo =[—1,—1/2] U[1/2,1] entonces
R" = UjGZZjSo = UjezSjcon |S;NSj/| = 0.
{e=2™"k4)(w)}; es una b.o.n. de L2(Sp), y
{2 @IWk(2=i/24(27Iw)) : k € Z} es una b.o.n. de L2(S))
o sea {e 227wk (27i/24(27Iw)) : k,j € Z} esunab.on.de L2(R").
y anti-transformando {2//2¢(2x — k)) : k,j € Z} b.o.n. L*(R").
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Caso Gabor

J

"
\
]
|

[ 2
So=1[0,1, S =1[0,1]+k

{e=2™¥g(x) :j € Z} b.o.n. de L*(Sp).

{e=2™¥ig(x — k) : j € Z} b.o.n. de L*(S).

Luego, {e"*™g(x — k) : k,j € Z} b.o.n. de L*(R).

O P~ ~ ==

La idea es generalizar estos dos ejemplos para construir marcos suaves y con
buen decaimiento de L>(R").
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Ingredientes

@ {S,} un cubrimiento de R”".
@ {h,} una familia de funciones asociada al cubrimiento

@ {gq;}; un marco local para cada c.
Se busca que la coleccién {hngaj : cv,j} sea un marco de L?. En general la

unién numerable de marcos no necesariamente es un marco, ya que las cotas
pueden explotar.
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Clase IV Esquema general de construccion de marcos

Mis ejemplos

/!\ﬂ

Y ‘Ie 1

€727 <

&

-1
— —
£ €

{2/24)(2x — k/4€)}
es un marco de wavelets

Cuan general es este procedimiento?

Carlos Cabrelli (UBA)
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{e—Zm'xj/Zeg(x _ k)}
es un marco de Gabor
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i ot 43 ee i s i e
Definicion
Sea {S;} un cubrimiento de R". Una colecci6n de funciones {/;} se dice una

particion de Riesz de la unidad (RPU) asociada a S; si Supp(h;) C S; para
cada j y ademds existen p, P > 0 tales que

P )P <P aex.

SiUC R, Ky ={f € L*: Suppf C U}.

Teorema

Sea {U;} un cubrimiento de R" y {S;} una familia de conjuntos tales que
U; C S; Vj. Sea {h;} una RPU asociada a S; con cotas p, P > 0. Si

{gjx : k € Z} es un marco de Ks, para cada j con cotas uniformemente
acotadas por m,M > 0 entonces

{higjx - j,k € Z} esun marco de L*(R").

v
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..
Demostracion.

Dada f € L*(R?) veamos primero que,

PIFIP < S I sl < Pl IP ®
J
Para esto observamos que,
PP = [P < [ SRR = 3 [P = 3 IglP,
J J J

La otra desigualdad se prueba en forma analoga.
Ahora, para cadaj € Zy f € L*(R?), usamos el hecho que {gji}resun
marco para Kg;, y que < f, hjgjx >=< h;f, gjx >, para obtener,

m|hifI> < millhi I < D1 <fohigix > I
k

2 2
< Mlif|© < MlBif|"




L.
Mis ejemplos

Si se quiere usar este teorema para construir marcos de wavelets, se necesitan
cubrimientos generados por dilataciones de un conjunto fijo Q. (el soporte de
la transformada de Fourier de la wavelet). O sea,

se necesita Q C R"y A € GL,(R) tal que
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L.
Mis ejemplos

Tambien se necesita construir marcos de exponenciales soportados sobre Q.
Las dilataciones de estas exponenciales con la matriz A produciran entonces
marcos de exponenciales de las dilataciones de Q.

La existencia de estos marcos estd garantizada por el teorema de Beurling del
Gap. (solo se necesita una grilla de R” suficientemente densa).

Por ultimo se deberd elegir la funcion wavelet.
Para ello basta elegir una funcion suave 1) soportada en un conjunto

Oc = {x e R" : d,(x,Q) < €} y tal que |¢)| > cen Q.
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Clase IV Esquema general de construccion de marcos

Resumiendo, necesitamos
e 1) O C R" (acotado)
® 2) A € GL,(R) tal que R" = ;5 A(Q).
e 3) ¢ suave y tal que supp(t)) C Qc y || > ¢ > Oen Q.

La condicion 2) parece la mas dificil de obtener. Sin embargo se tiene el
siguiente lema:

Lema: Sea V C R" un conjunto acotado con 0 € in#(V) y A una matriz
expansiva. Sea Q = A(V) \ V. Entonces la familia {4/(Q) : j € Z} es un
cubrimiento de R".
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Marcos de Traslaciones
Sea ¢ una funcién arbitraria en L?(R) y denotemos nuevamente por tyel

operador traslacion pory € R, o seat, f(x) = f(x —y), x € R.
Definimos,

S(p) = gen{np : k € Z}.
El subespacio S() es invariante por traslaciones enteras. O sea
tf €S(p), VfeS()yVkeZ

Sea g,(w) = >, |p(w + k)|* y notemos con E, = {w € R : g,(w) > 0}.
Como i € I entonces g, € L((0,1)) ¥ [#le) = llgellrcry
Valen entonces las siguientes propiedades:
i) {tx : k € Z} es un marco de S(¢p) si y solo
0<A<g(w) <B< o0 a.e. wek,,

para algun par de constantes A y B.
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Clase IV Marcos de Traslaciones

Note que la propiedad anterior sobre g, da una condicion necesaria y
suficiente para que las trasladadas enteras de una funcién ¢ de L? sea una
sucesiéon marco.

La medida del conjunto [0, 1) \ E,, representa de alguna forma el orden de
redundancia o exceso del marco.

i) El operador de marco 7 asociado a las traslaciones de ¢ conmuta con las
traslaciones enteras. Luego tenemos que el marco dual canénico {T~! (1)}
es {tx(T~'¢)}. O sea el dual canénico tambien es un marco de traslaciones,
con generador T~ !

iii) La funcion ¢ definida por

Pw)
gé(w) _ )o@ SIWE E, @
0 siw e R\ Ey,

satisface que T = o donde T es el operador de marco. Luego ¢ genera el
marco dual canénico del marco generado por .
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Clase IV Marcos de Traslaciones

Sea ¢ una funcién arbitraria en L. Definimos

P(w) ;
) = § el SEEE 5)
0 siw e R\ Ey,

Luego tenemos que 1) genera un marco ajustado de S(y). En particular si ¢
era una base de Riesz de S(¢), entonces las traslaciones enteras de ) son una
base ortonormal de S(¢). Esta ultima propiedad puede verse como un proceso
de ortonormalizacion de una base infinita.

Notemos que de aqui se deduce que todo espacio S(y) tiene un marco
ajustado de traslaciones, pero no necesariamente una base de Riesz de
traslaciones, ya que esto ocurre si y solo si E,, tiene medida 1 en el [0, 1]. Sin
embargo, puede probarse que dada ¢ € L?, existe ¢ € L? tal que

S(p) C S(v) y ¢ es un generador de Riesz de S(1)).

Carlos Cabrelli (UBA) CEFIMAS 2006



Clase IV El problema del Muestreo o Sampling

La teoria del muestreo o sampling ha sido originalmente desarrollada en el
espacio P, de las funciones de ancho de banda 20, o sea el espacio de las
funciones f € L*(R) tal que sop (f) C [0, 0], donde o > 0.

El Teorema Clésico del Muestreo, establece que cada funcién f in esta clase
puede ser recuperada a partir de sus valores de muestreo f (5) Ademas
vale la siguiente férmula de reconstruccién:

keZ’

700 = ) 272 2 )

kEZ

donde la serie del lado derecho converge uniformemente y en la norma de
L*(R).
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Clase IV El problema del Muestreo o Sampling

Este teorema ha sido generalizado de muchas formas. Por ejemplo para
contestar la pregunta: i) si un resultado similar puede ser obtenido para el caso

de muestreo irregular (i. e. cuando el conjunto de muestreo, no es un
reticulado (grilla uniforme))
o también

ii) si hay reconstruccién cuando solo se tienen valores de muestreo obtenidos
por promedios (i.e. la funcion debe ser recuperada a partir de los valores

< f, ¢ >, donde cada ¢ es una funcion del espacio L? que esta bien
localizada alrededor de k).

No desarrollaremos aqui estas generalizaciones. Solo mostraremos la relacién
entre el problema del muestreo y la nocion de marco.
Para ello necesitamos la siguiente definicion:
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Espacios de Hilbert con Nucleo Reproductivo

Un espacio de Hilbert H de funciones definidas en un conjunto S, se dice un
Espacio de Hilbert con Nucleo Reproductivo (HNR) si las evaluaciones son
continuas, o sea:

K : H— C definidas por f — f(s), f€ H

son funcionales continuas en H. Luego para cada s € S existe K; € H tal que
<f,Ks >=f(s).

Si se impone cierto decaimiento al generador de un espacio S(¢), el espacio
resulta ser un espacio HNR:

Sea W o el conjunto de las funciones f € L tales que

[fllw = Zsupx )Xk k1] < 00

keZ

Wi « es un espacio de Banach. Sea ahora W?OO el subconjunto de las
funciones continuas en Wy .
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Clase IV El problema del Muestreo o Sampling

Tenemos entonces el siguiente teorema:
Sip € W) __ entonces S(¢) es un HNR.

El nucleo en este caso viene dado por:

= o= k)@ — k).

keZ
donde ¢ es la generadora del frame dual canénico.
>k sk sk sk sk skeosieoske sk skeosteoste sk skt st skeoskeoste sk skosioske sk skeosteoste sk skt st sk skt st skosiote sk skostote sk sttt skoskolokoskokokoskoskokok skek

Volviendo ahora al problema del sampling, este se puede generalizar de la
siguiente forma:

Sea S(¢) tal que  es un generador marco del espacio S(¢). Un conjunto
{xx}rez C R se dice un conjunto de muestreo (sampling) si existen A, B > 0,
tales que

AlFIP < Y I Ga)* < BIIFII>
k
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Teorema:

Sea ¢ € W?’ ~ un generador marco para S(¢) y definamos U;x = ¢(x; — k).
Son equivalentes:

Q@ X = {xj : j € J} es un conjunto de muestreo para S(¢).

@ El conjunto de nucleos reproductivos {K,; : j € J} es un marco para
S(p)-
© Existen constantes a, b > 0 tales que

allelln, < [|Uclli, < bliclls, Ve € b(J).
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