
Teoría Geométrica de la Medida
Ejercicios

Ejercicio 26: (Clase 14, 05/06)

Sea A ∈ Zd×d expansiva,D = {k1, . . . , kq} un conjunto de dígitos del co-
ciente Zd/AZd y Q el conjunto invariante asociado a φ = {ϕ1, . . . , ϕq},
donde ϕi(x) = A−1(x+ ki).

Si F =
⋃

γ∈Zd(Q + γ), probar que existe c > 0 tal que para todo
x ∈ Rd, ∃ x0 ∈ F con ‖x0 − x‖ ≤ c.

Ejercicio 27: (Clase 14, 05/06)

SeaA ∈ Zd×d expansiva yQ ⊆ Rd compacto, con las siguientes propiedades:

i) |Q ∩Q+ γ| = 0, si γ 6= 0,

ii) Existe un conjunto de dígitos {k1, . . . , kq} tal que AQ =
⋃q

i=1Q+ki,

iii)
⋃

γ∈Zd(Q+ γ) = Rd.

Si se define la sucesión de subconjuntos {Vj}j∈Z ⊆ L2(Rd) como

V0 = gen{χQ+γ : γ ∈ Zd} y Vj = Dj
AV0,

donde DA(f) = |A|j/2f(Aj.−), probar que

(a)
⋃

j∈Z Vj = L2(Rd).

(b)
⋂

j∈Z Vj = {0}.

Ejercicio 28: (Clase 14, 05/06)

Sea A ∈ Zd×d expansiva,D = {k1, . . . , dq} un conjunto de dígitos del co-
ciente Zd/AZd y Q el conjunto invariante asociado a φ = {ϕ1, . . . , ϕq},
donde ϕi(x) = A−1(x+ki). Supongamos que |Q| = 1 y sean ψ1, . . . , ψq−1

funciones de la forma ψs =
∑

ki∈D α
s
iχQ+ki

que verifican las siguientes
propiedades:

i) ψi⊥ψj, si i 6= j,

ii) ‖ψs‖2 = 1 si 1 ≤ s ≤ q − 1,

iii)
∫

Rd ψ
j(x)dx = 0, para todo 1 ≤ j ≤ q − 1.

Probar que {qj/2ψs(Ajx − γ) : j ∈ Z, γ ∈ Zd, s = 1, . . . , q − 1} es una
base ortonormal de L2(Rd).
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