
Une suite spectrale pour les groupes

d’homotopie des espaces d’applications

équivariantes

Etienne Fieux∗ Andrea Solotar

Résumé
Pour un groupe discret G, nous définissons la notion de G-Π-algèbre dont

le modèle est donné par le groupe gradué (πn(K))n≥1 correspondant à un
espace topologique pointéK sur lequel G opère. Cette notion est une extension
naturelle de la notion de Π-algèbre ([8]) et nous l’utilisons pour construire
une suite spectrale reliée à la Π-algèbre ΠmapGpt(X, Y ) associée à l’espace des
applications continues pointées et équivariantes entre deux G-CW-complexes
pointésX et Y . En particulier, cette suite spectrale converge vers π∗mapGpt(X, Y )
lorsque X est G-libre et Y n’a qu’un nombre fini de groupes d’homotopie non
nuls. Un exemple est développé à partir du revêtement universel de BG.

Abstract

For a discrete group G, we define the notion of G-Π-algebra whose model is
given by the graded group (πn(K))n≥1 corresponding to a topological space K
on which G acts. This notion is a natural extension of the notion of Π-algebra
([8]) and we use it to construct a spectral sequence relied to the Π-algebra
ΠmapGpt(X, Y ), associated to the space of equivariant pointed continuous ap-
plications between two pointed G-CW-complexes X and Y . In particular, this
spectral sequence converges to π∗mapGpt(X, Y ) when X is G-free and Y has
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only a finite number of non vanishing homotopy groups. We give an example
obtained from the universal covering of BG.

Introduction

Soit G un groupe discret et soient X et Y , deux G-CW-complexes pointés
([7]). L’objet de cet article est l’étude des groupes d’homotopie de mapGpt(X, Y ),
l’ensemble des applications continues, respectant le pointage et équivariantes de
X dans Y . De nombreux résultats sur ce sujet (en particulier, [11],[15] ; voir [12]
pour un ”panorama”) établissent des résultats concernant les groupes d’homotopie
stables {X, Y }G = lim k→

[SkX,SkY ]G ; cela revient à utiliser des techniques de suites
spectrales de type Adams et à considérer des spectres ou des espaces dont les groupes
d’homotopie sont des πs∗(S

0)-modules, en notant πs∗(S
0) l’anneau gradué des groupes

d’homotopie stable des sphères.
Dans cet article, nous nous plaçons dans le cas instable en adoptant l’approche

selon les Π-algèbres ([8],[9]) qui tient compte des opérations homotopiques primaires
(données par les produits de Whitehead et la composition avec des applications
continues entre les sphères) et nous décrivons une suite spectrale (de type Bousfield-
Kan) reliée à la Π-algèbre ΠmapGpt(X, Y ), c’est-à-dire, au groupe gradué (πnmapGpt(X, Y ))n≥1

considéré avec l’ensemble des opérations homotopiques qui agissent sur lui. Le résultat
essentiel s’exprime ainsi :

Théorème 4.2.2. : Soient X et Y deux G-CW-complexes pointés. On suppose
de plus que Y n’a qu’un nombre fini de groupes d’homotopie non nuls et que X est
G-libre.

Il existe une suite spectrale dont les termes E2 sont donnés, pour q ≥ p ≥ 1 et
q ≥ 1 si p = 0, par :

Ep,q
2 = Dhomp,q

G (π∗(X), π∗(Y ))

et qui converge vers π∗(mapGpt(X, Y )).

Pour cela, nous introduisons la notion de G-Π-algèbre. C’est une extension
naturelle de la notion de Π-algèbre qui a été introduite par Dwyer et Kan ([8],[9]) et
qui est calquée sur le modèle fourni par l’ensemble gradué des groupes d’homotopie
(de dimension supérieure ou égale à 1) d’un espace topologique, que l’on notera
(πi(K))i≥1 (ou plus brièvement, ΠK) pour tout espace topologique pointé K. Dans
[10], cette notion est utilisée pour construire, dans la catégorie des Π-algèbres, une
suite spectrale qui converge vers les groupes d’homotopie Πmappt(X, Y ) et qui est
un cas particulier (pour G réduit à l’élément neutre) de celle présentée dans cet
article.

Nous commençons par des rappels sur les Π-algèbres (section 1) avant de définir la
notion de G-Π-algèbre (section 2), c’est-à-dire, de Π-algèbre sur laquelle le groupe G
agit de manière compatible avec les opérations homotopiques. Pour deux G-espaces
X et Y , il existe deux G-Π-algèbres ”naturelles”, Πmappt(X, Y ) et hom(ΠX,ΠY ).
Un morphisme les relie et donne lieu à un isomorphisme de Π-algèbres (Proposition
2.2.2.) :

hG :−→ homG(ΠX,ΠY )
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lorsque ΠX est une G-Π-algèbre libre. Cet isomorphisme permettra d’identifier les
termes E∗,∗2 de la suite spectrale comme des foncteurs dérivés et on utilise à cette fin
la notion de cotriple (section 3 et appendice, pour des résultats plus généraux sur
cette notion) pour définir une résolution simpliciale libre (dans la catégorie des G-
Π-algèbres) de ΠX. Nous énonçons ensuite la suite spectrale ainsi obtenue (section
4).

La fin de l’article donne une application de cette suite spectrale. Un cas naturellement
intéressant est celui de X = EG, le revêtement universel du classifiant BG de
G. Le G-espace EG n’étant pas G-libre (cf. section 4.1), on considèrera alors, en
notant + l’adjonction d’un point-base laissé fixe par l’action de G, la cofibre de
l’inclusion G+ ↪→ EG+ (que l’on notera ẼG) qui est un K(L(G∗), 1) en désignant
par L(G∗) le groupe libre engendré par l’ensemble formé des éléments de G, à
l’exclusion de l’élément neutre e. Comme il arrive souvent dans le calcul des groupes
d’homologie, les résolutions aussi générales que celles fournies par la méthode du
cotriple peuvent s’avérer difficiles à exploiter et il est alors souhaitable de travailler
avec des résolutions plus explicites. Pour cette raison, on donne (section 5) une
construction d’une résolution de la Π-algèbre ΠBG (lemme 5.2) en utilisant la
construction de Kan ([5],[13]) et l’on montre que cela permet de définir une résolution
de la G-Π-algèbre ΠẼG (lemme 5.3). Nous détaillons enfin la suite spectrale obtenue
quand Y est un espace d’Eilenberg-Mac-Lane K(M,n) qui est un G-espace lorsqu’on
considère un Z[G]-module M (section 6). La suite spectrale est alors dégénérée. Le
terme E0,n−1

2 est isomorphe au groupe Der(G,M) des dérivations de G dans M . Les
autres termes sont donnés par la comologie de G à coefficients dans M et permettent
de retrouver des résultats connus sur l’homotopie de mapG(EG,K(M,n)) vu comme
l’espace des sections de la fibration de Borel de base BG et d’espace total EG×G
K(M,n) ([14]).

1 Les Π-alg èbres

1.1 Définition : Une Π-algèbre P est un foncteur contravariant :

Π −→ Setpt

qui envoie les coproduits sur les produits, où :
1) Π est la catégorie dont les objets sont les CW-complexes qui ont le type

d’homotopie d’un bouquet fini de sphères de dimension ≥ 1 et dont les morphismes
sont les classes d’homotopie pointées. Le coproduit de deux objets U et V de Π est
le bouquet U ∨ V .

2) Setpt est la catégorie dont les objets sont les ensembles pointés et dont
les morphismes sont les applications pointées.

Si P1 et P2 sont deux Π-algèbres, un morphisme P1 → P2 est une transformation
naturelle. On note Hom(P1, P2) l’ensemble de ces morphismes et Π− al la catégorie
des Π-algèbres.

1.2 Remarques : (i) Les sphères fournissent une classe de modèles pour Π− al
et une Π -algèbre P est déterminée, à isomorphisme près, par ses valeurs sur les
sphères ; on notera Pn = P (Sn) et P est ainsi (≥ 1)-graduée. De la même façon,
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pour définir un morphisme de P dans P ′, on pourra se contenter de donner les
applications pointées Pk = P (Sk)→ P ′k = P ′(Sk) pour tout entier k ≥ 1.

(ii) La catégorie Π réunit l’ensemble des opérations homotopiques puisque les
opérations homotopiques à k variables pour un espace topologique pointé X :

πn1(X) × πn2(X)× ...× πnk(X) −→ πp(X)

sont en bijection avec les éléments de πp(S
n1∨Sn2∨...∨Snk). D’après un théorème de

Hilton ([19]), ces groupes d’homotopie s’expriment comme addition, composition et
produit de Whitehead de classes d’homotopie des groupes d’homotopie des sphères.
On peut donc présenter une Π-algèbre P comme une famille de groupes (Pn)n≥1

avec Pn abélien si n > 1, muni de deux types d’opérations :

[ , ] : Pp ⊗ Pq → Pp+q−1 donnés par les ”produits de Whitehead”.
− ◦ α : Pp → Pr pour α ∈ πr(Sp), r > p > 1 (les opérations de composition

induites par les groupes d’homotopie des sphères).

Les produits de Whitehead comprennent une action de P1 sur Pn , n ≥ 1. Si x ∈ P1

et y ∈ Pn, on notera τx(y) le résultat de l’action de x sur y. On a : [x, y] = τx(y)− y,
si n ≥ 2 et [x, y] = xyx−1y−1, si y ∈ P1. En particulier, cette action est trivale si
[x, y] = 0 pour tout x de P1 et pour tout y.

1.3 Exemples : (i) ΠX. Soit X un espace topologique pointé ; il définit la
Π-algèbre :

Π −→ Setpt

U → [U,X]pt

où [−,−]pt désigne les classes d’homotopie d’applications pointées. On notera Π∗X
ou simplement ΠX cette Π-algèbre et bien sûr, ΠnX = πn(X) est pointé par la
classe de l’application constante.

(ii) hom(P, P ′). Soient P, P ′ ∈ OB(Π−al ). Notons d’abord que si U, V ∈ OB(Π),
le smash-produit U ∧ V = U×V

(U×∗)∨(∗×V )
est aussi un objet de Π et on a la propriété

de distributivité : U ∧ (V1 ∨ V2) = (U ∧ V1) ∨ (U ∧ V2). Ceci permet de définir, pour
tout U de OB(Π), un foncteur :

Π− al −→ Π− al
P → PU

par PU(V ) = P (U ∧ V ), pour tout V de OB(Π). Ainsi, à tout couple (P, P ′) de
Π-algèbres, on associe la Π -algèbre suivante :

hom(P, P ′) : Π −→ Setpt

U → Hom(P, P ′U)

On a donc : hom(P, P ′)n = Hom(P, P ′S
n
) et hom(P, P ′) est pointé par le morphisme

trivial (Pn est envoyé sur le point base de P ′n) de Hom(P, P ′).
Si on veut pointer hom(P, P ′) en un autre élément φ de Hom(P, P ′), les éléments

de hom(P, P ′)n seront les éléments a de Hom(P, P ′(S
n)+

) tels que, pour tout U de
Π, le morphisme composé :

P (U)
a→ P ′(U ∧ (Sn)+)

i∗→ P ′(U)



Une suite spectrale pour les groupes d’homotopie 569

(où i est l’inclusion U = U ∧ {point}+ → U ∧ (Sn)+) soit égal à φ. On notera
homφ(P, P ′) quand le point base est différent du morphisme trivial.

(iii) Π-algèbre libre. Ce sont les Π-algèbres qui sont isomorphes à ΠL où L
est un bouquet de sphères. En fait, une Π-algèbre libre est entièrement déterminée
par un ensemble gradué pointé (Kn)n≥1. Un tel ensemble détermine la Π -algèbre
libre F(K) = Π(∨n≥1 ∨t∈Kn−∗ Snt ) , où ∗ dénote le pointage de Kn, n ≥ 1. Cette
Π-algèbre est engendrée par les xn,t ∈ πn(Sn) ⊂ πn(∨k≥1 ∨t∈Kk−{∗} Skt ) induits par
les inclusions naturelles.

2 Les G-Π-alg èbres

2.1 Opérations homotopiques et G-action

2.1.1 Soit G un groupe discret. Dorénavant on considère des G-espaces (i.e., des
espaces topologiques pointés sur lesquels G opère en laissant fixe le point base). Soit
X un G-espace. Pour chaque k ≥ 2, πk(X) est un G-module et π1(X), un groupe
sur lequel G agit et la G-structure des groupes d’homotopie est compatible avec les
opérations homotopiques dans le sens suivant : ∀ p, q ≥ 1, ∀ g ∈ G, ∀ (α, β) ∈
πp(X) × πq(X), ∀ υ ∈ πk(Sp) :

g [α, β] = [gα, gβ] et g(α ◦ υ) = (gα) ◦ υ

Définition : Une G-Π-algèbre est une Π-algèbre sur laquelle G agit (par des opé-
rations de degré 0) de manière compatible avec les produits de Whitehead et les
opérations de composition.

Si X est un G-espace, ΠX est donc une G-Π-algèbre.
L’ensemble des G-Π-algèbres forme les objets de la catégorie G-Π-al dont les

flèches sont les morphismes de Π-algèbres qui respectent la G-structure.
En revenant à la définition initiale des Π-algèbres et en appelant G-Setpt la

catégorie des G-ensembles pointés (c’est-à-dire, des ensembles pointés sur lesquels
G agit en laissant fixe le pointage), on peut présenter une G-Π-algèbre comme un
foncteur contravariant :

Π −→ G−Setpt

qui envoie les coproduits sur les produits.

2.1.2 Si P1 et P2 sont des G-Π-algèbres, la Π-algèbre hom(P1, P2) hérite d’une
action naturelle de G et est aussi une G-Π-algèbre.

Pour deuxG-Π-algèbres P1 et P2, on notera HomG(P1, P2), l’ensemble des morphismes
de source P1 et de but P2, dans la catégorie des G-Π-algèbres et, de manière analogue
au cas non équivariant, on définit homG(P1, P2) qui est une Π-algèbre. Par ailleurs,
si P est une G-Π-algèbre, PG est la Π-algèbre formée des éléments de P invariants
pour l’action de G et on a l’égalité : homG(P1, P2) = (hom(P1, P2))G.

2.1.3 Un bouquet de sphères du type ∨g∈G∨i∈I Snig = ∨(i,g)∈(I+∧G+)−{∗}S
ni
g (c’est-

à-dire, donné par un ensemble gradué d’indices de la forme I+ ∧ G+ où I est un
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ensemble gradué d’indices, G est pris comme ensemble gradué concentré en degré
0 et G+ désigne G auquel on a ajouté un point base) sera appelé G-bouquet de
sphères.

Définition : Une G-Π-algèbre A est dite libre s’il existe un G-bouquet de sphères
∨g∈G ∨i∈I Snig , ni ≥ 1 tel que A soit isomorphe (en tant que G − Π−algèbre) à
π∗(∨g∈G ∨i∈I Snig ).

La G-structure sur π∗(∨g∈G∨i∈ISnig ) est induite par l’action de G sur les sphères :
g′.Snig = Snig′g pour tous g, g′ de G et cette Π -algèbre a ]G générateurs en degré ni
pour chaque générateur xni ∈ πni(Sni) = πni(S

ni
1 ) ⊂ πni(∨g∈G ∨i∈I Snig ), 1 désignant

l’élément neutre du groupe.

Le foncteur ”oubli” O :

G−Π−al −→ EnsGradpt

admet pour adjoint à gauche le foncteur libre L :

EnsGradpt −→ G−Π−al

qui, à l’ensemble gradué pointé E = (En)n≥1 (avec {∗} comme pointage en chaque
degré) associe la G-Π-algèbre :

π∗(∨n≥1 ∨l∈En−{∗} ∨g∈GSng,l)

Si L = L(E), on dira encore que L est la G-Π-algèbre libre engendrée par E.

2.2 Le morphisme hG : ΠmapGpt(X, Y ) −→ homG(ΠX,ΠY )

2.2.1 Soient X et Y deux G-CW-complexes pointés. Πmappt(X, Y ) est l’espace
topologique formé des applications pointées continues deX dans Y (pour la topologie
compacte-ouverte). Il est pointé en l’application constante. C’est un G-espace pour
l’action : si f : X → Y et g ∈ G, g.f : X → Y est donnée par (g.f)(x) = gf(g−1x),
i. e. par la composition :

X
g−1

−→ X
f−→ Y

g−→ Y

Par la suite, cette action sera plus brièvement notée gf . On a ainsi deux G-Π-
algèbres, Πmappt(X, Y ) et hom(ΠX,ΠY ) (pointé en π∗(application constante)) qui
sont reliées par le morphisme de G-Π-algèbres :

h : Πmappt(X, Y ) −→ hom(ΠX,ΠY )

donné par la famille de transformations naturelles (hn) :

hn : Πnmappt(X, Y ) −→ hom(ΠX,ΠY )n

définies de la manière suivante : soit [sn] ∈ Πnmappt(X, Y ) = πn(mappt(X, Y )).
Via l’isomorphisme : [Sn,mappt(X, Y )] ' [Sn ∧ X, Y ], soit sn : Sn ∧ X → Y
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un représentant de sn ; on lui associe dans hom(ΠX,ΠY )n = Hom(ΠX,ΠY Sn) la
transformation h(sn) suivante :

h(sn)(U) : ΠX(U) = [U,X]pt −→ ΠY Sn(U) = ΠY (Sn ∧ U) = [Sn ∧ U, Y ]pt

[f ] ∈ [U,X]pt −→ [h(sn)(U)(f) : Sn ∧ U 1Sn∧f→ Sn ∧X sn→ Y ]pt

où U est un objet quelconque de la catégorie Π. On vérifie facilement que h respecte
la G-structure et que, si l’on restreint h aux classes d’homotopie d’applications
équivariantes, on obtient un morphisme :

hG = h|ΠmapGpt(X,Y ) : ΠmapGpt(X, Y ) −→ homG(ΠX,ΠY )

2.2.2 Proposition : hG est un isomorphisme si ΠX est une G-Π-algèbre libre.

preuve : Supposons que X = ∨g∈GSig, i ≥ 1, soit ϕn ∈ homG(Π(∨g∈GSig),ΠY )n,

n ≥ 1 et soit [f ] la classe d’homotopie de Si
id→ Si1 ⊂ ∨g∈GSig, où 1 est l’élément

neutre de G. ϕn([f ]) est la classe d’homotopie d’une application Sn ∧ Si → Y que
l’on étend de manière naturelle (via l’inclusion Sn ∧ Si1 ⊂ Sn ∧ (∨g∈GSig)) en une
application équivariante Sn ∧ (∨g∈GSig) → Y dont la classe d’homotopie fournit
un élément de ΠnmapGpt(∨g∈GSig, Y ). Cette construction fournit un inverse de hG et
s’étend à tout G-bouquet de sphères.

3 La r ésolution simpliciale libre de ΠX

3.1 Le cotriple (VG, ηG, µG)

Soit X est un G-CW-complexe pointé et soit VG(X) le G-CW-complexe donné
par le diagramme cocartésien suivant :

∨
g∈G

∨
n≥1

∨
h∈map(Dn+1,X) S

n
h|Sn,g −→

∨
g∈G

∨
n≥1

∨
h∈map(Dn+1,X)D

n+1
h,g

↓ ↓∨
g∈G

∨
n≥1

∨
f∈map(Sn,X) S

n
f,g −→ VG(X)

Pour tout n, les disques Dn et les sphères Sn sont des G-espaces triviaux mais
leur différents exemplaires sont permutés entre eux de manière naturelle ; autrement
dit, VG(X) est un G-espace via l’action : g′.Dn

h,g = Dn
g′h,g′g et g′.Snf,g = Sng′f,g′g,

∀g, g′ ∈ G, ∀n ≥ 1 et pour toutes les applications continues et pointées f : Sn → X
et h : Dn → X. On définit aussi les tranformations :

ηG : VG −→ I et µG : VG −→ VGVG

Pour tout G-CW-complexe X, ηGX envoie la sphère Snf,g (resp. la cellule Dn
h,g) sur

f(Sn) ⊂ X (resp. sur h(Dn) ⊂ X) et µGX envoie la sphère Snf,g (resp. la cellule Dn
h,g)

sur la sphère Snif,g,g (resp. sur la cellule Dn
ih,g ,g

) indexée par l’application :
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if,g : Sn
id→ Snf,g ⊂ VG(X) (resp. indexée par l’application : ih,g : Dn id→ Dn

h,g ⊂
VG(X)). Ces applications sont équivariantes. De plus, elles vérifient les égalités :

(VGηG)µG = 1 = (ηGVG)µG et (VGµG)µG = (µGVG)µG

et, par conséquent, munissent le triplet (VG, ηG, µG) d’une structure de cotriple (cf
appendice A.2 ; [1]).

3.2 La G-Π-algèbre simpliciale Π(V G
• (X))

De façon classique (cf. appendice A.1, [1]), si on pose V G
k (X) = VG(V G

k−1(X))
pour k ≥ 1 et V G

0 (X) = VG(X), le cotriple (VG, ηG, µG) munit V G
• (X) = (V G

k (X))k≥0

d’une structure de G-CW-complexe simplicial.
Pour chaque k ≥ 0, Π(V G

k (X)) est la Π-algèbre constituée des groupes d’homotopie
πi(V

G
k (X))i≥1 et Π(V G

• (X))=(Π(V G
k (X))k≥0 est une Π-algèbre simpliciale où la structure

simpliciale est induite par la structure simpliciale de V G
• (X). De plus, G opère sur

chaque πi(V
G
k (X)), i ≥ 1 et les opérateurs ”face” et ”dégénérescence” sont eux-

mêmes des G-morphismes : on a donc une G-Π-algèbre simpliciale.
De façon analogue au cas non équivariant ([18]), on obtient le résultat suivant

(dont la preuve est donnée dans l’appendice A.3) :

3.2.1 Proposition : Soit p ≥ 1.
1) ∀q ≥ 1, πqπp(V

G
• (X)) = 0.

2) L’augmentation ηG : V G
0 (X) = VG(X) → X induit des isomorphismes (de

groupes munis d’une action de G) : π0πp(V
G
• (X)) ' πp(X)

3.2.2 Définition : Une résolution simpliciale libre d’une G − Π−algèbre P est
une G-Π-algèbre simpliciale F• augmentée par P qui vérifie les conditions :

1) Il existe des G-sous-ensembles gradués Kn = {Kn,m}m≥1 ⊂ Fn tels que, pour
tout n ≥ 0, Fn est la G− Π-algèbre libre graduée par Kn.

2) sjkn ∈ Kn+1 , 0 ≤ j ≤ n, kn ∈ Kn.
3) πnF• = 0, n ≥ 1.
4) L’augmentation induit un isomorphime : π0F• −→ P .

Les conditions 1) et 2) sont vérifiées par V G
• (X). La preuve est une simple

reformulation en termes de G-bouquets de sphères d’un résultat de [18] (proposition
2.5). En fait, chaque V G

k (X) a le type d’homotopie d’un G bouquet de sphères
indexé soit par les applications f : Sn → X, n ≥ 1 non homotopiquement triviales,
soit (en un nombre d’exemplaires plus important pour chacun de ces indices) par
les applications f : Sn → X, n ≥ 1 homotopiquement triviales. Par ailleurs, les
conditions 3) et 4) sont vérifiées pour V G

• (X) d’après la proposition 3.2.1. Par
conséquent :

3.2.3 Proposition : Π(V G
• (X)) est une résolution simpliciale libre de ΠX dans

la catégorie des G-Π-algèbres.
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4 Une suite spectrale dans le cas équivariant

4.1 On appellera DhomG(−, P ) le foncteur dérivé de :

G−Π−al −→ Π−al
M → homG(M,P )

On a donc Dhomi
G(−, P ) = πi(homG(F•, P )) où F• est une résolution simpliciale

libre de M dans G − Π−al. Rappelons qu’un G-espace pointé X est dit G-libre
([12]) si XH = {∗} pour tout sous-groupe H de G, ∗ dénotant le point base et XH

l’ensemble des éléments de X laissés invariants par H.

4.2 Théorème : Soient X et Y deux G-CW-complexes pointés. On suppose de
plus que Y n’a qu’un nombre fini de groupes d’homotopie non nuls.
1) Il existe une suite spectrale dont les termes E2 sont donnés, pour q ≥ p ≥ 1 et
q ≥ 1 si p = 0, par :

Ep,q
2 = Dhomp,q

G (π∗(X), π∗(Y ))

et qui converge vers π∗(mapGpt(RV
G
• X, Y )) où RV G

• X est la réalisation géométrique
de V G

• X.
2) Lorsque X est G-libre, cette suite spectrale converge vers π∗(mapGpt(X, Y )).

preuve : 1) Il s’agit de la suite spectrale définie dans [3] (X.6.1) appliquée à
l’espace cosimplicial mapGpt(V

G
• (X), Y ). Rappelons que cette suite spectrale, définie

pour un espace cosimplicial fibrant Z, part en Es,t
2 = πsπtZ et converge, sous

certaines conditions, vers π∗(Tot Z). Ici, les conditions de convergence sont remplies
si l’on suppose que Y n’a qu’un nombre fini de groupes d’homotopie non nuls et
π∗(Tot(mapGpt(V

G
• (X), Y ))) est isomorphe à π∗(mapGpt(RV

G
• X, Y )), comme le démontre

le diagramme commutatif de limites inverses qui suit :

Tot(mapGpt(V
G
• (X), Y )) →

∏
n

map(∆n,mapGpt(V
G
n (X), Y ))

→
→

∏
m→n map(∆n,mapGpt(V

G
m (X), Y ))

↓' ↓'

mapGpt(RV
G
• (X),Y ) → mapGpt(

∐
n

(∆n)+ ∧ V Gn (X), Y )
→
→ mapGpt(

∐
m→n(∆n)+ ∧ V Gm (X), Y )

où ∆• = (∆n)n≥0 est l’espace cosimplicial donné en codimension n par le n-simplexe
standard ∆n et sur lequel G agit trivialement. (∆n)+ désigne le n-simplexe auquel
on a rajouté un point qui joue le rôle de point-base. L’identification des termes E2

découle des propositions 2.2.2. et 3.2.3.
2) De façon classique, un argument de suite spectrale associée à V G

• (X) pris
comme ensemble bi-simplicial ([18], prop. 3.5) montre que l’augmentation ηG :
VG(X) −→ X induit des isomorphismes π∗(RV

G
• (X)) → π∗(X). Comme RV G

• (X)
et X sont G-libres, on en déduit ([7], prop. II.2.7) que ces deux espaces ont même
type de G-homotopie.

5 Construction d’une r ésolution libre

Le résultat de cette suite spectrale ne dépend pas du choix de la résolution libre
et, pour mener les calculs, il est souhaitable de trouver un substitut plus explicite à
la résolution simpliciale libre donnée dans la section 3. Nous donnons ici le moyen
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de parvenir à cela dans le cas du classifiant BH = K(H, 1) d’un groupe discret H.
Pour un groupe discret G d’élément neutre e, si l’on considère le groupe H = L(G∗)
(i.e. H est le groupe libre engendré par l’ensemble {[g]; g ∈ G , g 6= e}), on obtient
une résolution libre dans la catégorie des G-Π-algèbres pour la G-Π-algèbre définie
par le G-espace libre ẼG (cf. introduction ou section 6.1).

Nous commençons par rappeler quelques constructions standards.

5.1 Soit BH le classifiant de H vu comme l’ensemble simplicial (BH)n = Hn,
n ≥ 0. Les opérateurs simpliciaux face di : Hn → Hn−1, 0 ≤ i ≤ n, n ≥ 1 sont :

d0(h1, h2, ..., hn) = (h2, ..., hn)
di(h1, h2, ..., hn) = (h1, ..., hihi+1, ..., hn), si 0 < i < n
dn(h1, h2, ..., hn) = (h1, ..., hn−1)

avec, en particulier, d1(h) = d0(h) = ∗ pour h ∈ H = (BH)1 et (BH)0 = {∗}. Les
opérateurs simpliciaux dégénérescence si : Hn → Hn+1, n > 0, sont :

si(h1, h2, ..., hn) = (h1, ..., hi, 1, hi+1, ..., hn), si 0 ≤ i ≤ n − 1

et s0(∗) = 1 sur (BH)0.

A tout ensemble simplicial K•, la construction de Kan ([5]) associe un groupe
libre simplicial F•(K) tel que : πi(F (K)) = πi+1(K), pour i ≥ 0.

Par définition, lorsque K = BH et pour i ≥ 0, Fi(BH) est le groupe libre
engendré par les (i+ 1)-uplets (h0, h1, , ..., hi) avec hk ∈ H pour 0 ≤ k ≤ i et h0 6= 1.
Les opérateurs simpliciaux dp et sp sont alors définis sur les générateurs (notés [y]
pour y ∈ (BH)i+1) de Fi(BH) par :

sp[y] = [sp+1y], si i ≥ 0
dp[y] = [dp+1y], si i ≥ 1
d0[y] = [d1y][d0y]−1

où les sp et dp sont les opérateurs simpliciaux de BH.

Définition : PH
• est la Π-algèbre simpliciale donnée par :

1) (PH
• )n = 0, pour tout entier n ≥ 2, n désignant la graduation de la Π-algèbre

(i.e., PH
• est asphérique) et

2) (PH
i )1 = Fi(BH) où i désigne le degré simplicial.

5.2 Lemme : PH
• est une résolution simpliciale libre de Π(BH) dans la catégorie

des Π-algèbres.

preuve : Comme Π(BH) est une Π-algèbre asphérique (elle est réduite au groupe
π1(BH) = π1(K(H, 1)) = H) et que PH

• est aussi asphérique, il suffit de noter que
(PH
• )1 est un groupe simplicial libre qui vérifie :

πi((P
H
• )1) = πi(F•(BH)) = πi+1(BH) = 0, si i ≥ 1

π0((PH
• )1) = π0(F•(BH)) = π1(BH) = H

Par ailleurs, si F = L(T ) est le groupe libre engendré par un ensemble T , on peut
”réaliser” F en posant :

F = L(T ) ' π1(
∨
a∈T

S1
a)
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Ceci montre que les (PH
i )1 = Fi(BH) sont des Π-algèbres libres.

Remarque : On notera XT =
∨
a∈T S

1
a (i.e., L(T ) = π1(XT )) et si l’on pose XH

i =
XSHi

, les SHi étant déterminés par Fi(BH) = π1(XSHi
) (ils sont concrètement donnés

par la construction de Kan), on obtient un CW-complexe simplicial XH
• asphérique

(les opérateurs faces et dégénérescences sont automatiquement donnés par ceux de
F•(BH)) qui permet de définir la Π-algèbre simpliciale asphérique libre PH

• par :
(PH

i )1 = π1(XH
i ).

Lorsque H = L(G∗), PL(G∗)
• hérite d’une action de G (que l’on précise dans la

preuve qui suit) et on a :

5.3 Lemme : PL(G∗)
• est une résolution simpliciale libre de Π(K(L(G∗), 1)) dans

la catégorie des G-Π-algèbres.

preuve : Par construction, nous avons : (P
L(G∗)
i )1 = π1(X L(G∗)

i ) (avec les notations
de la remarque précédente) et, d’après le lemme 1, PL(G∗)

• est une résolution simpliciale
libre de Π(K(L(G∗), 1)) dans la catégorie des Π-algèbres ; il suffit donc de montrer

que les espacesX L(G∗)
i sont desG-bouquets de sphères et que les opérateurs simpliciaux

respectent la G-structure de PL(G∗)
• .

Par construction, P
L(G∗)
i = Fi(BL(G∗)) = L(S

L(G∗)
i ) où S

L(G∗)
i , pour i ≥ 0,

est ensemblistement le produit cartésien L(G∗)∗ × L(G∗) × ...× L(G∗) =L(G∗)∗ ×
(L(G∗))i. On appellera 1 l’élément neutre de L(G∗), e celui de G et on posera [e] = 1.
Rappelons qu’un élément h de L(G∗)∗ = L(G∗)−{1} s’écrit de manière unique sous
la forme d’un produit [g1]ε1[g2]

ε2 ...[gl]
εl avec gp ∈ G∗ = G − {e}, εp ∈ {±1}, pour

1 ≤ p ≤ l et l ≥ 1 (cette écriture est donc supposée réduite, i.e., si gp = gp+1, alors
εp = εp+1). L’application ([13]) :

< g1, g2, g3, g4, ..., g2k−1, g2k >−→ [g1][g2]
−1[g3][g4]

−1...[g2k−1][g2k]
−1

définie sur les symboles < g1, g2, ..., g2k > (les lacets réduits de longueur 2k selon
la terminologie de [13] (p. 296)) avec k ≥ 1, gp ∈ G, 1 ≤ p ≤ 2k et gi 6= gi+1,
1 ≤ i ≤ 2k − 1, qui s’étend en un isomorphisme de groupe simplicial ([6], p.134)
pour F•(BL(G∗)), montre qu’ensemblistement, on a L(G∗)∗ = G × T0 où T0 est
l’ensemble des < e, g2, g3, g4, ..., g2k−1, g2k >, k ≥ 1, gp ∈ G, 2 ≤ p ≤ 2k et gi 6= gi+1,
1 ≤ i ≤ 2k − 1. On a ainsi :

X L(G∗)
0 =

∨
a∈SL(G∗)

0

S1
a =

∨
b∈T0,g∈G

S1
b,g

et de façon générale, pour i ≥ 0 : X L(G∗)
i =

∨
a∈SL(G∗)

i
S1
a =

∨
b∈Ti,g∈G S

1
b,g en notant

Ti = T0 × ((L(G∗))i ; ceci montre que les espaces X L(G∗)
i sont des G-bouquets de

sphères.
L’action de G sur les P

L(G∗)
i = L(S

L(G∗)
i ) est donnée par l’action de G sur les

éléments de S
L(G∗)
i définie sur S

L(G∗)
0 par l’action suivante sur les lacets réduits :

g. < g1, g2, g3, g4, ..., g2k−1, g2k >=< gg1, gg2, gg3, gg4, ..., gg2k−1, gg2k >

et sur S
L(G∗)
i par : g(h0, h1, h2, ..., hi) = (g.h0, g.h1, g.h2, ..., g.hi) avec h0 ∈ S0 =

L(G∗)∗ et hk ∈ L(G∗) pour 1 ≤ k ≤ i. On notera que cette action se traduit en
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particulier par : g′[g] = [g′g][g′]−1. Il est alors immédiat de vérifier que les opérateurs
simpliciaux de (PL(G∗)

• )1 commutent à cette action.

6 Illustration

6.1 L’espace mapGpt(ẼG,K(M,n))

Soit M un Z[G]-module et n un entier > 1 ; K(M,n) l’espace d’Eilenberg-Mac-
Lane est un G-espace dont le point-base (donné par l’élément neutre de M est laissé
fixe par l’action de G.

Nous allons illustrer la suite spectrale du théorème précédent en l’appliquant
à l’espace mapGpt(ẼG,K(M,n)) où ẼG est le G-CW-complexe libre donné par la
cofibre de l’inclusion :

G+ ↪→ EG+

en désignant par X+, l’adjonction d’un point-base (laissé fixe par l’action de G) au
G-espace X et par EG, le revêtement universel de BG = K(G, 1). Il est clair que
ẼG a le type de G-homotopie de K(L(G∗), 1).

6.2 Remarques sur les morphismes de Π-algèbres

Soient P et Q deux Π-algèbres. On rappelle que hom(P,Q) est la Π-algèbre
qui est formé en degré q ≥ 1 de l’ensemble des morphismes Hom(P,QSq) (que l’on
note encore hom(P,Q)q). Les remarques suivantes découlent directement de cette
définition :

1. Si Qk = 0 pour k ≥ n+ 1, la Π-algèbre hom(P,Q) est nulle en degré ≥ n, i.e.
hom(P,Q)q = 0, si q ≥ n.

2. Si Q = ΠY , Y étant un espace topologique, on a :

hom(P,ΠY )q = hom(P,ΠΩkY )q−k pour 0 ≤ k ≤ q − 1.

3. Si Y est un K(M,n), n > 1 alors hom(P,ΠY )q est nulle dés que q ≥ n ; de
plus, si 1 ≤ q ≤ n − 1, l’ensemble de morphismes hom(P,ΠY ) se réduit aux
morphismes en degré n−q, i.e., Hom(Pn−q , πn−q(K(M,n−q))) = Hom(Pn−q ,M).

4. Si on suppose de plus que P est une π-algèbre asphérique (i.e., Pk = ∗ si k ≥ 2 ;
c’est bien sûr le cas de la Π-algèbre associée à un K(G, 1)) et Y un K(M,n),
hom(P,ΠY ) est triviale en tous les degrés sauf éventuellement en degré n− 1
où elle vaut Hom(P1,M).

Bien entendu, ces remarques restent vraies dans le cas équivariant.
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6.3 Étude de la suite spectrale

Puisque ẼG = K(L(G∗), 1), l’étude de l’espace mapGpt(ẼG,K(M,n)) nous mène,
en utilisant le thérème 4.2, à la suite spectrale de Bousfield-Kan associée à l’espace
cosimplicial

mapGpt(X L(G∗)
• , K(M,n))

et l’on a ([3], p.281 ; [2], 3.3 et prop. 10.2) :

Ep,q
1 = Npπq(mapGpt(X L(G∗)

• , K(M,n)))

(Rappelons ([4], 2.2) que pour un groupe cosimplicial Hn, Nn(H) désigne le groupe
normalisé donné par : Nn(H) = Hn ∩ ker s0 ∩ ...∩ ker sn−1 et N•H est alors un
complexe de cochâınes pour d =

∑n
i=0(−1)idi qui sera la différentielle d1 de la suite

spectrale.)
Comme ΠX L(G∗)

• = PL(G∗)
• est une G-Π-algèbre libre, on a

πq(mapGpt(X L(G∗)
• , K(M,n)))) ' homG(PL(G∗)

• ,ΠK(M,n))q

et, en tenant compte du fait que PL(G)
• est asphérique, avec (PL(G)

• )1 = F•(BL(G))
et des remarques effectuées précédemment, on a :

Ep,q
1 =

{
HomG(Fp(BL(G)),M) ∩ (

⋂
0≤i≤p−1 ker si), si q = n− 1

0 sinon

si bien que les seuls termes possiblement non nuls sont les termes Ep,n−1
1 avec 0 ≤

p ≤ n− 2 ; la suite spectrale est donc dégénérée et par convergence :

(∗) πk(mapGpt(ẼG,K(M,n))) ' En−1−k,n−1
2

Pour calculer ces termes E2, notons que :

HomG(Fp(BL(G∗)),M) ∩ (
⋂

0≤i≤p−1

ker si) ' HomG(Fp(BL(G∗)),M)

où, pour tout entier p ≥ 0, Fp(BL(G∗)) est le groupe libre engendré par les (p+ 1)-
uplets (h0, h1, ..., hp) avec hi ∈ L(G∗)∗ pour 0 ≤ i ≤ p (ceci revient à dire que l’on
prend Fp(BL(G∗)) quotienté par l’image des dégénérescences).

Résultat 1 : Pour 1 ≤ p ≤ n− 2, on a :
1. Ep,n−1

2 ' Hp+1(G,M).
2. πp(mapGpt(ẼG,K(M,n))) ' Hn−p(G,M).

preuve : 1. On a en effet la suite d’égalités :

Ep,n−1
2 = Hp(F•(BL(G∗)),M) = Hp(F•(BL(G∗))ab,M) = Hp+1(G,M)

La deuxième égalité (i.e., le passage aux abélianisés) provient du fait que M est
abélien. Pour la troisième égalité, il suffit de remarquer que (F•(BL(G∗)))ab est
un groupe simplicial abélien libre ([13], la structure simpliciale est celle héritée de
F•(BL(G∗)) ) qui, en degré p, est le groupe abélien libre engendré par (L(G∗)∗)p+1.
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L’homologie du complexe (F•(BL(G∗)))ab est égale à l’homologie du groupe L(G∗)
décalée d’un degré ([13], [5]), i.e. :{

Hp((F•(BL(G∗)))ab) = Hp+1(L(G∗)) = 0, si p ≥ 1,

H0((F•(BL(G∗)))ab) = H1(L(G∗)) ' L(G∗)ab

Si l’on désigne par IG l’idéal d’augmentation de G, on notera qu’en identifiant
L(G∗)ab avec Z[G∗], le groupe libre abélien engendré par les éléments [g] avec g ∈
G et g 6= e, on a un isomorphisme de groupes : L(G∗)ab → IG donné par la
correspondance : [g] 7→ 1− g ; il résulte de l’action de G sur L(G∗) (cf. lemme 5.3 :
g[g′] = [gg′][g]−1) que cette correspondance est un isomorphisme de Z[G]-modules.

Posons Rk = (Fk−1(BL(G∗)))ab pour k ≥ 1, R0 = Z[G] et R−1 = Z ; pour k ≥ 2,
on a les morphismes δk : Rk → Rk−1 qui sont ceux du complexe (F•(BL(G)))ab,
δ1 : R1 → R0 est la composition Z[L(G∗)∗]→→ IG ↪→ Z[G] et δ0 est l’homomorphisme
d’augmentation. Le complexe (Rk)k≥−1 est exact et (Rk)k≥0 est donc une résolution
de Z. Mais la structure de G-ensemble libre (lemme 5.3) sur les ensembles de
générateurs des Fk(BL(G∗)) munit les groupes abéliens libres (Fk(BL(G∗)))ab d’une
structure de Z[G]-module libre pour laquelle les δk (y compris δ1) sont des Z[G]-
homomorphismes. Autrement dit, (Rk)k≥0 est une Z[G]-résolution libre de Z, ce qui
achève la preuve de la troisième égalité.

2. Ce résultat se déduit immédiatement de (∗).
Remarque : On notera que la G-cofibration G+ ↪→ EG+ → ẼG induit des
isomorphismes :

πk(mapG(EG,K(M,n))) ' πk(mapGpt(ẼG,K(M,n)))

pour k < n − 1 et que ce dernier résultat implique donc aussi que l’on a, pour
1 ≤ k ≤ n− 2 :

πk(mapG(EG,K(M,n))) ' Hn−k(G,M)

qui est un résultat connu (voir [14]) si l’on interprète l’espace mapG(EG,K(M,n))
comme l’espace des sections au-dessus de BG de la fibration de Borel associée au
G-espace K(M,n), c’est-à-dire, à la fibration d’espace total EG×G K(M,n).

Résultat 2 : 1. E0,n−1
2 ' Der(G,M), le groupe des dérivations de G dans M .

2. πn−1(mapGpt(ẼG,K(M,n))) ' Der(G,M).

preuve : 1. Le calcul direct à partir du complexe (F•(BL(G)))ab donne, en reprenant
les notations introduites dans la preuve du résultat 1 :

E0,n−1
2 = Ker δ∗2 : HomG(R2,M)→ HomG(R1,M)

' HomG(L(G∗)ab,M)
' HomG(IG,M)
' Der(G,M)

où on utilise l’isomorphisme entre L(G∗)ab = Z[G∗] et IG décrit précédemment.
2. Découle de (∗).

En conclusion, on notera que ces résultats restent bien sûr valables dans le cas
où M est un G-module trivial mais peuvent s’obtenir alors en étudiant directement



Une suite spectrale pour les groupes d’homotopie 579

la Π-algèbre Π(mappt(BG,K(M,n)) ; il suffit alors d’appliquer la suite spectrale de
[10] en prenant pour résolution la Π-algèbre simpliciale libre et asphérique donnée
par F•(BG).

Appendice : Sur la construction d’une résolution

A.1 Rappelons qu’un cotriple ([1] ; [16] où cette notion porte le nom de comonade)
dans une catégorie C est la donnée d’un endofoncteur T de C et de transformations
(I désigne le foncteur identité) :

η : T −→ I et µ : T −→ T 2

telles que les diagrammes suivants :

IT
ηT← T 2 Tη→ T I

= ↖ µ ↑ ↗ =

T

et

T
µ→ T 2

µ ↓ ↓ µT

T 2 Tµ→ T 3

soient commutatifs.

De l’existence de ces transformations et de ces relations découle que, si on pose :

di = T iηT n−i : T n+1 −→ T n , i = 0, ..., n

et

si = T iµT n−i−1 : T n −→ T n+1 , i = 0, ..., n− 1,

on a défini des opérateurs face et dégénérescence qui vérifient les relations simpliciales
usuelles. On obtient donc un objet simplicial :

T
d0←
d1←

T 2

d0←
d1←
d2←
...

De plus, si A est une autre catégorie et F : C → A un foncteur tel qu’il existe
une transformation naturelle θ : F → FT pour laquelle la composition :

F
θ→ FT

Fη→ F

soit égale à l’identité, alors, pour tout objet X de C, l’existence de θ entrâıne celle
d’une contraction ([1], p. 247) : FX → FTX du complexe simplicial augmenté
FT ∗X :

FX
Fη← FTX ← FT 2X ← FT 3X ← ...
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Lorsque FT ∗X est un complexe de Kan ([17], p.3), on a alors πn(FT ∗X) = 0 si
n ≥ 1 et π0(FT

∗X) = FX pour tout X de C.

A.2 Dans le cas qui nous concerne, C = G − CW• est la catégorie des G-CW-
complexes pointés, T = VG et les transformations ηG et µG sont données, pour
chaque G-CW-complexe X, par les applications suivantes :

– ηGX : VG(X) → X envoie la sphère Snf,g (resp. la cellule Dn
h,g) sur f(Sn) ⊂ X

(resp. sur h(Dn) ⊂ X).
Cette application est équivariante puisque l’on a la suite d’égalités :
ηGX(g′Snf,g) = ηGX(Sng′f,g′g) = (g′f)(Sn) = g′.f(Sn) = g′.ηGX(Snf,g)

(et ηGX(g′Snf,g) est égal à l’image de Sn dans X par la composée Sn
f→ X

g′→ X).

– µGX : VG(X) → VGX(VG(X)) envoie la sphère Snf,g (resp. la cellule Dn
h,g) sur la

sphère Snif,g ,g (resp. sur la cellule Dn
ih,g ,g

) indéxée par l’application : if,g : Sn
id→

Snf,g ⊂ VG(X) (resp. indéxée par l’application : ih,g : Dn id→ Dn
h,g ⊂ VG(X)).

µGX(g′Snf,g) = µGX(Sng′f,g′g) = Snig′f,g′g,g′g qui est la sphère indéxée par l’application

Sn
id→ Sng′f,g′g ⊂ VG(X) ; puisque Sng′f,g′g = g′Snf,g, cela revient à considérer

l’application : Sn
id→ Snf,g

g′→ Sng′f,g′g ⊂ VG(X), c’est-à-dire : g′.Snif,g,g = g′µGX(Snf,g).

µGX est donc une application équivariante.

La construction VG est fonctorielle ; si φ : X → Y est une application équiva-
riante entre deux G-espaces X et Y , alors VG(φ) : VG(X) → VG(Y ), qui envoie
la sphère Snf,g (resp. la cellule Dn

h,g) de VG(X) sur la sphère Snφ◦f,g (resp. la cellule
Dn
φ◦h,g) de VG(Y ), est aussi équivariante.

Une vérification (fastidieuse mais sans difficulté particulière) sur les sphères et
les cellules qu’utilise la construction permet de vérifier qu’on a bien les relations
de commutation recherchées : (VGηG)µG = 1 = (ηGVG)µG ainsi que (VGµG)µG =
(µGVG)µG.

On obtient ainsi un G-CW-complexe simplicial pointé augmenté :

....→ V G
k (X)→ V G

k−1(X)→ .........→ V G
1 (X)→ V G

0 (X)
ηG→ X

A.3 Pour reprendre les notations de A.1. et en notant GGroup la catégorie des
groupes gradués (par les entiers strictement positifs), il existe un foncteur F : G−
CW• → GGroup défini par F (X) = (πn(X))n≥1.

Soit [f ] ∈ πn(X) et f : Sn
1→ Snf ⊂ VG(X) qui définit une classe [f ] ∈ πn(VG(X)).

Cette correspondance permet de définir la transformation θ : F → FVG qui, pour
tout G-CW-complexe X et tout entier n ≥ 1, est donc donnée par :

θn,X : πn(X) −→ πn(VG(X))
[f ] → [f]

Il est clair que la composition (FηG) ◦ θ est égale à l’identité ; par conséquent, pour
tout G-CW-complexe X et tout n ≥ 1, θn,X est une contraction. Par ailleurs, pour
tout n ≥ 1, le groupe simplicial (πn(V G

. (X)) est un complexe de Kan ([17], theorem
17.1). On peut donc conclure que, pour la G-Π-algèbre simpliciale :
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. . . . .

. . . . .

. . . . .

.... → πp(V Gk (X)) → πp(V Gk−1(X)) → ... → πp(V G1 (X)) → πp(V G0 (X))
(ηGX )∗
→ πp(X)

.... → πp−1(V Gk (X)) → πp−1(V Gk−1(X)) → ... → πp−1(V G1 (X)) → πp−1(V G0 (X))
(ηG
X

)∗
→ πp−1(X)

. . . . .

. . . . .

. . . . .

.... → π1(V G
k

(X)) → π1(V G
k−1

(X)) → ... → π1(V G1 (X)) → π1(V G0 (X))
(ηGX )∗→ π1(X)

(où (ηGX)∗ est l’application induite par ηGX), on a les égalités :

∀q, p ≥ 1, πqπp(V
G
. (X)) = 0

∀p ≥ 1, π0πp(V
G
. (X)) ' πp(X)

Ceci prouve la proposition 3.2.1.

Références

[1] Barr M., Beck J., Homology and standard constructions, Lect. Notes in Math.,
80, 1967, 245-335.

[2] Bousfield A.K., Homotopy spectral sequence and obstructions, Israel J. of M.,
66(1989), Nos 1-3, 54-104.

[3] Bousfield A.K., Kan D.M., Homotopy limits, completions and localizations,
Lect. Notes in Math., 304, 1972.

[4] Bousfield A.K., Kan D.M., A second quadrant homotopy spectral sequence,
TAMS, 177(1973), 305-318.
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