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Introduccion

Este libro surgi6 luego del dictado, en diversas oportunidades,
del curso de Algebra II para la licenciatura en Ciencias Matematicas
de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de
Buenos Aires. Se trata de la tercera materia de dlgebra que cursan
los alumnos. La escasez de bibliografia en castellano sobre los temas
abarcados por esta materia fue una de las principales motivaciones
para escribirlo.

En el proceso de redaccién, varios temas fueron profundizados
mas alld de lo que se suele dictar en clase, con la idea de que el
alumno interesado cuente no sélo con una guia de los contenidos
de la materia, sino también con material de consulta que lo prepare
antes de abordar literatura més especializada.

Un curso cuatrimestral de estructuras algebraicas deberia incluir
los contenidos completos de los primeros cuatro capitulos como es-
queleto sobre el cual desarrollar con mayor o menor profundidad
los contenidos de los capitulos siguientes.

El capitulo sobre Grupos fue encarado como un capitulo intro-
ductorio a estructuras, con los contenidos minimos sobre grupos
que se necesitardn en el resto del libro. La razén de esta minima-
lidad es por un lado que el punto de vista general del libro es el
categoérico, y el modelo de categoria elegido por nosotros sobre el
cual aprender &lgebra es el de categoria abeliana. Esto nos llevé a
centrar el curso en categorias de mddulos sobre un anillo. Por otra
parte, la bibliografia a disposicién de los alumnos sobre grupos, o
grupos finitos, es mucho mas abundante que sobre médulos, con lo
que un nuevo libro detallado sobre este tema no se presenta compa-
rativamente tan necesario.

El capitulo de Teoremas de estructura estd formado por dos par-
tes a la vez muy diferentes y analogas. Se trata de los teoremas de
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estructura de médulos sobre un anillo semisimple, y sobre un domi-
nio principal. Si bien las categorias semisimples tienen un compor-
tamiento muy diferente del de las categorias de médulos sobre un
dominio principal, ambas son ejemplos de categorias en donde se
tiene una clasificacién “completa” de sus objetos. Mientras que en
anillos semisimples el ejemplo que tuvimos en mente fue el de un
algebra de grupo, los ejemplos de dominios principales que toma-
mos como modelos son Z (obteniendo el teorema de estructura de
grupos abelianos finitamente generados) y el anillo de polinomios
con coeficientes en un cuerpo: k[x|. Este tltimo ejemplo tiene como
aplicacién, cuando k es algebraicamente cerrado, la obtencién de la
forma de Jordan. Dada la importancia de esta aplicacién, la hemos
descripto separadamente como tltima seccién de este capitulo.

El capitulo sobre Categorias puede considerarse también como
un Apéndice. Durante el dictado de la materia, las nociones cate-
goricas no fueron dadas ni todas juntas, ni al final, sino de a poco,
cuando las necesidades de lenguaje lo indicaban. Generalmente es-
te tema resulta muy dificil de asimilar si no se cuenta con ejemplos
concretos de categorias sobre las cuales se haya trabajado. Por es-
ta razén no recomendamos leer directamente este capitulo si no se
estd familiarizado con teoremas basicos o definiciones habituales
de estructuras algebraicas, como los teoremas de isomorfismo, o las
definiciones de suma directa, o de objeto proyectivo.

El capitulo sobre los Teoremas de Morita es un punto ideal ha-
cia donde confluir en un curso de algebra, pues integra nociones
de todos los otros capitulos (equivalencias de categorias, médulos
proyectivos, generadores, producto tensorial) y a la vez provee re-
sultados muy concretos, como célculos de subespacios de conmuta-
dores, o relaciones entre propiedades de un anillo A y del anillo de
matrices M, (A).

Por razones evidentes, varias dreas importantes de la teoria de
anillos y de la teorfa de médulos no son cubiertas por este texto.
Mencionamos por ejemplo las herramientas de homologfa, la teoria
de anillos conmutativos, o aspectos de la teoria de representaciones
de grupos como caracteres, férmulas de induccién, etc.

Los ejercicios destinados a profundizar en el conocimiento de es-
tos temas corresponden en su mayoria a las guias de Trabajos Préc-



ticos del primer cuatrimestre de 2007. Estos fueron redactados en su
totalidad por Mariano Sudrez Alvarez y enriquecen versiones ante-
riores de estas notas.

Agradezco infinitamente a Mariano por su ayuda con esta nueva
version.

Quiero agradecer los comentarios, sugerencias y correcciones de
los alumnos que cursaron Algebra II en los tiltimos cuatrimestres y
que notaron varios errores en versiones previas de este manuscrito.
En especial los alumnos del primer cuatrimestre de 2007 y a Nicolas
Botbol, ya que con su interés y dedicacién generaron varios cam-
bios. También a Estanislao Herscovich por su ayuda con los dltimos
capitulos.

Por ultimo agradezco a la Msc. Ilda Hernandez y al IMAL por
darme la oportunidad de publicar este texto.

Andrea Solotar
Buenos Aires, 30 de julio de 2007.






Capitulo 1

Grupos

1.1 Definicion y ejemplos

El concepto de grupo aparecio inicialmente al considerar grupos
de transformaciones de un conjunto. Sin embargo, al estudiar estos
grupos de transformaciones se vio que muchas de sus propiedades
eran independientes del hecho de que actuaran sobre un conjunto y
resultaban consecuencias de ciertos axiomas bdsicos.

Definicién 1.1.1. Un grupo (G, -) es un conjunto G provisto de una
operacién - : G X G — G que satisface las siguientes condiciones:

e Asociatividad: para todo g1, g2, g3 € G, es
(81-82) 83 =81 (82-83)-

o Elemento neutro: existe e € G tal que para todo g € G es
e-§=8¢=g

e Inversos: para todo g € G, existe ¢’ € G tal que
g8 =g g=e

Si ademads para todo par g, h € Ges g-h = h- g entonces el
grupo se llama abeliano o conmutativo. El cardinal del conjunto G es
el orden de G y lo escribiremos |G|. Diremos que un grupo G es finito
si |G| < ooy que es infinito en otro caso.
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Observaciones.

1. El elemento neutro de un grupo es unico, porque si e y ¢’ son
dos neutros, entonces e = ¢ - ¢/ = ¢’. La igualdad de la izquierda es
porque €’ es neutro “a derecha” y la segunda igualdad es porque e
es neutro “a izquierda”.

2. Un elemento ¢ posee un tnico inverso ¢": si ¢’ y ¢” son dos in-
versos para g entonces

§=¢e=¢g(88)=( g 8§ =eg"=g¢"

Al tinico inverso de un elemento g se lo denotara ¢~ 1.

Ejemplos.
1. Sea X un conjunto, sea G el conjunto de las funciones biyectivas
de X en Xy - la composicion. En este caso e es funcion identidad Idx
ysig € G, g~ ! esla funcién inversa.

Si el conjunto X = {1,2,3,...,n}, entonces G se denota S,, y se
llama el n-ésimo grupo simétrico.

2. Sea V un k espacio vectorial y sea G = GL(V) el conjunto de los
endomorfismos lineales inversibles de V. G es un grupo con la com-
posicién de transformaciones como producto y la identidad como
elemento neutro. Si V = k", GL(V) se nota GL, (k) y se identifica
(luego de fijar una base de k™) con las matrices inversibles de 7 fi-
las y n columnas a coeficientes en k. El elemento neutro es la matriz
identidad.

3. Tomando la suma como operacién y el cero como neutro, los con-
juntos Z, Q, R, C (los nimeros enteros, racionales, reales y comple-
jos) son todos grupos abelianos.

4. Sim € N, los “restos médulo m” (Zu,, +m,0) forman un grupo
abeliano con exactamente m elementos.

5. Dado n € N, el conjunto nZ con la suma usual.

6. Sim € N, Gy, = {z € C: 2" = 1} con la operacién produc-
to (como nimeros complejos) es también un grupo abeliano con m
elementos. El neutro es el 1.

7. Si X es un conjunto no vacio y G un grupo, entonces el conjunto
I' = {f: X — G} de las funciones de X en G es un grupo con la
multiplicacién definida por

(f-9)x) = f(x)-g(x), VfgeTl xeX
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El neutro es la funcién constante que a todo x € X le asigna e, el
elemento neutro de G. Es facil ver que I' es conmutativo si y sélo si
G lo es.

8. Si G1 y G2 son dos grupos, entonces el producto cartesiano Gy x Gy
admite una estructura de grupo definiendo la operacién

(81/82) - (81,82) = (81- 81,82~ 82)-
9. Dado n € N, el conjunto R" con la suma usual de vectores.

10. Tomando la multiplicacién como operacién y el uno como neu-
tro, los conjuntos Q — {0}, R — {0} y C — {0} (los ntimeros raciona-
les, reales y complejos no nulos, respectivamente) son todos grupos
abeliano.

11. Tomando la multiplicacién como operacién y el uno como neu-
tro, el conjunto S = {z € C : |z| = 1} es un grupo abeliano.

Observacion. Para un grupo arbitrario (G, -), denotaremos indistin-
tamente el producto de dos elementos g1 y g2 por g1- 82 = §1.82 =
g182. Los simbolos - y . se utilizardn para cualquier tipo de grupo
(abeliano o no), mientras que el simbolo + se utilizara solamente pa-
ra grupos abelianos. Cuando se desprenda del contexto no expli-
citaremos la operacion y hablaremos simplemente de un grupo G.

Antes de seguir con las definiciones bésicas de la teoria de gru-
pos, hacemos una pequefia disgresion sobre la estructura de mo-
noide.

1.2 Monoides

La estructura de monoide es una generalizacién de la estructura
de grupo, en donde no se pide la existencia de inverso y, segtn el
contexto, a veces se supone la existencia de elemento neutro y a
veces no. Damos pues la definicién de monoide:

Definicién 1.2.1. Un monoide (M, -) es un conjunto M provisto de
una operacion - : M x M — M que es asociativa, es decir, para la
cualm - (n-1) = (m-n) -1 para toda terna de elementos m, n,I € M.
Si ademads existe e € M tal que e-m = m -e para todo m € M,
entonces M se dird un monoide con elemento neutro.
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A partir de la definicién, es claro que todo grupo es automatica-
mente un monoide. El ejemplo clasico de monoide que no es grupo
es el de los ntameros naturales (N, +) o, agregandole el elemento
neutro, (Ny, +).

Ejercicio. Si M es un monoide que admite un elemento neutro, en-
tonces ese elemento neutro es tnico. En particular, el mismo enun-
ciado es cierto para todos los grupos.

Si M es un monoide con elemento neutro, el subconjunto
UM)={meM:existem' e Mconm' - m=e=m-m'}

se denomina el conjunto de unidades de M. Tautolégicamente U (M)
es un grupo.

Ejemplos.

1. Si (k,+,-) es un cuerpo entonces (k,-) es un monoide con ele-
mento neutro y U (k) = k — {0}.

2. Si V es un k-espacio vectorial, Endy (V') con la composicién como
operacién es un monoide cuyo elemento neutro es la funcién iden-
tidad. En este caso es U (Endi(V)) = GL(V).

3. Si X es un conjunto, Func(X, X) = {f : X — X} es un monoide
con la composicion como operacién y U (Func(X, X)) = S(X).

4. Existen monoides con elemento neutro que admiten elementos
inversibles a izquierda pero no a derecha. Consideremos el conjunto
M = CFMy(R) de las matrices infinitas (a;;); jcn con coeficientes
reales tales que para todo j € N, a;; = 0 salvo para finitos valores
de i. Con el producto usual de matrices M es un monoide. En M, la
matriz (5i,2j)i,jeN es inversible a izquierda pero no a derecha.

5. Terminamos esta disgresion sobre monoides con un ejemplo de
tipo general.

Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Para cada n € N, sea
X" := X x --- x X el producto cartesiano de X consigo mismo 7 ve-
ces. Se define

L(X)=]]x"
neN
donde ][ indica unién disjunta. Si n, m € Ny, (x1,...,x) € X" y
(x},...,x,) € X™, definimos

(x1, o xn) - (X1, ) = (%1, 20, X1, X ) € XM,
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Esta operacién da una estructura de monoide (sin elemento neutro)
en L(X). Llamamos a L(X) el monoide libre sobre X.

Si X es un conjunto unitario, L(X) se identifica con (N, +). Si X
tiene por lo menos dos elementos, pruebe que L(X) no es conmuta-
tivo.

1.3 Subgrupos. Subgrupos normales

En general, dado un conjunto G, uno puede obtener toda una
familia de otros conjuntos simplemente mirando los subconjuntos
de G. Si ademas G tiene estructura de grupo, uno se puede pregun-
tar como obtener “gratis”, a partir de G, una familia de grupos de
manera andloga a la situacién conjuntista.

Definicién 1.3.1. Dado un grupo (G, -), un subgrupo de G es un sub-
conjunto H C G tal que (H, -|gxp) es un grupo o, equivalentemen-
te, si
(a) - es cerrado en H, esto es, para todo hy, hy € H, se tiene que
hy-hy € H;
(b) e€ H;y
(c) paratodoh € H,h™! € H.

Observacién. La condicion (b) implica que H # &, a su vez las
condiciones (a) y (c) junto con H # @ implican la condicién (b),
por lo tanto en la definicién de subgrupo se puede cambiar (b) por
H # 2.

Ejemplos.
1. Sin € N,sea G, = {w € C : w" = 1}. Entonces (G, -) es un
subgrupo de (C — {0}, -).

2. Sin € N, el conjunto nZ = {nk / k € Z} de los multiplos de n es
un subgrupo de los enteros (Z, +).

3.5iG =127 ={0,1,--- ,5}, entonces H; = {0,2,4} y H, = {0,3}
son subgrupos de G.

4. Si (G, -) es un grupo, G y {e} son siempre subgrupos. Si p es un
ntmero primo y G = Z, se vera facilmente luego que estos dos
subgrupos triviales son los tinicos subgrupos que tiene Z,,.
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5. Sea X = {1,2,3,..,n} y G = S, el conjunto de las permutacio-
nesde X.Si1 < i < n, el conjunto de permutaciones que fijan el
elemento i de X, esto es, H; = {g € G : g(i) = i}, es un subgrupo
de G. ;Cuantos elementos tiene G? ;Cudntos elementos tiene H;?

6. Sea G = GL,(k) ysea H ={A € G: detA = 1}. Entonces H es
un subgrupo de G.

7. Si H y K son subgrupos de G entonces H N K es un subgrupo
de G.

Dado un grupo G y un elemento x € G, consideremos el conjun-
to (x) = {x" : n € Z}. Se trata de un subgrupo de G, que puede ser
finito o no. Llamaremos orden de x, y se notard o(x), al orden de este
subgrupo. En caso de ser finito, o(x) = min{n € N: x" = 1}.

Ejemplo. Si G = Zg, 0(0) = 1,0(1) = 6,0(2) =3,0(3) =2,0(4) =3
yo(5) = 6.

Observacion. Six € Gestalqueo(x) =nyt € Zestal que x' = ¢,

entonces n divide a t. En particular, para todo x € G, se tiene que
o(x) =o(x71).

Definicién 1.3.2. Dado un grupo G, se llama exponente de G al mi-
nimo del siguiente conjunto A = {s € N: x* = 1six € G}.

Ejemplo. Si G = Z este conjunto es vacio, asi que el exponente es,
por definicién, igual a 4-co.

Proposicién 1.3.3. Sea G un grupo finito. Entonces el conjunto A es
no vacio. Ademds, el exponente de G es el minimo comiin miiltiplo de los
ordenes de los elementos de G.

Demostracion. Sea x € G. Si t es tal que x! = e entonces o(x) | t.
Supongamos que t = o(g)m con m € Z. Entonces x' = x°)" = ¢,
Vemos que o(x) | t <= x' = e. Como G es finito, todo elemento
tiene orden finito, y como G tiene una cantidad finita de elementos,
tiene sentido considerar al minimo comdn multiplo s de los érdenes
o(x) conx € G.

Es x* = e para todo x € G, asi que A es no vacio y G tiene
exponente finito. Ademas, si m es tal que x" = ¢ paratodo x € G
entonces claramente s divide a m. Luego s es el exponente de G. [
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Observemos que si H es un subgrupo de un grupo G, entonces
para cada x € G el conjunto

xHx ' = {xhx™':h e H}
es también un subgrupo de G: en efecto, es

(xhx V) (xh'x71) = x(hh')x 71

(xhx D™t =y 1x~ L.

De esta manera, a partir de un subgrupo H obtenemos otros, que
llamaremos conjugados a H. No hay razén a priori para suponer que
H coincide con sus subgrupos conjugados, aunque esto si es cierto
si por ejemplo el grupo G es conmutativo o, mas generalmente, si
los elementos de H conmutan con los de G.

Ejemplo. Sea G = S, y sea ¢ € G la permutacién ciclica definida
por

. i+1, sii<mn;
o(i) = .
1, sii=n.
Sea ademas H = {id,c,0?,...,¢""'}. H es un subgrupo de G, pero
no es cierto, en general, que si x € G entonces xHx1=H (jdé un
ejemplo de esto!).

Definicién 1.3.4. Un subgrupo H de un grupo G es invariante (o
también normal o distinguido) si xHx~! = H para todo x € G. Escri-
biremos H < G.

Observaciones.

1. Sea {H;}ic; una familia de subgrupos de un grupo G. Entonces
Nicr Hi es también un subgrupo de G. Si ademads todos los H; son
invariantes en G, entonces (;c; H; es invariante.

2. Si H es un subgrupo de un grupo G, mostrar que (,cc *Hx ! es
un subgrupo invariante.
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3. Si S es un subconjunto de G, sea
Ns={xe€G:xSx ! =8}

N; es un subgrupo de G al que llamamos el normalizador de S en G.
Por ejemplo, sia € Gy S = {a}, entonces se tiene que N5 = {x €
G:xa =ax}.

Si S es un subgrupo de G, se puede ver que S es también un
subgrupo de Ns y S <« Ng. Ademds N es el subgrupo de G mas
grande con esa propiedad.

4. Sea
Zc ={x € G:xg=gxparatdo g € G}.
Z¢ es un subgrupo de G. Llamamos a Zg el centro de G. Se tiene

Zg < Gy, ademas, cualquierasea S C G, es Zg C Ns.

5. Si G es un grupo cualquiera 'y x, y € G, el conmutador de x e y es
el elemento

-1,,-1
eyl =xyx "y
Dejamos como ejercicio verificar que si z € G, entonces
z[x,y)z 7t = [zxz 7Y, zyz ).

Llamamos subgrupo conmutador o subgrupo derivado, y lo escribimos
|G, G], al subgrupo de G generado por los conmutadores. Tenemos
entonces que [G, G| < G.

1.4 Morfismos y cocientes

Asi como la nocién de conjunto estd intrinsecamente ligada al
concepto de funcién, pues una funcién es una forma de relacionar
un conjunto con otro, para el caso de grupos —que son conjuntos
provistos de una estructura de producto adicional —serdn de im-
portancia central las funciones entre grupos que “respeten” dicha
estructura.
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Definicién 1.4.1. Sean (G,-g) y (G/,-5/) dos grupos. Una funcién
f : G — G’ es un morfismo (o también un homomorfismo) de grupos
si para todo g1, g2 € G se tiene que

f(81°682) = f(81) ¢ f(g2)-

Ejercicio. Un subconjunto H de un grupo G es subgrupo si y sélo
si H admite una estructura de grupo tal que la funcién inclusion
i : H — G es un morfismo de grupos.

Definicién 1.4.2. Un monomorfismo es un morfismo inyectivo. Un
epimorfismo es un morfismo suryectivo. Un isomorfismo es un mor-
tismo biyectivo.

Notemos que el conjunto de morfismos de grupos f : G — G/,
que escribiremos Homg, (G, G'), es siempre no vacio: la funciéon que
a todo elemento de G le asigna el neutro de G’ es trivialmente un
morfismo de grupos, al que llamamos el “morfismo nulo”.

Observaciones.

1. Unmorfismo f : G — G’ es un isomorfismo sii es monomorfismo
y epimorfismo. En tal caso, la funcién inversa f ! : G’ — G también
es un morfismo de grupos (jverificarlo!).

2. Si f es un morfismo, entonces f(eg) = eg: como eg = egeg, €s

flec) = fleg)f(ec), asi que
ec' = flec)(f(ec)) ™! = flec)flec)(flec)) ™" = flec).

3.Si f : G — G’ es un morfismo, entonces para cada ¢ € G es
flg™h) =fl®"

4. Un morfismo f es un monomorfismo sii
f(g) =eq = g=c¢c.

Definicién 1.4.3. Sea f : G — G’ un morfismo de grupos. El niicleo
de f es el conjunto

Ker(f) ={g € G: f(g) =ecr}

y la imdgen de f es el conjunto

Im(f) ={¢ € G' :existe g € G tal que f(g) = ¢’}

Se trata de subgrupos de G y de G/, respectivamente.
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Ejercicios.

1. Verificar que efectivamente Ker(f) e Im(f) son subgrupos de G
y de G'. Verificar ademés que Ker(f) < G. Mostrar con un ejemplo
que Im(f) no tiene porque ser invariante.

2. Sea f : G — G’ como antes un morfismo de grupos y H' un sub-
grupo de G'. Verificar que f~!(H’) es un subgrupo de G. Si ademds
H' < G/, entonces f~1(H’) < G. En particular, como es {e} < G’
resulta Ker(f) < G.

Las definiciones de monomorfismo y epimorfismo pueden ser
enunciadas a través de estos subgrupos: un morfismo f : G — G’ es
un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = {eg} y es un epimorfismo
siysolosilm(f) =G'.

Ejemplos.

1. La aplicaciéon exponencial exp : (R,+) — (Rso,-), dada por
exp(x) = e para todo x € R, es un isomorfismo de grupos, cu-
yo inverso es la funcién logaritmo.

2. Determinemos los morfismos de Z, a Zj.

Sea f : Zp — Z4 un morfismo de grupos. Sabemos que f(0) = 0.
¢Cudnto vale f(1)? Como 0 = 1 + 1 entonces f(1) + f(1) = 0. Esto
nos dice que f(1) debe ser o bien cero o bien la clase de 2 en Z4. En
cualquiera de los dos casos, la funcién asi definida es un morfismo
de grupos.

3. Si f : Zy — Z3 es un morfismo de grupos, entonces f es el mor-
fismo nulo. (;jVerifiquelo!)
4. La proyeccién canénica 7t : Z — Zy es un morfismo de grupos.

5. Dados un cuerpo ky n € N, la aplicacién f : GL,(k) — k — {0}
tal que f(A) = det(A) es un morfismo de grupos.

6. Sea f : G, — Z, dado por f (ez%ik) = k. Entonces f es un isomor-
tismo de grupos.

Ejercicio. Definir un morfismo de grupos f : S3 — S3 tal que

Im(f) #A Ss.

Vimos que si f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces
Ker(f) < G. Sin embargo, esto no es cierto para Im(f), como puede
verse en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo. Sean k un cuerpo, n € Ny A € GL,(k) una matriz no
escalar. Sea f, : Z — GL,(k) el morfismo de grupos definido por
fa(r) = A’. Entonces la imagen de f4 es el subgrupo de GL, (k)
generado por A, que no es invariante.

El siguiente lema muestra que todo subgrupo normal de G es el
ntcleo de algin morfismo de G en algun grupo G'.

Lema 1.4.4. Sea H <1 G. Entonces existe un grupo G' y un morfismo de
grupos f : G — G’ tal que H = Ker(f).

Demostracién. Definimos una relacién de equivalencia ~ sobre G.
Si x,y € G, diremos que x ~p y sii y~'x € H. Dejamos como
ejercicio mostra que, como H es un subgrupo, esto define en efecto
una relacién de equivalencia; notemos que si H = {e} esta relacién
es simplemente la igualdad.
Consideramos el conjunto cociente G/ ~p y la aplicacién natural

n:G— G/~y
X—X

donde ¥ = {y € G : x ~p y} es la clase de equivalecia de x.
Ponemos G' = G/~p y definimos una operacion sobre G’ de
manera que

X+ = X7

Ademds, tomamos f = 71 : G — G'. Queremos ver que G’ es un
grupo, que f es un morfismo de grupos y que Ker(f) = H.

e La operacion x estd bien definida. Sean x, x', y y y' tales que ¥ = x’
y ¥ = y’. Entonces existen hy, h, € H tales que

()T =My, (v)ly =y,
0, equivalentemente,
x = x'hy, y = 1y'hy.

Queremos ver que x'y’ = Xy y para eso calculamos xy en tér-
minos de x" e y':
Xy = xlhlylhz — x/(y/y/—l)hlylhz — x/y/(y/—lhlyl)hz
= x/y/hghz,
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donde 3 = y'~1h1y/, que es un conjugado de h;. Como H es
un subgrupo invariante, es h3 € H y entonces h3h, € H. Por lo
tanto, xy ~y x'y'y, finalmente, Xy = x'y/.

Notemos que si H no es invariante, el razonamiento ante-
rior no es vélido y no hay en general manera de dar al cocien-
te G’ una estructura de grupo compatible con la de G.

e La operacion definida en G' da una estructura de grupo, es decir
es asociativa, hay un elemento neutro y todo elemento tiene
inverso. Dejamos esto como ejercicio al lector.

e fes un morfismo de grupos y Ker(f) = H. Que f es un morfismo
de grupos es inmediato a partir de su definicién pues

flay) =xy=3xy = f(x)f(y)

Calculamos ahora Ker(f):

Ker(f) = {x € G: f(x) = eq'}
={xeG:x=¢}
={xeG:x~pge}
={xeG:x€ H}
=H

Esto completa la prueba. O

Definicién 1.4.5. Si G es un grupoy H <1 G un subgrupo invariante,
escribiremos G/ H al grupo G’ construido en la prueba del lema y
lo llamaremos el grupo cociente de G por H (o G médulo H).

Notemos que la estructura de grupo de G/ H proviene del hecho
de que H < G. Cuando H no es invariante, el conjunto cociente
G/ H es tan s6lo un conjunto.

Ejemplos.

1. Sea mZ C Z. Se trata de un subgrupo de (Z,+) y Z/mZ = Zy,.
2. Consideremos el grupo (R, +) y el subgrupoZ C R.EsZ < R
porque R es abeliano. Se obtiene entonces que R/Z es un grupo
isomorfoa (S!,-) = {z € C: |z] =1} C (C—{0},-) y la proyeccién
candnica es la aplicacion

Y ER/Z —s 27 ¢ g1
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3. Si G es un grupo, entonces G/{e} = Gy G/G = {e}.

4. Sean € Ny sea§, el grupo de permutaciones de {1,...,n}.
Seai € {1,...,n} y sea H el subgrupo de S, que consiste de las
permutaciones que dejan fijo al elemento i. Entonces S,,/H = S,,_;.

Otra forma de describir al grupo cociente lo da la siguiente pro-
posicién, que presenta una propiedad de tipo universal que carac-
teriza completamente al cociente:

Proposicién 1.4.6. Sean G un grupo, H < Gysea g : G — G/H
la proyeccion al cociente. Entonces para todo grupo G' y todo morfismo de
grupos f : G — G’ tal que H C Ker(f), existe un tinico morfismo de
grupos f : G/H — G’ tal que f o tyy = f.

Esta situacion se esquematiza con el siquiente diagrama:

G*f>G/

7
ﬂHl /:
< f

G/H

Demostracion. Mostremos separadamente la existenca y la unicidad.
Existencia. Si ¥ € G/H, ponemos f(x) = f(x). Esta aplicacién
est4 bien definida pues si ¥ = x/, entonces ¥’ 'x € H C Ker(f) y
f(x'x) = e Esto implica que f(x) = f(x).
Resulta claro también que f es un morfismo de grupos, pues

f@xy) = f(xy) = f(x)fy) = fFX)f(@)-

Finalmente, la definicién misma de 7 implica que f = f o TTH.

Unicidad. La unicidad es una consecuencia de la sobreyectividad
de 7y Sean f, f, : G/H — G’ morfismos de grupos tales que
f;om= fparai=1,2. Entonces,six € G/H, es

F1®) = f1(m(x)) = f(x) = fr(m(x)) = f,(%),

asi que f, = f,. [
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Observaciones.

1. Con las notaciones de la proposiciéon anterior, Im(f) = Im(f) y
Ker(f) = my(Ker(f)). En particular si f es un epimorfismo, enton-
ces f también lo es, y si H = Ker(f) entonces f es un monomorfis-

mo.

2. Sea G un grupo y H C G un subgrupo normal. Supongamos
que tenemos un grupo L y un morfismo de grupos ¢ : G — L tal
que Ker(¢) = H y tal que para todo morfismo f : G — G’ con
HC Ker(f) existe un tnico morfismo f : L — G’ para el cual se
tiene que fo¢ = f. Queremos ver que existe un isomorfismo de
grupos L = G/H.

Como Ker(¢) = H, existe un unico ¢ : G/H — L tal que
¢ oty = ¢. Sabemos que Ker(¢) = ny(Ker(¢p) = ny(H) = {e},
asi que ¢ es monomorfismo. Para ver que ¢ es también un epimor-
fismo, vamos a construir un inverso. Por hipétesis, existe un tnico
morfismo 7ty : L — G/H tal que 7ty o ¢ = 7y. Para verificar que
Aty ¥ ¢ son inversos, notamos que una un unico morfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama:

1.5 Teoremas de isomorfismo

Teorema 1.5.1. (Primer teorema de isomorfismo) Sea f : G — G’
es un morfismo de grupos, sea H = Ker(f) y consideremos la restriccion
f: G — Im(f). Entonces f : G/ Ker(f) — Im(f) es un isomorfismo de
QrUpos.

Demostracion. Basta observar que f es mono y epi. O

Teorema 1.5.2. (Segundo teorema de isomorfismo) Sea G un grupo
y sean H y K dos subgrupos normales de G tales que K C H. Entonces
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K <1 H y se tiene el siquiente diagrama conmutativo:

G— " G/H

7
-

TCK\L e
L
.7 TH

G/K
El morfismo 7ty induce un isomorfismo

G/K

H/K = G/H.

Demostracién. El morfismo 7Ty es claramente sobreyectivo, pues 7ty
lo es, y el nticleo de 7ty es la imagen de H por 7tk en G/ K, es decir,
Im(7ty) = H/K. Aaplicando ahora el primer teorema de isomorfis-

mo a 7Ty se tiene que%lg = G/H. O

Ejemplo. Si consideramos los grupos aditivos Z C R C C, entonces

c/z

R/Z =C/R=ZR.

Teorema 1.5.3. (Tercer teorema de isomorfismo) Sea G un grupo y
sean H y K subgrupos de G tales que K C Np, esto es, tales que para todo
k€ JeskHk ' = H.

Si HK = {hk : h € H, k € K}, entonces HK es un subgrupo de G y
H <1 HK. Ademds, el morfismo de grupos k € K +— k € HK/H induce
un isomorfismo K/(H N K) = HK/H.

Demostracion. HK es un subgrupo de G porque, por un lado,
(hk)(WK') = hki' (k™ 'k)k' = (h(kW'k™1))kk' € HK,

ya que ki'k~! € H y, por otro,
()t =ktht = (k)KL

Es facil ver que H < HK, asi que tiene sentido calcular HK/H. La
aplicacion k € K +— k € HK/H es un morfismo de grupos sobre-
yectivo (jverificarlo!) y su ntcleo es el conjunto de los elementos
de K que también estdn en H. El primer teorema da entonces un
isomorfismo K/(HNK) = HK/H. O
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1.6 El teorema de Lagrange

Recordamos que el orden de un grupo G es el cardinal de G y se
lo nota |G| = #G.

Si H es un subgrupo (no necesariamente invariante) de G, po-
demos construir el conjunto cociente G/H de G por la relacion de
equivalencia ~y. Si H < G, entonces G/ H es un grupo.

Definicién 1.6.1. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, llama-
mos indice de H en G al cardinal del conjunto G/H y lo escribimos
(G:H) =#(G/H).

Supongamos que tenemos un grupo finito G y un subgrupo H
de G. La relacién de equivalencia ~p es tal que, para x € G, se tiene:
x={yeG:x~py}
={yeG:y 'xecH}
={ye G:y=xhparaalginh € H}
Observamos que:

1. Por ser ~p una relacién de equivalencia, x Ny = o X = V.
2. Para todo x € G se tiene que #(x) = #(xH) = |H|.
3. #(G/H) =#{x: x € G}.

En estas condiciones, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2. (Lagrange) Sean G un grupo finito y sea H un subgrupo
de G, entonces |G| = (G : H)|H|.

Demostracién. Del hecho de que ~p sea una relaciéon de equivalen-
cia se sigue que G es la unién disjunta de sus clases de equivalencia.
Por lo tanto

Gl = ). #(X).

xeG/H

Usando la observacién 2 hecha arriba, vemos que todos los términos
de esta suma son iguales a |H| y entonces

G| = Z |H| = #(G/H)|H| = (G : H)|H|.
xeG/H

Esto prueba el teorema. O
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Este teorema tiene consecuencias inmediatas importantes:

Corolario 1.6.3. Sea G un grupo finito:

(a) El orden de cualquier subgrupo de G divide al orden de G.

(b) Si H < G, entonces |G/H| = %

(c) Sia € G, notemos por (a) al subgrupo de G dado por el conjunto
{a" :n € Z} y |a| = |{(a)|. Entonces |a| divide a |G|. Observemos
que |a| = min{n € Ny : a" = eg}.

(d) Paratodo x € G, xIGl = ec.

(e) (Fermat) Sia € Z y p es un niimero primo entonces

aF =a (mod p).

() Si f : G — G es un morfismo de grupos y a € G, entonces
|f(a)| divide a |a].

(g) Si |G| es un mimero primo p (por ejemplo, G = 7Z,) entonces los
iinicos subgrupos de G son los triviales: {eg} y G.

Demostracién. Los puntos (a), (b), (c) y (g) son evidentes. Como

x|6l = xl¥(GHx)) = (x1)(G:(x))
la afirmacion (d) se sigue de que x1* = ¢.

Veamos (e). Sia = 0 (mod p) el resultado es obvio, asi que basta
probarlo paraa € (Z, — {0}). Consideremos G = Z, — {0}, que es
un grupo ara la multiplicacién porque p es un niimero primo (;por
qué?). Usando el punto (c), vemos que |a| divide a |G| = p — 1. Por
lo tanto, a?~! =1 (mod p).

Finalmente, veamos el antetiltimo punto. Consideremos la res-
triccion f|,y : (a) — G’. Es claro que Im(f|,) = (f(a)). El teorema
de isomorfismo nos dice entonces que (f(a)) = (a)/ Ker(f],), asi
que

a]

@ = e (AT

Esto termina la prueba. O
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1.7 Grupos ciclicos

Sea G un grupo y a € G un elemento de G. Si m € Z, se define
inductivamente

eG sim=20;
U sim=1;
am1g sim>1;
(a=1)™™ sim <O0.
Es claro que a"a° = a°a” = a"*°, de manera que que la funcién

fa:n € Z— a" € G es un morfismo de grupos.

Ejercicio. Mostrar que si a4, b € G son tales que ab = ba entonces
(ab)™ = a™b™ para todo m € Z.

Definicién 1.7.1. Un grupo G es ciclico si existe un elementoa € G
tal que para todo b € G existe m € Z con a” = b. En otras palabras,
G es ciclico si existe un a € G tal que (a) = G. Todo tal elemento es
un generador de G.

Observaciones.
1. Un grupo ciclico no tiene necesariamente un tinico generador.
Por ejemplo, G = Zs es un grupo ciclico y

Zs = (1) = (2) = (3) = (@).

2. Si G es un grupo, entonces cualquiera sea a € G se tiene que

[(@)] = |al.

Ejercicio. Mostrar que (Z,+), (Gy, ) v (Zn,+), conn € N arbitrario,
son grupos ciclicos. En cada caso encontrar todos los generadores.

Sabemos que G, y Z, son grupos isomorfos y que si n # m,
entonces Z, % Zn (¢por qué?). Por otro lado, Z, no es isomorfo a Z
para ningtin n € Z (;por qué?). ;Puede existir un grupo ciclico no
isomorfo a (Z,+) o a (Zn,+)? ¢Puede existir un grupo ciclico no
conmutativo?

La respuesta a estas preguntas la da el siguiente teorema que
caracteriza a todos los grupos ciclicos.
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Teorema 1.7.2. Sea G un grupo ciclico y sea a € G un generador, de
manera que G = (a). Entonces:

(a) Si|a| = n, entonces G = (Zy, +).

(b) Si|a| = oo, entonces G = (Z,+).

Demostracion. Consideremos la funcién f : m € Z — a™ € G. Como
a’ts = a"a°, f es un morfismo de grupos. Ademas, la imagen de f
coincide con (a) = G. El primer teorema de isomorfismo nos dice
entonces que G = Z/ Ker(f).

Supongamos que |a| = 0. Sim € Zes tal que f(m) = a™ = eg,
debe ser m = 0. Esto es, Ker(f) = {0} y G = Z.

Por otro lado, si [a| = n < oo, es Ker(f) = nZ (;por qué?) y
entonces G = Z/nZ = 7. O

Corolario 1.7.3.  (a) Si G y G’ son dos grupos ciclicos y |G| = |G|,
entonces G = G'.
(b) Si |G| = pcon p € Nun niimero primo, entonces G = Zj.

Demostracién. Para demostrar la segunda afirmacién, basta ver que
G es ciclico. Tomemos 2 € G un elemento cualquiera distinto de eg
y consideremos el subgrupo (a). El teorema de Lagrange nos dice
que el orden de este subgrupo divide al orden de G, que es p, asi
que es 0 1 o p. Pero debe ser |(a)| > 1, ya que (a) contiene por lo
menos a los elementos a y eg. Concluimos que (a) = G. O

1.8 Accion de un grupo sobre un conjunto

Como vimos en los primeros ejemplos, una de las formas de en-
contrar grupos es observando transformaciones de algtin conjunto.
De esta manera, a un grupo abstracto se lo piensa “actuando” sobre
el espacio o conjunto en donde operan las transformaciones.

Definicién 1.8.1. Sea G un grupo y X un conjunto. Se dice que G
opera a izquierda (o que actiia a izquierda) sobre X si se tiene dada una
funcién, llamada accion,

p:GxX—X
(8 %) — ¢(g,x)

Habitualmente escribimos g - x 0 gx en vez de ¢(g, x). Suponemos
que ¢ satisface las siguientes condiciones:
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e Asociatividad: paratodox € X, g, ¢’ €, es

(g-8)-x=g-(g x)

Notese que aqui el punto entre g y ¢’ indica la multiplicacién
en G mientras que el punto entre ¢’ y x es la accién sobre X.
o Identidad: para todo x € X, es

eg - X = x.
Si A, By C son conjuntos, hay una biyecciéon

Func(A x B,C) = Func(A, Func(B,C))
fl= =)= (a— fla,-))

En otras palabras, si una funcién tiene dos variables, fijando una se
obtiene una funcién de la otra.

Esto da otro punto de vista para describir las acciones de un
grupo G sobre un conjunto X. Para cada g en G se tiene la funcién
“multiplicacién por g7,

pg=¢(g —):x€X—>gxeX

Las propiedades de la accién implican que ¢g o ¢, = ¢y, (jverificar-
lo!). En particular, es

Pg-10 95 = P50 P = e = ldx.

Esto nos dice que ¢, es una funcion biyectiva, con inversa ¢,-1. Por
lo tanto, dar una accién de G sobre X es lo mismo que dar una fun-
cionp : g € G — ¢ € S(X) de G al grupo de biyecciones de X
en X. La propiedad de asociatividad de la accién no dice otra cosa
que esta funcién es un morfismo de grupos, esto es, que

p(8)op(g") = p(gs).

El par (X,p) se llama una representacion de G en X. A partir del
grupo abstracto G, se tiene una imagen de él como un subgrupo del
grupo de permutaciones del conjunto X.
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Ejemplos.
1. Sean € N,G =G,y X = R2. Identificamos a X con C. Defini-
mos una accién de G sobre X poniendo

G, xC—C
(w,z) — (wz)

Notemos que la aplicacién z € C — wz € C es la rotacién de C de
angulo arg(w). Asi, en esta representaciéon G, se representa como
rotaciones del plano.

2. Si G = S es el grupo simétrico en n elementos y X = R", consi-
deramos la accién

S, x R" — R"
(0', (xl, ey xn)) — (xg(l), ...xg(n))

En este caso, cada ¢ € S, actia como una transformaciéon lineal
de R", asi que la accién es un morfismo S, — GL,(R) C S(R").

3. La accién por conjugacion, o accién por automorfismos interiores,
de un grupo G sobre si mismo estd dada por el morfismo de grupos
g€ G ¢g € S(G) tal que

$g:G—G
h|—>ghg_1

Dejamos como ejercicio la verificacién de que esto es en efecto una
accion.

Como en el ejemplo anterior, esta accion respeta la estructura
adicional que existe sobre el conjunto X = G, pues la accion tiene
por imagen automorfismos de grupo de G:

pg(hh') = g(hh')g™" = (ghg ") (gh'g™") = ¢pg(h)g(H').

La imagen de esta acciéon es un subgrupo del grupo Aut(G) de los
automorfismos de grupo de G, al que llamamos subgrupo de auto-
morfismos interiores y escribimos Autin(G).

Si el grupo G es abeliano, el tnico automorfismo interior es la
identidad. De hecho, se puede caracterizar a los automorfismos in-
teriores en términos del grupo G y del centro de G, que de alguna
manera mide la “abelianidad” de G:
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Por el primer teorema de isomorfismo, se tiene que
Autint(G) = G/ Ker(accioén por conjugacion).
El ntcleo de la accién por conjugacion son los elementos de g € G

tales que ¢g : h € G +— ghg™! € G es el automorfismo identidad
de G. Pero

Py =Ildg <~ gxg ' =x,Vx€G <= gx=1xg, Vx €G,
es decir, si y solosi g € Z(G). Por lo tanto
Autint(G) = G/ Z(G).

4. G actaa por conjugacién en el conjunto Z(G) = {X : X C G}
de partes de G. Definimos una accién g € G — ¢, € S(Z(G)): si
A e Z(G)yg € G, ponemos

Po(A) =gAg ' ={gag ' :a e A} € Z(A).
Notemos que esta accion puede restringese al subconjunto de Z(G)

de los subconjuntos de G que ademads son subgrupos de G. ;Quié-
nes son los “puntos fijos” por la accién de G?

5. Traslaciones en un grupo. Sea X = G. Si ¢ € G, definimos una
aplicacion Ty : G — G por Tg(h) = gh; observemos que T, 10 es un
morfismo de grupos (;por qué?). Esto da una accién de G sobre si
mismo, que llamamos la accién por translacién.

De manera similar, G acttia por traslaciones sobre Z(G).

6. Sea G = Zy, X = C, entonces la aplicacién
Zy — Autg(C)
0 — Idc
1 +— conjugacién

es una accién. El conjunto de puntos fijos por la accién de Z; es
exactamente el subgrupo de nameros reales.

7. Tener una accién de G sobre X es lo mismo que tener un morfis-
mo G — S(X). Dados un grupo G y un conjunto X cualesquiera,
siempre existe el morfismo nulo

G — S(X)
g—>|dx, VgEG

Si G acttia de esta manera, diremos que G actda trivialmente en X.
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1.9 Orbitas, grupos de isotropia y ecuacién
de clases

Al actuar G sobre un conjunto X, pueden asociarse a esa accion
diversos subgrupos de G y subconjuntos de X:

e Si g € G, se puede considerar el subconjunto mds grande de X
sobre el que el elemento g actta trivialmente, es decir, el con-
junto X8 = {x € X : gx = x}. Si, por ejemplo, G acttia sobre si
mismo por conjugacion, este subconjunto es el centralizador
de g en G; en cambio, si G actta por traslaciones este conjunto
es vacio.

e Inversamente, si x € X, podemos considerar el subgrupo de G
formado por los elementos que fijan a x, esto es, el conjunto
Ex = {g € G : gx = x}, al que llamamos estabilizador de x
en G.

e Sado un x € X, también podemos considerar el conjunto de
todos los elementos de X que son “accesibles” a través de G,
al que llamamos la érbita de x. Esto dara el subconjunto de X
mas pequefio posible que contiene a x sobre el cual se puede
definir una accién de G restringiendo la accién que se tenia
sobre todo X. Mds concretamente:

Definicién 1.9.1. Sea G un grupo que acttia en un conjunto X y sea
x € X. La drbita de x en X es el conjunto

Oy ={gx:3€ G} ={y € X:existeg € Gtal quey = gx}.

Ejemplos.

1. Sea G = Gs actuando en R? = C por rotaciones. Si z = 0 entonces
0, = {0}. Si, en cambio, z # 0, entonces 0, contiene 5 elementos,
que son los vértices del pentdgono regular con centro en el origen y
que tiene a z como uno de sus vértices.

2. Consideremos Z, actuando en S! via la accién tal que

(x) = x,

(x) = —x.

= Ol

Entonces &y = {x, —x}. para todo x € S'.
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3. Si G acttia sobre si mismo por conjugaciéon y x € G, entonces

O contiene sélo al elemento x sii el elemento x estd en el centro
de G.

4. Sea G = G4 y consideremos la accién de G sobre el plano por ro-
taciones —i rota en 90 grados en el sentido contrario al movimiento
de las agujas de casi todos los relojes. Sea X el conjunto de vértices de
un cuadrado centrado en el origen en donde G acttia por rotaciones.
La o6rbita de cualquier elemento de X coincide con X.

En general, cuando un grupo G acttia sobre un conjunto X de
manera tal que existe un x con &, = X, la accion se llama transitiva.
Observar que en ese caso 0y = X para todoy € X.

Observacidn. Si G acttia sobre un conjunto X, las 6rbitas dan una
particion de X. Mas precisamente:

e UxN0Oy= @obien Oy = 0.

® Uyex Oy = X (pues x € 0y Vx € X).

Esto nos dice que si definimos una relacién ~ en X poniendo
X~y < x €0y
entonces ~ resulta una relacién de equivalencia.

Siun grupo G operaen Xy x € X, se llama subgrupo estabilizador
o grupo de isotropia de x al subgrupo

Ex={g€G:gx=x}

(jverifique que se trata de un subgrupo!). Notemos que el “tamafio”
de este subgrupo £y de alguna manera se contrapone al “tamafio”
de la 6rbita del elemento x: si hay muchos elementos que acttian
trivialmente sobre x, entonces la 6rbita de este elemento es pequefia
y su grupo de isotropia es grande. Reciprocamente, si la 6rbita de
un elemento x es enorme, eso significa que hay “pocos” elementos
que fijan a x.
La siguiente proposicion formaliza esta idea intuitiva:

Proposicién 1.9.2. Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X y sea
x € X. Entonces #0, = (G : &y).

Demostracién. Si g€x = ¢'Ex, entonces ¢ = ¢'h para algin h € &,
asi que gx = ¢’hx = ¢’x. Esto nos dice que la funcién

8Ex € G/Ex — gx € Oy
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esta bien definida. Claramente es suryectiva. Por otro lado, si es
gx = ¢'x, entonces (¢')lgx = xy (¢) "1g € & Esto implica que
g€ = ¢, y hemos mostrado que nuestra aplicacion es inyectiva.
Luego G/&yy O, tienen la misma cantidad de elementos. O

Corolario 1.9.3. Sea G un grupo finito que actiia sobre un conjunto X.

Entonces #0y = % En particular #0 es finito y divide al orden de G.

Ejemplos.

1. Un grupo G acttia por conjugacion sobre el conjunto de subgru-
pos de G. Si H C G es un subgrupo, entonces la 6rbita de H esté
formada por los subgrupos conjugados a H y el estabilizador de H
es el normalizador Ny de H en G, esto es, el mayor subgrupo de G
tal que H < Ny

2. Si G actta sobre si mismo por conjugacion y x € G, entonces el
estabilizador £ = N/, es el subgrupo de los elementos que con-
mutan con x. Se suele llamar a este grupo el centralizador de x y se
lo nota Z(x).

3. Sea V un k-espacio vectorial. Sea G = k — {0} es el grupo multi-
plicativo de k y X = V — {0}. Entonces G acttia en X via la accion

GxX—X
(A, v) — Av

Entonces ¢, = (v) — {0}.

4. Sea X un conjunto y G = S(X) el grupo de las funciones bi-
yectivas de X en X. Entonces G opera naturalmente sobre X por la
férmula

GxX—X
(f, %) — f(x)

En este caso, es facil ver que G opera transitivamente sobre X (jha-
galo!). Si x € X, entonces & = {f € S(X) : f(x) = x} se identifica
con S(X — {x}).

5. Si G acttia sobre si mismo por conjugaciéon y s, t € G, entonces
Os = Oy siy s6lo si s ytson conjugados. En ese caso, & es un
subgrupo conjugado a &; (jverificarlo!) y, por lo tanto, isomorfo. En
particular, se tiene que |&;| = |&|
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Aplicando la proposicién anterior a un caso particular obtene-
mos el siguiente resultado:

Proposicién 1.9.4. Sea G un grupo y consideremos la accién de G sobre
si mismo por conjugacion. Sea s € G. Entonces existe una biyeccion

f:G/E — O

X — X.8.X
En particular, #(0s) = (G : &;).

Corolario 1.9.5. El cardinal de toda érbita de G actuando sobre si mismo
por conjugacion, esto es, de cada clase de conjugacion, divide al orden del
grupo.

Terminamos este capitulo con un resultado de demostracion tri-
vial a partir de la nocién de accién, pero que es de gran ayuda en la
teoria de grupos finitos: la llamada “ecuacién de clases”. Esta ecua-
cién proviene esencialmente de partir a un grupo en 6rbitas bajo la
accién por conjugacion y contar los cardinales de cada parte:

1

Teorema 1.9.6. (Ecuacion de clases) Sea G un grupo finito actuando
por conjugacion sobre si mismo. Entonces existe {ay, ...,ar} C G tal que
ningun a; estd en el centro de G y

k
G=2(G) (]

i=1
Luego

k
Gl =12(G)| + ;(G : Z(a;))

En particular, Z(a;) # G cualquiera sea i y por lo tanto (G : Z(a;)) # 1.

Demostracién. Como la accién define una relacién de equivalencia
sobre G, G es la unién disjunta de las clases de equivalencia, que
en este caso son las 6rbitas. Las 6rbitas que tienen un tnico ele-
mento corresponden a los elementos del centro de G. Eligiendo un
a; por cada 6rbita con mds de un elemento, vemos que vale la pri-
mera ecuacién del enunciado. Tomando ahora cardinales, porque la
unioén es disjunta y porque los ordenes de las 6rbitas coinciden con
los indices de los estabilizadores de los 4;, obtenemos la segunda
ecuacion. O
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Corolario 1.9.7. (Cauchy) Sea G un grupo finito y sea p un niimero
primo que divide al orden de G. Entonces existe un elemento en G de
orden p.

Demostracién. La demostracién se obtiene considerando primero el
caso abeliano y después el caso no abeliano. En el primer caso no
se usa la ecuacion de clases y el segundo es una consecuencia del
anterior mds la ecuacioén de clases.

e Primer caso: G abeliano. Procedemos por induccién en el orden
de G. Sea a € G un elemento cualquiera distinto del neutro. Si
|a| es un multiplo de p, digamos |a| = kp, entonces el elemen-
to a* tiene orden p.

Si, por el contrario, |a| no es mdltiplo de p, entonces consi-
deramos el grupo G/ (a); como G es abeliano, el subgrupo (a)
es invariante, asi que esto tiene sentido. Como |a| no es un
multiplo de p, p divide a |G/ (a)|, que es un grupo de orden
estrictamente menor que |G| (porque a # eg) y podemos apli-
car la hipétesis inductiva al grupo cociente. Existe entonces
z € G/{(a) tal que |z| = p. Pero esto implica que |z| es un
multiplo de p y se procede como al principio.

e Sequndo caso: G no abeliano. Si p divide al orden del centro de
G, consideramos el subgrupo Z(G), que es conmutativo y que
esta, por lo tanto, en el caso anterior. Podemos suponer enton-
ces que p no divide al orden de Z(G).

Utilizando la ecuacién de clases, vemos que existen ele-
mentos no centrales a1, ..., 4, € G tales que:

k
Gl =12(G)| + E(G P Z(ai))-

im
El hecho de que p no divida a |Z(G)| y si a |G| implica que
debe existir por lo menos alguno de los g; tal que p no divide
a (G : Z(a;)). Como (G : Z(a;)) = [G|/[Z(a)], |Z(a;)| es
un multiplo de p. Considerando ahora el grupo Z(a;), que,
como es un subgrupo propio, tiene orden estrictamente menor
al de G, y la hipétesis inductiva, vemos que Z(a;) contiene un
elemento de orden p. Esto prueba el corolario en este caso. [

Corolario 1.9.8. Sea G un grupo finito de orden n. Entonces n = p" para
algiin niimero primo p si y sélo si todo elemento de G tiene orden igual a
una potencia de p.
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La estructura de los grupos finitos conmutativos estd completa-
mente estudiada y clasificada, como se vera mas adelante dentro del
marco de la teoria de médulos sobre un tipo particular de anillos. Lo
mismo vale para grupos conmutativos infinitos pero con una canti-
dad finita de generadores. Si no hay finitos generadores el problema
no estd completamente resuelto.

Si el grupo no es necesariamente conmutativo, diversos resul-
tados relacionan propiedades aritméticas del orden con la estruc-
tura del grupo. Entre esos resultados cabe destacar los teoremas
de Sylow (que usan exclusivamente la ecuacién de clases), resulta-
dos de Burnside, Frobenius, Feit-Thompson, etc. Para los teoremas
de Sylow, se propone al lector interesado que los demuestre por su
cuenta guidndose por los ejercicios al final de 1a lista.

1.10 Ejercicios

Definiciones

1.10.1. Exponentes pequefios. El exponente de un grupo G es el menor
numero e tal que para todo ¢ € G se tiene g° = 1.

(a) Mostrar que un grupo G tal que g> = 1 para todo g € G es
abeliano.
T(b) ¢Qué puede decir si se tiene en cambio que g> = 1?

1.10.2. Encontrar todos los grupos de orden a lo sumo 6.

1.10.3. Mostrar que los tres axiomas de grupo—Ia asociatividad, la
existencia de elemento neutro y la existencia de inversos—son in-
dependientes.

Ejemplos

1.104. (a) Sean € NyseaG, = {z € C:z" = 1}. Mostrar que G,
con respecto al producto de C es un grupo abeliano ciclico.

(b) Sea S' = {z € C : |z| = 1}. Mostrar que S', con respecto al
producto de C, es un grupo abeliano. ;Es ciclico?
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1.10.5. Sea H el conjunto de 8 elementos {+1, i, -/, £k} dotado
del producto dado por la siguiente ecuaciones:

i-j:k, j'k:i, k‘i:j,
jri=—k k-j=—i, i-k=—j,
iri=j-j=k-k=-1,
y la regla usual de los signos. Mostrar que (H, -) es un grupo no abe-

liano. Llamamos a H el grupo de cuaterniones. El siguiente diagrama
permite recordar la tabla de multiplicacién de H.

)
j k
N

1.10.6. Sea k un cuerpo y n € N. Ponemos

GLy(k) = {A € My (k) : det A # 0}

SL,(k) = {A € My(k) : det A = 1}.

Mostrar que, dotados de la multiplicacién usual de matrices, estos
dos conjuntos resultan ser grupos. Describalos para n = 1. ;Cudndo
son abelianos?

1.10.7. Grupo opuesto. Sea G un grupo. Sea (G°?,-) tal que G = G
como conjunto, y el producto es

-1 (g,h) € G x G — hg € G,

Mostrar que (G°P, -) es un grupo.
1.10.8. Sea G uno grupo y X un conjunto.

(a) Consideremos el conjunto GX = {f : X — G} dotado del
producto - : GX x GX — GX dado por

(f-8)(x) = f(x)g(x),  Vf,geG*VxeX

Mostrar que GX es un grupo. ;Cuando es abeliano?
(b) Seaxp € XyseaHy, = {f € GX: f(x9) = 1}. Mostrar que
Hy, es un subgrupo de G. ;Es normal?
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1.10.9. Producto directo. Sean G y H dos grupos. Consideremos la
operacion - sobre el conjunto K = G x H dada por

<. ((81,h1), (gz,hz)) €KX K (gng,hlhg) € K.

Mostrar que K es un grupo. Llamamos a K el producto directo de G
y H y lonotamos G x H.

1.10.10. Fy-espacios vectoriales.

(1) Sea G un grupo abeliano y sea p un ndmero primo. Supon-
gamos que todo elemento de G tiene order p. Mostrar que es
posible definir una multiplicacién - : F, x G — G por escalares
de F, de manera que (G, +, -) resulte un IF,-espacio vectorial.

(b) Supongamos ademads que G es finito. Mostrar que existe n € Ny
tal que

G%ZPX---XZP.

—_————
n veces

Subgrupos
1.10.11. Sea G un grupo y H C G un subconjunto. Mostrar que las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H es un subgrupo de G.
(i) H es no vacio y cualesquiera sean x,y € H, es xy~! € H.
Si ademads G es finito, estas afirmaciones son equivalentes a:
(iii) H es no vacio y cualesquiera sean x,y € H, es xy € H.
Dar un contraejemplo para esta tltima equivalencia cuando G es
infinito.
1.10.12. Sea G un grupo y H; y Hy subgrupos de G.
(a) Hy N Hy es un subgrupo de G.
(b) H; U H; es un subgrupo de G sii Hy C Hy o Hp C Hj.

1.10.13. Dado un grupo G, ;el subconjunto de elementos de orden
tinito es un subgrupo de G?

1.10.14. Sea G un grupo.

(a) Sea 'H una familia de subgrupos de G. Mostrar que (g H es
un subgrupo de G.
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(b) Sea ahora X C G un subconjunto arbitrario. Mostrar que exis-
te un menor subgrupo de G que contiene a X. Describirlo en
término de los elementos de X.

El subgrupo cuya existencia se afirma en la segunda parte de es-
te ejercicio se denomina el subgrupo de G generado por X y se de-
nota (X). Si X = {x1,...,x,}, escribimos (xy,...,x;) en lugar de

({x1,...,xn}).

1.10.15. Sea G un grupo, X C X un subconjunto tal que G = (X).
Mostrar que un subgrupo N de G es normal en G sii xNx~! C N
para todo x € X.

1.10.16. Sean € Ny sea w € Gy una raiz primitiva 2"-ésima. Con-
sideremos las matrices

w 0 0 —1
R‘(o wl)' 5_(1 o)

y sea H,, = (R, S) el subgrupo generado por Ry S en GL,(C). Lla-
mamos a H, el n-ésimo grupo de cuaterniones generalizados.
Determinar el orden de H, y listar sus elementos.

1.10.17. (a) Sea G = GL,(Z) y sean «, 5 € G dados por

O N G |

Muestre que a* = 83, pero que af tiene orden infinito. En par-
ticular, el subgrupo (a, B) es infinito.

Este ejemplo muestra que finitos elementos de orden finito
pueden generar un subgrupo infinito.

(b) Determine («, B).
1.10.18. Generacion de S,,.

(a) Mostrar que
(i) Sy = ({(if) 1< i< j<nb);
(i) Sy, = ({(19):1<i<n});
(iii) Sp = ({(i i+1):1<i<n});
(iv) S, =((12), (123...n));
T(b) SeaT = {(ij) : 1 < i < j < n} el conjunto de todas las
transposiciones. Encuentre una condicién necesaria y suficien-
te para que un subconjunto T C 7 para que S, = (T).
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1.10.19. Sea G un grupo.

(a) Sea H una familia de subgrupos normales de G. Mostrar que
NHer H es un subgrupo normal de G.

(b) Sea X C G un subconjunto arbitrario. Mostrar que existe un
menor subgrupo normal de G que contiene a X. Describirlo en
término de los elementos de X.

El subgrupo cuya existencia se afirma en la segunda parte de este
ejercicio se denomina el subgrupo normal de G generado por X. En
general, este subgrupo no coincide con el subgrupo generado por X,
construido en 1.10.14.

(d) Supongamos que X C G es un conjunto tal que, cualquiera sea
¢ € G, es ¢Xg~! C X. Mostrar que entonces el subgrupo nor-
mal generado por X coincide con el subgrupo generado por X.

1.10.20. (a) Sea G un grupo y sea N C G un subgrupo tal que

gNg~! C N paratodo ¢ € G. Muestre que N es normal.
(b) SeaG =GLy(Q)yH = {({%) :n € Z} C G.Entonces H es
un subgrupo de G. Sea ahora ¢ = (3?) € G. Muestre que

gHg ' C H.
1.10.21. Si G es un grupoy A, B C G son subconjuntos, definimos

AB={ab:a e Ab e B}.

Consideremos un grupo Gy A, B C G dos subconjuntos arbitrarios.

(a) AB es un subgrupo de G sii AB = BA.

(b) G=ABsiiG = (A,B)y AB = BA.

(c) Si AB = BAyC C G esunsubgrupo tal que A C C, entonces
ABNC=A(BNC).

(d) SiG = AByC C G es un subgrupo tal que A C C, entonces
C=A(BNC).

1.10.22. Sea G un grupo. Sia,b € G, escribimos [a,b] = aba—1p~1;
a, b] es el conmutador de a y b. Claramente [a,b] = 1 sii a y b conmu-
tan, asi que en cierta forma [a, b] mide la no-conmutatividad de a

y b.

(1) Sea X = {[a,b]:4a,b € G} ysea G = (X) el subgrupo genera-
do por X en G. Mostrar que G’ es normal en G. Llamamos a G’
el subgrupo derivado de G y lo escribimos |G, G].
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G es abeliano sii [G, G| = 1.
Determinar [G, G] cuando G es H o un grupo diedral D,,.

Definicién. Un grupo es perfecto si coincide con su subgrupo deri-
vado.

(d) Sea k un cuerpo finito. Mostrar que [GL, (k), GL, (k)] = SL, (k)

con la excepcion de GL;(F,). Mostrar que SL, (k) es perfecto
con la excepcion de SLy(F2) y SLp(F3). ;Qué sucede en los ca-
sos excepcionales?

1.10.23. (a) Sea G un grupo y sea

(b)

(c)

Z(G)={g € G:gh=hgparatodoh € G}.

Mostrar que Z(G) es un subgrupo normal de G. Llamamos
a Z(G) el centro de G y decimos que los elementos de Z(G)
son centrales en G.

Sea G un grupo y X C G un subconjunto tal que G = (X).
Mostrar que es

Z(G)={g € G:gx=gxparatodox € X}.

Encontrar el centro de un grupo abeliano, de D,, para cada n >
1,de H, de S,, para cadan > 1, de GL,(R) paracadan > 1y
R e {R,Z,(C,IFP}.

(d) Sea G un grupo y X un conjunto. Determinar el centro de GX.

1.10.24. Calcular el centro del grupo de Hamilton.

1.10.25. Sea G un grupo y H un subgrupo abeliano de G. Mostrar
que HZ(G) es un subgrupo abeliano de G.

1.10.26. Sea G un grupo.

(a)

(b)

Sea ¢ € G. El centralizador de g en G es el subconjunto

C(g) ={h € G:gh=hg}.

Mostrar que se trata de un subgrupo de G y que es, en efecto,
el subgrupo mas grande de G que contiene a gy en el que g es
central.

Sea N C G un subconjunto. El centralizador de N en G es el sub-
conjunto C(N) = {h € G : nh = hn para cada n € N'}. Mostrar
que se trata de un subgrupo de G.
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(c) Mueste que si N C G es un subconjunto, C({(N)) = C(N).

(d) Sea H C G un subgrupo de G. El normalizador de H en G es
el subconjunto N'(H) = {g € G : gH = Hg}. Mostrar que
se trata de un subgrupo de G. Mostrar, méas atin, que H es un
subgrupo normal de NV (H).

(e) Si N C G es un subconjunto normal (es decir, si para cada
¢ € G,gNg™1), entonces Z(N) es un subgrupo normal de G.

1.10.27. Si g = (i1ip - - - ix_11x) € Sp es un ciclo de orden k, determi-
nar C(g).

1.10.28. Calcular el centralizador de ( % }) € GL2(Z3) en SLy(Z3)
y en GLy(Z3).

1.10.29. Calcular el orden de SL»(Z3). Sugerencia: para hacer cuen-
tas, escribir a Zz como {0,1, —1}). Describir el centro y encontrar las
clases de conjugacion.

1.10.30. Sea G un grupoy Sy T subconjuntos de G tales que S C T.
Entonces:

(@) C(S)DC(T);

(b) C(C(S)) DSy

(c) C(C(C(S))) =C(s).

1.10.31. Sea G un grupoy ¢ € G. Entonces:

(@) geC(g)

(b) C(C(g)) = 2(C(g));

(c) C(g)cC(h)siithe Z2(C(g));y

(d) C(g) C C(h)sii Z(C(g)) D Z(C(h)).

1.10.32. Sean G un grupo y H y K subgrupos de G.

(a) Si alguno de H o K es normal en G entonces HK es un sub-
grupo.

(b) Silos dos son normales, entonces HK = KH y se trata de un
subgrupo normal de G.

1.10.33. Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G. Mostrar
que [N, G] C N.

1.10.34. El objetivo de este ejercicio es dar un ejemplo de que la nor-
malidad de subgrupos no es transitiva.
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(a) Sea G el conjunto de todas las funciones f : R? — R? que
pueden escribirse en la forma

f x\ _ [ax+by+e
y) \ex+dy+f
para ciertos a,b,c,d,e, f € R con ad — bc # 0. Mostrar que G,
con respecto a la composicién de funciones, es un grupo.

(b) Sea T el subconjunto de G formado por todas las funciones
f : R? — R? que pueden escribirse en la forma

()=

para ciertos e, f € R. Mostrar que T es un subgrupo normal
en G.

(c) Sea L el subconjunto de T de las funciones f : R? — R? que
pueden escribirse en la forma

()=

para ciertos ¢, f € Z. Mostrar que se trata de un subgrupo de T;
como T es abeliano, L es normal en T.

(d) Mostrar que L no es normal en G.

1.10.35. Encontrar todos los subgrupos de D,. Clasifiquelos bajo
isomorfismo y determinar cudles son normales.

1.10.36. Sea H el grupo de los cuaterniones. Mostrar que posee un
unico elemento de orden 2 y que éste es central. Deducir de esto que
H 2 D,y que todo subgrupo de H es normal.

Un grupo no abeliano con esta propiedad se dice Hamiltoniano.
El siguente teorema de Reinhold Baer (1902-1979) describe comple-
tamente esta clase de grupos:

Teorema. (R. Baer, Situation der Untergruppen und Struktur der
Gruppe, S. B. Heidelberg. Akad. Wiss. 2 (1933), 12-17) Un grupo finito
es hamiltoniano sii es isomorfo a H x A para algiin grupo abeliano que no
tiene elementos de orden 4.

1.10.37. Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G de indice
tinito n. Mostrar que si ¢ € G, entonces g" € N. Dar un ejemplo
para mostrar que esto puede ser falso si N no es normal.



40 1. Grupos

1.10.38. (a) Mostrar que un grupo no trivial sin subgrupos propios
es ciclico de orden primo.

(b) Sea G un grupo ciclicoy ¢ € G un generador. Sea n = |G|
y sea p un numero primo tal que p | n. Entonces (g”) es un
subgrupo maximal de G.

(c) Mostrar que un grupo finito que posee un solo subgrupo maxi-
mal es ciclico que tiene como orden una potencia de un nmero
primo.

1.10.39. Sea G un grupo finito y H el subgrupo de G generado por
los elementos de orden impar. Entonces H es normal y tiene indice
una potencia de 2.

1.10.40. Subgrupo de Frattini. Sea G un grupo. Sea M el conjunto de
subgrupos propios maximales de G. Si M # @, ponemos

P(G) = ﬂ M;
MeM

si, en cambio, M = &, ponemos ®(G) = G. ®(G) es el subgrupo de
Frattini, en honor de Giovanni Frattini (1852-1925, Italia).
(a) Determinar el subgrupo de Frattini de Z,» si p es primo.

Un elemento ¢ € G es un no-generador si siempre que X C G es un
conjunto generador de Gy g € X, entonces X \ {¢} también genera
aG.

(d) Mostrar que P(G) es el conjunto de elementos no-generadores
de G.

(e) Mostrar que ®(G) es normal.

1.10.41. Sea G un grupo y H un subgrupo propio de G. Entonces
(G\H) =G.

1.10.42. Sea G C C* un subgrupo finito del grupo multiplicativo
C*. Entonces existe n € N tal que G = G, es el grupo de las raices
n-ésimas de la unidad.

Homomorfismos

1.10.43. Sea G un grupo y X un conjunto. Sea xp € X y sea

evy, : f € GX — f(xg) € G.



§10. Ejercicios 41

Mostrar que se trata de un homomorfismo de grupos. Determinar
su nucleo e imagen.

1.10.44. Mostrar que cualquiera sea el grupo G, existe un isomorfis-
mo G = G°P entre G y su grupo opuesto.

1.10.45. Sean Gy H grupos, y sea homg, (G, H) el conjunto de todos
los homomorfismos f : G — H. ;Se trata en general de un subgrupo
de H®? Encuentre condiciones sobre H que garanticen que lo sea.

1.10.46. Muestre que el grupo H del ejercicio 1.10.5 y el grupo Hj
del ejercicio 1.10.16 son isomorfos.

1.10.47. Mostrar que no hay morfismos no nulos de Q en Z.

1.10.48. ;Es la funcién f : H — Z) ® Z; definida por

f(#1) =(0,0),  f(£i) = (1,0),
(&) =(0,1),  f(+k) =(1,1),

un morfismo de grupos? Si lo es, calcule niicleo e imagen.

1.10.49. ;Existe un isomorfismo de grupos entre:
1. Zy =7y D 7Zy?
2. Zoy = Dy?
3. Lg =Ly DUy =L DLy D7y =H = Dy?
4. (R/ +) = (R>0/')?
1.10.50. Sea G un grupo.
(1) Seag € Geinng : h € G — ghg™! € G. Mostrar que es
inng € Aut(G).
(b) Mostrar que la aplicacion inn : g € G +— inng € Aut(G) es un
homomorfismo de grupos.

(c) Describir el nticleo de inn. Los automorfismos que estdn en la
imagen de G se llaman automorfismos interiores y la imagen mis-
ma se denota Inn(G).

(d) Mostrar que Inn(G) es un subgrupo normal de Aut(G).

1.10.51. Sea G un grupo finito. Supongamos que existe f € Aut(G)
tal que f> = 1y f no deja fijo ningtin elemento de G aparte de 1.
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Entonces cada cada ¢ € G es f(g¢) = ¢~ ! y G es abeliano de orden
impar.

Sugerencia. Muestre la aplicacién ¢ : ¢ € G +— ¢~ ! f(g) € G esbiyectiva y muestre

que f(g) =g~

! escribiendo a g en la forma h =1 f(h) para algtn elemento / de G.

1.10.52. Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se dice caracteristico
si cualquiera sea f € Aut(G), f(H) C H.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

)

(g)

Muestre que si H C G es un subgrupo caracteristico, entonces
paracada f € Aut(G) es f(H) = H.

Muestre que Z(G) y |G, G] son caracteristicos.

®(G) es un subgrupo caracteristico de G.

Si H es un subgrupo caracteristico de G, entonces H es normal
en G.

Si un grupo G posee un tinico subgrupo H de un orden dado,
éste es caracteristico.

Si H es un subgrupo caracteristico en G y K es un subgrupo
caracteristico en H, entonces H es un subgrupo caracteristico
de G. Comparar con 1.10.34.

Si N C G es un subconjunto caracteristico (es decir, si para cada
f € Aut(G), f(N) C N), entonces (N) y C(N) son subgrupos
caracteristicos de G.

Un subgrupo H de G se dice totalmente caracteristico si f(H) C H
siempre que f € End(G).

f
(g)

(h)

Un subgrupo totalmente caracteristico es caracteristico.

Dar ejemplos de un subgrupo totalmente caracteristico y de un
subgrupo caracteristico pero no totalmente caracteristico.
Todos los subgrupos de un grupo ciclico son totalmente inva-
riantes. ; Vale la reciproca?

71.10.53. (a) Sea G un grupoy sean H y K subgrupos de G de indice

(b)

finito. Entonces L = H N K también tiene indice finito.
Sugerencia. Para verlo, defina una aplicacién ¢ : G/L — G/H x G/K de
manera que ¢(xL) = (xH, xK) y muestre que ésta es inyectiva.

El conjunto de elementos de un grupo que poseen un ntmero
finito de conjugados es un subgrupo caracteristico.

1.10.54. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos.

(a)

Si H es abeliano, entonces [G, G| C ker f.
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(b) Mostrar que f(|G,G]) C [H, H]. En particular, concluya que
[G, G] es un subgrupo caracteristico de G.

1.10.55. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. ;Es cierto
en general que f(Z(G)) C Z(H)? En caso negativo, de condicio-
nes suficientes que garanticen esta inclusion. Bajo esas condiciones,
ces f(2(G)) = Z(H)?

1.10.56. Sea G un grupo.
(1) Mostrar que la funcién ev; : f € homg,(Z,G) — f(1) € Ges

una biyeccion.
(b) Describir homg,(Z?, G) y, para cada n € N, homg,(Zy, G).

1.10.57. (a) Determinar homg,(Q,Z) y homg,(Q, G) cuando G es
un un grupo finito.

(b) Describir la imagen D(G) de la aplicacion
evy : f € homg, (Q,G) — f(1) € G.

(c) Mostrar que cuando G es abeliano, D(G) es un subgrupo ca-
racteristico de G

1.10.58. Sea G un grupo.

(a) Encontrar una condicién necesaria y suficiente sobre G para
que la aplicacién (g,h) € G x G +— gh € G resulte un homo-
morfismo de grupos.

(b) Encontrar una condicién necesaria y suficiente sobre G para
que la aplicacién ¢ € G — ¢~! € G resulte un homomorfismo
de grupos.

(c) Encontrar una condicién necesaria y suficiente sobre G para
que la aplicaciéon ¢ € G +— g% € G resulte un homomorfismo
de grupos.

1.10.59. Sean m,n € N. Si (m,n) = 1, entonces homg(Zy, Zy,) es
trivial. ;Qué sucede en general?

1.10.60. Sea G un grupo finitoy ¢ : G — G un endomorfismo de G.

(a) Existe n € N tal que si m > n, entonces ¢"(G) = ¢"(G). Sea
=",

(b) Mostrar que Im & es normal o dar un contraejemplo.
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1.10.61. Usando el hecho que GL;(F;) permuta los elementos no
nulos de IE‘%, encuentre un isomorfismo GL; (FFp) = Ss.

1.10.62. (a) Sea G un grupo y sea X C G un subconjunto tal que
(X) = G.Sea f € End(G) tal que f(x) = x para todo elemento
x € X. Entonces f = Idg.

(b) Sea X el conjunto de los elementos de orden 2 de S3. Muestre
que cada automorfismo de S3 induce una permutaciéon de X y
deduzca que Aut(S3) = Ss.

1.10.63. Sea n > 2. Consideramos el polinomio discriminante

Alxy, .., x0) = [ (xi—xj) € Zlxg, ..., x]
1<i<j<n

Si 7t € S, es una permutaciéon de {1, ...,n}, definimos

A(Xr(1), -1 Xr(n))
() = Axy, ..., x,)

(1) Mostrar que cualquierasea w € S,, ese(mr) € {£1}.

(b) Mostrar que ¢ : S, — {£1} es un homomorfismo de grupo si
dotamos a {£1} del producto usual.

El subgrupo A, = ker ¢ es el n-ésimo grupo alternante.

(f) Describir Ay y As.

(g) Seat = (ij) € S, una transposicién. Determinar el valor
de &(T).

(h) Recordemos que todo elemento 7t € S, puede ser escrito—de
muchas maneras—como producto de transposiciones. Mues-
tre que la paridad del ntimero de transposiciones empleadas
depende solamente de 7.

Una permutaciéon que puede escribirse de alguna forma como un
producto de un ntimero par de transposiciones se dice par.

1.10.64. Automorfismos de H.

(a) Determine todos los automorfismos interiores de H.
(b) De ejemplos de automorfismos de H no interiores.
(c) Muestre que Aut(H) =2 S,.

¥1.10.65. Automorfismos de S,,.
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(1) Sea ¢ € Aut(S,) y sea g = (123). Mostrar que ¢(g) es un
producto de 3-ciclos disjuntos, que ¢(cl(g)) C cl(¢(g)) vy que,
de hecho, la restriccion ¢ : cl(g) — cl(¢(g)) es una biyeccion.

(b) Mostrar que

)] = 33

y que si ¢(g) es producto de r 3-ciclos disjuntos,

n!

cl(o(8))] = 371(n — 3r)!

(c) Mostrar queobienr =1l obienr =2yn = 6.
Supongamos desde ahora que n # 6.

(f) Laimégen de todo 3-ciclo por ¢ es un 3-ciclo.

(g) Sea3 < i < ny supongamos que es ¢((123)) = (aB7y)y
$((121)) = (&' B’ v"). Muestre que (a By)(a’ B’ ') tiene orden
dos y use esto para concluir que |{«, 8, v, &', B/,7'}| = 4.

(h) Muestre que existen a, 3,73,...,7 7, distintos de manera que
paracada3 <i<mes¢((12i)) = (af7vi)).

(i) Seam € S, tal que (1) = a, m(2) = By m(i) = 7, para cada
3 <i < n.Muestre que ¢(x) = T

(j): Muestre que inn : S, — Aut(S,) es un isomorfismo.

(k) Determine Aut(Sg).

Cocientes

1.10.66. Mostrar que

(@) C*/RT =8,

(b) Z/mZ = Ly cualquiera sea m € N;

(c) GLy,(k)/SL,(k) =2 k* sikesuncuerpoyn € N;
d S'/G,=S'sineN;

(e) simn, Gn,/Gy = Gyypye

1.10.67. Si G es un grupo no abeliano, entonces G/ Z(G) no es cicli-
co.

Sugerencia. Use 1.10.25.
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1.10.68. Muestre que G/ Z(G) = Inn(G).

1.10.69. Si G es un grupo y H y K son subgrupos normales de G,
muestre que G/ (H N K) es isomorfo a un subgrupode G/H x G/L.

1.10.70. Dado un grupo G, el grupo Out(G) de automorfismos exterio-

res de G es el cociente Aut(G)/ Inn(G); recordemos que en el ejer-

cicio 4(d) vimos que Inn(G) es normal en Aut(G). Es importante

observar que los elementos de Out(G) no son automorfismos de G.
Determinar Out(G) cuando G € {S3, S4, H}.

1.10.71. Sea G un grupo y sea H un subgrupo no normal. Mostrar
que el conjunto de coclases izquierdas de H en G no forma un grupo
bajo la multiplicacién usual.

Productos

1.10.72. Sean U y V dos gruposy f : U — Wy g :V — W homo-
morfismos de grupos. Entonces la aplicacién

h:(u,v)elUxV— f(u)g(v) €K

es un homomorfismo de grupos sii todo elemento de f(U) conmuta
con todo elemento de (V).

1.10.73. Si G y H son grupos, determine Z(G x H).

1.10.74. Producto directo interno. Sea G un grupo.
(a) Sean N y M dos subgrupos normales de G y supongamos que
NNM =1y G = NM. Mostrar que entonces es G = N x M.

(b) Supongamos que G es grupo finito de orden mn con (m,n) = 1.
Si G posee exactamente un subgrupo N de orden n y exacta-
mente un subgrupo M de orden m, entonces G es isomorfo al
producto directo de N y M.

(c) Seank € Ny (N;)k_, una familia de subgrupos normales de G
tales que G = (U, N;) y paracadaj € {1,...,k} se tiene que

NN{J N)=1
1<i<k

i#]

Mostrar que entonces G = Nj X - -+ X Nj.
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Otra vez, supongamos que G es finito y sean Nj, ..., Ni sub-
grupos normales de G de 6rdenes ry, .. ., 7y tales que (r;, 1) = 1
sil<i,j<ky|G|=ry---rr. Entonces G = Nj X --- X Ni.

1.10.75. Producto semi-directo.

(a)

Sean G y N grupos y sea 6 : G — Aut(N) un homomorfismo
de grupos. Sea K = N x G y consideremos el producto en K
dado por

(n,8)-(n',8') = (nB(g)(n'),88"),  V(ng),(n,g) €K

Mostrar que, con respecto a este producto, K es un grupo.

Llamamos al grupo K construido el producto semi-directo (o cruzado)
de N por G con respecto a 0 y lo notamos N xg G.

(d)

(e)

Encontrar morfismos de grupo ‘naturales’ t : N — N xp Gy
m: N xg G — N tales que ! sea inyectivo, 7t sea sobreyectivo
e Im: = ker 7.

Mostrar que si § = 1 es el homomorfismo trivial, N xg G =
N x G es simplemente el producto directo.

1.10.76. Producto semi-directo interno. Sea K un grupoy sean Gy N
subgrupos de K con N normal en K. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a)
(b)
(c)

(d)
(e)

)

K=NGyNNG={1};

K=GNyNNG={1};

Todo elemento de K puede escribirse de forma tinica como un
producto de un elemento de N por uno de G.

Todo elemento de K puede escribirse de forma tinica como un
producto de un elemento de G por uno de N.

La composicién de la inclusién incl : : G <— K con la proyec-
cién canédnica can : K — K/ N es un isomorfismo 7 : G = K/N.

Existe un homomorfismo ¢ : K — N que se restringe a la iden-
tidad de N y cuyo ntcleo es N.

Ademas, cuando estas afirmaciones valen, existen un morfismo de
grupos 6 : G — Aut(N) y unisomorfismo ¢ : N xg G — K tales que
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el siguiente diagrama conmuta:

N*L>N>49G*H>G

| F L

N¢ K—2-K/N

Los homomorfismos ¢ y 7 del diagrama fueron construidos en el
ejercicio 1.10.75.

1.10.77. Mostrar que existe un morfismo 0 : Z; — Aut(Z3) tal que
53 = Z3 X Zy.

1.10.78. Mostrar que S, es el producto semi-directo de A, y ((12)).

1.10.79. Mostrar que H no es un producto semi-directo de forma no
trivial.

1.10.80. Sea G un grupo finito y ¢ : G — G un endomorfismo de G
y « el endomorfismo de G construido en el ejercicio 1.10.60. Mostrar
que G es el producto semi-directo de kerx e Im a.

Acciones

1.10.81. Si un grupo G acttia sobre un conjunto finito X, el cardcter
de X es la aplicacién xx : G — Ny dada por

xx(g) =H{xeX:gx=x}|, VgeGi.

Sino hay ambigiiedad sobre X, escribimos simplemente Y.

(a) Si G actta transitivamente sobre X, es muestre que

1

Sugerencia. Considere el conjunto S = {(g,x) € G x X : gx = x} y cuente
sus elementos de dos formas distintas.

(b) En general, si la accién no es necesariamente transitiva, es
1

o L x(8) = X/l

gcG

Aqui, X/G es el conjunto de 6rbitas de G en X.
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t(c) Si G actta transitivamente sobre X y xo € X, entonces, si Gy, es
el estabilizador de xp en G, es

Zx = X/ G-

geG

Sugerencia. Una forma de hacer esto consiste en contar los elementos del
conjunto S = {(g,x,y) € Gx X x X : gx = x, gy = y} de dos formas
distintas.

1.10.82. Grupos lineales finitos. Sea k un cuerpo finito de g elementos.

(a) Sea V = k? el k-espacio vectorial de vectores columna y sea X
el conjunto de vectores no nulos de V. Mostrar que la acciéon
de GL, (k) sobre V por multiplicacién a izquierda preserva a X
y que la accién de GL; (k) sobre X es transitiva.

(b) Sea vy = (1,0)! € X. Determinar el estabilizador GL;(k)y,
de vg en GLy (k).
(c) Mostrar que |GLy(k)| = (%> — 1)(g*> — q).
T(d) Mas generalmente, mostrar que sin € N, es

|
—

n

GLa (k)| = [ T(¢" — q)-

i

I
o

f(e) Sea n € N. Muestre que el morfismo det : GL,(k) — k* es
sobreyectivo y concluya que

n—

1 .
lj%(q” —q).

1
SLu (k)| = ——
ISLali)l = = ]

1.10.83. Subgrupos grandes.

(a) Sea G un grupo finito y H un subgrupo de indice 2. Construya
explicitamente un homomorfismo de grupos f : G — Z; tal
que ker f = H, mostrando en particular que H es normal.

El objetivo de lo que sigue es obtener una prueba de la siguiente
proposicion que generaliza a este resultado:

Proposicién. Sea G un grupo finito, sea p el menor niimero primo que
divide a |G| y sea H un subgrupo de G de indice p. Entonces H es normal.
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Notemos que, en las condiciones de este enunciado G no puede po-
seer subgrupos de indice menor que p.

(d) Sea X = G/H = {gH : ¢ € G} el conjunto de coclases a

(e)

izquierda de H en G; asi, |X| = p. Consideramos sobre X la
accion usual de G por multiplicacién, dada por

(¢,hH) € G x X — ghH € X.

ysead : G — S(X) el homomorfismo de grupos correspon-
diente. Mostrar que si K = ker 6, se tiene que H O Ky, como
Im 0 es un subgrupo de S(X), que |G : K| divide a p!.

Muestre que |G : K| = |G : H|, para concluir que H = Ky, asi,
que H es normal.

Sugerencia. Para hacerlo, observe primero que p = |G : H| < |G : K|, de
manera que |G : K| # 1. Si g es un primo que divide a |G : K|, lo hecho en
la parte anterior implica que g < p; esto junto con la elecciéon de p implica
que |G : K| = p" para algan r > 1. Muestre para terminar que debe ser
r=1

1.10.84. Si G = Z3 y X = R?, ver que poniendo

(v y,z) = (%,y,2),
(v y,2) = (y,2z,%),
(v y,2) = (z,x,y)

N = Ol

obtenemos una accion lineal de G sobre X.

Mostrar que el subespacio V generado por el vector (1,1,1) es

un subespacio estable por la accién de Z3 y que la accidon restrin-
gida a V es trivial. Mostrar ademads que el complemento ortogonal
de V (con respecto al producto interno canénico de R3) es estable
por la accién de Z3, donde la accién no es trivial. Ver que V+ no
contiene subespacios propios Zz-estables.

Teoremas de Sylow

1.10.85. Sea p un ntiimero primo. Un grupo abeliano finito de expo-
nente p" con r > 0 posee elementos de orden p.

1.10.86. Sea p un ntimero primo y G un grupo de orden p" > 1.
Entonces Z(G) no es trivial.
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1.10.87. Sea G un grupo finito de orden |G| = p"m con p primo y
(p,m) = 1. Entonces G posee subgrupos de orden p".

Definicién. Sea p un nimero primo. Decimos que un elemento g
de G es p-primario si su orden es una potencia de p. Un grupo G es
un p-grupo si el orden de todo elemento de G es una potencia de p.

1.10.88. Sea p un ntmero primo.

(a) SiG esun p-grupoy H es un subgrupo de G, entonces H es un
p-grupo.

(b) SiGesun p-grupoy f : G — H es un homomorfismo sobre-
yectivo, H es un p-grupo.

(c) SiG esun grupo, H un subgrupo normal de G y tanto H como
G/ H son p-grupos, entonces G es un p-grupo.

1.10.89. Un grupo finito G es un p-grupo sii |G| = p” para algin

r>1.

Definicién. Sea p un nimero primo y G un grupo. Un p-subgrupo
de Sylow de G es un p-subgrupo maximal de G. Escribimos Sylp(G)
al conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G.

1.10.90. Sea G un grupo finito y p un nimero primo.

(a) Si|G| = p'mcon (p,m) =1y H C G es un subgrupo tal que
|H| = p", entonces H € Syl,(G).

(b) Sip | |G|, entonces Syl,(G) # @.
1.10.91. Si G esun grupoy H € Syl (G) y x € G\ H tiene orden
|x| = p", entonces x € N (H).

Sugerencia. Suponga lo contrario y considere el orden del elemento xH en el grupo
(HU{x})/H.

1.10.92. Sea G un grupo finito y K € Syl, (G). Sea C el conjunto de
subgrupos de G conjugados de K.

(a) Sea H € Syl,(G) y sea ~ larelacion en C tal que

L ~ L'sii existe h € H tal que hLh~! = L.

Muestre que se trata de una relacién de equivalencia.
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(b) Sea L € Cynotemos [L] ala clase de equivalencia de L. Enton-
ces |[L]] = [H: HNN(L)]. Ademés, si L # Hes |[L]| > 1yes
divisible por p. Si, por el contrario, L = H, entonces |[H]| = 1.

(c) Muestre que

c| = 0 (mod p), siH¢C;
|1 (modp), siHEC.

(d) Concluya que H es conjugado de Ky que |C| =1 (mod p).

1.10.93. Pruebe el siguiente teorema debido a Peter Ludwig Mejdell
Sylow (1832-1918, Noruega) que es, probablemente, el teorema maés
importante de la teoria de grupos finitos.

Teorema. (M. L. Sylow, Théoremes sur les groupes de substitutions,
Math. Ann. 5 (1872), no. 4, 584-594.) Sea p un niimero primo. Sea G un
grupo finito de orden p"m con (p, m) = 1. Entonces

(a) Un subgrupo H de G es un p-subgrupo de Sylow sii |H| = p.

(b) Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

(c) Sea ny el niimero de p-subgrupos de Sylow de G. Entonces n, = 1

(mod p).
(d) np | m.

1.10.94. Muestre que no hay grupos simples de orden 28 ¢ 312.
1.10.95. Muestre que un grupo de orden 12 6 56 no es simple.

1.10.96. Si p y g son primos distintos, un grupo de orden pg no es
simple.

1.10.97. Sea G un grupo de orden p"m con p primo,r > 1y p > m.
Entonces G no es simple.

1.10.98. Sea G un grupo de orden p?q con p y g primos distintos.
Entonces G no es simple.

1.10.99. Muestre que un grupo de orden menor que 60 no es simple.

1.10.100. Mostrar que si G es un grupo y P es un subgrupo de Sylow
de G, entonces P es un subgrupo caracteristico de N (P).

1.10.101. Si todos los subgrupos de Sylow de un grupo finito G son
normales, entonces G =[], primo Pp- En particular, un grupo abe-
liano finito es producto de sus subgrupos de Sylow.
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Grupos miultiplemente transitivos

Sea G un grupo y supongamos que G actiia fielmente sobre un
conjunto X. Sea k > 1.

1.10.102. Mostrar que obtenemos una accién de G sobre X* si defi-
nimos

Q- (x1, ..o, xk) = (gx1,...,8%k), sige gy (xq,...,x) € X~
Mostrar que si |X| > 1, la accién de G sobre X* no es transitiva.

Definicién. Pongamos
X = {(x1,...,x,) € XF: x; # xjsil <i<i<k}

Diremos que la accién de G sobre X es k-transitiva si G actta transi-
tivamente sobre X (),

1.10.103. Mostrar que la accién canénica de S, sobre {1,...,n} es
n-transitiva.

1.10.104. Mostrar que la accién canénica de A, sobre {1,...,n} es
(n — 2)-transitiva pero no (n — 1)-transitiva.

1.10.105. Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial. Mostrar que
Auty(V) acttia 1-transitivamente sobre V' \ {0} pero no 2-transiti-
vamente.

1.10.106. Sea otra vez K un cuerpo, V un K-espacio vectorial con
dimg > 2, y sea X el conjunto de todos los subespacios de V de
dimension 1. Mostrar que la accién de Autg (V) sobre V induce una
accion natural sobre X, que es 2-transitiva pero no 3-transitiva.

1.10.107. Mostrar que la accion sobre el conjunto de vértices de un
tetraedro regular del grupo de rotaciones del sélido es 2- pero no
3-transitiva.

1.10.108. Sea A un grupo finito no trivialy A’ = A\ {1}. Claramen-
te Aut(A) actia sobre A’.

(a) Si Aut(A) actua 1-transitivamente en A’, entonces existe un
ntmero primo p tal que todo elemento de A’ es de orden p.
Esto implica que A es un p-grupo, asi que su centro no es tri-
vial. Concluir que A es abeliano y entonces, usando el ejerci-
cio 1.10.10, que G = Zy X - - - X Zp.
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(b) Determinar todos los grupos A tales que Aut(A) acttia de ma-
nera 2-transitiva sobre A’.

Definicién 1.10.1. Diremos que la accién de G sobre X es finamente
k-transitiva si es k-transitiva y ademds, para cada (xy, ..., x;) € X
y cada g1, 2 € G, vale que

Vie (L. k), qi(x) = gln) = g1 =g

En otras palabras, esta condicion dice que dos elementos de G que
actiian de la misma forma sobre k elementos de k deben coincidir.

1.10.109. Sila accién de G es finamente k-transitiva sobre X y pone-
mos n = | X|, entonces

n!

= G mr

1.10.110. La accién de S, sobre {1,...,n} es finamente n-transitiva,
finamente (n — 1)-transitiva pero no finamente (n — 2)-transitiva.

1.10.111. La accién de A, sobre {1,...,n} es finamente (n — 2)-
transitiva.

1.10.112. Acciones finamente 1-transitivas. Este ejercicio describe to-
das las acciones finamente 1-transitivas.

(1) Sea G un grupo finito. Pongamos R = G y consideremos la
accion regular a izquierda G X R — R; recordemos que

g-r=gr, Vg e G,reR.

Mostrar que la accién de G sobre R es finamente 1-transitiva.

(b) Sea G un grupo finito que acttia sobre un conjunto X no vacio
de forma finamente 1-transitiva. Mostrar que existe una fun-
cién biyectiva ¢ : R — X tal que el diagrama

GxR——R

4co| o

GxX—X

conmuta, si las flechas verticales estdn dadas por las acciones
de G.
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1.10.113. Sea K un cuerpo finito de g elementos.

(a)

(b)

(c)

Consideremos el conjunto AGL(1,K) = K* x Ky dotémoslo
de un producto dado por

(a,b) - (a', V") = (ad’,b+ab'),.

si (a,b), (a',b") € AGL(1, K). Muestre que (AGL(1,K),-) es un
grupo.

Consideremos ahora el conjunto X = K'y la aplicacion
AGL(1,K) x K — K

dada por
(a,b) - x=ax+1b

para cada (a,b) € AGL(1,K) y cada x € X. Muestre que esto
da una acciéon de AGL(1, K) sobre X.

Muestre que esta accién es finamente 2-transitiva.

1.10.114. Sea G un grupo finito y sea X un conjunto no vacio sobre
el que G acttia de forma finamente 2-transitiva.

(a)

(b)
(c)

(d)

(e)
)

(g)

Sea xox € Xy H = Gy,. Pongamos X' = X\ {x¢}. Enton-
ces H acttia de forma finamente 1-transitiva sobre X’ y es un
subgrupo maximal de G.

HNgHg™ ! # 1sii g € H. En particular, es N(H) = Hy
C(h) C Hparacadah € H\ {1}.

G posee involuciones y son todas conjugadas. Notemos I al
conjunto de las involuciones de G.

Sea
N’ = {g € G:paracadax € X, gx # x}

y N = N'U{1}. Entonces es |[N’| = n — 1. Ademads, N es un
subconjunto normal de G.

La accién de N sobre X es simplemente transitiva.

H posee a lo sumo una involucién. Si H posee una involucién,
|I| = n; en caso contrario, |I| =n — 1.

Sis,t € I'ys # t, entonces st no tiene puntos fijos en X.
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(i)
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(k)
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(m)
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Sea j € G\ H una involucién. Si HN [ # &, sea ademés i la
unica involucién de H. Entonces

A, siHNI =g;
| jHu{i}, sitHNI#@.

Aqui % = {hjh=' : h € H}.

EsI?\ {1} = N’y N es un subgrupo normal abeliano de G. De
hecho, si HN I = &, se tiene que I = N’. Mas precisamente,
existe un namero primo p talque N = Zy X -+ X Zp, y p = 2
siHNI = @.

Si T es un subgrupo normal de G con Z(T) # 1, entonces es
G=Z(T)xH.

G = N x H con respecto a la acciéon por conjugacion de H
sobre N.

Fijemos x; € X'. Definimos una aplicacion ¢ : N’ — H de la
siguiente manera: si n € N/, entonces nxy € X' porque n no
deja fijo ningtin elemento de X, asi que como la accién de H
sobre X’ es simplemente transitiva, existe exactamente un ele-
mento §(n) € H tal que {(n)x; = nxg. Mostrar que ¢ es una
biyeccion.

Fijemos x; € X'. Definimos en X dos operaciones - y + en X
de la siguiente manera.

Sean x,y € X.Six = xp, ponemos x -y = xp. Si x # X, exis-
te exactamente un elemento i € H tal que hx; = x, y ponemos
x -y = hy. Por otro lado, sabemos que existe exactamente un
elemento n € N tal que nxp = x; ponemos x + y = ny.

Mostrar que (X, +) es un grupo abeliano isomorfo a N y
que (X', -) es un grupo isomorfo a H.

Mostrar que si H es abeliano, entonces (X, +, -) es un cuerpo K
y que G = AGL(1,K).

Grupos nilpotentes

Sea G un grupo. Definimos una sucesion creciente

1=Z20CZ1C CZyC Zpsq C--

de subgrupos normales de G inductvamente de la siguiente mane-
ra, empezando por Zp = 1: sea i € Ny y supongamos que ha hemos
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contruido Z;. Como Z; es normal, podemos considerar el homomor-
fismo canénico 77 : G — G/Z;. Ponemos entonces

Zign=nY(2(G/Zy)).
Se trata claramente de un subgrupo normal de G y es
Zi1/Z; = Z(G/Z;).

La sucesion de subgrupos (Z;);>( se llama la cadena central superior
de G.

Definiciéon. Si existe n € Ny tal que Z, = G, decimos que G es
nilpotente. El menor tal n es la longitud nilpotente de G.

1.10.115. Un grupo abeliano es nilpotente. ;Es nilpotente S3? Dé un
ejemplo de un grupo nilpotente y no abeliano.

Definicién. Una sucesion creciente (N;);>o de subgrupos normales
de un grupo G tal que Ny = 1y N;11/N; C Z(G/N;) para cada
i > 0 es una cadena central ascendente. Si existe n € Ny tal que N; = G
entonces decimos que la cadena termina o que llega a G.

1.10.116. Si G es un grupoy (Nj);>¢ es una cadena central ascenden-
te en G, muestre que para cada i > 0 se tiene que [N; 1, G] C N;.

1.10.117. Si G es un grupo y (Z;);>o es su cadena central superior,
entonces para cada i > 0 se tiene que Z;,1 = {g € G: [g,G] C Z;}.

1.10.118. Mostrar que si un grupo G posee una cadena central as-
cendente (N;);>o que llega a G, entonces es nilpotente. Una forma
de hacer esto es ver que N; C Z; para cada i > 0.

1.10.119. Sea G un grupo tal que G/ Z(G) es nilpotente. Entonces
G es nilpotente.

1.10.120. Un p-grupo finito es nilpotente.

1.10.121. Los subgrupos Z; que aparecen en la serie central de G son
subgrupos caracteristicos en G.

Sugerencia. Esto puede verse por induccién en 7, siendo inmediato para i = 0. Para
ver que Z;; es caracteristico en G si Z; lo es, proceda de la siguiente manera:
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muestre que todo & € Aut(G) induce un automorfismo & € Aut(G/Z;) tal que
conmuta

G—=G/Z;

G—=G/Z;

Usando que el centro de un grupo es caracteristico, concluir que Z; ;1 es caracte-

ristico.

1.10.122. Un cociente de un grupo nilpotente es nilpotente. Para
mostrarlo, considere un homomorfismoes f : G — G’ con dominio
G nilpotente y verifique que si (Z;);>¢ es la cadena central superior
de G, entonces (f(Z;));>o es una cadena central ascendente de G’
que termina en G'.

1.10.123. Todo subgrupo de un grupo nilpotente es nilpotente.
1.10.124. Todo producto de grupos nilpotentes es nilpotente.

1.10.125. Si G es un grupo nilpotente y N C G es unsubgrupo nor-
mal, entonces N N Z(G) # 1.

1.10.126. Todo subgrupo propio de un grupo nilpotente esta es-
trictamente contenido en su normalizador. En particular, todo sub-
grupo maximal es normal.

1.10.127. Si G es nilpotente y P C G es un subgrupo de Sylow de G,
entonces P es normal y, en particular, tinico.

1.10.128. Si G es nilpotente y finito y para cada primo p, P, es el
p-subgrupo de Sylow, entonces G = [, Pp.

Esta serie de ejercicios prueba el siguiente teorema:

Teorema. Un grupo finito es nilpotente sii es isomorfo al producto de sus
subgrupos de Sylow.



Capitulo 2

Anillos

2.1 Definiciones y ejemplos

Dado un grupo finito G de n elementos, siempre puede identi-
ticarse a G con un subgrupo del grupo de permutaciones S, de la
siguiente forma. Sea G = {x1,..., X, } una enumeracion de los ele-
mentos de G. Si g € G, la multiplicacién por g es una biyeccién
de G en G (cuya inversa es la multiplicacién por g~1), asf que exis-
te una tnica permutacion oy € Sy tal que gx; = X, (;) para todo
i =1,...,n. Lafuncion g € G — 0y € S(G) es claramente un
monomorfismo.

Por otro lado, S;; puede pensarse como un subgrupo del grupo
GL(V) de las transformaciones lineales biyectivas de un espacio
vectorial V de dimension n, eligiendo una base {vy,...,v,} de V
y permutando esos elementos. Mds precisamente, a cada o € S le
asociamos la tinica transformacién lineal ¢, tal que t;(v;) = v, ;).
Decimos entonces que (V, (0 +— t,)) es una representacién de S,
sobre V, esto es, que los elementos de S, se “representan” como
transformaciones lineales del espacio vectorial V.

Los anillos son objetos que generalizan la nocién de grupo (en
el sentido de que a cada grupo se le puede asociar un anillo del
grupo, y que tienen una teoria de “representaciones” natural, de
manera andloga a lo que sucede con los grupos (o subgrupos) de
permutaciones. Cada una de estas representaciones se llamara un
moédulo. Muchas de las propiedades de un anillo pueden describirse
conociendo la clase de médulos que el mismo admite, es decir, sus

59
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representaciones.

Definicién 2.1.1. Una terna (A, +,-) en la que (A, +) es un grupo
abelianoy - : A X A — A es un anillo con unidad si se satisfacen las
siguientes propiedades:

e Asociatividad. Sia,b,c € A, es
(ab)c = a(bc).

e Unidad. Existe un elemento en A distinto del cero de (A, +),
que escribiremos 14 o simplemente 1, tal que

la=al=a

para todoa € A.
e Distributividad. Sia, b, c € A, es

a(b+c) =ab+ac

(a+b)c=ac+bc.

Si ademas se tiene que ab = ba para todo par de elementos a, b € A,
diremos que el anillo A es conmutativo.

Observaciones.

1. En la definicién se pide 1 # 0, porque si fuera 1 = 0 resultaria
que a = al = a0 = 0 para cualquier elemento a € A, con lo que
tendriamos A = {0}.

2. Dado un anillo unitario (A, +,-), el elemento 1,4 estd univoca-
mente determinado por la segunda condicién de la definicién.

3. Si (A, +, ) es una terna que satisface todas las condiciones de la
definicién de anillo salvo la de existencia del elemento unidad 14,
diremos que A es un anillo sin unidad. Sin embargo, todo anillo sin
unidad puede incluirse en un anillo con unidad.
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Ejemplos.
1. Son ejemplos de anillos: (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,) y
(Zn,+,). Sik es un anillo, (k[x], 4, -) es también un anillo.

2. Si (A, +,) es un anillo, entonces también lo es el conjunto M, (A)
de las matrices n X n con coeficientes en A, con respecto a las ope-
raciones de suma coeficiente a coeficiente y el producto usual de
matrices. Llamamos a este anillo el anilo de matrices con coeficientes
en A.

3. Si X es un conjunto y A es un anillo, el conjunto de funciones
AX = {f : X — A} hereda de A una estructura de anillo, sumando
y multiplicando punto a punto. Restringiendo las operaciones de-
finidas en el ejemplo anterior, vemos que C(R") y C*(R") también
son anillos, asi como sus respectivas variantes tomando subconjun-
tos adecuados de R".

4. Considerando los ejemplos Q, R, C con las operaciones habitua-
les, vemos que en esos casos el producto satisface una propiedad
adicional, ya que para todo elemento 2 no nulo existe otro elemento
a' tal que aa’ = a'a = 1.

Describimos esto diciendo que todo elemento no nulo de A tiene
un inverso a izquierda, esto es, que para todo a € A, existe a’ € A tal
que a’a = 1,y un inverso a derecha. En estos ejemplos ambos inversos
coinciden (;que sucede en general?).

Observacion. Si a es inversible a izquierda y x, y € A, son tales que
ax = ay, entonces x = .

Si A es un anillo tal que todo elemento de A es inversible a iz-
quierda y a derecha, diremos que A es un anillo de divisién.

Observacion. Existen anillos de division no conmutativos. El anillo
de los cuaterniones es un ejemplo de esto.

Consideremos el anillo de matrices M, (Q). Claramente, el ele-
mento x = (} J) es nonulo. Existen, sin embargo, matrices no nulas
z € M(Q) tales que xz = 0. Decimos que x es un divisor de cero a
izquierda y que un tal z es un divisor de cero a derecha. Se ve facilmente
que x = () no puede tener un inverso a izquierda.

Esto se generaliza a un anillo cualquiera A: es claro que si un
elemento es inversible a izquierda, entonces no puede ser divisor
de cero a izquierda (andlogamente a derecha).
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Definicién 2.1.2. Un anillo A sin divisores de cero es un anillo inte-
gro. Si ademas el producto en A es conmutativo, decimos que A do-
minio integro.

Observaciéon. Un dominio integro que es un anillo de divisién re-
sulta un cuerpo.

Definicién 2.1.3. Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra es un anillo (A, +, )
enel que (A, +) es un k-espacio vectorial y la multiplicacién es com-
patible con la accién de k, esto es, tal que

(ax +by)z = a(xz) + b(yz)

z(ax + by) = a(zx) + b(zy)
siemprequea, bckyx,y,z € A.

Ejemplos.

1. Un anillo integro no conmutativo. Sea k un cuerpo y consideremos
el anillo k(x, Jy) de polinomios no conmutativos en x y d, donde
x 'y Oy satisfacen la relacion

OxX — x0, = 1.
Este anillo se denomina el dlgebra de Weyl y se denota A1 (k).

2. El anillo de polinomios usuales k[x] con coeficientes en un cuer-
po. es un dominio integro que no es un anillo de divisién.

3. El anillo de cuaterniones es un anillo de divisién que no es con-
mutativo.

Consideremos los anillos (Z,+,-) y (R,+,-). La suma y el pro-
ducto en Z son la restricciéon de la suma y el producto en R al sub-
conjunto Z y 17 = 1g. Podemos decir que Z adquiere su estructura
de anillo por ser un subconjunto de R que cumple ciertas propieda-
des.

Definicién 2.1.4. Dados un anillo (A, +, -) y un subconjunto B de A,
decimos que B es un subanillo de A siy solo si:
e (B,+) es un subgrupo de (A, +).
e 1, €B.
e B es cerrado para el producto, es decir, si x, y € B, entonces
xy € B.
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Ejemplos.
1. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) son subanillos de cada uno
del siguiente.

2. Cualquiera sea k, k es subanillo de k|[x].

3. El conjunto de funciones constantes de R en R es un subanillo
de C(R).

Observaciones.
1. Todo subanillo de un anillo integro es integro. Sin embargo, si
B es subanillo de A y B es integro, A puede no serlo.

2. Veremos més adelante que si A es un dominio integro, puede en-
contrarse un cuerpo K del cual A resulte un subanillo. Como ejem-
plo de esto, podemos tomar a Z como subanillo de Q.

A continuacién, se construird un importante ejemplo de anillo.
La importancia de este ejemplo reside en que tener un médulo sobre
este anillo serd equivalente a tener un k-espacio vectorial sobre el
cual un grupo G actte:

Ejemplo. Dado un grupo G y un anillo de base k, podemos cons-
truir un anillo llamado anillo de grupo de G, al que notaremos k|[G].
Los elementos de k|G| son combinaciones lineales finitas con coefi-
cientes en k de elementos del grupo G. Asi, como conjunto es
k[G) ={)_ Agg: Ag € k, Ag = 0 para casi todo g € G}.
gcG

Six = }Y,ecAgg € k[G], el conjunto sop(x) = {g € G : Ag # 0} es
el soporte de x.

La suma en k[G] se define pensando que los elementos de G for-
man una base, es decir:

( )y Agg) + ( B #g8> = ). (Ag+ngls.
gcG geG geG
Notemos que si las dos primeras sumas son finitas, la tercera tam-
bién lo es, asi que esto define una operacién en k[G].
El producto se define a partir del producto de G, de la estructura
de anillo de k y del hecho de que el producto tiene que ser distribu-
tivo con respecto a la suma:

( ;;Agg) (Lng) = ¥ Agmlgh=3 (X Agrrmn))s.

g€G h,geG g€G " heG
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Por ejemplo, six = Ag,y = uh € k[G], el producto xy es simplemen-
texy = (AQ) - (uh) = (Au)gh. Si x e y son, mds generalmente, sumas
tinitas de elementos de este tipo, el producto se calcula a partir de
los productos de cada sumando imponiendo la ley distributiva.

Ejercicio. Verificar que con estas operaciones (k[G], +, -) resulta una
k-dlgebra con unidad. ;Qué elementos son el neutro de la suma y el
del producto? ;Y el inverso aditivo de un elemento? ;Hay elemen-
tos que tengan inverso multiplicativo? ;Cuando k[G]| es un anillo
conmutativo?

Observacién. En la construccién anterior no se utilizé el hecho de
que G fuera un grupo, sino solamente que se trata un monoide con
elemento neutro. La asociatividad de G implica la asociatividad del
producto de k[G] y el elemento neutro de G funciona como unidad
del producto de k[G].

Se puede definir entonces el anillo de un monoide M con ele-
mento neutro, al que notamos también k[M]. Por ejemplo, cuando
M = Ny, el anillo k[Ny] puede identificarse con el anillo de polino-
mios en una variable con coeficientes en k.

2.2 Morfismos

En un anillo existen una estructura de grupo abeliano y una mul-
tiplicacién. Del mismo modo en que en el caso de los grupos nos
interesaban particularmente las funciones que respetaban la estruc-
tura de grupo, dentro de la clase de funciones entre anillos que sean
morfismos de grupos abelianos, nos interesardn aquellas que tam-
bién respeten la estructura multiplicativa.

Definicién 2.2.1. Sean (A, +4,-4) v (B, +3, -g) dos anillos. Un mor-
fismo de anillos unitarios entre A y B es una funcién f : A — B tal
que

e f:(A,+4) — (B,+3) es un morfismo de grupos.

o f(a-pad)=f(a)pf(a)siaa € A.

o f(1a) =15
Diremos que f es un isomorfismo si es inversible. En ese caso, la fun-
cién inversa resulta también morfismo de anillos.
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Ejemplos.
1. Las inclusiones Z — Q — R — C — H son morfismos inyecti-
vos de anillos.

2. Sea k un anillo con unidad y sean G y H grupos. Si f : G — H es
un morfismo de grupos, definimos una funcién k[f] : k[G] — k[H]
poniendo

KA( X Ase) = 1 Aef(2).

g€G geG

Entonces k[f] es un morfismo de anillos unitarios. Es evidente que
k[ldg] = Idi(G). Ademads, si f y h son dos morfismos de grupos con
dominios tales que tiene sentido calcular f o /i, entonces

k[f o h] = k[f] o k[h].

Vemos de esta forma que la asignacion k[—] : Gr — An; dada por
G — k[G] es funtorial.

3. Lafuncién 7 : r € Z +— 77y es un morfismo suryectivo de anillos.

4. Si A es un anillo, existe un tnico morfismo de anillos f : Z — A.

5. Sea X un abierto de R", xp € Xy A = C(X) 6 C"(X) 6 C®(X),
entonces evy, : f € A — f(x9) € R es un morfismo de anillos.

6. Sea A un anillo, a € Ay ev, : Z[X] — A la aplicacion tal que si
P=Y",AX" € Z[X], entonces ev,(P) = Y/’ , A;a’. Entonces ev, es
un morfismo de anillos.

Observaciéon. La composicion de dos morfismos de anillos es tam-
bién un morfismo de anillos y, dado un anillo A, la funcién identi-
dad Id4 : A — A es trivialmente un morfismo de anillos. Esto nos
dice que la clase de objetos formada por los anillos y los morfismos
de anillos forman una categoria (ver el apéndice). Las nociones de
monomorfismo e isomorfismo categérico coinciden en este caso con
las nociones de morfismo inyectivo y morfismo inversible respecti-
vamente. Dejamos como ejercicio los monomorfismos, haremos la
cuenta para isomorfismos.

Sea f : A — B un isomorfismo de anillos, es decir, un morfismo
de anillos inversible. Sea g : B — A una funcién tal que f o ¢ = Idp
y go f = lds. Sabemos que g es necesariamente un morfismo de
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grupos abelianos. Para ver que se trata de hecho de un morfismo
de anillos basta ver que g preserva la estructura multiplicativa. Si
b, b’ € B, entonces

f(g(bt')) = Idp(bb") = bb" = Idp(b)ldp(b’)
= f(g(b))f(g(t")) = f(g(b)g(t')).

Como f es isomorfismo, en particular es inyectiva, y podemos con-
cluir que g(bb') = ¢g(b)g(b"). Como ademas f(14) = 1p,

1a=1da(1a) = g(f(14)) = g(1B),

asi que g preserva la unidad.

Sin embargo, veremos a continuacién que en el caso de anillos
las nociones de epimorfismo categérico y morfismo suryectivo no
coinciden.

Ejemplo. ;Hay algtin morfismo de anillos de Q a R ademas de la
inclusiéon i : Q — R? La respuesta esno:si f : Q — R es un
morfismo, es aditivo y se tiene que f(2) = mf(1). Como ademads
f(1) =1y1=nl, vemos que 1 = nf(l). Como se puede dividir
por n, concluimos que f (%) = % Esto nos dice que f es la inclusion.

Si, por el contrario, buscamos morfismos f : R — Q en el otro
sentido, la respuesta es diferente. En efecto, si f : R — Q es un
morfismo de anillos y x € R es no nulo, se tiene que

1=f(1) = flxx™") = f(x)f(x71).

En particular, f(x) # 0. Vemos asi que todo morfismo de anillos que
sale de R tiene nticleo cero y por lo tanto es inyectivo (esto sucede
para todo morfismo de anillos unitarios que “sale” de un cuerpo),
pero una razén puramente conjuntista nos recuerda que no puede
haber ninguna funcién inyectiva de R en Q, ya que R tiene cardinal
estrictamente mayor que Q.

Ejemplo. Los epimorfismos categéricos no tienen por qué ser ne-
cesariamente funciones suryectivas. A partir del ejemplo anterior
con Q, se puede ver facilmente que todo morfismo de anillos que
“salga” de Q queda univocamente determinado por la condicién
f(1) = 1. De este hecho se desprenden dos cosas:
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e Dado un anillo B, o bien existe un tinico morfismo de anillos
f : Q — B obien no existe ninguno. ;Cuando si y cuando no?
(Sugerencia: ver primero que siempre existe un tinico morfis-
mo de anillos Z — B.)

e Lainclusiéni : Z — Q es un epimorfismo categérico (en la ca-
tegoria de anillos unitarios y morfismos de anillos unitarios).

A diferencia del caso de grupos, en el que entre dos grupos siem-
pre habia por lo menos un morfismo de grupos (el morfismo nulo),
en el caso de los anillos la condicién de que “f(1)=1" junto con la de
multiplicatividad restringe muchisimo las posibilidades de morfis-
mos entre anillos, hasta el punto en que dados dos anillos puede no
haber morfismos de anillos entre ellos, o haber s6lo uno.

2.3 Ideales bilateros

Dado un morfismo de anillos f : A — B, es claro (jverificarlo!)
que Im(f) C B, ademads de ser un subgrupo de B, es un subani-
llo. Sin embargo Ker(f) no es un subanillo, porque por ejemplo
1 ¢ Ker(f) (ya que f(1) = 1 # 0), aunque sigue siendo un sub-
grupo. En el caso de los grupos habiamos visto que no todo sub-
grupo es nucleo de un morfismo de grupos, sino que ésto sélo su-
cede para los subgrupos invariantes. En un anillo la estructura sub-
yacente de grupo es conmutativa, por lo tanto todo subgrupo es
invariante, pero no todo subgrupo es el niicleo de un morfismo de
anillos.

Si A es un anillo e I es un subgrupo de (A, +), A/I es un grupo
abeliano. La definicién que daremos ahora es la que clasifica exacta-
mente a los subgrupos I de un anillo para los que A/I hereda de A
una estructura de anillo tal que la proyeccién al cociente A — A/I
sea un morfismo de anillos (al igual que en el caso de grupos, esa
estructura esta inivocamente determinada):

Definicién 2.3.1. Sea A un anillo e I un subgrupo de (A, +). Dire-
mos que I es un ideal bildtero si siempre que x € [ ya € A se tiene
que tanto ax como xa pertenecen a I.

Si s6lo pedimos que ax € I paratodo x € I ya € A, diremos
que I es un ideal a izquierda. Si s6lo pedimos la condicién simétrica
de que xa € [ paratodox € [ ya € A, diremos que I es un ideal
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a derecha. Por supuesto, estas distinciones se desvanecen si el anillo
es conmutativo, pero en el caso general pueden no coincidir.

El ejemplo fundamental es el siguiente: si f : A — B es un mor-
fismo de anillos, entonces Ker(f) es un ideal bildtero. En efecto, es
claro que se trata de un subgrupode A,y si x € [ ya € A entonces

flax) = f(a)f(x) = f(a)0 =0

f(xa) = f(x)f(a) = 0f (x) =0,

asi que ax y xa estdn también en el nticleo de f. Notemos que aun-
que el anillo A no sea conmutativo, Ker(f) es siempre un ideal bi-
latero.

Ejemplos.
1. Sea A un anillo conmutativoy b € A, entonces el conjunto

(b) = {ba:a € A}

de los mdltiplos de b es un ideal bildtero. Todo ideal de esta forma
es un ideal principal.

Asi, sim € Z, (m) = mZ es un ideal de Z; analogamente, en k[X],
el conjunto (P) de los multiplos de un polinomio fijo P es un ideal
bilatero.

2. Notar que todo subgrupo de Z es de la forma mZ para algtn m.
Mas aun, todos ellos son ideales.

Si k es un cuerpo e I es un ideal de k[X], entonces existe un po-
linomio P € k[X] tal que I = (P). (Demostrarlo: tomar la funcién
“grado” e imitar la demostracién de que en Z los tinicos subgrupos
son de la forma mZ). Si en cambio consideramos el anillo k[X, Y]
0 Z[X], existen ideales no principales (jdar ejemplos de esto!)

3. Silesunidealbilatero de A y M, (I) es el conjunto de las matrices
de M,,(A) que en cada lugar tiene elementos de I, entonces M, (I) es
un ideal bilatero de M, (A).

4. Sea X un abierto de R", xg € X y A = C*®(X). Entonces el con-
junto Iy, = {f € A : f(x9) = 0} es un ideal de A. De hecho,
sievy, : A — R es el morfismo de evaluacién en xq, esto es, si
evy,(f) = f(xp), entonces I = Ker(evy,).



§3. Ideales bilateros 69

5.51 A = C(R), entonces I = {f € A : sop(f) es acotado} es un
ideal de A.

Observaciones.

1. Si I esunideal de Ay 14 € I entonces I = A. La misma con-
clusion se obtiene si suponemos s6lamente que existe un elemento
a € I que es una unidad.

Un anillo A siempre tiene al menos dos ideales bilateros: (i) {0},
que corresponde a Ker(ld4 : A — A) y (ii) A, que no es un nucleo
a menos que incluyamos anillos con 1 = 0. Sin embargo, puede
suceder que éstos sean los tinicos: por ejemplo, si A es un cuerpo o
un anillo de divisién. Diremos en ese caso que A es un anillo simple.

Es f4cil ver que un anillo conmutativo simple es un cuerpo, pero
en el caso no conmutativo hay anillos simples que no son de divi-
sion. Por ejemplo, si k es un cuerpo, en anillo de matrices M, (k) es
un anillo simple.

2. Si f: A — B esunisomorfismo de anillos, entonces los ideales
bildteros de A estan en correspondencia 1-1 con los ideales biladteros
de B.

Si A es un anillo e I C A es un idealbilatero, entonces M, (I) es
un ideal bildtero de M, (A) y, de hecho, todos los ideales bildteros
de M,,(A) se obtienen de esta forma.

Sin embargo, A y M,(A), si n > 1, raramente son isomorfos
como anillos (jdé un ejemplo en el que si resulten isomorfos!). De
cualquier manera, los anillos A y M, (A) comparten muchas otras
propiedades: este hecho seré tratado en el Capitulo de Teoremas de
Morita.

3. Sily ] sonideales de A, el conjunto
n
I] = {in]/i cx; €1,y € ]}
i=1
es un ideal bildtero. Claramente I] estd contenidoen I y en J.
4. De manera similar, si I y | son ideales de A, el conjunto
I+]={x+y:xelye]}

es un ideal de A.
5. Sil, J1,y Josonideales de A, entonces I(J1 + J2) = IJ1 + I],.
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6. La interseccion de ideales es un ideal.

7. Seaa € A.El conjunto (a) = {xa: x € A} es unideal aizquierda
de A, al que llamamos ideal principal (izquierdo) generado por A.
Tambien escribimos Aa en vez de (a).

8. Si A es un anillo integro y a, b € A — {0}, entonces entonces
(a) = (b) siiexiste u € U(A) tal que a = ub.

9. Si X C A, el ideal generado por X en A es la interseccion (X) de
todos los ideales de A que contienen a X. Si X = {ay,...,a,} es
un conjunto finito, entonces escribimos (4, . ..,a,) en vez de (X).
Por ejemplo, en Z tenemos que (2,3) = Zy (2,4) = 2Z,y en Q[x],
(x —2,x—3) = Qlx].

Definicién 2.3.2. Sea I un ideal bildtero de un anilo A., Decimos que
I es un ideal bilatero maximal si I # Ay, si | ideal es un bilatero de
Atalquel C J,entonceso ] =1o0] = A.

2.4 Cocientes

Vimos que todo nticleo de un morfismo de anillos es un ideal
bildtero. En esta seccién veremos que, como en el caso de grupos,
dado un ideal bildtero I de un anillo A, siempre existe un anillo B
y un morfismo f : A — B tal que I = Ker(f). La construccién es
similar al caso de grupos: se trata de definir una relacién de equi-
valencia entre los elementos de A de manera tal que el conjunto
cociente admita una estructura de anillo.

Fijemos entonces un anillo A y un ideal bildtero I de A.

Decimos entonces que dos elementos 4 y 4’ de A estan relacio-
nados si @ —a’ € I. Es fécil ver que esto es una relacién de equi-
valencia. Sea A/I el conjunto de clases de equivalencia. Sia € A,
escribimos @ a la clase deaen A/ 1.

Como I es un subgrupo (normal) del grupo aditivo (A, +), el
cociente A/I es un grupo abelianoy 7 : A — A/I es un morfis-
mo de grupos. La estructura de grupo sobre A/ estd definida de
manera que

a+a =a+a.
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Introducimos un producto en A/I mediante la férmula:

a-a :=aa

Para ver que asi obtenemos una estructura de anillo sobre A/ I, hay
que ver que:

¢ la multiplicacién esta bien definida en el cociente, esto es, que
sia =bya =10, entonces aa’ = bb/;

e (A/I,+, ) esunanillo conunidady 1 # 0sil # A;

e 7: A — A/Iesun morfismo de anillos con Ker(7r) = I.

Una vez vista la buena definicion, el hecho de que (A/I,+,-) es un
anillo con unidad es obvio. También es obvio que 7t es un morfismo
de anillos, ya que la multiplicacién en A/ esta definida de la tni-
ca posible para la cual 7w es multiplicativa. Finalmente, vemos que
Ker(7r) = I, viendo s6lo las estructuras de grupos. Veamos entonces
la buena definicion:

Seana,a’,b, ' € Atalesqued =bya =1b'.Llamandox =a—b
ey = a' — b/, tenemos que la condicién @ = b es equivalente a la
condicién x € I, y lo mismo vale para y. Cuando calculamos el
producto aa’ a partir de by b’ tenemos:

aa' = (b+x)(b' +y) = bb' + (by + xb’ + xy).

Como I es un ideal bildtero, tanto by como xb’ y xy pertenecen a I,
y por lo tanto aa’ = bb’ + by + xb’ + xy = bb’ +0 = bb’. Notemos
que, para hacer eso, es fundamental el hecho de que I sea un ideal
bilatero, y no sélo a izquierda o a derecha. Si I es un ideal a izquier-
da pero no bildtero, entonces A/I no admite ninguna estructura de
anillo tal que la proyeccién al cociente sea un morfismo de anillos.

Observaciéon. Como en el caso de grupos, el anillo cociente es una
construcciéon que resuelve un problema de tipo universal con res-
pecto ahora a los morfismos de anillos.

Proposicién 2.4.1. Sea A un anillo e I C A un ideal bildtero. EI par
(A, m: A — A/I) tiene las siquientes dos propiedades:
(a) m: A — A/Ies un morfismo de anillos y I C Ker().
(b) Si Besunanilloy f : A — B un morfismo tal que I C Ker(f),
entonces existe un tinico morfismo de anillos f : A/I — B tal que
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f = f o . El diagrama correspondiente es:

P

7
ni -
7

A/l

Demostracion. El primer punto de la proposicion es claro. Supon-
gamos que se tiene un morfismo de anillos f : A — B tal que
I C Ker(f). Como w : A — A/I es un morfismo de grupos con
su propiedad universal y f es en particular un morfismo de grupos,
se tiene asegurada la existencia y unicidad del morfismo de gru-
pos f. Luego sélo falta ver que f es multiplicativo. Recordemos que
f esta definida por f(a) = f(a) para todo a € A. A partir de esa
férmula y de la definicién de producto en el cociente es claro que
f es multiplicativa cuando f lo es pues

f(aa’) = f(ad’) = f(aa") = f(a)f(a') = f(@) f(d').
Esto termina la prueba. O

Como siempre, dos objetos que verifican una misma propiedad
universal resultardn isomorfos (verificarlo, calcando la demostra-
cion hecha para grupos).

Corolario 2.4.2. Si f : A — B un morfismo de anillos, entonces hay un
isomorfismo de anillos

A/ Ker(f) = Im(f).

Demostracion. Basta observar que Im(f) es un subanillo de B y que
f A — Im(f) es un morfismo de anillos. Sabemos que la aplica-
cién f : A/ Ker(f) — Im(f) es un isomorfismo de grupos abelia-
nos, pero como Ker(f) es un ideal bilatero, la propiedad del cocien-
te asegura que f también respeta el 1y la estructura multiplicati-
va. O



§4. Cocientes 73

Ejemplos.
1. Sin € N, hay un isomorfismo de anillos Z, = Z/nZ.

2. Sikesunanilloya € k, ev, : k[X] — k es un epimorfismo de
anillos con nacleo (X — a) (jverificarlo!), luego k[X] /(X —a) = k.

3. Consideremos el anillo R[X], el elemento i € C y el morfismo de
evaluacion ev; : R[X] — C definido por

i llka — i leik.
k=0 k=0

El polinomio X2 + 1 estd en el nticleo de ev;. Se puede ver que, de
hecho, Ker(ev;) = (X? + 1), y por lo tanto, que R[X]/(X? + 1) = C.

4. Si X es un abierto de R" y xp € X entonces
C(X)/{f € C(X) : f(x0) = 0} * .

5. Si I C A es un ideal bilatero entonces
My, (A) /My (I) =M, (A/I).

6. Sea A un anillo y e € A un elemento tal que e~ = e. Notemos que
entonces (1 —¢)? = (1 — e). Consideremos el subconjunto

eAe = {exe: x € A}.

La estructura de anillo estd dada por la multiplicacion de A restrin-
gida a eAe, con unidad 1,4, = e. Es importante notar que eAe no es
subanillo a menos que e = 1; en ese caso, por supuesto, eAe = A.
Por otro lado, 1,4, # 0 siempre que e # 0.

Dejamos como ejercicio mostrar que si e conmuta con todos los
elementos de A, entonces la aplicacién

2

T,:x €A —exe €eAe=r¢cA

es un morfismo de anillos suryectivo y Ker(7,) = (1 —e)A. De esto
deducimos que eseA = A/ (1 —e)A.

Por otro lado, consideremos el anillo A = M, (k) y la matriz
e € A con coeficientes

o 1, sii=j=1;
g 0, otro caso.

En este caso es claro que ¢ = ey eAe = k pero el morfismo de

Il

grupos 7, : M, (k) — eM,,(k)e = k no es multiplicativo. ;Por qué?
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7. S5iH <G, kesunanilloy 77 : G — G/H es la proyeccién canéni-
ca, entonces k[7t] : k|G] — k|G /H] induce un isomorfismo

k[G]/{(1—h): h € H) = K[G/H].

8. Sea k un cuerpo y Q un grafo orientado, es decir, un par (Qp, Q1)
formado por un conjunto Qp, cuyos elementos se llaman vértices, y
un conjunto Q1, cuyos elementos se llaman flechas, y dos funciones
s, t : Q1 — Qp, que son las que determinan origen y fin de una
flecha (“source” y “target”). Por ejemplo, en el grafo

€1 —>€3—7>e4

N

()

los conjuntos son Qo = {ey,e2,e3}, Q1 = {a, B, 7}, las funciones s
y t estdn definidas por s(a) = ey, t(x) = ey, s(B) = ey, t(B) = e3,
s(y) = es, t(y) = eq.

Asociado a Q hay un anillo kQ que como k-espacio vectorial tie-
ne base el conjunto de los caminos del grafo (los vértices se consi-
deran como caminos de largo cero); un camino es, por definicién,
una composicién de flechas consecutivas. El producto se define en
esa base de caminos, y estd dado por la yuxtaposicion en el caso
del producto de dos caminos consecutivos y cero en otro caso. En el
ejemplo del grafo anterior, es

kQ =ke  @keyDkesDkesDkaDkBBkyDkpa.

Los productos en kQ estan determinados por

e? =ej, sii=1,...,4
e,'ej = O, Sii 75 j;

e = ne; = «,

espp = Per = B,

€4y = re3 =17,

p-oa=pa,

y todos los otros productos entre paes de elementos de la base de
caminos de Q se anulan.
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9. Sea Q el grafo
€1 L (5]

Entonces kQ = key @ kex @ ka y es facil ver que kQ resulta isomorfo
al subanillo de matrices triangulares de dos por dos via el morfismo
tal que

e (50), e—(1), a—=(5o)

2.5 Producto de anillos

Sea I un conjunto no vacio y, para cada « € I, sea (Aw, +a,a)
un anillo. Sea A = [],<; Ax el producto cartesiano. Damos a A una
estructura de anillo considerando la suma y el producto definidos
coordenada a coordenada. Es facil ver que con estas operaciones ob-
tenemos en efecto un anillo, al que escribimos ([ Tycs Aa, +, ). Este
anillo tiene las siguientes propiedades:

e Para todo § € I existe un epimorfismo 75 : [Tpc; Ax — Ag, la
proyeccion en la coordenada .

e Si A’ es un anillo y tenemos una familia de morfismos de
anillos (fg : A" — Ag)ges, entonces existe un tnico morfis-
mo f : A — Atal que mmgo f = fg. Esto es, el siguiente dia-
grama conmutativo se completa de manera tinica con la flecha
punteada:

]
A"ﬁ>A,B

e
[TA.

wel

Esto nos dice que para definir un morfismo de un anillo A’ en
[Tacs An basta definir morfismos de A’ en cada uno de los A B
pel

Se observa que ésta es otra construccién de tipo “universal” (como
por ejemplo el cociente) y que cualquier otro anillo que satisfaga es-
tas dos condiciones serd necesariamente isomorfo al producto car-
tesiano [ [,c; Aa-



76 2. Anillos

Un caso particular de esta construccién resulta cuando A, = A
para todo « € I. En esta situacion, [ [, A es el anillo de funciones
A!. Recordemos que en este anillo el producto y la suma se definen
a partir de las operaciones de A.

Ejemplo. Si G es un grupo y k un anillo, considerar k©.

2.6 Localizacion

En esta seccion analizaremos la construccion de Q a partir de Z
“agregando” los inversos multiplicativos de los enteros no nulos.
Veremos generalizaciones de esta construccién y la interpretacién
geométrica que se le puede dar en ciertos ejemplos, que motiva el
nombre de localizacion.

Cuando se trabaja con ntimeros enteros, hay operaciones que no
se pueden realizar, como invertir elementos que no sean ni 1 ni —1.
Por ejemplo, una ecuacién de la forma ax = b, cona # 0, no siempre
se puede resolver, porque no podemos “pasar a dividiendo”. Si uno
mira esa ecuaciéon en Q no tiene ningtin problema, la resuelve, y
la solucién es un ntimero racional. Lo que se realiz6 al pasar de Z
a Q es invertir todos los elementos no nulos de Z. Ademas, Q es de
alguna manera un anillo minimal con la propiedad de contener a Z
y a los inversos de los nimeros no nulos. Més precisamente (o mas
categéricamente):

Proposicion 2.6.1. El par (Z,i : Z — Q) tiene las siguientes dos propie-
dades:

(a) Sin € 7Z es un elemento no nulo, entonces i(n) = | es una unidad
de Q.

(b) Si f : Z — B es un morfismo de anillos tal que para todo entero
n # 0, f(n) es una unidad de B, entonces existe un tinico morfismo
de anillos f : Q — B tal que foi = f.

Demostracién. Es claro que si existe un morfismo de anillos de Q en
otro anillo B, éste debe ser tnico, ya que f (%) = 1p. Para ver la
existencia, definamos
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Esto tiene sentido porque la hipétesis es que f (1) es inversible en B
para todo n # 0. Dejamos como ejercicio verificar que este morfis-
mo f cumple las condiciones del enunciado. O

La construccién en general se hard segin las siguientes lineas:
dado un subconjunto S (con ciertas propiedades) de un anillo con-
mutativo A se buscard otro anillo y una aplicaciéon de A en éste de
manera tal que la imagen de S esté incluida en las unidades. La

a

construccién seguird la intuicién de escribir fracciones % con ele-

mentosa € Ay s € S, sumando y multiplicando como fracciones.

Definicién 2.6.2. Sea S C A un subconjunto de un anillo A. S es
multiplicativamente cerrado si:

(a) para cada par de elementos s, t € S se tiene que st € S;y
(b) 1 5.

La primera propiedad es la que motiva el nombre de multiplica-
tivamente cerrado, si S la satisface pero1 ¢ S, entonces S’ = SU {1}
verifica ambas.

Fijemos un anillo A conmutativo y un subconjunto S C A mul-
tiplicativamente cerrado. Tratamos de construir a partirde A y S un
anillo Ag en el que todo elemento de S sea inversible (en el caso an-
terior,es A =Z,S = Z — {0} y resulta As = Q) y tal que exista un
morfismo de anillos A — Ag que factorice todo morfismo de anillos
con dominio A tal que las imégenes de los s € S sean inversibles.

Consideremos el conjunto cociente

As={(a,s) e AxA:ac A seS}/~,

de A x A bajo la relacién de equivalencia ~ tal que un par (a,s) es
equivalente a otro (a’,s') sii existe t € S tal que (as’ — a’s)t = 0. (Ve-
rificar que es una relacién de equivalencia; ;qué propiedades de S

se usan para eso?) Escribiremos a/s a la clase de equivalencia (4, s).
Definimos ahora sobre Ag operaciones suma y producto de ma-
nera que

a/s+a' /s’ = (as' +a's)/ss'

(a/s)-(a'/s'") = (aa")/(ss)
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Ejercicio. Verificar que las operaciones estdn bien definidas y que
hacen de Ag un anillo.

Hay un morfismo de anillos i : A — Ag tal que i(a) = a/1. Es
facil ver que la imagen por i de todo s € S es inversible en Ag, con
inverso 1/s. Ademads, si B es otro anilloy f : A — B es un morfismo
anillos tal que f(s) € U(B) paratodos € S, entonces existe un tinico
morfismo f : As — Btal que foi = f: f puede ser definido por
fla/s) = f(a)(f(s))~".

Ejemplos.
1. Si A es un anillo conmutativoy S C U/(A), entonces Ag = A.

2. Si0 € S, entonces As = {0} porque a/s = 0/1 siy s6lo si existe
t € Stal que t(a —s) = 0, lo cual siempre es ciertosi 0 € S.

3.SeaA=17,5=1{1,2,22,...} = {2/ :i € Ny}. Entonces

1

o)

4. Sean A un anillo conmutativo y p un ideal primo de A. El con-
junto S = A — p es un subconjunto multiplicativamente cerrado,
precisamente porque p es primo. En este caso denotamos A, a la
localizacién Ag. El subconjunto {a/s € Ag :a € p} es un ideal ma-
ximal de Ay y es ademas el tinico ideal maximal de este anillo, que
por lo tanto es un anillo local. Puede verse que los ideales primos de
A, estdn en correspondencia biunivoca con los ideales primos de A
contenidos en p.

As={m/2 :mecz,icZ}=1]

5. Sea X un espacio topolégico (por ejemplo, R con la topologia
usual), A = C(X) el anillo de funciones reales continuas sobre X
yseanxg € XyS={f € A: f(x9) # 0}. Entonces

As=A{f/g:f,8 €A g(xo) #0}/ ~.

Observemos que estamos usando la notacién f/g en este caso de
forma coherente con la notacién dada para localizaciones y no para
indicar cociente de funciones definidas sobre X.

Supongamos que f1, f» € A son tales que f1/1 ~ f,/1 en Ag.
Existe entonces h € Stal que h(f1 — fo) =0.Comoh € S, h(xg) # 0.
Como ademads h es continua, existe un entorno U de x( en X tal que
h|u # 0. Esto nos dice que si x € U, h(x) es inversible en R y como

h(x)(f1(x) — f2(x)) = 0, concluimos que f1(x) = fo(x).
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Esto nos dice que dos funciones f;, f» € A tienen la misma ima-
gen en Ag sii existe un entorno U’ de x( sobre el cual coinciden.

Este dltimo ejemplo, ademads de motivar el nombre de localiza-
cion, muestra que la aplicaciéon i : A — Ag no siempre es inyectiva.

2.7 Ejercicios

Definiciones

2.7.1. Sea Aun conjuntoy +, - : A X A — A dos operaciones en A
que satisfacen todos los axiomas de la definicion de anillos salvo po-
siblemente aquel que dice que el grupo (A, +) es abeliano. Muestre
que (A, +, -) es un anillo.

2.7.2. (a) Si A esunanilloen el que cada elemento tiene un inverso
a izquierda, entonces A es un anillo de division.

(b) Sea Aunanilloya € A unelemento que es inversible a izquier-
da y que no divide a 0 por la derecha. Entonces a es inversible.

(c) Seaa € A.Siexisten € N tal que a” es inversible, entonces a es
inversible.

2.7.3. Sea A un anillo posiblemente sin unidad. Muestre que si A
posee una tnica unidad a izquierda e, entonces A posee una unidad.

Sugerencia. Sea a € A 'y considere para cada ¢ € A el elemento (e —ae — a)c.

2.7.4. Describa, a menos de isomorfismo, todos los anillos con a lo
sumo 10 elementos.

2.7.5. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces no existen
k-algebras de dimension finita que no tengan divisores de cero.

2.7.6. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Describa, a menos
de isomorfismo, todas las k-algebras de dimensién a lo sumo 3.

Ejemplos

2.7.7. Anillo opuesto.

(a) Sea A un anillo. Sea x : A x A — A la operacion definida por

a*xb=ba, Va,b € A.
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(b)

2. Anillos

Mostrar que (A, +,*) es un anillo. Se trata del anillo opuesto
de A, que escribimos habitualmente A°P.

Muestre con un ejemplo que en general A % A°P.

2.7.8. Anillos de matrices.

(a)

(b)

Sea A un anillo y sea n € N. El conjunto de matrices M, (A) con
coeficientes en A es un anillo con respecto a las operaciones
usuales de suma y producto de matrices. Si n > 1, entonces
M,,(A) no es conmutativo.

Sea otra vez A un anillo y sea M(A) = {f : NXxN — A}.
Decimos que un elemento f € Mu(A) tiene filas finitas si para
cada n € N, existe k € N tal que f(n,m) = 0sim > k; de
manera similar, decimos que f € M (A) tiene columnas finitas
si para cada m € N, existe k € N tal que f(n,m) =0sin > k.

Sean M{;(A) y M5, (A) los subconjuntos de M« (A) de las
matrices con filas finitas y con columnas finitas, respectiva-

mente, y sea M{:OC(A) = M{;(A) N M5, (A). Mostrar que con el

producto “usual” de matrices, M{;(A), MS,(A)y ML (A) son
anillos.

2.7.9. Anillos de funciones.

(a)

(b)

Sea A un anillo y X un conjunto no vacio. Sea X* el conjun-
to de todas las funciones X — A. Definimos dos operaciones
+,-: Ax A — Aponiendo

(f+8)(x) = flx) +g(x), VxeX

(f-8)(x) = f(x)g(x), VxeX

para cada f,g € AX. Mostrar que (4, +, -) es un anillo. ;Cudn-
do es conmutativo?

Sean € N, k € Ny ysea CF(R") C (R")R el conjunto de to-
das las funciones f : R” — R continuas y derivables k veces.
Muestre que se trata de un subanillo.

2.7.10. Anillos de polinomios. Sea A un anillo y sea

S ={f:Ng— A:existe X C Ny finito tal que f|y, x = 0}
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Definimos +,- : S x S — S poniendo, para cada f,¢ € Sy cada
ne N(),

(f+8)(n) = f(n) +g(n)

(f-8)n)= Y. flkg).
k,1>0
k+Il=n
Muestre que estas operaciones estdn bien definidas y que (S,+,-)
es un anillo.
Sea X es una variable. Si f € Sy X C Ny es finito y tal que
flng\x = 0, podemos representar a f por la suma finita formal

f=3 fmx".
neX
Es facil ver que usando esta notacién las operaciones de S se corres-
ponden con las operaciones usuales de polinomios. Por eso, llama-
mos a S el anillo de polinomios con coeficientes en A y lo notamos A[X].

2.7.11. Anillos de series formales.

(1) Sea AunanilloyseaS = {f : Ny — A} el conjunto de todas las
funciones de Ny a A. Definimos operaciones +,- : S xS — S
poniendo, para cada f,g € Sy cadan € Ny,

(f +8)(n) = f(n) +g(n)

(f-8)m) = )., flk)g).
k,1>0
k+I=n
Muestre que (S, +, -) es un anillo.
Sea X una variable. Podemos representar escribimos a una
funcién f € S por una serie formal
f= 2 fmx".
neN0
Usando esta notacion, las definiciones de la suma y el produc-
to de S imitan formalmente a las correspondientes operaciones
con las series. Esto hace que llamemos a S el anillo de series for-

males de potencias con coeficientes en A. La notacion usual para
este anillo es A[X].
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(b) Tomamos ahora A = Ry sea R{X}} C R[X] el subconjunto de
las series formales que tienen radio de convergencia positivo.
Mostrar que se trata de un subanillo.

2.7.12. Series de Dirichlet. Sea A un anilloy sea S = {f : N — A}
el conjunto de todas las funciones de N a A. Definimos operaciones
+,-:5x S — S poniendo, paracada f,g € Sycadan € N,

(f +8)(n) = f(n) +g(n)

(f-8)(n) = }_ f(d)g(n/d).
i

Muestre que (S,+, -) es un anillo.
Si s es una variable, a un elemento f € S podemos asignarle la
expresion formal

r=le
neN

Las operaciones de S se corresponden entonces con las operaciones
evidentes de estas series.

2.7.13. Anillo de grupo.

(a) Sea G un grupo, sea A un anillo y sea A[G] el conjunto de todas
las funciones de f : G — A tales que

{g € G:f(g) # 0} <o

Definimos operaciones +, - : A[G] x A[G] — A[G] poniendo,
paracadas,t € A[G]ycadag € G,

(s +)(8) = s(g) +t(g)

(s-1)(g) = )_ s(gh™")t(h).

heG

Muestre que (A[G], +, -) es un anillo.
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(b) Supongamos desde ahora que A = k es un cuerpo. Mostrar
que k[G] es un subespacio vectorial del espacio vectorial k® de
todas las funciones G — k.

(c) Sige G,seag: G — klafuncion tal que

. 1, si¢g=~"h;
g(h)z{ &

0, en caso contrario.

Mostrar que {§ : ¢ € G} es una base de k|[G|. En particular,
mostrar que todo elemento f € k[G] puede escribirse en la for-
ma

f=) a8

g€G

con coeficientes ag € k casi todos nulos.

(d) Mostrar quesi g, h € G, entonces § - = gﬁ

(e) Describa el centro de k[G| cuando G es finito. ;Qué pasa cuan-
do G es infinito?

2.7.14. Algebra de cuaterniones. Sea k un cuerpo y sea H = k*. Sean
1,1, j y k los vectores de la base canénica de H. Mostrar que existe
exactamente un producto asociativo k-bilineal - : H x H — H tal
que 1 es el elemento unidad y

==k =1,

ij=—ji =k, jk=—kj =1, ki=—ik =j.

Si queremos poner en evidencia el cuerpo k, escribimos H(k).

(1) Muestre que con este producto H es una k-dlgebra.

(b) Muestre que H(k) es conmutativa sii k tiene caracteristica 2.

(c) Determine el centro de H.

(d) Siu=al+ Bi+yj+ 0k seati = al — Bi—yj— 6k. Muestre que
de esta manera obtenemos un anti-automorfismo de k-algebras

t:u € H— i € H; esto es, muestre que ¢ es un isomorfismo
de k-espacios vectoriales tal que

U =T0U.
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(e)

"
(g)

2. Anillos

Muestre que existe una funciéon N : H — k tal que
uii = N(u)l, Vu € H.

Ademés, si u, v € H, entonces N(uv) = N(u)N(v).

Muestre que si u € H es tal que N(u) # 0, entonces u es inver-
sible en H.

Muestre que H(R) es un algebra de division pero que H(C) no
lo es.

2.7.15. Algebras de caminos.

(a)

Un carcaj Q es una 4-upla (Qp, Q1,s,t) enla que:

— Qo y Q1 son conjuntos. Los elementos de Qg son los vértices
de Q y los de Q las flechas.

— sy t son funciones Q1 — Qp. Si @« € Q; es una flecha,
decimos que s(a) es el origen de a y que t(a) es su final.

Por ejemplo, obtenemos un carcaj si ponemos Q = (Qo, Q1, s, t)

con Qo = {1,2,3,4}, Q1 = {a,B,7,6,1,p} y sy t estdin dados

por la tabla siguiente:

o p 0 U 1Y
s 1 2 2 3
t 2 3 3

Podemos describir este carcaj més eficientemente dando el si-
guiente dibujo:

0

/L

o

A\
1%2?3317

|

4

Fijemos un carcaj Q. Si x,y € Qp, un camino de x a y en Q
es una secuencia finita v = (x;a1,...,a,;y) de flechas de Q
tal que s(a1) = x, t(ay) = yy paracadai € {1,...,n —1}
se tiene que t(a;) = s(a;;1). El niumero n es la longitud de .
En particular, si x € Qp, hay un camino (x;;x) de x a x de
longitud 0.
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Sea P(Q) el conjunto de todos los caminos de Q, sea k un
cuerpo y sea kQ el espacio vectorial que tiene a P(Q) como
base. Un elemento u € kQ es una combinacién lineal finita de
caminos de Q con coeficientes en k:

u= Y a,7.

1EP(Q)

Muestre que hay exactamente una forma de definir un pro-
ducto asociativo - : kQ X kQ — kQ de manera que para cada
par de caminos v = (x;a1,...,40Y) Y = (zB1,---, Bm; W)
en Q, es

(e, Bl Brsw), siy =z
TN = .
0, en caso contrario.
Mostrar que, con este producto, kQ es una k-algebra. ;Cuadl es
la unidad de esta dlgebra? Llamamos a kQ la k-dlgebra de cami-
nos de Q.

(b) Si Q tiene un solo vértice y ninguna flecha, entonces kQ = k
(c) Si Q tiene un solo vertice y una tunica flecha, entonces kQ es
isomorfo a k[X], el anillo de polinomios en una variable con
coeficientes en k.
Q: D)
(d) k-dlgebras libres. Sea X un conjunto y sea Q el carcaj (Qo, Q1, s, t)
en el que Qp tiene un tnico elemento p, Q; = X y las aplicacio-

ness, t : Q1 — Qp son las evidentes. Escribimos L(X) en vez
de kQ. Describa una base de L(X) y su multiplicacion

(e) ¢Cuadndo es kQ un dominio de integridad? ;Cuando tiene di-
mension finita? ;Cudndo es conmutativa?

(f) Describa el centro de kQ.

2.7.16. (a) Sea A un anillo y C una familia de subanillos de A.
Muestre que B = [\c¢¢ C es un subanillo de A.

(b) Sea A un anillo, B C A un subanillo y X C A. Mostrar que
existe un subanillo B[X] de A que contiene a X y a B y tal que
todo otro subanillo de A con esta propiedad contiene a B[X].
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(c) Tomemos A = C, B = Z. Describa explicitamente los anillos
B[v'2], B[V/5] y B[w] si w es una raiz primitiva p-ésima de la
unidad y p un nimero primo. Describa Bli] y B[y] si 17 es una
raiz primitiva sexta de la unidad.

2.7.17. El dlgebra de Weyl. Sea End¢(C[X]) el anillo de endomorfis-
mos de C[X] considerado como C-espacio vectorial y consideremos
los elementos p,q € Endc(C[X]) definidos de la siguiente manera:
si f € C[X], entonces

=Ly e =xf

y sea A = C|p, g] el menor subanillo de End¢(C[X]) que contiene

aC,apyag. Llamamos a A el dlgebra de Weyl.

(a) A esuna C-dlgebra de dimension infinita.

(b) EnAespg—qp=1.

(c) Elconjunto {p'q/ : i,j € Ng} es una base de A como C-espacio
vectorial.

(d) Describa el centro de A.

(e) Muestre que A no posee divisores de cero.

(f) Describa el conjunto de unidades de A.

2.7.18. El dlgebra de funciones en el plano cudntico. Sea q € C\ 0y su-
pongamos que g no es una raiz de la unidad. Sea V = {f : Ny — C}
el C-espacio vectorial de todas las funciones de Ny en C. Conside-
ramos dos elementos x, y € End¢(V) definidos de la siguiente ma-
nera:si f € Vyn € Ny, entonces x(f),y(f) : Ny — C son tales
que

() (n) = f(n+1).

Sea A; = Clx,y| la menor subélgebra de Endc C(V) que contiene
aC,axyay. Llamamos a A; el digebra de funciones en el plano cudn-
tico.

(a) En A, vale que yx = qxy.
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(b) El conjunto {x'y/ : i, j € Ny} es una base de A,.
(c) Setiene que Z(A;) = C.
(d) Muestre que no hay en A, divisores de cero.
(e) Describa el conjunto de unidades de A,.
*(f) Paracadan € N definimos

Ponemos, ademds, (0);! =1ysin € N,

(”)q! = (1)q(2)q T (”)q-

Finalmente, sin € Ngy 0 < k < n, ponemos

Muestre que:
(i) Si0 <k <mn,es

(@q: (nik),'

(ii)) Si0 < k < n, entonces
= +q = +q :
(k g k—1 g k . k . k—1 g

.. . n . . ..
(iii)) Si0 < k <, ( k) es un polinomio en g con coeficientes

q
enteros.

(iv) Sean x, y € Ay los generadores del dlgebra de funciones
del plano cuéntico. Si n > 0, entonces

cewy= B (3) B

0<k<n

f(g) ;Qué pasa si g es una raiz primitiva de la unidad de orden e?
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2.7.19. Sea X un conjunto. Mostrar que (P(X), A, N) es un anillo.
Aqui A es la operacién de diferencia simétrica.

2.7.20. Idempotentes. Sea A un anillo. Un elemento e € A es idempo-
tente si e = e.

(a) Sie € A esidempotente, el subconjunto eAe, con las opera-
ciones de A restringidas, es un anillo. Se trata de un subanillo
exactamente cuando e = 1.

(b) Sie € A esidempotente, entonces 1 — e también lo es.

2.7.21. Anillos booleanos. Un anillo A es booleano si todos sus elemen-
tos son idempotentes.

(a) Si X es un conjunto, entonces el anillo (P(X), A, N) es boo-
leano.
(b) Un anillo booleano es conmutativo.

2.7.22. Algebras de division reales. El objetivo de este ejercicio es pro-
bar el siguiente teorema de Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917,
Prusia):

Teorema 2.7.1. Sea D una R-dlgebra de divisién tal que dimg D < oo.
Entonces D es isomorfaa R, a C oa H.

La conclusién del teorema vale mds generalmente (y con exacta-
mente la misma demostracién) para una R-algebra de divisién ar-
bitraria si suponemos que es algebraica sobre R: esto es, si para todo
elemento d € D existe p € R[X] tal que p(d) = 0.

(a) Sidimg D = 1 no hay nada que hacer, asi que suponga que
dimg D > 1.Seaa € D\ R. Muestre que R[a] C D es un cuerpo
y que debe ser isomorfo a C. En particular, concluya que existe
i € D\ R tal que i?> = —1. Identifiquemos a C con R][i].

(b) Definamos subespacios

Dt ={deD:di=id}

D~ ={deD:di=—id}

de D. Muestreque D = DT @ D™



(c)

(d)

(e)
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Claramente C C D*.Sid € DT \ C, muestre que C[d] es un
cuerpo que contiene a C. Concluya que D™ = C.

Si D™ = 0, entonces D = C. Supongamos desde ahora que
D~ #0.Seaz € D~ y consideremos la aplicacién

s:deD —dxeDT.

Muestre que es C-lineal e inyectiva, de manera que debe ser
dimc D™ = 1. Concluya que dimg D = 4.

Muestre que existe j € D~ tal que j* = —1. Concluya que
D =~ H.

12.7.23. Algebras de division finitas. El objetivo de este ejercicio es mos-
trar el siguiente teorema de Joseph Henry Maclagen Wedderburn
(1882-1948, Escocia):

Teorema 2.7.2. Un anillo de divisién finito es un cuerpo.

(a)

(b)

(c)

Sea y : N — Z la funcién de Mobius, de manera que sin € N
yn = pi' - p* es la descomposicién de n como producto de
potencias de primos distintos,

1, sin=1;

p(n) =4 (D5 sipr = =pe=1;
0, sir; > 1paraalgtni.

Muestre que si n,m € N son coprimos, entonces se tiene que
p(nm) = u(n)u(m). Decimos por esto que y es una funcion
multiplicativa.

SeaM:n €N Yy,u(d) € Z Muestre que si n,m € N
son coprimos, entonces M(nm) = M(n)M(m), de manera que
M tambiiien es multiplicativa. Muestre ademds que M(1) =1
y que si p es primoy r € N, entonces M(p") = 0.

Concluya que vale la siguiente identidad de Mobius:

1, sin=1;
ZM@={Q

dln en caso contrario.

Sean € N.Sea (), = {w € C: w" = 1} el conjunto de las
raices n-ésimas de la unidad y sea (), C (), el subconjunto
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(d)

(e)

)

(g)

(h)

2. Anillos

de ), formado por aquellas que son primitivas. Recordemos
que X" —1 = TT,eq, (X — w). Sea @, € C[X] dado por

@, =[] (X—w).

we))

Muestre que X" — 1 =[]y, 4(X) y, usando eso, que

@, = [](x4 - 1)+,
d|n

Concluya que @, € Z[X].
Muestre que si g € Z\ {1} y n,r € N son tales que r | n,
entonces

"—1
Qu0) | T

Sea D un anillo de divisién finito y sea F su centro. Muestre que
F es un cuerpo y que D es un F-espacio vectorial de dimensién
finita. Sean ¢ = |F| y n = dimp D, de manera que |D| = q" y
D[ =q" -1

Supongamos que D no es conmutativo. Debe ser entonces n > 1.

Seaa € Dy sea

C(a)={d € D :da=ad}.
Muestre que C(a) es un subanillo de D que es de divisién y que
contiene a F. Otra vez, se trata de un F-espacio vectorial. Sea
r(a) = dimp C(A). Entonces es |C(a)| = ¢") y, como C(a) es
de division, |C(a)*| = ¢"® — 1. Como C(a)* es un subgrupo
de D*, debe ser g") —1 | g" — 1. Concluya que r(a) | 1.

Sia € D*, entonces la clase cl(a) de conjugacion de a en el
grupo D* tiene cardinal

_ g1
cl(a)| = T

Sean ay,...,a; representantes de las clases de conjugacién no
triviales de D*. Entonces la ecuacién de clases para D* es:

q" -1
qr(/z) -1

l
' =1=qg-1+)
i=1

y vemos que ©,(gq) | (9 —1).
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(i) En particular,

g-12®u(q)) = [] lg-wl

we);;

Muestre que esto es imposible.

Morfismos, ideales y cocientes
2.7.24. Sea A un anillo.

(a) Muestre que hay exactamente un morfismo de anillos Z — A.

(b) Muestre que hay a lo sumo un morfismo de anillos Q — Ay
que puede no haber ninguno. Describa cudndo se da cada uno
de estos dos casos.

2.7.25. Sea A un anillo.

(a) SiZT esuna familia de ideales a izquierda (a derecha, bilateros)
de A, muestre que ();c7 I es un ideal a izquierda (a derecha,
bilatéro) de A. Se trata del ideal mas grande contenido en cada
elemento de 7.

(b) SiZ es una familia de ideales a izquierda (a derecha, bilateros)
de A, entonces ) ;<7 I es un ideal a izquierda (a derecha, bila-
tero) de A. Se trata del ideal més chico que contiene a todos los
elementos de 7.

2.7.26. Sea A un anillo e I C A un ideal a izquierda. Muestre que
existe un subanillo I(I) C A tal que

e [ C I(I) e I es un ideal bilatero de I(I);
e I(I) es el menor subanillo de A con esa propiedad.

Llamamos a I(I) el idealizador de I en A.

2.7.27. (a) Sea A un anillo conmutativoe I C A un ideal. Sea
VI={ae A:exister € Ntal quea” € I}.

Muestre que /1 es un ideal de A.
(b) Sea A un anillo conmutativoe I, | C A ideales. Sea

(I:])={acA:a]CI}

Muestre que (I : J) es un ideal de A.
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2.7.28. Sea A un anillo conmutativo

(a) Seaa € A unelemento que no es inversible. Mostrar que existe
un ideal maximal m C A tal quea € m.

(b) Sea I C A un ideal propio. Mostrar que existe un ideal maxi-
malm C Atalque I C m.

2.7.29. Muestre que un anillo conmutativo simple es un cuerpo.

2.7.30. Sea Aunanilloy I C A unideal bildtero.Sea | = (I) el ideal
generado por I en A[X]. Muestre que A[X]/] = (A/I)[X].

2.7.31. Sea A un anilloy I C A un ideal bilatero. Sea n € Ny sea
M, (I) C My (A) el subconjunto de las matrices de M,,(A) que tie-
nen todos sus coeficientes en I. Mostrar que M, (I) es un ideal bilé-
tero de M,,(A) y que M, (A)/M,(I) = M,(A/I).

2.7.32. Sea k un cuerpo.

(a) Encuentre todos los ideales a izquierda de M, (k).

(b) Muestre que M, (k) es simple.

(c) Seaahora Aunanilloyn € N.Si ] C M, (A) es un ideal bild-
tero, entonces existe un ideal bildtero I C A tal que | = M, (I).
Sugerencia. Sean = {1,...,n}.Sea ] C M,(A) un ideal bilatero y, para
cada (i,j) € n x n,sea I;; C A el conjunto de todos los elementos de A que
aparecen en la coordenada (i, j)-ésima de algtn elemento de J. Muestre que
I; j es un ideal bilatero en A y que de hecho I;; = Iy ; paratodo (7,j) € n x n.
Llamemos I = I; 1. Muestre que | = M, (I).

2.7.33. Sea G un grupoy sea H C G un subgrupo normal y sea k un
cuerpo. Consideremos la proyeccién canénica 7 : G — G/ H.

Muestre que 7m determina un morfismo sobreyectivo de anillos
k7] : k|G] — k[G/ H]. Describa el ntcleo de k[7].

2.7.34. Sea k un cuerpo y considere el carcaj Q de n vértices de la
figura:

1—2—> + ——>pn—1—>n

Sea T;, C My (k) el subanillo de las matrices triangulares superiores.
Muestre que kQ = T),.

2.7.35. Sea f : R — R un homomorfismo de anillos.

(1) Muestre que f(Q) C Qy que, de hecho, f|g = Idg.
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(b) Laaplicacion f es estrictamente creciente.
(c) Mas aun, f es continua. Concluya que f = Idg.

2.7.36. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe un ho-

momorfismo de anillos f : A — B:

(@) A=1Z[ilyB=R;

(h) A=7Z[V=5|yB=Z[V3];

(c) A=k, uncuerpo,y B = M,(k);

(d) A= M,(k)conkun cuerpoy B = k.

2.7.37. Sea G3 = {1,t,t?,con > = 1}, A = R[G3].

(@) Seae=1L(1+t+82)ye =(1—e).Verquee? =¢ e” =¢y
ee/ =0 =—cle.

(b) Sea B el anillo eA y C el anillo ¢’ A con la multiplicacién indu-

cida por la de A. ;Por qué no son subanillos de A? Probar que
la aplicacién

A— BxC
a+— (ea,e'a)

define un isomorfismo de anillos, si B x C tiene la suma y pro-
ducto coordenada a coordenada.

(c) Ver que B tiene dimensién 1 sobre R y que C tiene dimensién
2. Una base de B es por ejemplo {e} y una base de C es {¢/, f},
donde f = t — t> = ¢/(t — t?). Mostrar ademaés que las siguien-
tes aplicaciones son isomorfismos de anillos:

(@) (e(x1+yt+2zt?) € B— x+y+zR;

(b) (ae’ +bj) € C— a+bi € C,donde j = %
2.7.38. Sea A = C|[Gs3], sea w € C una raiz cabica primitiva de la
unidad y pongamos

1
1

e = 5(1 + wt + w?t?),
1

e3 = 5(1 + Wt + wt?).

Probar que:
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(a) eiej=0sii #jyelz =e¢;sii,je{1,2,3};

() e1+ert+es=1

(c) los anillos ¢;A tienen dimensién compleja igual a uno y son
isomorfos a C como anillos;

(d) laaplicacién

A — 31@ X EZ(C X €3C
a v (e1a,exa,esn)

es un isomorfismo de anillos, dotando a e;C x e,C x e3C de las
operaciones coordenada a coordenada.

2.7.39. Sea n € N compuesto. ;Existe un producto - : Z, X Z,, — Zy
que haga del grupo abeliano Z, un cuerpo?

Definicién. Sea A un anillo conmutativo. Decimos que un ideal
p C A es primo si

abep = acpVbep.
Escribimos Spec A al conjunto de todos los ideales primos de A.

2.7.40. (a) Un ideal p C A es primo sii A/p es un dominio de
integridad.
(b) Unideal maximal de A es primo.

2.7.41. Determine Spec Z. ;Cuéles ideales primos de Z son maxi-
males?

2.7.42. Sea k un cuerpo. Muestre que si p € Spec k[X], entonces
existe f € p moénico e irreducible tal que p = (f). Reciprocamente,
todo ideal principal generado por un polinémio ménico e irreduci-
ble es primo en k[X].

2.7.43. Sea A un anillo conmutativo.

(a) Sip € Spec Ay B C A esunsubanillo, BNy € Spec B.

(b) Sil C Aesunideal, f: A — A/I esla proyecciéon candnica y
p € Spec A/I, entonces f~1(p) € Spec A.

(c) Seal C Aunidealyp € Spec A es tal que p D I. Entonces
p/1 € Spec A/l
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2.7.44. Muestre que si p € Spec Z[X] entonces existe un nimero
primo p € N tal que o bien p = (p) o bien existe un polinomio
f € Z[X] monico e irreducible sobre Z tal que p = (p, f).

Sugerencia. Sea p € Spec Z[X]. Muestre que p N Z es un ideal principal de Z ge-
nerado por un namero primo p, asi que en particular (p) C p. Considere ahora
el ideal p/(p) de Z[X]/(p) = Zp[X] y use un ejercicio anterior que describe los
ideales primos de este anillo.

2.7.45. Nilradical. Sea A un anillo conmutativo. Un elementoa € A
es nilpotente si existe n € N tal que a" = 0. El nilradical de A es el
conjunto nil(A) = {a € A : a es nilpotente}.

(a) nil(A) es unideal de A.

(b) nil(A/nil(A)) = 0.

(c) nﬂ(A) = ﬂpGSpec AP

(d) Muestre que si x € nil(A), entonces 1 + x es inversible.

2.7.46. Radical de Jacobson. Sea A un anillo conmutativo. El radical de
Jacobson de A es la interseccion J(A) de todos los ideales maximales
de A. Muestre que x € J(A) sii paracaday € Aes1—xy € A*.

Localizacion

En estos ejercicios los anillos son conmutativos.

2.7.47. Sea A un anillo y sea S C A” un subconjunto multiplicati-
vamente cerrado de unidades de A. Entonces Ag = A.

2.7.48. Sea A un anillo y sea S C A un subconjunto multiplicativa-
mente cerrado. Si 0 € S, entonces Ag = 0.

2.7.49. Sea A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente
cerrado e I C A un ideal. Sea S la imagen de S por la aplicacién
canbénica A — A/I. Entonces (A/I)g = Ag/IAs.

2.7.50. Sea A un anillo, S, T C A subconjuntos multiplicativamente
cerrados de A y sea T’ la imagen de T por la aplicacion candénica
A— As.Seall =ST={st:se€S,teT}

Muestre que U es un conjunto multiplicativamente cerrado en A
y que (Ag)T = Ay

2.7.51. (a) Sea X un espacio topolégico y sea A = Cr(X) el anillo
de las funciones reales continuas sobre X. Sea xy € X y ponga-
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(b)

(c)

2. Anillos

mos S = {f € A: f(xo) # 0}. Muestre que S es multiplicativa-
mente cerrado. ;Es inyectiva la aplicacion canénica A — Ag?
De no serlo, describa su nucleo.

Supongamos que A es un dominio de interidad y S C A es
multiplicativamente cerrado. Muestre que la aplicacién cané-
nica A — Ag es inyectiva.

Sea A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamen-
te cerado. Dé condiciones necesarias y suficientes para que la
aplicacién canénica A — Ag sea inyectiva.

2.7.52. Sea A un anillo y p € Spec A. Muestre que S = A\ p es un
conjunto multiplicativamente cerrado. En geeral, escribimos A, en
lugar de A 4\,

2.7.53. Sea A=C(R),U = (0,1)yS={f € A:Vte U, f(t) #0}.

(a)
(b)

(c)

S es multiplicativamente cerrado en A.

Sear : C(R) — C(U) la restriccion de funciones. Muestre que
existe 7 : C(R)s — C(U) tal que conmuta el diagrama:

C(R) ——~C(U)
C(R)s

Ademas, verifique que 7 es inyectiva.
Muestre que 7 es sobreyectiva.

2.7.54. Sea A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente
cerradoy sea f : A — Ag la aplicacién canodnica.

(a)

(b)

(c)

Muestre que si I C Ag es un ideal, entonces f~!(I) es un ideal
de A.

De esta forma, se obtiene una aplicaciéon f* : Id(Ag) — Id(A)
del conjunto de ideales de Ag al conjunto de ideales de A.
Muestre que f* preserva inclusiones e intersecciones y que es
inyectiva.

Si ] C A es un ideal, entonces | estd en la imagen de f* sii
] = f~1(JAs) sii ningtin elemento de S es un divisor de cero
enA/].
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(d) Muestre que f*(Spec As) C Spec A de manera que, por res-
triccién, obtenemos una inyeccién f* : Spec Ag — Spec A. La
imagen de esta aplicacion es exactamente el conjunto

{p €Spec A:pNS =g}

2.7.55. Sea A un anilloy S C A un subconjunto multiplicativamen-
te cerrado.

(a) Sil C A esun ideal maximal entre los que no intersecan a S,
entonces [ es primo.
(b) Describa el niradical de Ag.

2.7.56. Sea p € N un ntimero primo y p = (p) el ideal primo de Z
correspondiente. Muestre que si I C Z, es un ideal no nulo, enton-
ces existe r € Ny tal que [ = p'Z,,.

2.7.57. Sea A un anilloy T C A un subconjunto. Sea X = {x;}ter
un conjunto de variables indexadas por T y sea A[X] en anillo de
polinomios con variables en X. Sea S C A el menor subconjunto
multiplicativamente cerrado de A que contiene a T. Muestre que
hay un isomorfismo

As 2 A[X]/ (txy—1:t€T).

2.7.58. Sea A un anillo. Muestre que S C A es un subconjunto mul-
tiplicativamente cerrado maximal sii A \ S es un ideal primo mini-
mal.

2.7.59. Sea A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamen-
te cerrado. Decimo que S es saturado si

abeS <= acS y besS.

Muestre que S es saturado sii A \ S es unién de ideales primos.

2.7.60. Sea A un anillo. Describa el subconjunto S C A multiplica-
tivamente cerrado maximal tal que A — Ag es inyectivo.

2.7.61. Sea la aplicacion A — [],, An dada por a — {{}m, donde m
recorre el conjunto de ideales maximales de A y cada § pertenece al
A correspondiente. Ver que esa aplicacion es inyectiva.

Sugerencia. Si a es inversible en A, ver que 7 es distinto de cero en cualquier loca-
lizaci6n; si no, entonces existe un maximal M que contiene a a, ver que 7 # 0 en

el localizado por ese maximal.
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Capitulo 3

Modulos

3.1 Primeras definiciones y ejemplos

Dado un anillo A, nos interesa estudiar su categoria de repre-
sentaciones, que estd formada por objetos llamados médulos en los
cuales A actta, y por funciones entre tales objetos que respetan la
accion de A.

Sabemos que si (M, +) es un grupo abeliano, entonces

Endz(M) ={f: M —M: f(x+y) = f(x)+ f(y)six,y € M},
con el producto dado por composicién de funciones, es un anillo.

Definicién 3.1.1. Un A-médulo a izquierda es un grupo abeliano
(M, +) provisto de un morfismo de anillos

p:A— Endyz(M)
a— g

En otras palabras, dar una estructura de A-moédulo a un grupo
abeliano M es asignar a cada elemento 2 € A una endomorfismo
del grupo M. La condicién de que esta asignacién sea un morfismo
de anillos dice que:

® 0] = |dM.
® 0Ogh = Pa © Pp-
® Oa+bp = Pa + Pp-

99
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Ejemplos.
1. Cualquiera sea A, podemos tomar M = Ay p,(b) = ab.

2. Si A = k es un cuerpo y V un k-espacio vectorial, V resulta un
A-médulo si definimos p, (v) = Av.

3. Si M es un grupo abeliano, entonces Endz (M) es un anillo y por
lo tanto existe un tnico morfismo de anillos Z — Endz(M). Luego
todo grupo abeliano es, de manera tnica, un Z-médulo.

Explicitamente, el morfismo p : Z — Endz(M) que da esta es-
tructura es tal que, sin > 0, p,(m) = m+m+--- 4+ m, con n su-
mandos.

4. Si G es un grupo que acttia por morfismos de grupos en un grupo
abeliano M, entonces M es un Z[G]-médulo tomando pg(m) = gm
sig € Gym € M, y extendiendo p linealmente a todo Z[G|. Ha-
bitualmente, llamamos a los Z[G|-mdédulos representaciones lineales
de G.

5. Si V es un k-espacio vectorial y G es un subgrupo de GL(V),
entonces V es un k[G]-médulo.

Otra manera de mirar la estructura de A-médulo a izquierda
de un grupo abeliano (M, +) es pensar que se tiene una funcién
A X M — M que asigna a cada par (a,m) un elemento am, donde
am es una notacién para designar a p,(m). El hecho de que p sea un
morfismo de anillos A — Endy (M) es equivalente a que, para cada
a,be A yx,ycM,setenga
1x = x,

(ab)ym = a(bm),

(a4+b)ym =am+bm,y

a(x+y) = ax+ay.

Se puede tomar estas dltimas cuatro propiedades de una funcién
A X M — M como definicién de la estructura de A-médulo a iz-
quierda. La equivalencia entre las dos definiciones es inmediata.

Ejemplos.
1. Para cualquier anillo A, el grupo abeliano {0} es un A-médulo.

2. Si M es un grupo abeliano y A = Endz (M) entonces M es un A-
modulo con acciéon (f,m) € Endz(M) x M — f(m) € M. Dejamos
como ejercicio verificar que esta accién corresponde al morfismo de
anillos Id : A — Endz(M).
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3. Si I es un conjunto y M un A-médulo, el grupo abeliano M! de
todas las funciones f : I — M posee una estructura de A-médulo
tal quesia € Ay f € M!, entonces af : [ — M la funcién tal que

(af)(i) = af (i) paracadai € I.
4. M;;(A) es un A-médulo con (am);; = am;;.

5. Si V es un k-espacio vectorial de dimensién 1, entonces es un
M, (k)-médulo (;por qué?).

6. SiAesunanilloyn € N, M = A" es un A-médulo y también un
M, (A)-mo6dulo. En ambos casos, la multiplicacion por escalares del
anillo esta dada por la multiplicacién matricial.

Observaciéon. En un A-médulo M se tiene que

e 10 = O paratodoa € A;
e Om =0 paratodom € M;y
e (—a)m = —(am) paratodoa € Aym e M.

Dejamos la verificacién como un ejercicio para el lector.

De manera similar a lo hecho arriba, se puede definir sobre un
grupo abeliano una estructura de A-mdédulo a derecha, a partir de una
funcion M x A — M que verifique propiedades simétricas a las que
cumple una accién a izquierda.

Ejercicio. Escribir explicitamente la definicién de A-médulo a dere-
cha, ver que equivale a tener una funcién A — Endz (M) con ciertas
propiedades y escribir esas propiedades.

Sean A un anillo conmutativo y sea M un A-médulo a izquierda.
En este caso, podemos definir sobre M una estructura de A-médulo
a derecha poniendo ma = am. Es fcil erificar que esto define en
efecto una estructura de A-mé6dulo a derecha. ;Qué sucede cuando
A no es conmutativo?

Ejemplo. Sea A = M, (C) y consideremos la aplicacién
(=)*: (a;) € My (C) — (a@;)" € Mu(C).

Esto es, sea, para cada a € M, (C), a* la matriz transpuesta conjuga-
da dea.

Sea ahora M un A-médulo. Se puede dotar a M de una estruc-
tura de A-médulo a derecha con accién dada por

(m,a) € M x My (C) — a*m € M.
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Dejamos al lector verificar que ésto efectivamente da una estructura
de A-médulo a derecha. ;Qué propiedades de la funcién (—)* se
usaron?

Observacion. M es un A-médulo a izquierda si y solo si M es un
A°P-moédulo a derecha.

Definicién 3.1.2. Sean A y B dos anillos. Un A-B-bimédulo M es un
grupo abeliano M que es a la vez un A-médulo a izquierda y un
B-moédulo a derecha y cuyas dos estructuras son tales que

(am)b = a(mb)

siempre quea € A, b€ Bym € M.

Ejemplos.
1. Si A es conmutativo, todo A-moédulo M es un A-A-bimdédulo.

2. Todo A-médulo (por ejemplo a izquierda) es un A-Z-bimédulo.
3. Aesun A-A-bimédulo.

4. Sea M = Zp @ Z,. Se trata de un My (Z,)-mo6dulo a derecha con
la accién dada por la multiplicaciéon de matrices.

Sea (—)f : My(Zy) — M3(Z,) la transposiciéon de matrices. Sabe-
mos que (ab)! = bla' sia, b € My(Z,). Usando esto, es facil ver que
podemos hacer de M un Mj(Z;)-médulo a derecha definiendo

(m,a) € M x My(Zy) + a'm € M.

Dejamos al lector verificar que, con estas dos acciones de M(Z;)
sobre M, M no es un bimédulo.

Ejercicio. Sea M un A-médulo a derecha y sea B = Endx(M).
Mostrar que la accién (f,m) € Enda(M) x M +— f(m) € M de-
fine sobre M una estructura de End 4 (M)-médulo a izquierda y que
M resulta un End 4 (M)-A-bimédulo.

Supongamos ahora que M = A"*1, esto es, A" visto como con-
junto de ‘vectores columna’. Entonces M es un A-mdédulo a dere-
cha y también un M, (A)-médulo a izquierda con la multiplicacién
usual de matrices. Mostrar que esta estructura coincide con la defi-
nida antes, via la identificaciéon End 4 (A") = M,,(A).
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Observacion. En adelante, A-moédulo querréd decir A-médulo a iz-
quierda.

Definicién 3.1.3. Sea A un anillo y M un A-médulo. Un subconjun-
to N C M es un submédulo si

e N es un subgrupo de (M, +);y

e an € N siemprequea € Ayn € N.

Se sigue de esta definiciéon que si N es un submédulo de un

A-moédulo M, entonces N es, en si mismo, un A-mdodulo.
Ejemplos.
1. {0} y M son siempre submédulos de M. En caso de que un mé-
dulo M tenga solamente a {0} y a M como submoédulos, diremos
que M es simple. Por ejemplo, un k-espacio vectorial de dimension
1 es un k-moédulo simple.

2. Si Gesun grupoy H C G es un subgrupo, entonces k|G| es un
k[H]-mo6dulo y k[H| es un k[H]-submoédulo de k[G].

3. Consideremos el grupo de las raices ctibicas de la unidad
Gs = {1,w,w?} C C*

y dotemos a R3 de la tnica estructura de R[Gz]-médulo tal que
w(x,y,z) = (y,z x). Entonces

N={(xyz) eR:x+y+z=0}

es un R[Gs]-submoédulo. Es facil ver que, ademds, N es un médulo
simple.

4. Si N C M es un A-submoédulo e I es un conjunto, entonces N [eg
un A-submédulo de M.

5. Si M es un A-médulo e I es un conjunto, consideramos el sub-
conjunto M1 de M! formado por los elementos {m;};c; tales que
m; = 0 para todos los elementos i de I salvo eventualmente una
cantidad finita de ellos. Dejamos como ejercicio mostrar que M(!) es
un submédulo de M.

6. Si M = M, (A) con la estructura de A-médulo coordenada a
coordenada, entonces el subconjunto s[(A) = {A € A: trA = 0}
es un A-submodulo.
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Observacion. Si N1 y N, son dos submédulos de M, entonces
N1—|—N2:{x—|—y:x€N1,y€N2}

es un submoédulo de M, asi como también lo es N1 N N».

Sea M un A-médulo y sea X C M un sobconjunto arbitrario.
Es claro que si N C M es un submddulo tal que X C N, entonces
N contiene todos los elementos de la forma

arxy+ - - apXxy
conay,...,a, € Ayxy, ..., x, € X. Por otro lado, el conjunto
S={mx1+--anxy:ay,...,a0 € A, x1,..., x5 € X}

es un submodulo de M (jverificarlo!). Esto nos dice que S es el me-
nor (en el sentido de la inclusién) submédulo de M que contiene
a X. Lo notamos (X) y lo llamamos el submddulo generado por X. Si
X = {x1,...,x,} es finito, escribimos (x1, ..., x,) en lugar de (X).

3.2 Submoédulos maximales

Un A-médulo M es finitamente generado o de tipo finito cuando
existen x1, ..., x, € M tales que (x1,...,x,) = M.

Ejemplo. Todo anillo A considerado como médulo sobre si mismo
es trivialmente finitamente generado, con generador 14 pero, por
ejemplo, k[X] no es finitamente generado sobre k.

Veremos a continuacién, usando el lema de Zorn, que dado un
submoédulo propio de un A-moédulo finitamente generado, siempre
existe un submoédulo maximal que lo contiene. Como caso particu-
lar de esta situacién, dado un ideal propio a izquierda de un anillo,
siempre existe un ideal maximal (a izquierda) que lo contiene, ya
que los ideales a izquierda de A son exactamente los A-submoédulos
de A visto como médulo a izquierda.

Proposicién 3.2.1. Si M es un A-mddulo finitamente generado y N es
un submédulo propio de M, entonces N estd contenido en un submédulo
maximal.
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Demostracion. Sea P = {S : S es submddulo propiode My N C S},
parcialmente ordenado por inclusién. P es no vacio porque N € P.

Queremos ver que P posee elementos maximales. Sea C una ca-
dena creciente no vacia en P y sea V = [Jgc¢ S. Como la cadena C
es creciente, V es un submoédulo de M. Es claro que V contiene a N
y a todos los elementos de C. Para ver que V es un elemento de P
bastara entonces probar que es un submédulo propio.

Supongamos que V = M. Como M es finitamente generado,
existenn € Ny xq, ..., x, € M tales que M = (x1,...,x,). Como
cada x; pertenece a V, cada x; pertenece a algtin elemento de C.
Como la cadena C es creciente y n es finito, existe S € C tal que
X1,..., Xn € S. Pero como los x; generan a M, resulta S = M y esto
contradice que S € C C P. Concluimos que V C M.

El lema de Zorn nos dice entonces que P posee un elemento ma-
ximal con respecto al orden dado por la inclusién. Este submédulo
es un submoédulo maximal como se buscaba. [

Ejemplo. Consideremos un conjunto X provisto con una accién de
un grupo G. Sea k un anillo y

KX) = { Y Axx: Ay = 0para casi todo x € X}.
A€k

Se trata de un k-médulo, que ademas es un k[G]-médulo (jverificar-
lo!) con respecto a la tnica accién k[G] x k(X) — k(X) tal que

g-Ax = Ag(x).

Por ejemplo, sea G = Zj, (escrito multiplicativamente) y t € G es un
generador, de manera que G = {t' : 0 < i < n}, y consideremos el
conjunto X = {x1,...,x,} y la accién de G sobre X tal que

f oy = Xit+1, Sii<m;
1 . .
X1, sii=n.

Entonces kX) 2 k" resulta un k[Z,]-médulo extendiendo lineal-
mente esta accion.

¢Cuales son los k[G]-submoédulos de k'*)? Por ejemplo, si S es
un submoédulo que contiene a x;,, entonces tx;, = x;,+1 € S, de

(X)
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la misma forma, x; € S cualquiera sea i. Vemos que en este caso
S=M.

Esto nos dice que un submoédulo propio de k') no puede conte-
ner a nunguno de los x;. En cambio, si T = x1 + - - - 4 x;,, entonces
(1) = {AT: A € k} es un submédulo propiosin > 1.

(X)

Ejercicio. Si w € k es una raiz n-ésima de la unidad (por ejemplo
w=10w= —1sinespar,ow = B ik = C) entonces el
k-submédulo generado por )} ; w'x; es también un k[G]|-submé-
dulo de k(X).

Observacién. Existen médulos finitamente generados con submé-
dulos que no son de tipo finito. Consideremos, por ejemplo, un
cuerpo k, y el anillo A = k[x;];cny. Como A-médulo, A es claramente
finitamente generado pero el ideal N C A generado por todos los x;
no es de tipo finito.

3.3 Morfismos

Dado un anillo A, podemos construir una categoria que tiene
como objectos a los A-mdédulos y como morfismos a las funcio-
nes entre A-modulos que respetan la estructura de A-médulos. Més
precisamente,

Definicién 3.3.1. Sean A un anillo, M y N dos A-médulos y sea
f M — N una funcién. Diremos entonces que f es un morfismo de
A-médulos si es un morfismo de grupos abelianos A-lineal, es decir,
si:

o f(x+y) = f(x) + f(y) paratodox,y € My

e f(ax) =af(x) paratodoa € Ayx € M.
Observemos que en la igualdad de la segunda condicién, la accién

que aparece a la izquierda es la de A sobre M y la que aparece a la
derecha es la de A sobre N.

Ejemplos.
1. Para todo A-médulo M, la aplicacién identidad Idy; : M — M
es un morfismo de A-mdédulos. Por otro lado, si f : M — Ny
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g : N — T son dos morfismos de A-médulos, entonces (jverificar-
lo!) go f : M — T también lo es. Esto nos dice que los A-médulos
con sus morfismos como flechas forman una categoria.

2. Si V es un k-espacio vectorial y t : V' — V un endomorfismo,
entonces podemos definir sobre V una estructura de k[X]-mé6dulo
poniendo

P-v=P(t)(v), VP e k[X],ve V.

Si W otro espacio vectorial, s : W — W un endomorfismo de W,
y consideramos a W como k[X]-médulo como arriba, entonces una
transformacion lineal f : V — W es un morfismo de k[X]-médulos
siysblosi fot =50 f.

3. Si My N son grupos abelianos considerados como Z-mdédulos,
entonces los morfismos de Z-médulos entre M y N son exactamente
los morfismos de grupos abelianos.

Observacién. Si f : M — N es un morfismo de A-moédulos, en-
tonces Ker(f) e Im(f) son submédulos (de M y N, respectivamen-
te). Més aun, para cada submoédulo S de M, f(S) es un submodulo
de N, y para cada submédulo T de N, f~1(T) es un submédulo
de M.

Definicién 3.3.2. Un morfismo f de A-moédulos es un isomorfismo si
existe f 1.

Observacién. En ese caso es facil ver que f~! resulta también un
morfismo de A-médulos.

Proposicién 3.3.3. Sean M y N dos A-médulos y sea f : M — N un
morfismo de A-mddulos. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f esinyectiva.

(b) Ker(f) = {0}.

(c) Para todo A-médulo T y todo par de morfismos g, h : T — M, la
iqualdad f o g = f o h implica que g = h.

(d) Para todo A-médulo T y para todo morfismo g : T — M, la igual-
dad f o ¢ = 0 implica que g = 0.
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Demostracion. (a) = (b) Supongamos f es inyectiva y sea x € M
tal que f(x) = 0 = f(0). Entonces, como f es inyectiva, resulta que
x = 0. Vemos asi que Ker(f) = 0.

(b) = (1) Supongamos ahora que Ker(f) = 0.Sean x, y € M
tales que x # y, de manera que x — y # 0. Como el tnico elemento
del nucleo de fesel cero, f(x) — f(y) = f(x —y) # 0y, por lo tanto,
f(x) # f(y)-

(b) = (¢) Supongamos que Ker(f) = 0y consideremos morfis-
mos g, h: T — M talesque fog = foh.Sea x € T un elemento
cualquiera. La hipétesis dice que f(g(x)) = f(h(x)) o, equivalente-
mente, que f(g(x) —h(x)) = 0. Luego g(x) — h(x) € Ker(f) =0,
asi que g(x) — h(x) = 0. La arbitrariedad de x implica entonces que
g=h

(c) = (d) Esto es claro, tomando h = 0.

(d) = (b) Sea T = Ker(f) y sea g la inclusioén ig : Ker(f) — M.
Es claro que f oix = 0, asi que la hipétesis nos dice que ix = 0.
Como ig es inyectiva y tiene imagen {0}, resulta Ker(f) = {0},
como queriamos. [

Observacion. La afirmacion (c) de la proposiciéon dice que la nocién
de inyectividad para morfismos de A-médulos coincide con la de
monomorfismo categérico en la categoria de A-mddulos (ver apén-
dice). En la categoria de A-médulos la nocién de morfismo suryec-
tivo coincide también con la de epimorfismo categoérico. Esto lo ve-
remos més adelante, una vez que hayamos caracterizado los objetos
cociente.

Definicién 3.3.4. Consideremos una sucesion (M, fn)ncz de A-mo-
dulos y morfismos f,, : M, — M,,_1. Diremos que la sucesién

.. fn+2M fn+1 fn fn—l

il ——= My ——=M; 1 —— ---

es exacta en el lugar n si Ker(f,) = Im(f,+1). Si la sucesion es exacta
en todo lugar diremos simplemente que la sucesion es exacta.
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Observaciones.
1. La sucesién

0—>M-J>N

es exacta en M siy s6lo si f es un monomorfismo.

2. Dualmente, la sucesién

ML>N*>O

es exacta en N si y s6lo si f es un epimorfismo.

3. Una clase particular de sucesiones exactas que aparecera a menu-
do son las llamadas sucesiones exactas cortas, que son las del tipo

0— M- NS0

Decir que esta sucesion es exacta equivale a decir que f es mono-
morfismo, que g es un epimorfismo y que Im(f) = Ker(g).

3.4 Cocientes

Si k es un cuerpo, V un espacio vectorial V y S es un subespacio
de V, siempre existe otro subespacio T C V talque V=S ® T. Por
otro lado, si A es un anillo arbitrario y M es un A-médulo, no es
cierto que todo submédulo S C M siempre posea un complemento:
por ejemplo, podemos tomar A = M =Zy S = 2Z.

En el caso de espacios vectoriales, como V = S @ T, podemos
construir un proyector p : V. — V tal que Im(p) = T, Ker(p) =Sy
plr = ldr. Asi, aplicando p uno “olvida” a los elementos de S, iden-
tificando dos elementos de V que difieran entre si por un elemento
de S.

En el caso de moédulos, este tltimo punto de vista de identifi-
car elementos que difieran en “un resto” de un submédulo S pue-
de ser llevado a cabo: uno encontrard una aplicaciéon sobreyectiva
m : M — T cuyo ntcleo sea exactamente S. El médulo T se lla-
mara el cociente de M por S, y en general no habra una manera de
identificarlo con un submédulo de M.
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Consideremos un anillo A, un A-médulo M y un submédulo
S C M. Es claro que S es un subgrupo de M (normal porque M es
abeliano), asi que M/S es un grupo abeliano y tenemos un mor-
tismo sobreyectivo de grupos abelianos 7 : M — M/S. Queremos
dar a M/S una estructura de A-médulo de manera que 7t resulte un
morfismo de A-médulos. Notemos que, como 7T es suryectiva, esta
estructura, de existir, es iinica. Definimos pues la accién de manera
quesiac Ayme M,

a-m = am.

Lema 3.4.1. Con las notaciones anteriores, la accién de A sobre M/ S estd
bien definida.

Demostracién. Supongamos m = 71, de manera que m —n = s € S.
Entonces am —an = as € S,yam —an = am —an = as = 0 en
M/S, esto es, am = an. O

Ejercicio. Verificar que, con esa accién, M /S es un A-médulo y que
7t es A-lineal. Observar que en la demostracion del lema se utiliz6 el
hecho de que el subgrupo por el que se cocienta es un submoédulo.
Si M es un A-médulo y S un subgrupo que no es submoédulo, no es
cierto que M /S admita una estructura de A-médulo que haga de 7
un morfismo de médulos.

Ejemplos.
1. Si tomamos A = Z, la nocién de cociente de Z-mddulos coincide
con la nocién de cociente de grupos abelianos.

2.S5ea A = 7Z = My S = 2Z. Entonces M/S = Zp, que no es
isomorfo a ningtin submoédulo de M.

3. Si V es un espacio vectorialy V =S @ T, entonces V/S = T.

4.5 M =A=kX]yS=(X-a) ={(X—a)p:pe kX,
entonces ev, : P € k[X] — P(a) € k es un morfismo sobreyectivo,
de manera que k[X]/(x —a) = k. La accion de k[X] sobre k en este
caso estd dada por P- A = P(a)A para cada P € k[X] y cada A € k.

Como todo objeto cociente, M/S queda caracterizado por una
propiedad universal:

Proposicién 3.4.2. Dados un A-médulo M y un submddulo S, el par
(M/S, s : M — M/S) tiene las siquientes dos propiedades:
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(a) S C Ker(rs).

(b) Si f: M — N es un morfismo de A-médulos tal que S C Ker(f),
entonces el siquiente diagrama de flechas llenas se completa de ma-
nera iinica con la flecha punteada:

ML>N

ﬂsl ?//1
M/S

esto es, existe un tinico morfismo f : M/S — N tal que f = f o rts.

Observacién. Es claro que Im(f) =1Im(f)y Ker(f)_: nts(Ker(f)).
Luego f es suryectiva siy solo si f es suryectiva y f es inyectiva si

y solo si Ker(f) = S.

De manera completamente anédloga al caso de grupos se tiene el
siguiente corolario:

Corolario 3.4.3. (Teoremas de isomorfismo) Sea A un anillo.

(@) Si My N son A-médulos y f : M — N es un morfismo de
A-mddulos, hay un isomorfismo

(c) Si Sy T son dos submédulos de M, entonces

S+T_. T
S  SNT’

Demostracién. La cuenta es idéntica al caso de grupos. Dejamos al
lector la verificacién de que todos los morfismos que aparecen son
A-lineales. O
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Ejemplos.

1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo k,
t : V — V un endomorfismo. Supongamos que ademds existe en V
un vector t-ciclico, es decir, un vector vy € V con

<Z)(), f(?]()), tZ(UQ), cen > =V.

Por ejemplo, podemos tomar k = R, V = R3, t(x,y,z) = (y,z,x) y
0 = (1,0,0).
Consideremos la aplicacion

¢:Peck[X]— P(t)oy € V.

Como vy es un vector ciclico, ¢ es sobreyectiva. Por otro lado, si
My, € k[X] es el polinomio moénico de grado minimo tal que es
My, (t)(vo) = 0, entonces Ker(¢) = (my,). Notemos que como vy es
un vector f-ciclico, my, coincide con el polinomio minimal y con el
polinomio caracteristico de ¢.

Ahora bien, (V, ) es un k[X]-mo6dulo a través de t. Es fécil veri-
ficar que (V, t) = k[X]/ (my,) como k[X]-mbdulos.

2. Sea I C Runsubconjunto cerradoy X C R un abierto que contie-
ne a I. Se sabe que toda funcién continua definida sobre I se puede
extender a todo R, asi que, en particular, puede extenderse a X. Esto
nos dice que el morfismo de restriccion C(X) — C(I) es sobreyecti-
vo. Si

’={f:X—R:f(y) =0paratodoy € I}

es el nicleo de esta aplicacién, resulta que C(X)/I° = C(I) como
C(X)-moédulos.

Ejercicio. Caracterizar el cociente de Z? por el Z-submédulo gene-
rado por (2,4) y (0,3). Sugerencia: trate de encontrar un morfismo
cuyo dominio sea Z & Z y que tenga por ntcleo el submédulo ge-
nerado por (2,4) y (0,3), y después considere la imagen.

Observacion. (Submoédulos del cociente) Sea M un A-mddulo, S un
A-submoédulode My 7w : M — M/ S la proyeccién, que es un mor-
fismo de A-médulos. Si T es un submoédulo de M, la imagen 77(T)
es un submoédulo de M/ S. Esta correspondencia no es, en general,
uno-a-uno: si T C S, claramente es 71(T) = {0}. Reciprocamente,
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si T’ es un submédulo de M /S, 7~ 1(T') es un submédulo de M tal
que S C 7 (T).

Dejamos como ejercicio verificar que para si T es un submédulo
de M, vale la igualdad:

7Y () =(T,8) =T+S

Demostrar también que, via 77y 7771, los submédulos de M/ S estan
en correspondencia 1-1 con los submédulos de M que contienena S.

Veremos ahora una caracterizacioén de los epimorfismos:

Proposicién 3.4.4. Sean My N A-médulos, f : M — N un morfismo
de A-mddulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es suryectiva.

(b) Coker(f) =N/Im(f)={0}.

(c) Para todo A-médulo T y para todo par de morfismos g, h: N — T,
la igualdad g o f = ho f implica que g = h.

(d) Paratodo A-médulo T y para todo morfismo g : N — T, laigualdad
g o f = 0implica que g = 0.

Demostracién. (a) < (b) Esto es claro, porque
N/Im(f) ={0} < N =Im(f).

(b) = (¢) Seann € Ny g, h como en (c). Como Im(f) = N,
existe m € M tal que n = f(m). La hipétesis hecha sobre g y h dice
que g(f(m)) = h(f(m)), asi que g(n) = h(n) para cualquier n € N,
estoes, g = h.

(c) = (d) Es claro tomando i = 0.

(d) = (b) Supongamos que vale (d) y tomemos T = N/ Im(f)y
g =7m:N — N/Im(f).Claramente 7t o f = 0, asi que 7t = 0, pero
como 77 es suryectiva, N/ Im(f) = {0}. O

Observacion. La parte (c) de esta proposicion demuestra, como fue
anticipado, que la nocién de morfismo suryectivo coincide con la
nocién de epimorfismo categdrico. Esto no sucede en otras catego-
rias: por ejemplo, en la categoria de espacios métricos y funciones
continuas como morfismos, una funcién con imagen densa es un
epimorfismo categérico. Un ejemplo més algebraico es el de la cate-
goria de anillos y morfismos de anillos. En esta categoria, dado un
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anillo B y un morfismo Q — B, la imagen del 1 tiene que ser nece-
sariamente 1. Usando la linealidad, vemos inmediatamente que el
morfismo queda univocamente determinado en Z, y la multiplicati-
vidad implica que queda determinado sobre todo Q. En particular
todo morfismo queda determinado por su restriccién a Z, por lo
tanto la inclusién Z — Q es un epimorfismo categoérico.

Ejercicio. Si

0— M-I NS

es una sucesion exacta corta, entonces M = Ker(g) y T = Coker(f).
Ademas, si N es finitamente generado, T también lo es.

Definicién 3.4.5. Si A un anillo conmutativo y M es un A-médulo,
la torsion de M es el conjunto

t(M) = {m € M : existe a # 0 tal que am = 0}.
Observacion. Si A es integro, t(M) es un A-submoédulo de M.

Definicién 3.4.6. Un A-médulo M se dice de torsion si t(M) = My
sin torsion si t(M) = 0.

Ejemplos.

1. Sin € N, Z; es de torsién como Z-modulo pero sin torsiéon como
Z,-modulo.

2. Todo k-espacio vectorial es sin torsién sobre k.

3. Si A es un dominio integro y M es un A-médulo, M/t(M) es sin
torsion.

Si A es un dominio integro y M es un A-moédulo, hay una suce-
sién exacta de A-moédulos:

0——t(M) > M—Z2M/HM) —>0

Terminamos esta seccién mencionando otra direccion en la que
se pueden generalizar las nociones de monomorfismo y epimorfis-
mo en el contexto de espacios vectoriales.
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Sif:V — W es una transformacion lineal entre dos espacios
vectoriales que es un monomorfismo, entonces f induce un iso-
morfismo entre V e Im(f), que es un subespacio de W. Como para
cualquier subespacio de un espacio vectorial se puede encontrar un
complemento, si escribimos W = Im(f) @& T podemos definir una
transformacion lineal 7 : W — V como r(w) = f~}(w) siw € Im(f)
y r(w) = 0siw € T. Para un w cualquiera escribimos (de mane-
ra Unica) w = w¢ + wr con wy € Im(f) y wr € T y definimos
r(w) := r(wy). Esta transformacién lineal verifica r o f = Idy.

Dualmente, si f : V. — W es un epimorfismo, Ker(f) C V es
un subespacio y uno puede encontrar un complemento S y escribir
V = Ker(f) @ S. Es un ejercicio sencillo verificar que f|s es un mo-
nomorfismo y que f(S) = f(V) = W, de manera que f|s: S — W
es un isomorfismo. Podemos definir entonces una transformacion
lineal s : W — V como la composiciéon

1
W (fls) o v

Se puede ver sin dificultad que f o s = Idy.

Definicién 3.4.7. Sea f : M — N un morfismo de A-médulos.
e f es una seccion si existe un morfismo ¢ : N — M tal que

go f = |dM.
e f es una retraccion si existe un morfismo g : N — M tal que
f 0g = ldN

Observacidn. Si f es una seccién entonces es inyectiva porque

f(m) =0 = x=g(f(m)) =g(0) =0 = Ker(f) = 0.

Si f es una retracciéon entonces es sobreyectiva porque si n € N,
n= f(g(n)),asi que n € Im(f).

Como corolario de los comentarios de los dos péarrafos anterio-
res, vems que las nociones de epimorfismo y de retraccion, por un
lado, y de monomorfismo y de seccién, por otro, coinciden en la ca-
tegoria de espacios vectoriales. En la categoria de A-mddulos con
A un anillo cualquiera no sucede lo mismo. Dejamos como ejercicio
verificar que la proyeccién al cociente Z — Z; es un epimorfismo
que no es una retraccién, y que la inclusién 2Z — Z es un mono-
morfismo que no es una seccién. Otro ejemplo puede ser fabricado
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tomando los grupos abelianos Z; y Zs: el lector podrd encontrar
morfismos entre estos grupos que sean monomorfismos o epimor-
fismos pero que no sean ni secciones ni retracciones.

3.5 Moébdulos ciclicos

En el caso de grupos se tiene a una descripcién muy concisa de
los grupos ciclicos: todos son cocientes de Z. Como los subgrupos
de Z son conocidos, entonces son conocidos todos los grupos cicli-
cos.

Si se tiene ahora un A-moédulo ciclico M, es decir, un A-moédulo
en el que existe un elemento x € M con Ax = (x) = M, podemos
definir un morfismo sobreyectivo de A en M de manera que a — ax.
El ntcleo de esta aplicaciéon es un submoédulo (a izquierda) del A-
modulo A, es decir, un ideal a izquierda de A. Si [ = Ker(A — M),
entonces M = A /I como A-médulo.

Reciprocamente, si I es un ideal a izquierda de A, entonces I es
un A-submédulode Ay A/I esun A-médulo, que ademas es ciclico
porque A/I = (1). Vemos asi que todo médulo ciclico es isomorfo
a un cociente de A por un ideal a izquierda.

Esto nos dice que conocemos todos los A-mdédulos ciclicos en
cuanto tenemos una caracterizacion de los ideales a izquierda de A.

3.6 Suma y producto

Sean I un conjunto de indices, A un anillo, y (M;);c; una familia
de A-modulos. El producto cartesiano [];c; M; es un A-médulo si
definimos

a(m;)ier = (am;)ie;
Recordamos que el producto cartesiano es

HMi ={f:1— UjeM;: f(i) € M; tal quei € I}.

icl
Este médulo producto viene provisto de proyecciones a cada factor,
que son morfismos A-lineales, y tiene la propiedad de que para defi-
nir un morfismo ¢ : N — [];c; M; (donde N es un A-médulo cual-
quiera) basta definir “sus coordenadas”, es decir, para cada i € I,
hay que dar un morfismo ¢; : N — M;.
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Observacion. La estructura de A-médulo del producto cartesiano
es la tnica estructura posible que hace de las proyecciones a las
coordenadas morfismos de A-médulos. Ademas, la propiedad men-
cionada en el parrafo anterior es una propiedad universal que carac-
teriza completamente al producto (ver definiciéon 9.2.1 del capitulo
de categorias).

Notemos ademas que si iy € I, el subconjunto de [];; M; de los
elementos (m;);c; con m; = 0sii # iy es un submoédulo y puede
identificarse con M;,.

De esta manera, tiene sentido considerar el A-submoédulo de
[T;c; M; “generado por los M;”, que es, de alguna manera, el mé-
dulo maés chico que contiene a los M; sin relaciones extra. Mas pre-
cisamente, definimos la suma directa de los M; como:

D M; = {(m;)ics : m; = 0 para casi todo i € I}.
iel

Se trata de un submoédulo del producto y para cada ip € I se tienen
inyecciones j;, : M;, — @;c; M;. Si el conjunto de indices es finito,
la suma directa obviamente coincide con el producto directo.

Si N es un A-médulo y se tienen morfismos ¢; : M; — N, usan-
do el hecho de que ®;c;M; estd generado por los M;, se obtiene un
tnico morfismo ¢ : @®;c;M; — N tal que restringido a cada M;,
coincide con ¢;,. Esta propiedad, de hecho, es una propiedad uni-
versal que caracteriza en términos categéricos a la suma directa (ver
definicion la definicién 9.2.3 y sus propiedades fundamentales en el
capitulo de categorias).

Una proposicién que da una idea de cémo la nocién de seccién
y retraccion se distingue de la de monomorfismo y epimorfismo es
la siguiente:

Proposicion 3.6.1. Supongamos que

0—— M- N7 ——0

es una sucesion exacta corta de A-médulos. Entonces las siguiente afirma-
ciones son exactas:

(a) f es una seccion.
(b) g es una retraccion.
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(c) La sucesion exacta es trivial. Mds precisamente, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

0 0

OHMHM@THTHO

En esa situacion, diremos que la sucesion exacta es escindida, que la
sucesion se parte o que es “split”.

Demostracién. Si vale la condicién (c), es claro que 7 es una retrac-
cién y que j es una seccion. Usando el isomorfismo N = M @& T del
diagrama vemos inmediatamente, entonces que (c) implica (a) y (b).
Veamos ahora que (a) implica (c), dejando como ejercicio ver que
por ejemplo (b) implica (c).

Sea h : N — M una retracciéon de f, de manera que ho f =
Idps. Definimos ¢ : N — M @ T poniendo ¢(n) = (h(n),g(n)).
Afirmamos que ¢ es un isomorfismo y que hace del diagrama en (c)
un diagrama conmutativo.

Es claro que 7w o ¢ = g. La propiedad de que / sea retraccién de
f esla conmutatividad del cuadrado de la izquierda.

Veamos que ¢ es un monomorfismo. Si n € Ker(¢), entonces, en
particular, n € Ker(g¢) = Im(f).Sim € Mes tal que n = f(m), se
tiene que 0 = h(n) = h(f(m)) = m, por lo tanto n = 0.

Veamos que ¢ es un epimorfismos. Seam € Myt € T. Como
g es un epimorfismo, existe n € N tal que g(n) = t. Pongamos
x = f(m) — f(h(n)) +n € N. Entonces

¢(x) = @(f(m) = f(h(n)) +n) = (m,1).

Esto termina la prueba. O

3.7 Ejercicios

Moédulos y morfismos

3.7.1. Sea Aunanillo,n > 1y M € M, ,(A). Muestre que la multi-
plicacién matricial da un morfismo de A-médulos

fixe A" — Mx e A™.
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3.7.2. Sea A un anillo.

(1) Sea M un A-moédulo a izquierda. Si definimos un producto
M x A°® — M poniendo m - a = am, podemos dotar a M de
una estructura de A°®-médulo a derecha. Lo notamos M°P.

(b) Si f: M — N es un morfismo de A-médulos a izquierda,
entonces f : M°° — N es un morfismo de A°P-médulos a
derecha.

(c) Reciprocamente, todo A°°-moédulo a derecha es de la forma
M°P para algiin A-moédulo a izquierda M y todo morfismo de
A°P-moédulos estd inducido como en la parte anterior.

3.7.3. Sean N y M dos Q-moédulos. Muestre que f : N — M es un
morfismo de Q-moédulos sii es un morfismo de grupos abelianos.

3.7.4. Sea A un anillo y N, M dos A-mdédulos.

(1) Muestre que hom 4 (M, N) es un grupo abeliano, con
(f+g)(m) = f(m)+g(m),  Vf, g € homa(M,N), Vm € M.
(b) Sea Z(A) el centro de A. Definimos una operacién
Z(A) x homy (M, N) — homy (M, N)
poniendo
(a-f)(m) = f(am), Vf € homy(M,N), Va € Z(A), Vm € M.

Muestre que esto hace de hom 4 (M, N) un Z(A)-médulo.

(c) Muestre que para todo A-médulo M existe un isomorfismo de
Z(A)-mo6dulos homy (A, M) — M.

3.7.5. Sean A, By C anillos.

(1) Sean M un (A, B)-bimédulo y N un (A, C)-bimédulo. Muestre
que el grupo abeliano hom 4 (M, N) posee una tnica estructura
de (B, C)-bimédulo tal que

(b-f-c)(m) = f(mb)c, Vb e B,Vce C,Vm € M.

(b) Sea M un A-médulo a izquierda. Viendo a A como (A, A)-
bimédulo, muestre que hay un isomorfismo de A-moédulos a
izquierda hom (A, M) = M.



120 3. Médulos

3.7.6. Cambios de anillo. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos.

(1) Muestre que si definimos un producto A x B — B poniendo
a-b=¢(a)b

dotamos a B de una estructura de A-médulo a izquierda sobre
B. De la misma forma, podemos obtener una estructura de
A-médulo a derecha y de A-bimédulo sobre B.

(b) Sea M un B-moddulo a izquierda. Muestre que el producto
(a,m) € AXM— ¢p(a)ym e M

hace de M un A-médulo a izquierda. Lo notamos ¢*(M).

(c) Sif: M — N esun morfismo de B-médulos a izquierda, en-
tonces f : ¢*(M) — ¢*(N) es un morfismo de A-mddulos a
izquieda. Lo notamos ¢*(f).

(d) Si My N son B-médulos a izquierda, la aplicacién
¢": f € homp(M,N) — ¢*(f) € homa(¢"(M),¢"(N))

es un morfismo de grupos abelianos.
(e) Sean M, N y P B-médulos a izquierda y sean f : M — Ny
g : N — P son morfismos de B-mddulos. Entonces

¢ (g0 f) =¢7(g) o ¢ (f)-

En particular, la aplicacion ¢* : Endg(M) — Enda(¢*(M)) es
un morfismo de anillos.
(f) De condiciones sobre ¢ que impliquen que la aplicaciéon

¢* :homp(M, N) — homy (¢* (M), $*(N))
sea inyectiva (sobreyectiva) cualesquiera sean los B-mdédulos
My N.

3.7.7. Sea A un anillo, sea M un A-médulo a izquierda. Sea ademas
B = End4 (M) el anillo de endomorfismos de M.

(a) Muestre que M es un B-moédulo a derecha de manera natural
y que con esa estructura resulta de hecho un (A, B)-bimédulo.

(b) ¢(Qué relacién hay entre A y Endg(M)?
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3.7.8. Sea A un anillo.

(a)

(b)

(c)

(d)

Sea f : M — M’ un morfismo de A-médulos a izquierda. Para
cada A-moédulo a izquierda definimos un aplicaciones

fp:h € homy(M',P) — ho f € homuy(M,P)

P h € homy(P,M) +— foh € homu(P, M').

Se trata de morfismos de grupos abelianos.
Sean f : M — M'y g : M — M" morfismos de A-mddulos.
Entonces para cada A-mdédulo a izquierda P vale que

foogp=1(8°f)p

giofi = (8o f).
Una sucesién de A-moédulos a izquierda

0— M —L M5

es exacta sii la sucesion de grupos abelianos

N

N
0——homy (N, M’) LhomA(N,M) i>homA(N,M”)

es exacta para todo A-mdédulo a izquierda N. jHay un enun-
ciado similar que involcre a los morfismos f3; y ¢x5?
(Es cierto que si

0 M~ =5 M 0

es una sucesion exacta de A-moédulos a izquierda entonces

N

N
0—hom (N, M') J;*»homA(N,M) 3 homy (N, M") —0

es una sucesion exacta de grupos abelianos?
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3.7.9. Un A-médulo M es simple sii para todom € M\ 0, Am = M.

3.7.10. (a) Lema de Schur. Sea f : M — N un morfismo de A-
modulos.

(a) Si M es simple, entonces f es o bien nula o bien inyectva.

(b) Si N es simple, entonces f es o bien nula o bien sobreyecti-
va.

(c) Si M y M son simples, entonces f es o bien nula o bien un
isomorfismo.

(b) Si M es un A-médulo simple, End 4 (M) es un anillo de divi-
sion.

3.7.11. Sea A un dominio integro y sean vy,...,v, € A". Sea M €
M,,(A) la matriz cuyas columnas son los vectores vy, ..., vj.

(a) SidetM # 0, el conjunto {vy,...,v,} es linealmente indepen-
diente.

(b) SidetM € A%, el conjunto {v1,...,v,} es un sistema de gene-
radores.

3.7.12. (a) Todo mddulo de tipo finito posee un conjunto genera-
dor minimal.

(b) Paratodon € N existe un conjunto generador minimal de Z de
cardinal n.

3.7.13. Sea k un cuerpoy V un k-espacio vectorial. Sea f € Endy (V).
Muestre que existe exactamente una estructura de k[X]-médulo a
izquierda sobre V para la cual k C k[X] acttia por multiplicacién
escalar y

X-v=f(v), VoeV.

3.7.14. Sea A un anillo y M un A-médulo a izquierda.

(1) ElconjuntoannM ={a € A:am =0, Vm € M} es unideal a
izquierda de A. Siann M = 0, decimos que M es un A-médulo

fiel.

(b) De ejemplos de médulos fieles.

3.7.15. Sea k un cuerpo. Sea V un k-espacio vectorial y sean ¢ y ¢
transformaciones lineales de V en V.



(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

")
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Probar que (V,¢) = (V, ) como k[X]-médulos si y s6lo si ¢ es
un endomorfismo conjugado a ¢, es decir, si existe « € Auty (V)
talquep = wopoa 1.

Sea (V,¢) como antes. Mostrar que los subespacios ¢-estables
se corresponden univocamente con los k[X]-submo6dulos de V
y que hallar una base en la que la matriz de ¢ se escriba en blo-
ques equivale a hallar una descomposicién de V como suma
directa de k[X]-submodulos.

Encontrar un k[X]-médulo de dimensién 2 sobre k que no ad-
mita sumandos directos no triviales.

SiA e€k,evy:Pek[X]— P(A) € kesun morfismo de anillos.
Induce, por lo tanto, una estructura de k[X]-mddulo sobre k.
Sea k) el k[X]-médulo definido de esa manera, jes k) = kj/
como k[X]-médulo si A # A'?

Si V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces ¢ es
diagonalizable si y s6lo si V se descompone como k[X]-médulo
en suma directa de submodulos isomorfos a los k) (A € k).

Si M es un k[X]-md6dulo ciclico, entonces o bien es de dimen-
sion finita, o bien es isomorfo a k[X].

Sugerencia. Ver el teorema de ‘clasificacién’ de grupos ciclicos y copiar la
idea.

3.7.16. Sea (V,¢) un k[X]-médulo con ¢ nilpotente. ;Es (V,¢) un
k[X]-moédulo?

3.7.17. Sabiendo que en k[X] los elementos de la forma A + xp con
p € k[X] y 0 # A € k son inversibles (si no lo sabe, jdemuéstrelo!),
probar que los ideales de k[X] son 0y (x") con n € Nj.

3.7.18. Sea M un k[X]-médulo (y por lo tanto un k[ X]-m6dulo).

(a)

(b)

Si M es ciclico entonces M = (M, ¢) con M de dimension finita
y ¢ nilpotente, o bien M = k[X].
Si M es de dimension finita entonces el endomorfismo ‘multi-
plicar por x” es nilpotente en M.

Localizacion de médulos

3.7.19. Localizacién de médulos. Sea A un anillo, S C A un subcon-
junto central multiplicativamente cerrado y sea M un A-médulo a
izquierda.
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(a)

(b)

(c)
(d)

(e)

3. Médulos

Muestre que existe un A-médulo Mg y un homomorfismo de
A-médulos jpr : M — Mg que satisfacen la siguiente propie-
dad:

Para cada homomorfismo f : M — N con codo-
minio en un A-médulo N para el cual todas las
aplicaciones n € N +— sn € Ncons € §
son isomorfismos, existe un tiinico homomorfismo
f:Ms — Ntalque f = fojum.

El par (Mg, jm) estd determinados a menos de un isomorfismo
canonico.

El A-m6dulo Mg es de forma natural un Ag-modulo.

Si M es un A-médulo tal que para todo s € S la aplicacion
m € M — sm € M es biyectiva, entonces jy, : M — Mg es un
isomorfismo.

Sif: M — N esun morfismo de A-modulos, entonces existe
un tnico morfismo fs : Mg — N tal que conmuta el siguiente
diagrama:

M—L-N

]'Ml l]’N
fs

Mg —— Ng

Si S = A\ p para un ideal primo p € Spec A, entonces escribimos
M, en vez de M.

3.7.20. Sea A un anillo, S C A un subconjunto central multiplica-
tivamente cerrado y sea M un A-mdédulo a izquierda finitamente
generado. Entonces Mg = 0 sii existe s € S tal que sM = 0.

De un contraejemplo para esta equivalencia cuando M no es fi-

nitamente generado.

3.7.21. Exactitud de la localizacion.

(a)

Sea A un anillo y S C A un subconjunto central multiplicati-
vamente cerrado. Si
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es una sucesion exacta corta de A-moédulos, entonces

es una sucesioén exacta corta.
(b) En particular, si M' C M es un submédulo de un A-médulo
M, entonces Mg puede ser considerado un submédulo de Ms.

3.7.22. Sea A un anillo, S C A un subconjunto central multiplicati-
vamente cerrado y M un A-médulo.
(a) SiPy Q sonsubmédulos de M, entonces (P + Q)s = Ps + Qs.
(b) SiPy Q sonsubmoddulos de M, entonces (PN Q)s = Ps N Q.
(c) Si P C M es un submoédulos, entonces hay un isomorfismo
canoénico (M/P)s = Mg/ Ps.
3.7.23. Propiedades locales. Sea A un anillo conmutativo.
(a) Sea M un A-modulo. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
i) M=0;
(ii) My = 0 paratodop € Spec A;y
(iii) My = 0 para todo ideal maximal m C A.

(b) Sea f : M — N un morfismo de A-mdédulos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) f esinyectivo;
(ii) fp esinyectivo para todop € Spec A;y
(iii) fm esinyectivo para todo ideal maximal m C A.

(c) Sea f : M — N un morfismo de A-mdédulos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) f essobreyectivo;
(ii) fp es sobreyectivo para todop € Spec A;y
(iii) fw es sobreyectivo para todo ideal maximal m C A.

3.7.24. Soporte de un médulo. Sea A un anillo conmutativo. Si M es
un A-moédulo, el soporte de M es el conjunto

sopM = {p € Spec A: M, # 0}.
Muestre que si M es finitamente generado, es

sopM = {p € Spec A :p C ann M}.
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3.7.25. Sea S C k[X], S = {X':i € Np}. Entonces:

(@) k[X]s 2k[X, X 1] =k[X,Y]/(X.Y—-1).

(b) Si(V,¢) es un k[X]-mobdulo, entonces Vs = V sii ¢ es un iso-
morfismo.

(c) Sea (V,¢) un k[X]-médulo de dimension finita. Mostrar que
Ker(¢") es un k[X]-submoédulo de V para todo n € N.

Sea t(V) = U,en Ker(¢"). Entonces (V) es el ntcleo de la

aplicacién canénica V — Vg y que Vs = V /H(V).
Sugerencia. Ver que ¢ : V — V induce un isomorfismo V/t(V) — V/t(V)
para asi obtener un morfismo natural Vg — V/t(V), para el morfismo en
el otro sentido usar que t(V) = Ker(V — Vs).

3.7.26. Sea k un cuerpo. Sea | : k[X, X~1] — {0} — Ny la funcién tal

que, siP =Y} Xk € k[X,X 1], conn <m y anay # 0, entonces

I(P)=m—n

(a) Mostrar que [ hace de k[X, X~!] un dominio euclideano.
Sugerencia. Para obtener un algoritmo de division, primero multiplicar por
una potencia conveniente de X, hacer la cuenta en k[X] y después volver.

(b) Todo k[X, X~1]-médulo ciclico o bien es de dimensién finita o
bien es isomorfo a k[X, X~1].



Capitulo 4

Condiciones de cadena sobre
modulos y anillos

41 Mobdulos noetherianos

En el contexto de espacios vectoriales sobre un cuerpo k, pue-
de considerarse la dimensién como funcién de los espacios en los
numeros naturales. Esta funcién es monétona con respecto a la in-
clusion: si S es un subespacio de V entonces dimy(S) < dimy (V).
En particular, si V es finitamente generado, entonces todos sus sub-
espacios también lo son. En el caso de médulos sobre un anillo arbi-
trario no existe una nocién andloga a la de dimensién y la propiedad
de ser finitamente generado no tiene por qué ser hereditaria, es de-
cir, submédulos de un médulo finitamente generado no tienen por
qué ser finitamente generados.

El ejemplo clésico es el siguiente. Sea

A=RO = {r:]0,1] - R},
con la estructura usual de un anillo de funciones y sean M = Ay
S={f € A: f(x) # 0so6lo para finitos valores de x}.

El conjunto S es un ideal de A y, por lo tanto, un A-submédulo
de M. M estéd generado por la funcién constante 1 y, sin embargo,
S no es un A-moédulo finitamente generado. Para ver esto, supon-
gamos que existen fy, ..., f, € S tales que (f1,...,fn) = S. Sea

127
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{x1,...x5} C [0,1] el conjunto de todos los puntos x € [0,1] ta-
les que existe i € {1,...,n} con fi(x) # 0 (claramente se trata
de un conjunto finito) y sea xo € [0,1] — {x1,...,xs}. Si definimos
¢ : 10,1 — R de manera que ¢(xp) = 1y ¢(x) = 0si x # x,
entonces ¢ € S pero ¢ no puede pertenecer a (f1, ..., fu)-

Tampoco puede asegurarse, para un anillo A arbitrario, que da-
dos un A-médulo M y un par M; y M; de A-submoddulos de tipo
finito, esto es, finitamente generados, entonces M; N M, sea de tipo
finito. Sin embargo, para algunos anillos A (ademds de los cuer-
pos) y ciertos A-médulos M puede afirmarse que la propiedad de
ser de tipo finito es hereditaria. Por ejemplo, los anillos principales
como Z o k[X] (si k es un cuerpo) tienen la propiedad siguiente: to-
do ideal puede ser generado por un tinico elemento. De esta manera
todo Z-submoédulo de Z es finitamente generado y lo mismo con los
k[X]-submodulos de k[X].

La situacién para cocientes es mds sencilla, porque todo cociente
de un médulo finitamente generado es finitamente generado. Mas
generalmente:

Proposicién 4.1.1. Sea A un anillo cualquiera y sea

f g

0 M; M, M3 0

una sucesion exacta corta de A-moédulos. Entonces:

(a) Si M; de tipo finito, entonces M3 es de tipo finito.
(b) Si My y M3 son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.

Demostracion. (a) Sea{y, ..., Y} un conjunto finito de generadores
para My y sea z € M3. Como g es un epimorfismo, existe y € M
con g(y) = z. Ahora, y = Y/ ;a;y; para ciertos a; € A, asi que
z=1Y11a;8(y;). Porlo tanto {g(y1),...,8(yn)} genera a Ms.

(b) Supongamos que My = (x1,...,x,) y que M3 = (z1,...,25) y
sean yi, ..., Ys € My tales que g(y;) = z;sil < i < s. Afirmamos
que My = (f(x1),---, f(xXs), Y1, -, Ys)-

En efecto, sea y € M. Como g(y) € M3, existen ay, ..., a; € A
tales que g(y) = Y1 aizi = g(Xi_1 aiyi). Luego g(y — Y31 aiyi) =
0y la exactitud implica que el elemento y’ =y — Y7 a;y; estd en la
imagen de f. En consecuencia, existe x € M tal que f(x) = . Por
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hipétesis, entonces, existen by, ..., b, € A tales que x = Y|, b;x;.
En particular, ' = f(x) = Y_/_; b;f(x;). Pero entonces

S r S
y=y' +)Y ayi =) bif(xi)+ Y ay;
i=1 i=1 i=1
€ (f(xa),ees fOer) ya, - s)-
Esto prueba nuestra afirmacion. O

Corolario 4.1.2. Si ¢ : M — N es un morfismo de A-modulos tal que
Ker(¢) e Im(¢p) son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.

Definicién 4.1.3. Sea A un anillo. En A-médulo M es noetheriano si
todo submédulo de M es finitamente generado

Notemos que, en particular, para que un médulo M sea noethe-
riano debe ser é] mismo de tipo finito.

Ejemplos.

1. Los A-médulos nulos, simples, finitos (en tanto conjuntos, como
Zy como Z-mobdulo) y los A-médulos con un ntimero finito de sub-
modulos son noetherianos.

2. Si A es principal, entonces A es un A-moédulo noetheriano.

3. Si k es un cuerpo, un k-espacio vectorial V' es noetheriano si y
s6lo si dim; V < oo.

Proposicién 4.1.4. Sea A un anillo y M un A-médulo. Las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) M es noetheriano.

(b) Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento ma-
ximal respecto a la inclusion.

(c) Toda sucesion no vacia y creciente de submddulos se estaciona.

Demostracion. (b) = (c) Sea (M;)icn, una sucesion creciente de
submoédulos de M y consideremos el conjunto {M; : i € Ny} de
submoédulos de M. Por hipétesis, este conjunto posee un elemen-
to maximal. Como este pertenece a la sucesiéon de partida, que es
creciente, esta debe estacionarse en el conjunto de submédulos que
aparecen en la sucesion.
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(c) = (b) Sea C # @ un conjunto de submoédulos de M que no
posee un elemento maximal. Como C # &, existe S; € C. Como S
no es maximal en C, existe Sy € C tal que S; C Sp. Siguiendo asi
inductivamente, encontramos una sucesion (S;);cy, de elementos
de C tales que S; C S;41 para cada i € Ny. Esto es absurdo, porque
contradice la hipotesis.

(b) = (a) Supongamos que M satisface la condicién de (b) y
sea N un submoédulo de M. Queremos ver que N es finitamente
generado.

Consideremos la familia C de los submédulos de M que son de
tipo finito y que estdn contenidos en N. Como {0} € C, entonces C
no es vacio.

Nuestra hipétesis nos dice que C tiene un elemento maximal Nj.
Veamos que Ny = N. Supogamos que no es este el caso y consi-
deremos un elemento x € N — Nj. Sea N; = Np + (x). Entonces
N}, es de tipo finito y estd contenido en N. Pero Nj estd contenido
estrictamente en N, 1o que contradice la eleccién de Ny. Luego debe
ser Ng = N.

(1) = (c) Supongamos ahora M noetheriano y consideremos
una cadena creciente

NiCNyC---C N C Neyp €.

de submédulos de M. Como la cadena es creciente, N = Uien N
es un submoédulo de M, que es finitamente generado, porque M es
noetheriano. Sean x1, ..., x, € N tales que

(x1,...,x5) =N = U Nj.
keN

Sii€ {1,...,n}, existe k; € Ntal que x; € Ny.. Sing es el maximo de
los k;, entonces, como la sucesién es creciente, todos los x; pertene-
cen a Ny cada vez que k > ng. Luego Ny = N para todo k > ny. [

Como la propiedad de noetherianidad de un A-médulo M se
enuncia en términos de todos sus submoddulos, resulta que todo
submoddulo S de un A-mdédulo noetheriano es noetheriano. Por otro
lado, si S es un submoédulo de M, los submoédulos del cociente M/ S
estdn en correspondencia con los submédulos de M que contienen
a S. Luego un cociente de un médulo noetheriano es también noe-
theriano. Méas generalmente:
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Proposicién 4.1.5. Sea

0— M~ M —5 p ——0

una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces

(a) Si M noetheriano, M' y M"" son noetherianos.
(b) Si M’ y M" son noetherianos, entonces M es noetheriano.

Demostracion. Como f es un monomorfismo, M’ = Im(f) de M y,
como g es un epimorfismo, M" = M/ Ker(g). Luego la primera
afirmacién ya ha sido probada.

Supongamos ahora M"” y M’ son noetherianos. Sea N un sub-
moédulo de M. Queremos ver que N es finitamente generado. Para
eso, consideremos la siguiente sucesioén exacta corta:

0—fFUN) Lo N—EL1m(g]y) —=0

Como M" y M’ son noetherianos, tanto Im(g) como f~!(N) son
finitamente generados. La proposicion 4.1.1 nos dice entonces que
N es finitamente generado. O

Observacidn. Ser noetheriano es una propiedad que se preserva por
sumas directas finitas, ya que si My, ..., M, son médulos noetheria-
nos, tenemos una sucesioén exacta corta

0= M; —> @y M —= @/, M; —0

asi que nuestra afirmacion sigue de la proposicién por induccién.

Por el contrario, ser noetheriano es una propiedad que no se pre-
serva por sumas directas infinitas ni por productos infinitos. Por
ejemplo Z es un Z-moédulo noetheriano (ya que es Z es un domi-
nio de ideales principales), pero ZN) no es noetheriano porque no
es finitamente generado: basta considerar considerar la cadena cre-
ciente

<€1> - <elle2> - <elle2/e3> C o

Como ZM) es un submédulo de ZN, entonces ZN tampoco es noe-
theriano.
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Definicién 4.1.6. Un anillo A es noetheriano a izquierda si A es un
A-médulo noetheriano.

La nocién de anillo noetheriano a derecha se define, por supues-
to, de manera analoga.

Observacion. Si un anillo A es conmutativo, entonces A es anillo
noetheriano a izquierda si y s6lo si es anillo noetheriano a derecha.

Ejemplos.
1. Zy, si k es un cuerpo, k[X] son anillos noetherianos porque son
dominios de ideales principales.

2. El anillo con numerables indeterminadas k[ X3, ..., X;,...] esun
anillo que no es noetheriano. Como es integro, se lo puede conside-
rar como subanillo de su cuerpo de fracciones, que es trivialmente
noetheriano. Vemos asi que un subanillos de un anillo noetheriano
no tiene por qué ser noetheriano.

3. El anillo A C M;(R) formado por las matrices triangulares su-
periores tales que a1, € Q es anillo noetheriano a izquierda pero no
a derecha.

Si A es un anillo noetheriano a izquierda y M un A-médulo, ;po-
demos afirmar que M es noetheriano? Como minimo, M deberia ser
finitamente generado, asé que no todo A-médulo serd noetheriano.
Pero como demostraremos ahora, esa es la tinica obstruccion:

Proposicién 4.1.7. Sea A un anillo noetheriano a izquierda. Si M es un
A-médulo de tipo finito, entonces M es noetheriano.

Demostraciéon. Como M es de tipo finito, existe n € N y un epimor-
fismo A" — M. Luego basta mostrar que A" es un A-médulo noe-
theriano. Esto sigue inmediatamente de la observaciéon hecha arriba
de que una suma de médulos noetherianos es noetheriana. O

Proposicion 4.1.8. Sea ¢ : A — B un morfismo sobreyectivo de anillos.
Si A es noetheriano, entonces B es noetheriano.

Demostracién. Consideremos a B como A-médulo via ¢. Como A es
noetheriano y ¢ es un morfismo sobreyectivo de A-médulos, vemos
que B es un A-médulo noetheriano.

Ahora bien, un B-submoddulo de-B es, en este caso, lo mismo
que un A-submodulo de B, asi que como toda cadena creciente de
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A-submoédulos de B se estaciona, lo mismo ocurre con las cadenas
crecientes de B-submodulos. Asi, B es noetheriano. O

Observaciones.
1. Si A es un anillo noetheriano a izquierda y S C Z(A) es un
subconjunto multiplicativamente cerrado, entonces Ag es un anillo
noetheriano a izquierda: en efecto, los ideales de Ag estdn en corres-
pondencia con los ideales de A que no contienen a ningtin elemento
de S y esa correspondencia preserva la inclusion.

Si M es un A-md6dulo noetheriano, ;es Mg un Ag-médulo noe-
theriano?

2. Sea A un anilloy ] C A un ideal bilatero. Si A es un anillo noe-
theriano a izquierda, entonces A/] es un anillo noetheriano a iz-
quierda.

4.2 El teorema de Hilbert

EL siguiente teorema es una herramienta poderosa y no trivial
para probar, en casos especificos, la noetherianidad de un anillo:

Teorema 4.2.1. (Hilbert) Si A un anillo noetheriano a izquierda, enton-
ces A[X] es un anillo noetheriano a izquierda.

Demostracion. Sea ] unideal de A[X]. Tenemos que mostrar que J es
finitamente generado sobre A[X]. Consideramos para eso el conjun-
to de los coeficientes principales de los elementos de J,

m—1 )
I={acA:existep € Jconp=aX"+ Y} a;X'} U{0}.
i=0

Se trata de un ideal a izquierda de A:

e Esevidente que 0 € I.
e Sean a4, @ € I, de manera que existen p, p' € ] tales que

p=aX"+y" laXyp = adX" + 2;-”:/61 a!X'. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que m > m’ (si no fuese
ese el caso, podemos multiplicar a p por una potencia de X

suficientemente grande). Entonces a + a’ es el coeficiente prin-
cipal del polinomio p + Xm_m/p’ € J,asiquea+a €1.
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e Seana € I yb € A.Siba = 0, entonces por supuesto ba € I.
Si no, consideremos un polinomio p = aX™ + 2?1:_11 ;X € .
Entonces ba es el coeficiente principal de bp, asi que ba € I.
Como [ es un ideal a izquierda en A, que es noetheriano, es fini-
tamente generado. Sea {4y, ...,4,} un sistema de generadores de I
sobre A y sean py, ..., pr € | tales que el coeficiente principal de p;
es a;. Multiplicando cada p; por una potencia adecuada de X, pode-
mos suponer que todos los polinomios p; son del mismo grado m.
Mostremos que estos polinomios “casi generan” a | en el siguiente
sentido:

Sea N el A-médulo formado por los elementos de | de
grado menor que 1, es decir, N = ] N A, [X]. Enton-
ces | estd generado por los p; “a menos de N”, esto es,
se tiene que | = (p1,..., pr) ojx) T M-

(4.1)

Esto es suficiente para ver que ] es finitamente generado sobre A[X].
En efecto, como A, [X] es un A-médulo de tipo finito, como A es
noetheriano y como N C A.,[X] es un A-submoédulo, entonces
N es finitamente generado como A-médulo. Si {g1,...,49s} C N un
subconjunto finito que genera a N sobre N, entonces | estd generado
como A[X]-médulo por {p1,...,pPr,q1,---,4s}-

Nos queda, entonces, probar la afirmacién (4.1). Si ponemos

]I - <p1/"'/p1’>A[X] +M/

tenemos que mostrar que | C J'. Ahora bien, los a; son los coeficien-
tes principales de los polinomios p;, cuyos grados son todos meno-
res o iguales que g, asi que el polinomio p = X87™ Y I ; A;p; es un
elemento de | que tiene tiene a a como coeficiente principal. Clara-
mente, p € (p1,...,Pr)a;x-Seap’ = p—p.Esp’ € Jydeg(p’) <g,
de manera que la hipétesis inductiva nos dice este p’ € J'. Entonces

p= ﬁ_|_p/ € <p1,...,pr>A[X] +7 =7
Vemos que p € J'. Esto termina la prueba. O

Corolario 4.2.2. Si A es un anillo noetheriano y n € N, entonces el anillo
de polinomios A[X1,...,Xy] es anillo. En particular, si k es un cuerpo,
k[Xy,..., Xy] es noetheriano.
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Demostracion. Esto es claro si observamos que es
AlXq, ..., Xn] = (A[Xq, ..., Xu-1]) [ X,
y hacemos induccién en base al teorema de Hilbert. O

Corolario 4.2.3. Sean B un anillo y A un subanillo de B. Supongamos
que A es noetheriano. Supongamos ademds que existe un elemento b € B
que conmuta con los elementos de A y tal que b genera a B como A-dlgebra,
es decir, que todo elemento de B se escribe como combinacion lineal de
potencias de b (incluido 1 = B°) con coeficientes en A. Entonces B es
noetheriano.

La misma conclusion vale si B si estd generado como A-dlgebra por
finitos elementos que conmuten entre si.

Demostracién. Sea b € B un elemento como en el enunciado. La apli-
cacién evy, : p € A[X] — p(b)B es un morfismo de anillos, porque
b conmuta con los elementos de A, y es sobreyectivo, porque b gene-
ra a B como A-élgebra. Como A es noetheriano, A[X] es noetheria-
no. Esto implica que B es noetheriano. La asercién final, con varios
generadores, se demuestra de la misma forma, sustituyendo A[X]
por A[Xy, ..., Xl O

Ejemplo. Sean d € Z un ntimero que no es un cuadrado, sea v/d € C
una raiz cuadrada de d y sea

ZIVd) = {a+bVd:abelZ).

Este subconjunto de C es un subanillo de C (jverifiquelo!). Existe
un epimorfismo de anillos ¢ : Z[X] — Z[/d] tal que ¢(X) = V/d.
Entonces, como Z es noetheriano, Z[v/d] resulta también un anillo
noetheriano.

4.3 Modulos artinianos

Los médulos artinianos se suelen presentar dentro del marco de
una teorfa dual a la teorfa de médulos noetherianos. Si M es un
A-moédulo, jcudl es la afirmacién “dual” a “M es finitamente gene-
rado”?
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Observemos que decir que M es finitamente generado es equi-
valente a decir que existen n € N y un epimorfismo 77 : A" — M.
Dado un A-médulo arbitrario M, siempre existe un conjunto [ y un
epimorfismo AD — M, pues siempre existe un sistema de gene-
radores (por ejemplo I = M). Lo que dice el hecho de que M sea
tinitamente generado es que se puede extraer un subconjunto fini-
to de I, de digamos 7n elementos, de manera tal que la proyeccién
A" — M siga siendo un epimorfismo. Mds atin, en esta afirmacion
se puede cambiar el médulo que aparece sumado con el indice I (es
decir A) para pasar a un enunciado més genérico:

Proposicién 4.3.1. Sea A un anillo y M un A-médulo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) M es finitamente generado.
(b) Si{N;}ic; es una familia arbitraria de A-mddulos y

f@NlHM

i€l

es un epimorfismo, entonces existe un subconjunto finito F C I tal
que la restriccion

f|€BNi:@Ni_>M

i€F icF
es un epimorfismo.

Demostracién. (b) = (a) Esta implicacién es evidente si aplicamos-
la hip6tesis al epimorfismo AM) — M tal que e, — m para todo
m € M. Extrayendo un subconjunto finito de indices se obtiene pre-
cisamente un subconjunto finito de generadores.

(b) = (a) Sea {my,...,m;} C M un subconjunto finito que ge-
neraa Mysea f : @;c; N; — M un epimorfismo. Entonces, para
cadak € {1,...,r}, existe 25 = (z§);c; € @i N; tal que

k k
fz) =} flz) = my.
iel
Ahora bien, como z* = (zK);c; € @ N;, z¥ = 0 salvo a lo sumo
para un namero finito de indices i € I. Existe entonces un conjunto
finito F C [ tal quesii ¢ F, es zf = O paratodok € {1,...,r}.
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Consideremos la restriccion f|g,_, N, : @icr Ni — M. Dado que

z* € @icp N, es my € Im(f|g,_, n;), y entonces f|g, . n; €s un epi-
morfismo porque los my generan M. O

Esta condicion equivalente a ser finitamente generado puede ser
dualizada (en el sentido categérico) sin problemas.

Definicién 4.3.2. Diremos que un A-moédulo M es finitamente coge-
nerado si para cada familia de A-médulos {N; }ic; y cada monomor-
fismo f =[T;c; fi : M — [lier Ni, existe un subconjunto finito F C I
tal que [I;cr fi : M — [ Licr N; es un monomorfismo.

Observacion. La condicion de la definicién es equivalente a decir
que la condiciéon ;< Ker(f;) = {0} implica que existe un subcon-
junto finito F C I tal que N;cr Ker(f;) = {0}.

Observamos que si M es un A-médulo finitamente cogenerado
y N € M es un submédulo, entonces N también es finitamente
cogenerado. Por otro lado, un cociente de un médulo finitamente
cogenerados no tiene por qué ser finitamente cogenerados.

Definicién 4.3.3. Decimos que un A-médulo M es artiniano si todo
cociente de M es finitamente cogenerado. Decimos que el anillo A
es artiniano a izquierda si A es artiniano como A-moédulo a izquierda.

Ejemplo. Z no es un Z-médulo artiniano, porquesia € Z — {0, 1},
la aplicaciéon Z — [,enZ/{(a") definida por x — {X},en es un
monomorfismo (porque para cada m € Z basta tomar n € N tal que
|m| < |a|" para que su clase médulo a"Z sea distinta de cero) y, sin
embargo, para cualquier subconjunto finito F C N, la corestriccion
Z — Tluer Z/(a™) no es un monomorfismo.

A continuaciéon daremos propiedades equivalentes a la defini-
cién de modulo artiniano, que permitirdn encontar més facilmente
ejemplos de tales moédulos.

Observacion. Si M es finitamente cogenerado, entonces M tiene la
siguiente propiedad:

Para toda familia {M;};c; de A-submoédulos de M,
Nic; M; = 0 implica que existe un subconjunto fini- (1)
toF C Icon()jegpM; =0.
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Para verlo, basta tomar [ ] 7t; : M — [];c; M/ M, y mirar los nticleos.
Reciprocamente, si M satisface la propiedad (t), entonces M es
tinitamente cogenerado.

Al igual que en el contexto de médulos noetherianos, la condi-
cién de ser artiniano puede expresarse en términos del reticulado
de submoédulos :

Proposicién 4.3.4. Sea M un A-médulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) M es artiniano.

(b) Toda cadena decreciente de submddulos de M se estaciona.

(c) Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento mi-
nimal.

Nos referimos a la segunda condicién del enunciado como la condi-
cion de cadena descendente.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos M es artiniano y sea C una
cadena decreciente

L2 2Ly 2Ly 2

de submoédulos de M. Sea K = ),y Li, que es justamente el nui-
cleo de la aplicacion [[,eny 7t : M — T1,eny M/ Ly. Consideremos
la aplicacién inducida M/K — [,y M/L, que es un monomor-
tismo. Como M/K es finitamente cogenerado, existe m € N tal que
tal que la restriccion M/K — [],.,, M/L,; es un monomorfismo,
asi que K = NyenLn = Nyem Ln = Ly—1. Esto nos dice que C se
estaciona a partir de L,,_1.

(b) = (c) . Supongamos que M satisface la condicién de cadena
descendente y sea S un subconjunto no vacio de submoédulos de M.
Supongamos que S no tiene elemento minimal. Entonces para todo
L € Selconjunto {L" € S: L' C L} es no vacio.

Sea L1 € S unelemento arbitrario. Como L; no es minimal, existe
L, € Stal que L, € Lj. De la misma forma, como L, no es minimal,
existe L3 € S tal que L3 C Lp. Procediendo de esta manera, obtene-
mos una cadena

Li2L2 2 Ln2Lny1 2

que no se estaciona, lo cual es absurdo. Vemos que S debe contener
un elemento minimal.
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(c) = (a) Supongamos que todo conjunto no vacio de submo-
dulos de M tiene un submoédulo minimal. Sea K € M un submoé-
dulo, {N;}ic; una familia de A-médulosy f : M/K — [lic; N;
un monomorfismo. Sea iy € I y M;, el nicleo de la composicién
M — M/K — [lie; N — Nj,. Es facil ver que K = ;¢ M;. Pa-
ra ver que M es artiniano, bastard probar entonces que si K € M
es un submoédulo y S es una coleccién de submédulos de M con
K = Npres M, entonces existe S’ C S finito tal que K = Nppes M.

Consideremos la familia de submoédulos de M

2 ={ () M':FCSesfinito}.
M'eF

Usando (c), concluimos que & tiene un elemento minimal, esto es,
que existe Fp C S finito tal que K" = (ppep M’ es un elemento
minimal de #. La construccién hecha permite mostrar facilmente
que K’ = K. O

Ejemplos.

1. Zye = Gpe es un Z-moédulo artiniano. Para verlo, observamos
que sus tnicos submoédulos son {1}, Gy y los (Gpr)uen y que estos
forman una cadena. Como todos salvo Gpe son finitos, toda cadena
descendente de submoddulos se estaciona.

2. Si k es un cuerpo y V un k-espacio vectorial, entonces V es arti-
niano si y sélo si es de dimension finita.

3. Sea A un anillo que contiene un cuerpo k y M un A-médulo. Cla-
ramente podemos ver a M como un k-espacio vectorial. Si M es de
dimension finita sobre k, entonces M es artiniano como A-médulo.

A continuacién enunciamos algunas propiedades de los médu-
los artinianos cuyas demostraciones omitimos ya que son andlogas
al caso noetheriano.

Proposicién 4.3.5. Si A es un anillo artiniano a iquierda y M es un A-
médulo finitamente generado, entonces M es un A-mddulo artiniano. [

Proposicion 4.3.6. Sea

0 L M N 0

una sucesion exacta corta de A-modulos. Entonces M es artiniano si y sélo
si Ly N lo son. O
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Proposicién 4.3.7. Sea (M;)1<i<y, una familia finita de A-mddulos. En-
tonces @;_1 M; es artiniano si y solo si el sumando M; es artiniano para
todoi € {1,...,n}. O

Definicién 4.3.8. Un moédulo se dice indescomponible si no admite
sumandos directos propios.

Una de las propiedades mas importantes de los médulos noet-
herianos o artinianos es que admiten una descomposicién en suma
directa finita de submoédulos indescomponibles. Notemos que esto
no es cierto si se pide que el médulo sea finitamente generado.

Proposicién 4.3.9. Sea M un A-médulo noetheriano o artiniano no nulo.
Entonces existen submddulos indescomponibles My, ..., M, tales que
M=@! M,

Demostracion. Digamos que un submoédulo X de M es malo sino es

suma directa de submoédulos indescomponibles. Queremos mostrar

que si M es artiniano o noetheriano, entonces M no es malo.
Observemos primero que

Si X C M es un submédulo malo, entonces X posee

un sumando directo propio Y C X que es malo. (42)

En efecto, si X es malo, no puede ser indescomponible, asi que exis-
ten submodulos Y, Y/ C X tales que X = Y @ Y’. Pero entonces
alguno de Y o Y’ debe ser malo.

Supongamos que M es malo. Escribamos Y_; = M. Por (4.2),
existen submoédulos propios Yy, Zg C M talesque M = Yo ® Zp y
Zy es malo. Supongamos ahora, inductivamente, que n > 0y que
hemos construido submédulos Yy, ..., Yy, Zy, ... Z, de M tales que

o Vi =Y 1®Zisi—1<i<n;

e Ziesmalosi0<i<mn
Aplicando (4.2) a Z;;, vemos que existen submoédulos no nulos Y}, 11
y Z,+1,no nulos y estrictamente contenidos en Z,,, tales que Z,,, 1 es
maloy Z, = Y11 ® Z,41. Esto completa la induccién.

De esta forma, obtenemos una cadena estrictamente decreciente

202212 Ln2Znt1 2

y una cadena estrictamente creciente

n n+1
heYonc --cPchyc -
i=1 i=0
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de sumboédulos de M. Luego M no puede ser ni artiniano ni noethe-
riano. O

4.4 Ejercicios

4.4.1. Un A-médulo es finitamente generado si es isomorfo a un
cociente de A" para algin n € N-

44.2. Si

0 M’ M M 0

es una sucesion exacta corta de A-moédulos a izquierda y M’ y M”
son finitamente generados, entonces M es finitamente generados.

4.4.3. Sea A un anillo, M un A-médulo a izquierda finitamente ge-
nerado y sea f : M — A" un morfismo sobreyectivo de A-médulos.
Muestre que ker f es finitamente generado.

4.4.4. Muestre que existen médulos finitamente generados que no
son noetherianos y modulos tales que todos sus submédulos pro-
pios son finitamente generados pero que no son noetherianos.

4.4.5. Un k-espacio vectorial V es noetheriano sii dimy V' < oc.
4.4.6. Un anillo principal a izquierda es noetheriano a izquierda.

4.4.7. Sea A un anillo. Sea M un A-médulo a izquierda y consi-
deremos un endomorfismo f € End,(M). Si n € Ny, pongamos
Ky, = ker f" y I, = Im f". Entonces:

(a) Ki=K, = KiNhL =0

b)) L=HL = K1+ =M,

(c) si M esnoetheriano, existe n € Ny tal que K, N [, = 0;

(d) si M esnoetheriano y f es sobreyectivo, entonces f es un auto-
morfismo.

4.4.8. Sead € 7y sea v/d € C una raiz cuadrada de d. Muestre que
el anillo Z[v/d] es noetheriano.

4.4.9. Sea k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién infi-
nita y A = Endi(V) el anillo de endomorfisos de V. Muestre que
existe un A-médulo M no nulo tal que M = M @& M.
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4.4.10. Anillos de matrices. Sean € N.
(1) Un anillo A es noetheriano a izquierda sii M, (A) es noetheria-
no a izquierda.

(b) Un anillo A es noetheriano a izquierda sii M,,(A) es noetheria-
no a izquierda.

4.4.11. Un dominio integro artiniano es un cuerpo.

4.4.12. Extensiones finitas de anillos. Sea B un subanillo de un anillo
A tal que A es finitamente generado como B-médulo a izquierda. Si
B es noetheriano a izquierda, entonces A es noetheriano a izquierda.

4.4.13. Algebras de matrices. Sean A y B anillos y M y N un A-B-
bimédulo y un B-A-bimdédulo, respectivamente. Sea

(%

el dlgebra de matrices. Entonces T es noetheriana a derecha sii A y B
son anillos noetherianos a derecha y M es un B-médulo noetheriano
y N es un A-médulo noetheriano.

4.4.14. Polinomios de Laurent. Sea k un cuerpo y sea A = k[X, X 1] el
anillo de polinomios de Laurent con coeficientes en k. Muestre que
A es noetheriano.

Sugerencia. Imite la demostracién del teorema de Hilbert para k[X].

4.4.15. Extensiones de Ore. Sea A un anilloyseac : A — A un
homomorfismo de anillos.

(a) Muestre que existe exactamente una estructura de anillo sobre
el grupo abeliano B = A[X] de polinomios con coeficientes a
izquierda en A en una variable X tal que

Xa=o0(a)X, Va € A.

Escribimos A[X; ¢] al anillo correspondiente.

(b) Si o es inyectivo y A es un dominio, entonces A[X; 0] es un
dominio.

(c) Sio esinyectivoy A es un anillo de division, entonces A[X; 0]
es un dominio de ideales principales.

(d) Sic esautomorfismo y A es noetheriano a izquierda (derecha),
entonces A[X; 0] es noetheriano a izquierda (derecha).
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4.4.16. Extensionesde Ore, 1. Sea A un anilloyseac: A — A unho-
momorfismo de anillos. Una o-derivaciéon de A es un homomorfismo
de grupos 6 : A — A que satisface

d(ab) = é(a)a(b) +ad(b), Va, b € A.

Sio = Id4, decimos simplemente que J es una derivacién de A.

(a) Muestre que existe exactamente una estructura de anillo sobre
el grupo abeliano B = A[X] de polinomios con coeficientes a
izquierda en A en una variable X tal que

Xa=o0(a)X+6(a), Va € A.

Escribimos A[X; 0, 4] al anillo correspondiente.

(b) Si o es inyectivo y A es un dominio, entonces la extension
A[X;0,6] es un dominio.

(c) Sio esinyectivoy A es un anillo de divisién, entonces la ex-
tension A[X; 0, 6] es un dominio de ideales principales.

(d) Sico esautomorfismo y A es noetheriano a izquierda (derecha),

entonces A[X; 0, 4] es noetheriano a izquierda (derecha).
4417 SeaA=k[X],c=1ldg: A—> Ayé =% : A— A
(1) Muestre que J es una derivacion de A.

(b) Muestre que el dlgebra de Weyl A; es isomorfa a A[X; o, d]. En
particular, concluya que A; es noetheriana.
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Capitulo 5

Moédulos libres, proyectivos e
inyectivos

5.1 Mobdulos libres

En el caso de espacios vectoriales, la existencia de bases es una
herramienta que permite, por ejemplo, definir transformaciones li-
neales indicando su valor en los elementos de una base, y luego ex-
tendiendo por linealidad. A su vez ésto asegura, entre otras cosas,
quesi V' y W son k-espacios vectorialesy t : V. — W es una transfor-
macion lineal suryectiva, existe entonces una transformacién lineal
f: W — Vtal que to f = Idy. En otras palabras, las nociones
de epimorfismo y retraccién coinciden en la categoria de espacios
vectoriales.

Sabemos que existen anillos A tales que ésto no sucede en la ca-
tegoria de A-médulos. Habré, por lo tanto, médulos en los que no
se pueda encontrar subconjuntos privilegiados que jueguen el rol
de las bases en los espacios vectoriales sobre los cuales por ejem-
plo uno pueda definir una inversa a derecha de un epimorfismo.
Atn conociendo un sistema de generadores, las posibles relaciones
que pudiera haber entre ellos hacen que uno no pueda extender por
linealidad funciones definidas sobre este subconjunto. Esto mismo
sucedia con los sistemas de generadores de un espacio vectorial,
pero el problema desaparecia eligiendo un subconjunto de genera-
dores que fuera linealmente independiente. Este proceso no puede
copiarse al caso general, el siguiente ejemplo muestra que la nocién

145



146 5. Médulos libres, proyectivos e inyectivos

de base en un A-médulo es més sutil que en espacios vectoriales:

Ejemplo. Consideremos a Z como Z-moédulo. El conjunto {2,3} es
un sistema de generadores de Z que no es “linealmente indepen-
diente” sobre Z (es claro que por ejemplo 3 -2 + (—2) -3 = 0) y sin
embargo es minimal en el sentido de que si se extrae un subcon-
junto propio, deja de ser un sistema de generadores. Por otro lado,
{1} (o también {—1}) es un sistema de generadores minimal que
merece ser llamado base.

Definicién 5.1.1. Dado un anillo A, un A-médulo M y un subcon-
junto S C M diremos que S es un conjunto linealmente independiente
de A si toda combinacién lineal finita de elementos de S con coefi-
cientes en A no todos nulos es no nula.

Ejemplos.
1. SiM = A, el conjunto {1} es linealmente independiente. Sia € A
es un divisor de cero, entonces {a} no es linealmente independiente.

2.Sea A = Myk)y M = {(8;) € My(k)}. M es un A-moédulo

a izquierda y el conjunto { ()} es un sistema de generadores mi-
nimal, que no es linealmente independiente. Probar que no existen
conjuntos de generadores que sean linealmente independientes.

3. SiA =Zy M = Z, entonces ningtin subconjunto de M es lineal-
mente independiente.

4. Sir,s € Z, entonces {r,s} es siempre un conjunto linealmente
dependiente.

5.Sean A =Zy M =Q.Si0 # r € Q, entonces {r} es un conjunto
linealmente independiente. Si 7, s € Q, entonces {r,s} es siempre
linealmente dependiente.

Observacion. A partir del ejemplo 3. se observa que un subconjun-
to linealmente independiente no puede tener elementos de torsion.
En el ejemplo 1, {1} no sélo es linealmente independiente sino que
ademds genera.

Algunas de las propiedades que tienen los subconjuntos lineal-
mente independientes y los conjuntos de generadores de un espacio
vectorial pueden generalizarse al caso de médulos sobre un anillo A
con demostraciones analogas, por ejemplo:
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Proposicién 5.1.2. Sea f : M — N un morfismo de A médulosy S C M
un subconjunto.

(a) Si S es un conjunto linealmente dependiente entonces f(S) es un
conjunto linealmente dependiente.

(b) Si S es un conjunto linealmente independiente y f es un monomor-
fismo, entonces f(S) es un conjunto linealmente independiente.

(c) Si S es un conjunto de generadores y f es un epimorfismo entonces
f(S) es un conjunto de generadores de N.

Diremos que un subconjunto S C M es una base de M si y s6lo
si S es linealmente independiente y S genera M.

Observacion. No todo A-mdédulo M tiene una base. Por ejemplo, el
Z-modulo Z,,.

Definicién 5.1.3. Un A-mdédulo M se dice libre si M admite una base

Ejemplos.
1. Sik es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es libre.

2. Si A es un anillo, entonces A es un A-moédulo libre. Una base, es
por ejemplo, el conjunto {1}.

3. Q no es un Z-moédulo libre, ya que todo par de elementos es li-
nealmente dependiente: si Q fuera un Z-mdédulo libre, la base ten-
dria a lo sumo un elemento y Q seria un Z-mdédulo ciclico. Pero
entonces seria isomorfo a Z o a Z,, como Z-modulo.

4. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finitay ¢t : V — V
una transformacion lineal. El par (V, ) es un k[x]-médulo que no es
libre, ya que todo elemento es de torsién: si p = m;, entonces pv = 0
paratodov € V.

Observaciones.
1. Un cociente de un A-mdédulo libre M no tiene por qué ser libre:
por ejemplo el grupo abeliano Z,, = Z/nZ no es Z-libre.

2. Un submédulo de un A-médulo libre no es necesariamente libre.
Por ejemplo, si un A-médulo libre contiene un elemento de torsion,
entonces el submoédulo generado por ese elemento no es libre.

Como ejemplo concreto, podemos tomar M = A = My(Z), que
es A-libre con base {(}{)} y, sin embargo, N = {(40) : a,b € Z}
es un submoédulo de torsiéon de M, que por lo tanto no puede tener
una base como A-médulo.



148 5. Médulos libres, proyectivos e inyectivos

3. Sean M y N dos A-médulos. Si M es librey f : M — N es un
isomorfismo, entonces N es libre.

4. Sea A) = {f: T — A :sop(f) < o}. AD es un A-médulo libre
con base {e; }ic;, donde, para todo i € I, e; es la funcién definida por

ei(j) = dj.

5.2 El A-mddulo libre generado por un
conjunto X

Sea X un conjunto.

Definicién 5.2.1. Un A-mddulo libre sobre X es un A-médulo L4 (X)
con una funcién jx : X — L (X) tal que si M es un A-mé6dulo
arbitrarioy f : X — M es una funcién, entonces existe un tnico
morfismo de A-médulos f : L4(X) — M tal que f o jx = f.

Notemos que la unicidad dice que si ¢, ¢ : Lo(X) — M son
morfismos de A-moédulos tales que ¢ o jx = 1P o jx, entonces ¢ = .
En el caso de los espacios vectoriales, esto dice precisamente que
basta definir los morfismos sobre una base.

Lema 5.2.2. Si existe un A-mdédulo libre sobre X entonces, éste es tinico
salvo isomorfismos. O

Teorema 5.2.3. Para todo conjunto X existe un A-médulo libre sobre X.

Demostracion. Sea La(X) = AX = @yex Ayseajx : X — La(X)
definida por jx(A) = e* = (eﬁ) uex tal que eﬁ = J)u- Todo elemento
de L (X) se escribe como ¥, x a,¢* con soporte sop(a, ) finito.

Si Mesun A-méduloy f : X — M es una funcién, hay una

Unica aplicacion tal que

F(Y o)=Y anf(eh) = Y af(ix(A) = Y arf(A).

reX AreX reX reX

Es claro que f es A-lineal y que fojx = f O
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Ejemplos.
1. Si X = {%} es un conjunto con un dnico elemento, entonces
La(X) = A.

2. Si X = N, entonces L4 (X) = AN,

A continuacién caracterizaremos los A-moédulos libres, mostran-
do que todo A-m6dulo libre es isomorfo a un médulo del tipo A,
para algtin conjunto I.

Proposicién 5.2.4. Si M es un A-mddulo, las siquientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) M es un A-médulo libre con base {x;}ic].

(b) Sea p; :a € A — ax; € M. Entonces p = ®jc1p; : A — Mes
un isomorfismo, o sea que M es un A-mddulo libre sobre 1.

(c) Paratodo A-mddulo N y para todo subconjunto {y;};c; C N, existe
un tinico morfismo de A-médulos f : M — N tal que f(x;) = y;.

Demostracion. (a) = (b) Seaz € AU tal que p(z) = 0. Escribamos
z = Y e aie;, con la familia (a;);c; C A de soporte finito. Entonces
0 = p(z) = Yjeraix;. Como el conjunto {x; : i € I} es linealmente
independiente, los a; deben ser todos cero. Luego z = 0 y conse-
cuentemente p es un monomorfismo. Por otro lado p(e;) = x;, asi
que la imagen de p contiene a un conjunto de generadores. Esto nos
dice que p también es un epimorfismo, asi que es un isomorfismo.

(b) = (c) La demostracién es igual que para el caso de espacios
vectoriales. En primer lugar, estd claro que de existir un tal morfis-
mo, es Unico, pues estd determinado su valor en los x; y éstos gene-
ran a M. Para demostrar la existencia se extiende linealmente el va-
lor de f enlabase.Six € M, por ser {x; };c; un sistema de generado-
res, x = ) ;< 4;x; (suma con soporte finito) y esa escritura es tinica
debido a la independencia lineal (en efecto, si } ;c; a;x; = Y jc;alx;,
entonces Y ;. (a; — a})x; = 0y vemos que a; —a, = 0 para todo
i € I). Luego esta bien definida la funcién f(x) = Y ;c;a;y;. La veri-
ficacion de que f es un morfismo de A-médulos es inmediata.

(c) = (a) Veremos que si M satisface (c), entonces M = A,
Sean N = AU) e y; = ¢; para todo i € I. Entonces existe un tnico
morfismo f : M — A tal que f(x;) = e;. Consideremos la com-
posicién po f : M — M. Como p o f(x;) = x;, es claro que p o f
coincide con Idys en los x;. Luego, (eligiendo N = M e y! = x;) por
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la unicidad, p o f = Idy;. Por otro lado, se tiene

fop(Y aie) = f() aixi) =) aif(x:) =) ae,

i€l i€l i€l el

asf que f op = Id ;1. Vemos asi que M es isomorfo a AW, que es
libre de base {e;};c;. Ademas, resulta que p es también un isomor-
fismo: esto dice que {f(e;) }ier = {x;}ics s una base de M. O

Corolario 5.2.5. Con las notaciones de la proposicion anterior, se tiene
que:

(a) Si{y;}icr es una base de N, entonces f es un isomorfismo.

(b) Dos A-médulos con bases de igqual cardinal son isomorfos.

Demostracion. Dejamos la demostracién como ejercicio. O

Observacién. Si (M;) ey es una familia de A-médulos libres, enton-
ces el A-médulo @jc; M; es libre. Més atn, si {x] i€ L} es una
base de M; para cada j € ], entonces {x{ :j € ],i € I;} es una base
de Bjc; M;.

Vimos que la propiedad de “ser libre” no es estable en general ni

por cocientes ni por submoédulos. Veremos ahora sin embargo que
todo médulo es cociente de un libre:

Proposicién 5.2.6. Sea M un A-mddulo. Entonces existe un A-moédulo
libre L y un epimorfismo f : L — M.

Demostracion. Sea {x;}ic; un sistema de generadores para M. Por
ejemplo, podemos tomar {m}cp. Sea L = AWD; se trata de un
A-moédulo libre. El morfismo 1 : AUY) — M que sobre los elemen-
tos de la base canénica de A() vale h(e;) = x;, es un epimorfismo,

porque la imagen contiene a un sistema de generadores. Se tiene,
ademas, que M = L/ Ker h. O

El submoédulo Ker ki de L construido en esta demostracion suele
llamarse el ntcleo de relaciones de M.

Teorema 5.2.7. Sea A es un anillo de division, M un A-médulo y X un
sistema de generadores de M. Si E C X es un subconjunto linealmente
independiente, entonces existe un conjunto B tal que E C B C My B es
base de M.
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Demostracion. Sea
E={&:E CM,ECE' C Xy FE eslinealmente independiente},

ordenado por inclusién. Observemos que este conjunto no es vacio,
ya que E € £.5i F es una cadena creciente contenida en £, ponga-
mos E” = Uycr Y. Entonces E” es un conjunto linealmente inde-
pendiente. y E C E” C X. Luego E” es una cota superior de F en £.
Por el Lema de Zorn, entonces, £ tiene algtn elemento maximal B.

El conjunto B es linealmente independiente y E C B C X. Falta
ver que B genera a M. Para eso es suficiente mostrar que B genera
a X.Sea x € X. Si x € B, no hay nada que hacer. Si no, como B es
maximal en &£, BU {x} no es linealmente independiente, asi que
existe una combinacién lineal ax +) ) ayx, = 0cona € Anonuloy
ay € A,x) € B. Como A es un anillo de divisién podemos despejar
x =Y, a layx,. O

Corolario 5.2.8. Si A es un anillo de divisién, entonces todo A-médulo
no nulo es libre. O

Observemos que si M es un A-médulo librey f : N — M es
un epimorfismo, entonces existe una secciéon g : M — N tal que
f og = ldp. En efecto, si {x;};c; es una base de M, existen n; € N
tales que f(n;) = x; porque f es un epimorfismo y podemos definir
entonces g(x;) = n; y extender por linealidad. Vemos asi que todo
epimorfismo con imagen en un médulo libre M es una retraccién.

De manera andloga, puede probarse que los médulos libres tie-
nen una propiedad de “levantamiento” de morfismos. Considere-
mos el siguiente diagrama de flechas llenas:

M

~ s
ho lh
y

M *f>M2

Nos preguntamos si existe un morfismo h en la direccion de la fle-
cha punteada que haga el diagrama conmutativo, esto es, para el
cual se tenga que f o i = h. En principio, de levantarse / a un mor-
fismo 1, deberia valer que Im(h) = Im(foh) C Im(f) asi que,
restringiéndonos entonces al submédulo Im(f), supondremos que
f es un epimorfismo.
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Proposicién 5.2.9. Sea M un A-médulo libre. Entonces M resuelve el
siguiente problema de tipo universal, esquematizado mediante el diagrama:

M

~ s
ho lh
A

M1*f>M2*>O

Para cualquier epimorfismo f : My — My entre dos A-médulos arbi-
trarios y para cualquier morfismo h : M — My, existe un morfismo

I : M — M (no necesariamente tinico) tal que f o h = h.

Demostracion. Sea {x;};c; una base de M. Como f es un epimorfis-
mo, para cada x; existe un m; € M tal que h(x;) = f(m;). Definimos
f : M — M;j poniendo ﬁ(xi) = m; para cada i € I y extendiendo
por linealidad. Como f(h(x;)) = f(m;) = h(x;), entonces f ol = h,
ya que ambos morfismos coinciden en una base. O

Observamos que la propiedad de que todo epimorfismo que tie-
ne como codominio a un libre es una retracciéon puede obtenerse
como consecuencia de la proposicién anterior, tomando M, = My
h = ldp.

Corolario 5.2.10. Sea M un A-méduloy S C M un submédulo. Si M/ S
es libre, entonces S es un sumando directo de M.

Demostracién. Basta ver que la sucesion exacta corta

i

M

s

0 S M/S——=0

se parte. Pero como M/S es libre, 7 : M — M/ S es una retraccién,
es decir, hay un morfismo s : M/S — M tal que mos = Idy/S.
Por lo tanto i es una seccién y S es un sumando directo de M con
proyector asociado p = Idy; —so 7. O

Supongamos que A es un anillo tal que todo submédulo de un
A-moédulo libre es libre. En particular, todo ideal de A es libre. A
continuacién probaremos que esta afirmacion sobre los ideales de
A, que en principio parece mas débil, resulta sin embargo equiva-
lente a la primera:

Teorema 5.2.11. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
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(a) Todo submdédulo de un A-mdédulo libre es libre.
(b) Todo ideal de A es A-libre.

Un anillo tal que todo submoédulo de un libre es libre se denomi-
na hiperhereditario.

Demostracién. Una de las implicaciones es obvia. Veamos la otra. Su-
pongamos que todo ideal de A es libre. Consideremos un A-médulo
libre M # 0 conbase {x; : i € I} y sea S un submé6dulo de M. Note-
mos que, como M no es nulo, I # @. Por el Lema de Zorn, podemos
suponer que I es un conjunto bien ordenado, es decir, que I tiene un
orden tal que todo par de elementos es comparable y todo subcon-
junto no vacio de I tiene primer elemento.
Sean

F;:= {x € M : x es combinacién lineal de los x; con j < i}

F;:= {x € M : x es combinaci6n lineal de los xj con j < i}.

Sii < k, resulta que F; C Fy. Ademés, M = {J;c; Fi.

Sea x € S. Existe i tal que x € SN F;, asi que existen tinicos
ay € Ay x’ € SNF tal que x = x’ 4 a,x;. Notemos que la unicidad
se sigue de que {x; :i € [} esbasede My S C M.

Consideremos ahora el morfismo ¢ : SNF;, — A definido por
¢(x) = ay. (Ejercicio: verificar que es una funcién bien definida y
que es un morfismo de A-moédulos).

Im(¢) resulta entonces un ideal de A, asi que, en particular, es
un A-moédulo libre. Ademas Ker(¢) = S N F;. Como

SNF;
Im(p) = 2

1%

g

es libre, S N F; es un sumando directo de S N F;, esto es, existe un
submédulo C; C M talque SNF; = (SNF) @ C;.

Queremos ver que S = @,; C;. Esto implicard que S es libre,
porque cada C; lo es (notar que C; = Im(¢), que es libre). Es cla-
ro que cada C; es un sumando directo de S. Queremos ver que

Dic1Ci = S.



154 5. Médulos libres, proyectivos e inyectivos

Supongamos que no, y sea
H={jel:existex € Sﬂfj conx ¢ P, Ci}.

Sea jp el primer elemento de |, que existe por el buen orden y porque
H # @.Seaz € SN F]-O tal que z ¢ @, C;. Entonces existe un tinico
z/ € SNF y un tnico a € A tal que z = 2z’ + ax;,. Como jj es el
primer elemento de H, z’ es necesariamente una combinacién lineal
de x; con k < jo, asi que z' € @®;;C; y por lo tanto z € @;c; C;, lo
que es absurdo. En consecuencia S = @;¢; C;. O

Corolario 5.2.12. Sea A un dip, es decir, un dominio integro tal que todo
ideal es principal. Entonces todo submédulo de un médulo libre es libre.
En particular, esto dird que todo mddulo proyectivo es libre.

Demostracion. Sea 0 # I C A un ideal. Como A es principal, existe
a € Atal que I = (a). Como A es integro, {a} es linealmente inde-
pendiente (como a # 0, ba = 0 implica b = 0), asi que {a} es una
base. Vemos que I es libre.

Como todo ideal de A es libre, la primera asercién se debe ahora
al teorema anterior. Como todo médulo proyectivo es isomorfo a un
sumando directo de un libre (en particular a un submédulo), resulta
que todo médulo proyectivo es libre. O

Ejemplo. Como ejemplos en donde se aplica el corolario anterior,
tenemos que todo subgrupo de un grupo abeliano libre es libre, en
particular todo grupo abeliano proyectivo es libre. Andlogamente,
si k es un cuerpo, todo k[x]-submédulo de un k[x]-mdédulo libre es
k[x]-libre. Lo mismo sucede con los anillos k[x, x 1] y k[x].

5.3 Nocidén de rango

Definicién 5.3.1. Sea A un anillo. Diremos que A tiene nocién de
rango si AU = AU) implica #I = #/.

Veamos que si A es un cuerpo, o mas generalmente si A es un
anillo de divisién, entonces A tiene nocién de rango. Si I y | son fini-
tos, el resultado se obtiene facilmente usando por ejemplo matrices.
Si I o ] es infinito, el resultado se sigue del siguiente lema:
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Lema 5.3.2. Sean k un cuerpo y V un k-espacio vectorial. Sea {v;}ic|
una base de V' y S un sistema de generadores de V. Supongamos que I es
infinito. Entonces #S > #1.

Demostracion. Dado x € X, sea
Cx = {i € I : el coeficiente i-ésimo de x es no nulo }.

Sea C = UyesCy. Como S genera V, entonces C = I: suponga-
mos que C estd incluido estrictamente en I y sea iy € I — C. Como
v;, = )_ass (con soporte finito) resulta combinacién lineal de los
otros elementos de la base. Luego S también es infinito y #I = #C.
Como cada Cy es finito y los conjuntos C, pueden intersecarse, se
tiene que #C < #S. O

La siguiente proposicién da otros ejemplos de anillos con nocién
de rango.

Proposicién 5.3.3. Sea A un anillo tal que existe un anillo de division D
y un morfismo de anillos f : A — D, entonces A tiene nocién de rango.

Demostracion. D admite una estructura de A-moédulo a partir de f.
Sea L un A-médulo libre y {x;}ic1, {y;}jcj dos bases de L. Sea final-

mente g : L — AU) un isomorfismo.

El conjunto {g(x;)}ie; es una base de AU). Si {ej}jes es la base
canénica de A/), entonces existen elementos a;j € A tales que, para
todoj € J,ej = Yy aijg(x;). El morfismo de A-médulos f : A — D
induce un morfismo h = f/) : AU) — DU), que sobre los elementos
de la base canénica vale h(ex) = {f(6jx) }jef = {Jjx }jej, es decir, que
da la base canénica de DU). Como

h(ey) = h(ﬁaikg(xiﬁ = ;“ikhg(xi)r

vemos que {hg(x;)}ic; genera a DU) sobre D, de manera que es
#I > #]. La desigualdad reciproca es se obtiene de manera anéloga,
asi que #I = #]. ]

Corolario 5.3.4. Si A es un anillo conmutativo, entonces A tiene nocion
de rango.
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Demostracion. A posee unideal maximal m. Podemos considerar en-
tonces la proyeccion canénica A — A/m. O

Proposicién 5.3.5. Sea A un anillo con nocién de rangoy M = @, M;
un A-médulo tal que todos los A-mddulos M; son libres. Entonces M es

libre y rg(M) = Y rg(M;).

Demostracion. Si para cadai € I, {x;}cj, es una base de M;, enton-
ces es claro que {x; : i € I, j € J;} es una base de M. O

Proposicién 5.3.6. Sea A un dominio principal, L un A-médulo libre de
rango finito N y M un submédulo de L. Entonces M es librey rg(M) < n.

Demostracion. Sea {x1,...,x,} una base de Ly, sii € {1,...,n},
M; = M N (xy,...,x;). En particular M; = M N (x1) es un submo-
dulo de (x1) y, por lo tanto, existe a € A tal que M; = (ax1).Sia =0
entonces M1 = 0y sinorg(M;) = 1; en todo caso, rg(M;) < 1. Vea-
mos inductivamente que para todo 7, rg(M,) < r.

Supongamos que M,; es libre de rango menor o igual que r y sea

.
A={aec A:3by,...,b, € Acon Zbixi+axr+1 € M1}
i=1

Se puede ver facilmente que A es un ideal de A y, como A es prin-
cipal, existe 2,1 € A tal que A = (a,41). Si es a,41 = 0, entonces
M, 11 = M, yporlotantorg(M,,1) <r <r+1.Sino,seax € M,;1
y escribamos x = er;“ll c;x;. El coeficiente ¢, 1 resulta entonces divi-
sible por a,,1, asi que existe a € A tal que x — aa,;1x,41 € M,. Esto
dice que M, 11 = M, + (a,11%,+1), pero ademads esta suma es directa
porque porque los x; son linealmente independientes. Concluimos

que rg(M, 1) =rg(M;) +1 <r+1. O

5.4 El funtor Hom

Si My N son dos A-médulos a izquierda, consideremos el con-
junto Hom 4 (M, N) de los morfismos de A-médulos. Recordemos
que es un grupo abeliano con respecto a la suma punto a punto,
esto es, es un subgrupo de MY,

Si k es un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién n y
W un k-espacio vectorial de dimensién m, entonces sabemos que
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Homy (V, W), ademads de ser un grupo abeliano, es un espacio vec-
torial de dimensién nm.

En el caso general de médulos sobre un anillo A, uno se pregun-
ta sobre la estructura de Hom (M, N). En general, no es posible
darle siempre una estructura de A-moédulo: consideraremos a con-
tinuacion las posibles estructuras de médulo sobre algtin anillo que
puede admitir Hom4 (M, N).

Sea B el anillo End4(M)°P y C = End4(N)°P. M no s6lo es un
A-médulo a izquierda sino también un B-médulo a derecha y las
acciones conmutan, es decir, M es un A-B-bimoédulo. De manera
similar, N es un A-C-bimdédulo.

Como la composicién de morfismos A-lineales es un morfismo
A-lineal, la aplicaciéon

(f,g,h) € Ends(M) x Hom4 (M, N) x End4(N)
— fogoh € Homy(M,N)

provee a Homy (M, N) de una estructura de End 4 (M)-End 4 (N)-
bimédulo.

Supongamos, més generalmente, que M no sélo es un A-médulo
sino que existe un anillo B tal que M es un A-B-bimédulo y, similar-
mente, supongamos también que N es un A-C-bimédulo para algin
anillo C. Para indicar este hecho, usaremos a veces la notacién 4 Mg
y aNc.

Afirmamos entonces que en estas condiciones Hom 4 (M, N) ad-
mite una estructura de B-C-bimédulo, definiendo, parab € B,c € C
y f € Homy (M, N),

(bf):me M — f(mb) € N

(fe):me Mw— f(m)ceN

Ejercicio. Verificar la asociatividad de las acciones y la compatibili-
dad de ambas.

Observaciones.

1. Si My N son A-médulos, siempre puede tomarse B = C = Z.
Entonces M y N son A-Z-bimédulos, de manera que Homy4 (M, N)
tiene una estructura de Z-Z-bimédulo, es decir, de grupo abeliano.
Esta estructura concida con la usual.
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2. Si A es conmutativo, sabemos que a todo A-médulo M puede
considerarse como un A-A-bimoédulo “simétrico”, definiendo

m-a=am

sim € Mya € A.Entonces Hom(4Ma, AN4) tiene una estructura
de A-A-bimdédulo.

Notemos que la accién de A sobre Hom 4 (M, N) puede calcular-
se de cualquiera de las siguientes maneras:

(af)(m) = f(ma) = f(am) = af(m) = f(m)a = (fa)(m).
Vemos asi que Hom 4 (M, N) resulta un A-A-bimoédulo simétrico.

3. S5i N = A, que es un A-A-bimédulo, y M es un A-médulo a
derecha, entonces M* = Homy (4 Mz, 4A4) es un Z-A-bimédulo,
es decir, un A-médulo a derecha. La estructura es tal que

(f-a)(m) = f(m)a
paracada f € M*,ac Aym e M.
Ejemplo. Sea k un anillo conmutativo, G un grupo (o un semigru-

po) vy k[G] el anillo del grupo. Homy (k[G], k) es un k|G]-bimé6dulo
isomorfo a kC. El isomorfismo esta dado por:

k¢ — Homy (k[G], k)
f— <Z Agg ) Agf(@)
geG geG
En particular, k[x]* = k[x].

Sea ahora 4 Mp un A-B-bimdédulo fijo y consideremos el funtor
tal que

Hom 4 (aMp, —) : sAModc — gModc
ANc — Homy4 (M, N)
ysif: aNc — aN( es un morfismo de A-C-bimédulos, definimos
Homy (M, f) = f« : Homu (M, N) — Homy (M, N')
gr—fog

Dejamos como ejercicio la verificaciéon de las siguientes propieda-
des:
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(D) (f o f)s= fiofi

(i) (ldn)+ = ldgom , (m,N)-
(i) (f +f)e = fi + fi.
(iv) f.(b.g) =b.fi(g) (b € B).
(v) f«(g.c) = f«(g).c(c €C).

Notemos que 0. = 0. Esto se sigue, por ejemplo, de la buena
relacion del funtor (—), con la suma: como 0, = (0+0). = 0, + 04,
resulta que 0, debe ser el elemento neutro en el Hom.

Ejemplos.
1. SiM = A,Homy (A, —) es naturalmente isomorfo al funtor iden-
tidad, via el isomorfismo

¢ € Homuy(M,N) — ¢(1) € N.
2. SiM = AWD es
Hom (M, N) = Homu (AY), N) = Homy (A, N)! = N'.

3.5iA=B=C=2ZyM = Z,,Homy(Z,,N) = {x € N : nx = 0}
es el subgrupo de N formado por los elementos de n-torsién.

4. 5i A = B = C =k, kun cuerpo, y V y W dos k-espacios vecto-
riales, M = V ®; W, entonces Hom (V ®; W, —) es naturalmente
isomorfo al funtor Homy(V, Homy (W, —)).

5. Como caso particular del anterior, sean V = k[G] y W = k[H]
donde G y H son dos grupos. Entonces

Homy (k[G x H|, —) = Homy(k|G], Homy (k[H], —)).

Proposicién 5.4.1. El funtor Hom 4 (4 Mp, —) es exacto a izquierda, es
decir, si

0> XTry-S.7

es una sucesion exacta de B-C-bimédulos, entonces

0 —— Hom (M, X) —L~ Hom (M, Y) —5*~ Hom 4 (M, Z)

es una sucesion exacta de B-C-bimédulos.
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Demostracién. Por el ejercicio anterior, ya sabemos que f, y g« son
morfismos de B-C-bimédulos. Sabemos que

giofi=(g0f)=0,=0,

asi que solo falta ver que f, es un inyectivo y que Ker(g.) C Im(f).
Dejamos esto al lector. O

Este resultado admite la siguiente reciproca:

Lema 5.4.2. Sea A un anillo cualquiera, M, N, T tres A-mddulos. En-
tonces

f g

(a) La sucesion 0 M N T es exacta si y solo si

0— Homu(R, M) —> Homu(R, N) -5~ Hom(R, T)

es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-médulo R.

(b) La sucesion M / N-3-T 0 es exacta si y sélo si

0—— Homu(T, R) —5~ Hom(N, R) —-~ Homy(M, R)
es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo A-médulo R.

Demostracién. So6lo hace falta demostrar la “vuelta”, ya que la “ida”
ha sido demostrada en la proposicién anterior.

Para la primera afirmacién. tomamos R = A, entonces tenemos
el siguiente diagrama conmutativo (jverificar que es conmutativo!):

0 M f N g T

0— Homy (A, M) N Homy (A, N) i Homy (A, T)

en donde las flechas dobles verticales indican los isomorfismos na-
turales —notemos que la definicién de naturalidad de estos isomor-
fismos es justamente la conmutatividad de estos cuadrados. Luego,
al ser exacta la sucesién de abajo, también lo es la de arriba.

La segunda afirmacién es un poco maés sutil, pero igualmente es
tacil eligiendo en cada caso un R conveniente. Vemos por ejemplo
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que la frase “g* : Homu (T, R) — Homy (N, R) es un monomorfis-
mo para todo A-médulo R” es justamente la definicién categorica
de epimorfismo, por lo tanto ya sabemos que g es epimorfismo.
Sabemos f* o ¢* = 0, de manera que (go f)* = f* o ¢g* =0 para
todo A-médulo R. Luego si h : R — T es un morfismo cualquiera,
resulta que hogo f : M — T es el morfismo nulo. En particular,
si tomamos R = Ty h = ldT obtenemos que g o f es cero y por lo
tanto Im(f) C Ker(g). Veamos por tdltimo la inclusion inversa.
Tomando R = N/ Im(f), tenemos la sucesion exacta

0——Homu(T,N/Im(f)) —
——Homy (N, N/ Im(f)) — Hom 4 (M, N/ Im(f))

y consideremos la proyeccion al cociente 77 : N — N/ Im(f). Cla-
ramente [*(7r) = o f = 0, asi que © € Ker(f*) = Im(g*). Esto
significa que existe h : T — N/Im(f) tal que m = hog. Ahora
resulta claro que Ker(g) C Im(f) porquesin € N, n € Im(f) si
y sblo si 7t(n) = 0y, usando la igualdad 7t = h o g, se tiene que si
n € Ker(g) entonces n € Ker(7r) = Im(f). O

Ejemplo. Dado un epimorfismo de A-médulos f : Y — Z y un mé-
dulo cualquiera M, uno puede preguntarse si el morfismo inducido
fv : Homa(M,Y) — Homy (M, Z) es también un epimorfismo. Es-
to no tiene por qué suceder en general. Consideremos el siguiente
ejemplo:sean A =Y =7Z M = Z = Zyysea f = m : 7 — Iy
la proyeccion canénica. Entonces Homy(Z,,,Z) = 0y, por lo tanto,
nunca puede haber un epimorfismo en Homy(Zy, Zy), ya que este
altimo es no nulo—por ejemplo, esté la identidad de Z,,.

A pesar del ejemplo anterior, hay muchos casos en que, para un
M en particular, el funtor Hom4 (M, —) preserva epimorfismos. Por
ejemplo si M = A, el funtor Hom 4 (A, —) se identifica con la identi-
dad, asi que, trivialmente, preserva epimorfismos. Otro ejemplo es
cuando M es libre.

Ejercicio. Si M = A(D para algin conjunto I, ysi f : X — Y
es un epimorfismo de A-moédulos, entonces el morfismo inducido
f« : Homs(M,Y) — Homyu (M, Z) es también un epimorfismo.
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5.5 Maddulos proyectivos

El objetivo de esta secciéon es estudiar los médulos M tales que
el funtor Homy (M, —) es exacto. Comenzamos con una definicién:

Definicién 5.5.1. Diremos que un A-médulo M es A-proyectivo si el
funtor Hom 4 (M, —) es exacto.

Es decir, M es proyectivo si y sélo si Hom (M, —) preserva epi-
morfismos, y esto sucede si y sélo si, dado el siguiente diagrama de
flechas llenas de A-mdédulos, se lo puede completar (de manera no
necesariamente tinica) con la flecha punteada, de modo tal que el
diagrama completo siga siendo conmutativo:

y oz 0

Observaciones.
1. Vimos en la seccién anterior que todo A-médulo libre es proyec-
tivo.

2. Un cociente de un médulos proyectivos no es necesariamente
proyectivo. Por ejemplo, Z/nZ = Zj,.

3. Los submoédulos de proyectivos no son necesariamente proyecti-
vos. Por ejemplo, considerar A = M = Z4 y el submoédulo 27Zy. Se
deja como ejercicio verificar que 2Z4 no es proyectivo.

4. Las localizaciones de proyectivos no son necesariamente proyec-
tivas:sean A = M = Zy S = {2" : n € Ny} consideremos la
proyeccién canénica 7t : Z — Zz. Es Homy(Zs, Z)= 0 pero el mor-
fismo

n

on € Zg — 7'((712”) € Z3
estd bien definido (porque 2 es el inverso de 2 en Z3) y no es cero.
Luego no puede haber un epimorfismo de Homy(Zs,Z) = 0 en

Homz(Zs, Z3) 75 0.

5. Veremos como corolario de la siguiente proposicién que un su-
mando directo de un proyectivo es proyectivo.
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Proposicién 5.5.2. Sea M un A-médulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) M es un A-médulo proyectivo.
(b) Toda sucesion exacta corta de A médulos del tipo

0 X Y M 0

se parte.
(c) M es sumando directo de un A-médulo libre.

Demostracion. (a) = (b) . Sea M un A-médulo proyectivo y consi-
deremos una sucesion exacta

0 X Y M 0

Tenemos un diagrama

Y oM ——0
¥
S id

id "
M

La existencia de id : M — Y tal que poid = Idy se debe a la
proyectividad de M. Luego la sucesion se parte.

(b) = (c) Dado M, sabemos que existe un conjunto I y un epi-
morfismo 77 : AU) — M. Consideremos la sucesién exacta corta

0 — Ker(m) A M 0

Por hipétesis esta sucesion exacta se parte, de manera que existe
i: M — AU tal que o i = Idy. Por lo tanto M es un sumando
directo de A(D,

(c) = (1) Sea M un sumando directo de A). Queremos ver
que M es proyectivo. Consideramos un epimorfismo f : X — Yy
un morfismo cualquiera ¢ : M — Y y llamamos i : M — A a
la inclusion y 77 : AUY) — M a la proyeccién. Tenemos que ver que
existe alging : M — X tal que fg = g.



164 5. Médulos libres, proyectivos e inyectivos

El diagrama de rigor es el siguiente:

XfY 0

g
7\\ M
il
A(

Definimos § = g7ti : M — X. Es claro que se trata de un morfismo
de A-moédulos y ademas

fg = f(gmi) = (fgm)i = (gm)i = g(mi) = gldy = g.

Por lo tanto M es proyectivo. H

I)

Observacién. Si M es es un A-moédulo finitamente generado, existe
siempre un epimorfismo A(). — M con I finito. Si ademas M es
proyectivo, existe n € N tal que M es sumando directo de A".

Corolario 5.5.3. Dada una familia de A-médulos (M;);cy, se tiene que:
(a) @;c1 M; es proyectivo si y solo si cada M; es proyectivo.
(b) SiTlier M; es proyectivo entonces cada M; es proyectivo. La reci-
proca no es necesariamente cierta.

Demostracion. Sea f : X — Y un epimorfismo y consideremos el
cuadrado conmutativo:

f
Hom 4 (P;c; M;, X) — Homu (B;c; M;,Y)

[Tic; Homa (M;, X) —— Hze[ Hom,4 (M;,Y)
Luego la flecha f, de arriba es un epimorfismo si y sélo si la flecha
[1f: deabajoloesy ] fi es un epimorfismo si y sélo si todas las f;
lo son. Esto prueba la primera parte.
Para ver la segunda, sea P = [[;c; M;, ip € U y consideremos
Q = {(mj)icr € [ [ M; : mjp = 0}.
i€l
Entonces P = Q © M;, y la primera parte, como P es proyectivo,
implica que M;, es proyectivo. [
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Ejemplo. Sea A = T,(k) el anillo de matrices triangulares inferiores
sobre un cuerpo k. Sabemos que A = Aej; @ Aexy como A-médulo
a izquierda. Luego Aeq; y Aey son A-moédulos proyectivos que no
son libres: la dimensién como k-espacio vectorial de todo A-médulo
libre finitamente generado es mdltiplo de 3, pero dimy(Ae1;) =2y
dimk(AEZZ) =1.

Observacién. Si A = Z, todo A-médulo proyectivo es libre porque
todo submoédulo de un A-mdédulo libre es libre, ya que Z es un do-
minio principal.

5.6 Anillos hereditarios

Vimos ejemplos de médulos proyectivos con submoédulos que
no son proyectivos. Por ejemplo 27,4 C Z4 no es un Z4-mbddulo pro-
yectivo.

Definicién 5.6.1. Una anillo A se dice hereditario a izquierda si'y so6-
lo si todo submédulo de un A-médulo a izquierda proyectivo es
proyectivo.

El siguiente teorema describe los submédulos de médulos libres
en anillos hereditarios.

Teorema 5.6.2. (Kaplansky) Sea A un anillo hereditario, L un A-médulo
libre y S C L un submédulo. Entonces si L = @;c; Ax;, existe una
familia {A;}c; de ideales de A tales que S = P A,.

Demostracion. Sea {x;}ic; una base de L. Podemos suponer que I
es bien ordenado y no vacio, con orden <. Para cada i € I, sean
Li=(x;:j<i)yL;=(xj:j <i).Entonces L; = L; ® (x;).

Para cada i € I, definimos un morfismo f; : L! — A de manera
quesea fi(y +ax;) =asiy € Ll ya € A. Los f; resultan retracciones
de las inclusiones A = (x;) — L}y Ker(f;) = L;.

Si A; = fi(SNL)), resulta g; = filsnyy : SNL; — A; sobre-
yectivo. Como A; es proyectivo (pues A es hereditario), g; es una
retraccion y, por lo tanto, Ker(g;) = Ker(f;) NS = SN L; es un su-
mando directo de S N L!. Sea T; un complemento de SN L; en SN L.
Entonces T; = A;. Basta ver que S = ®;¢T;.
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e Veamos primero que S = Y ;c; 7;. Es L = ;¢; L/, asi que para
todo x € L existe {a;};c; C A tal que x = Y ;c74a;x;. Supon-
gamos que x # 0y sea j = max(sop{a;}) (que existe porque
sop({a;}) es un conjunto finito). Es x € L;.. SiS #YicT; sea

C={iel:SNLj—) T # 2},

jel

esto no es vacio. Sean finalmente j) = min(C) (que existe por

la buena ordenacion) y x € SN L7 — Yy Tj.

Se puede escribir x = y+zcony € SNLj,yz € T,
asiquey & Y, Tj ey € L, para algin k < jo. Entonces es
y € SN L, — Y T;. Esto contradice la minimalidad de jp.

e Veamos ahora que la suma es directa. Supongamos que es
Yicrti = 0,cont; € T; para cada i € I. Queremos ver que
todos los t; son nulos.

Sea j = max{i: t; # 0}. Entonces 0 = t; + };; t;. Tenemos
quet; € Tjy Yicjt;i € SN Lj, pero sabfamos que (x;) estd en
suma directa con L;, de manera que como f; = —} it es
ti=0. O

Corolario 5.6.3. Un anillo A es hereditario si y sélo si todo ideal de A es
un A-médulo proyectivo.

Demostracion. La condicién es obviamente necesaria pues A es libre
como A-mddulo. La suficiencia puede verse de la siguiente mane-
ra: en primer lugar notemos que el Teorema de Kaplansky es vélido
para todo anillo A tal que sus ideales son A-médulos proyectivos.
Ahora, si P es un A-médulo proyectivo y P’ C P es un submoédu-
lo, sea L libre tal que P es sumando directo de L. Claramente P’
es isomorfo a un submédulo de Ly, por el Teorema de Kaplansky,
P’ = @i A; con A; ideales de A. Por hipétesis los ideales A; son
proyectivos, asi que P’ es proyectivo. [

Recordando la nocién de hiperhereditario y el Teorema 5.2.11,
tenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.6.4. Sea A un anillo. Las siquiente afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) A es hiperhereditario, esto es, todo submddulo de un libre es libre.
(b) A es hereditario y todo A-mdédulo proyectivo es libre.
(c) Todo ideal de A es un A-médulo libre.



§7. Mo6dulos proyectivos en dominios principales 167

Observaciones.
1. Si A es un dominio integro y principal, entonces A es hiperhere-
ditario.

2. Si A es un anillo conmutativo e hiperhereditario, entonces A es
un dominio principal. En efecto, sea I un ideal de A. Dos elemen-
tos a, b € I no pueden ser linealmente independientes, ya que es
ab+ (—b)a = 0. Asi, la cantidad méxima de elementos de una base
de I es uno, esto es, I es un ideal principal.

3. Si A es un dominio integro, A es principal si y s6lo si es hiperhe-
reditario.

4. En el caso particular en que A = Z, vemos que todo subgrupo de
un grupo abeliano libre es libre.

5.7 Modulos proyectivos en dominios
principales

Durante esta secciéon A denotara un dominio integro de ideales
principales.

Recordamos que si M es un A-moédulo, entonces la torsién de M
es el A-submédulo

t(M) = {m € M :existea € A\ 0 tal que am = 0}.

Proposicién 5.7.1. Sea M un A-médulo finitamente generado. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(a) M es libre.
(b) M es proyectivo.
(c) t(M) = 0.

Demostracién. Es claro que (a) = (b) . Més atin, al ser A un dominio
de ideales principales, A es hiperhereditario y las afirmaciones (a)
y (b) son equivalentes. Veamos que (1) y (c) son equivalentes.

(1) = (c) Como M es libre y finitamente generado, hay un iso-
morfismo ¢ : M — A" para algtin nimero natural n. Supongamos
que m € t(M), de manera que existe a # 0 en A tal que am = 0.

Sea ¢p(m) = (ay,...,a,). Entonces 0 = ¢p(am) = (aay, ..., aa,),es
decir, aa; = 0sil1l < i < n. Como A es integro y a # 0, concluimos
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que a; = 0 para todo i. Usando ahora que ¢ es un isomorfismo,
vemos que m = 0.

(c) = (a) Sea M un A-moédulo sin torsién y consideremos el
cuerpo K de fracciones de A. Necesitaremos el siguiente Lema, cuya
prueba dejamos para el final:

Lema 5.7.2. Sea K el cuerpo de fracciones de Ay M C Kun A-submédulo
de tipo finito. Entonces existe x € K tal que M = A.x.

Sea Mk la localizacién de M en A — {0} y sea jpr : M — Mk el
morfismo candnico de localizacion,

]'MZTHEMH?EMK.

Sabemos que Ker(jyp) = t(M) = 0, asi que jp es inyectiva; por
otro lado, la imagen de M en Mk no es cero. Por lo tanto existe una
transformacién lineal Mg — K tal que la composicién

M— Mg ——K

es no nula. Llamemos p a esta composicion y consideremos la suce-
sién exacta corta de A-médulos

0——Ker(p) —M——p(M) —>0

Como M es finitamente generado como A-médulo y todos los mor-
tismos son A-lineales, la imagen de p es finitamente generada como
A-médulo. Esto implica (por el Lema anterior) que p(M) = Ay
entonces la sucesion se parte. Vemos asi que M = Ker(p) & A.
Llamemos M; := Ker(p). Claramente, M; es un submédulo de
M, asi que t(M;) = 0. Ademads A es noetheriano y M es finitamente
generado, de manera que M es noetheriano y, en particular, M; es
finitamente generado. Estamos de nuevo en las mismas hipétesis.
Podemos entonces repetir la construccion para M; y descomponerlo
como M; = M; @& A; en particular, M = (M, & A) @ A. De esta
manera obtenemos una cadena creciente de submédulos, cada uno
isomorfoa A, A A, ADSADA, ..., y la noetherianidad de M
implica que esta cadena se estaciona. Luego M = A" para alguin
n e N. H

Demostracion del lema. Sea M = (xq,...,x,). Como M C K, existen
Pl,eer Prnsqu, - Gn € Acong; 0y x; = %sii: 1,...,n.



§8. Mo6dulos inyectivos 169

Sea q =[] g;- Como A es integro, g # 0. Por otro lado, como
paratodoj = 1,...,n, qx; € A, gM es un submoédulo de A, es
decir, un ideal y, entonces, es principal. Luego existe t € A tal que
gM = tA, es decir M = éA. O

Observacién. De la demostraciéon de la Proposicién 5.7.1 se sigue
que si M es finitamente generado, entonces

Homy(M,K) #0 <= Mg #0
= M/t(M) #0 <= M # t(M).

Corolario 5.7.3. Sea M un A-médulo finitamente generado. Entonces
M = t(M) & A" para un tinico n € Ny.

Demostracién. Se considera la sucesion exacta corta
0—=t(M) —M—M/t(M) —0

Como t(M/t(M)) = 0, M/t(M) es libre y, en particular, proyectivo.
Por lo tanto la sucesion exacta se parte y M = t(M) & M/t(M).
Como M/t(M) es libre y finitamente generado, es isomorfo a A"
para algtn n € Ny. Pero n = dimg((M/t(M))x) = dimg (M), asi
que n estd univocamente determinado. O

5.8 Modulos inyectivos

Asi como la nocién de moédulo proyectivo P estd relacionada
con las propiedades del funtor Homy (P, —), la de médulo inyec-
tivo concierne al funtor Hom 4 (—, I).

Si M es un A-mé6dulo, Homy (—, M) es exacto a izquierda, es
decir, para cualquier sucesién exacta

X2y -2.7 0

la sucesion

0—— Homy(Z, M) —5~ Homu(Y, M) —/~ Hom (X, M)
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es exacta. Resulta natural preguntarse, en caso de que f sea un mo-
nomorfismo, si f* es epimorfismo o no. La respuesta es que en ge-
neral ésto no es cierto, como se puede ver con el siguiente (con-
tra)ejemplo:

Ejemplo. Tomemos X = Y = Z y sean f : X — Y el morfismo
tal que f(n) = 2ny g : Z — Zp la proyeccién candnica a Z = Z,.
Tenemos la siguiente sucecion exacta:

0 7 7 Lo 0

Aplicando el funtor Homy(—, Z;), se obtiene la sucesién

0 — Homy(Zs, 7o) %> Homy(Z, 7o) —— Homy(Z, Z,)

L Ly Lo

Esta sucesion no puede ser extendida por cero a la derecha mante-
niendo la exactitud porque, en caso contrario, la dimensién como
Zp-espacio vectorial del objeto del medio seria la suma de las di-
mensiones de los objetos de las puntas. En efecto, podemos explici-
tar f*:si ¢ € Homy(Z,Zs),

f(@)1) =o(f(1)) = ¢(2) =2¢(1) =0,
asi que f* = 0. Evidentemente, entonces, f* no es epimorfismo.
Notemos que el problema se debe a la 2-torsiéon de Zj: si hu-
bieramos puesto un Z-médulo divisible, el razonamiento para ver
que f* = 0 no habria funcionado. Veremos luego que si M es un
Z-médulo divisible entonces Homy(—, M) si es exacto.

Definicién 5.8.1. Un A-moédulo M se llama A-inyectivo si el funtor
Homu(—, M) : \Mod — Ab es exacto.

Asi, un A-médulo M es inyectivo siy sélo si Hom 4 (—, M) trans-
forma monomorfismos en epimorfismos, si y s6lo si dado el siguien-
te diagrama de flechas llenas de A-mdédulos se lo puede completar
(de manera no necesariamente tinica) con la flecha punteada de ma-
nera tal que el diagrama completo sea conmutativo:

0—=Y—t>7

7/
Wl
i/,/h

M
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Observacién. Si M es un A-B-bimdédulo, el funtor Hom 4 (—, M) to-
ma valores en la categoria Modg. Como una sucesién de B-moédulos
es exacta si y s6lo si es exacta vista como sucesién de grupos abelia-
nos, un A-B-bimédulo 4 Mp es inyectivo como A-médulo si y sélo
si el funtor Hom 4(—, M) : 4)Mod — Modj es exacto.

Ejemplos.
1. Z no es un Z-moédulo inyectivo. Consideramos, para ver ésto, el
diagrama en el que las flechas son la inclusiéon Z — Q y la identidad
de Z en Z:

0—7Z——Q
idl ’;’j/

V2

Z

Es claro que no hay ningtin morfismo Q — Z que restringido a Z
sea la identidad, pues de hecho no hay ningtin morfismo no nulo
de Q en Z.

2. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-inyectivo.

3. Si A es un dominio integro y K es su cuerpo de fracciones, enton-
ces K es un A-mdédulo inyectivo. Sea S = A — {0}; recordemos que
si f : X — Y es un monomorfismo, entonces fs : Xg — Y5 también
lo es.

Si ahora g : X — K es un morfismo cualquiera de A-médulos,
tenemos el siguiente diagrama:

Las flechas llenas f y g son los datos originales y, por otro lado,
1%( tx € X — 7 € Xge ig son las flechas canoénicas de locali-
zacion. Como los elementos de S son inversibles en K, el morfismo
g : X — Kse factoriza a través de Xs mediante gs. Si ahora sélo con-
sideramos X, Y5 y K, el diagrama esté en la categoria de K-espacios
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vectoriales, en donde todos los objetos son inyectivos. Luego existe
un morfismo gs que preserva la conmutatividad.

Definimos entonces § : Y — K poniendo § = g5 oi%. Como en
el diagrama anterior todos los cuadrados y tridngulos conmutan, se
sigue que ¢ = g o f, es decir, que g extiende a g.

4. Como caso particular del ejemplo anterior, Q es un Z-mdédulo
inyectivo.

Observacion. Si M es un submoédulo de un médulo inyectivo, en-
tonces M no tiene por qué ser inyectivo (considerar Z C Q), sin
embargo veremos ahora que un sumando directo de un inyectivo
es inyectivo.

Dado que la definicién de inyectivo es dual a la definicién de
proyectivo, muchos de los resultados para proyectivos se dualizan
y se obtienen enunciados sobre médulos inyectivos, que se demues-
tran muchas veces dualizando las demostraciones anteriores:

Proposicién 5.8.2. Sea A un anillo y (M;);c; una familia de A-médulos.
Entonces:
(a) TLic; M; es inyectivo si y sélo si cada M; es inyectivo.
(b) Si @;c; M; es inyectivo entonces cada M; es inyectivo. La reciproca
no es necesariamente cierta.

Demostracion. Sea f : X — Y un monomorfismo y consideremos el
cuadrado conmutativo

f*
Homy (Y, [Tie; Mi) — Homu (X, [T;e; M;)

[Tic; Homu (Y, M;) — [Tic; Homx (X, M;)

La flecha f* es un epimorfismo siy s6losila flecha[] floes. Y] f/*
es un epimorfismo si y sélo si todas las f;* lo son. Esto demuestra la
primera afirmacién.

Supongamos, por otro lado, que M = @;-; M; es inyectivo y

sea iy € I. Entonces M = <@iel—{i0} Mi) X M;,. La primera parte
implica entonces que también M;, inyectivo. O
El siguiente resultado dice que para verificar la exactitud a dere-

cha de Hom 4 (—, M), basta aplicar el funtor a las inclusiones | — A,
donde ] recorre el conjunto de ideales de A.
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Teorema 5.8.3. (Baer) Un A-médulo M es inyectivo si y solo si tiene
la siguiente propiedad: para todo | ideal de A y para todo f : ] — M
morfismo de A-médulos, existe f : A — M tal que f|; = f.

0——J]——A

fi x
+  f
M

Demostracién. Es claro que si M es inyectivo, entonces tiene la pro-
piedad del enunciado. Veamos ahora que un médulo M con esa
propiedad de extension con respecto a ideales de A es en efecto un
A-médulo inyectivo.

Dado un diagrama de lineas llenas

0— =X 2>

if//
+  f
M

queremos ver que existe f. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que X es un submddulo de Y y que g es la inclusién —si
no, reemplazamos X por ¢(X)y f por fog~ L.

Sea Q) el conjunto de pares (Y, f') con Y C Y un submédulo de
Ytalque Y D Xy f' € homyu (Y, M) tal que f'|x = f. Ordenamos
a ) poniendo

(Y//f/) S (Y//’f//) — Y/ g Y// yf//|Yl — f/.

Es facil ver que (2, <) es un conjunto inductivo superiormente, asi
que tiene algiin elemento maximal (Yy, fo).

Supongamos que Yo C Y yseay € Y — Yp. Entonces (y, Yp)
contiene estrictamente a Yp. Sea ] = {a € A : ay € Yp}; como Y es
un submoédulo de Y, ] es unideal de A (jverificarlo!). Sea¢ : | — M
tal que ¢(a) = fo(ay) para cada a € ]. Por hipétesis, ¢ se puede
extender a ¢ : A — M. Veamos que fy se puede extender a un
morfismo fi : (y, Yo) — M.

Sea x = ay +yo dondea € Aeyy € Yp. Ponemos

fi(x) = ¢(a) + fo(yo)
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Esto est4 bien definido: si ay + vo = a’y + y},, entonces
yt+y YyTY

(a—a)y=yo—yo € Yo,

es decir, (a —a’) € ], asi que

P(a) —¢(a') =¢a—d)=¢(a—ad)
= fo((a—a")y) = fo(yo — vo)
= fo(yo) — fo(yo)

Reordenando los términos de estas igualdades, vemos que

¢(a) + folyo) = ¢(a’) + fo(vo)-

Esto nos dice que la funcién estd bien definida. Es claro, ademas,
que (Yo, fo) < ({y, Yo), f1) en . Esto contradice la maximalidad de
(Yo, fo), si que debe ser Yy =Y. O

Ejercicio. Utilizando el teorema anterior, dar una nueva demostra-
cién de que Q es un Z-moédulo inyectivo.

Ejemplo. Q/Z es un Z-moédulo inyectivo, asi como también Zy~ pa-
ra cualquier primo p.

Definicién 5.8.4. Un A-médulo M se dice divisible si para cualquier
a € Anonuloycadam € M, existe m’ € M tal que am’ = m.

Ejemplo. Q es un Z-moédulo divisible.

Para obtener méas ejemplos de médulos inyectivos, probaremos
los siguientes dos lemas:

Lema 5.8.5. Un grupo abeliano G es divisible si y sélo si es un Z-médulo
inyectivo.

Demostracion. Para ver la suficiencia de la condicién, utilizaremos el
Teorema de Baer, es decir, probaremos que todo diagrama de grupos
abelianos

0—I1—Z

I

G
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en el que donde I es un ideal de Z, se completa con un morfismo
7 — G.

Como Z es un dominio de ideales principales, si I C Z, existe
n € Np tal que I = nZ. Si n = 0 se puede extender el morfismo 0
por 0. Sin # 0, como G es un grupo abeliano divisible existe v € G
tal que h(n) = nv. Por linealidad, esto implica que h(jn) = jnv para
todo jn € nZ, asi que podemos definir & : Z — G de forma que
h(m) := mo.

Veamos ahora la necesidad. Supongamos que G es un Z-mdédulo
inyectivo. Sig € Gy n € Z, n # 0, queremos ver que existe ¢’ € G
tal que ¢ = ng’.

Definamos para eso un morfismo hy : Z — G poniendo, para
cada m € Z, hg(m) = mg y consideremos el monomorfismo dado
por la multiplicaciéon por n, A, : x € Z — nx € Zy el diagrama

An
0—2Z2—=%

7/
he 7
J//«/hg

G

Como G es inyectivo, existe iy : Z — G que hace del diagrama
anterior un diagrama conmutativo, esto es, tal que

he(nm) = hg(m) = mg

para todo m € Z. Si tomamos g’ := hg(1), es
ng' = nhg(1) = hg(n) = he(1) = g.
Esto muestra que G es divisible. O

Proposicién 5.8.6. Si G es un grupo abeliano divisible, el A-mdédulo
Homyz (A, G) es inyectivo.

Demostracion. Sea N un submédulo de My h : N — Homy(A, G)
un morfismo de A-médulos a izquierda. Recordemos que la estruc-
tura de A-moédulo a izquierda en Homyz (A, G) estd dada por la es-
tructura a derecha de A, es decir, si ¢ € Homy(A,G) ya, a’ € A,
entonces (a¢)(a') = ¢(a'a).

Definamos f : N — G de manera que f(n) = h(n)(1) para
todon € N.Como G es Z-inyectivo, existe un morfismo de grupos
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abelianos f: M — G que extiende a f. Obtenemos una extensién
h: M — Homy(A,G) de h poniendo

h(m)(a) = f(am)
sia € Aym € M. El morfismo h es A-lineal a izquierda (jverificar-
lo!) y el diagrama conmuta porque, sin € N, es

h(n)(a) = f(an) = f(an) = h(an)(1)

y, como h es A-lineal,

h(an)(1) = (ah(n))(1) = h(n)(a).

Esto termina la prueba. O

Ejercicio. Adaptar los resultados anteriores para demostrar que si A
es un dominio de ideales principales y M es un A-médulo, entonces
M es A-inyectivo siy sélo si es A-divisible.

Dado un A-médulo cualquiera M, siempre se puede encontrar
un A-médulo proyectivo P y un epimorfismo P — M. Podemos
preguntarnos si el enunciado dual es cierto: dado un A-mdédulo
cualquiera M, ;existe siempre un A-moédulo inyectivo I y un mono-
morfismo M — I? La respuesta es si y se da en dos etapas. Primero
resolvamos el problema en la categoria de grupos abelianos:

Lema 5.8.7. Sea M un grupo abeliano cualquiera. Entonces existe un
grupo abeliano divisible D y un monomorfismo M — D.

Demostracion. Supongamos primero que M es ciclico y no nulo. En-
tonces hay dos posibilidades: o bien M = Z o bien M = Z, con
n € N. En el primer caso, M = Z — Q. En el segundo, se tiene que
M = Z, — Q/Z, con el monomorfismo de Z, en Q/Z definido por

:In—l|

1+—

Si ahora M es arbitrario y m € M, (m) es ciclico y existe un mo-
nomorfismo (m) — D,, con Dy, un grupo abeliano divisible. Como
los Z-mo6dulos divisibles son inyectivos, para cada m € M, existe
un morfismo M — D,, que extiende al monomorfismo anterior, de
manera que conmuta

0 (m) M
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El morfismo f; no tiene por qué ser inyectivo, sin embargo es claro
que m & Ker(fm).

Consideremos ahora D = [[,,cpm— {0y D y el morfismo

fixeMe (fu(x)mem—(oy € 1 Dm
meM—{0}

Como todos los D;,; son Z-médulos inyectivos, D es un Z-médulo
inyectivo. Ademas Ker(f) = Nem—oy Ker(fm). Pero sim € M,
m ¢ Ker(fn) 2 ker(f). Esto nos dice que f es un monomorfismo.

[]

Proposicién 5.8.8. Sea M un A-médulo cualquiera. Existe un A-médulo
inyectivo I y un monomorfismo M — L.

Demostracién. Si consideramos a M como grupo abeliano, sabemos
que existe un monomorfismo M — D, con D un grupo abeliano
divisible. Tenemos entonces una cadena de isomorfismos y mono-
morfismos:

M = Homy (A, M) — Homy (A, M) — Homy(A, D).

Si llamamos I = Homy (A, D), resulta de la proposicién 5.8.6 que
I es A-inyectivo. O

Recordemos que los médulos proyectivos pueden ser caracte-
rizados como los sumandos directos de un libre. Como tener epi-
morfismo de un objeto libre en un médulo cualquiera es equivalen-
te a haber elegido un sistema de generadores, la manera de duali-
zar parcialmente esta caracterizacion es introduciendo la nocién de
cogenerador:

Definicién 5.8.9. Un A-mé6dulo M se dird un cogenerador si para to-
do A-médulo X, existe un conjunto | y un monomorfismo X — M.

El ejemplo tipico es Q/Z. Si M es un Z-moédulo ciclico de torsion,
digamos Z;, es claro que hay un monomorfismo Z, — Q/Z. Si
M = 7, obtenemos un monomorfismo Z — (Q/Z)"N definiendolo
de manera que la imagen de 1 € Z sea () ,en.

Ahora un argumento similar al exhibido en la demostracién del
lema 5.8.7 (utilizando el hecho de que Q/Z es inyectivo) muestra
que siempre hay un monomorfismo de M en un producto de copias
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de Q/Z. Considerando el A-m6dulo Homyz (A, Q/Z) y recordando
que Homy, (A, Q/Z!) = (Homy(A,Q/Z))" se obtienen ejemplos de
cogeneradores en categorias de A-médulos con A un anillo cual-
quiera.

Observacion. El concepto dual al de cogenerador es el de genera-
dor: un A-médulo M es generador si, para todo A-médulo X existe
un conjunto de indices ] y un epimorfismo M) — X. Por ejemplo
el A-moédulo 4 A es generador, y cualquier médulo libre también lo
es, aunque un generador no es necesariamente libre.

Proposicién 5.8.10. Sea M un A-médulo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) M es inyectivo.
(b) Toda sucesion exacta corta

0 M X Y 0

Se parte.

Ademds, cualquiera de las dos afirmaciones implica que M es un sumando
directo de un cogenerador.

Demostracion. (a) = (b) Consideremos el diagrama

0O—M—
IdMi e

»

M

Sabemos que existe una flecha punteada que hace conmutar el dia-
grama, porque M es inyectivo. Esto nos dice que la sucesién

0 M X Y 0

se parte.

(b) = (a) Supongamos que M es un A-médulo que satisface la
condicién (b). Existe un monomorfismo f : M — I con I inyectivo.
Consideremos la sucesion exacta corta

0 M I Coker(f) —=0
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Sabemos que esta sucesion se parte, asi que M es un sumando direc-
to de un inyectivo. En particular, es un factor directo y vemos que
M es inyectivo.

Veamos finalmente que si M satisface la condicién (b), entonces
M es sumando directo de un cogenerador.

Sea M un tal médulo. Sabemos que Homy (A, Q/Z) es un coge-
nerador en la categoria de A-moédulos. En particular, existe un con-
junto I y un monomorfismo f : M — Homgz (A, Q/Z)!. La sucesiéon
exacta

0—> M ——Homgy(A,Q/Z)! — Coker(f) —0

se parte por hipétesis, de manera que M es un sumando directo
de Homz (A, Q/Z)!. Como es claro que si un A-médulo X es coge-
nerador, también lo es X! para cualquier conjunto no vacio I, esto
termina la prueba de la proposicion. O

Observacion. El A-médulo Homy, (A, Q/Z) ademads de ser cogene-
rador, es inyectivo. Todo sumando directo de Homy (A, Q/ Z)I sera
serd entonces también inyectivo.

5.9 Ejercicios

Torsién y divisibilidad
Definicién. Sea A un anillo y M un A-médulo. Decimos que M es

divisible si para cualquier cualquiera € Ay m € M tales que a # 0,
existe m’ € M tal que am’ = m.

5.9.18. Sea Goo = U, ey Gn C S! el conjunto de todas las raices de la
unidad.

(a) Probar que es un subgrupo abeliano de S! y, por lo tanto, que
se trata de un Z-moédulo. Mostrar que es divisible.

(b) Mostrar que Gy~ = U,en Gpr €s un submoédulo de G y que
también es divisible.

5.9.19. Sea A unanillo conmutativo y M un A-médulo. Mostrar que
si A es integro, entonces el subconjunto {(M) de los elementos de
torsiéon de M es un A-submédulo. ;Es necesario que A sea integro?
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5.9.20. Sea A un anillo integro.

(1) Sean My N dos A-médulosy f : M — N un morfismo lineal.
Mostrar que f(t(M)) C t(N) y que, por lo tanto, la asignacién
M — t(M) es funtorial.

(b) Mostrar que t(t(M)) = t(M) y t(M/t(M)) = 0 para todo
A-médulo M.
5.9.21. Encontrar la torsion del grupo abeliano (C — {0}, -).

5.9.22. Sea A integro y M un A-mdédulo divisible y sin torsién. Ver
que entonces M admite una estructura de k-espacio vectorial donde
k es el cuerpo de fracciones de A.

5.9.23. (a) Un grupo abeliano artiniano es de torsion.
(b) Un grupo abeliano es artiniano y noetheriano sii es finito.

5.9.24. Sea A un anillo conmutativo y M y N dos A-médulos a iz-
quierda. Consideramos a M y N como A-bimédulos simétricos po-
niendo, por ejemplo, ma = amsia € Ay m € M. Describir todas
las formas en que se puede dar a Hom 4 (M, N) una estructura de
A-modulo a derecha o a izquierda. Mostrar que todas coinciden y
por lo tanto Hom 4 (M, N) es un A-médulo simétrico.

Probar ademas:

(a) Si M divisible, entonces Hom 4 (M, N) no tiene torsién.
(b) Si N no tiene torsion, entonces Hom 4 (M, N) no tiene torsion.

Moédulos libres, proyectivos e inyectivos
5.9.25. Q no es un Z-modulo libre.

5.9.26. Muestre que el grupo abeliano Z" no es proyectivo.

Sugerencia. Sea M C ZN el subgrupo de todos los elementos x = (x;);jey € ZN
tales que para todon € N, [{i € N : 2" { x;}| < co. Entonces si Z es libre, M es
libre de rango no numerable. Analice ahora el grupo abeliano M/2M.

5.9.27. Bases duales. Sea A un anillo y P un A-médulo a izquierda.
Una base dual para P es un par ((x;)icr, (fi)icr) tal que x; € P para
todoi € I, f; € homy (P, A) paratodoi € Iy se tiene que

(i) paratodox € P, [{i € I: fi(x) #0}| < oo,y

(ii) paratodox € P,esx =Y ;c; fi(x)x;.
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Notese que en la segunda condicién la suma tiene sentido por la
primera condicién.

(a) Muestre que un A-médulo P es proyectivo sii posee una base
dual.

(b) Muestre que un A médulo P es proyectivo y finitamente gene-
rado sii posee una base dual finita.

5.9.28. Probar que si M es un A-médulo a izquierda finitamente ge-
nerado y proyectivo entonces M* = Homy (M, A) es un A-médulo
a derecha finitamente generado y proyectivo.

5.9.29. Sea A un anillo conmutativo, S C A un subconjunto mul-
tiplicativo y M un A-médulo proyectivo de tipo finito. Demuestre
que M;s es un Ag-médulo proyectivo de tipo finito.

5.9.30. Sea M un A-médulo proyectivo de tipo finito. Probar que
M es isomorfo como A-médulo a (M*)*. Es cierto que M es isomor-
fo como A-médulo a M*?

5.9.31. Sea A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente
cerrado y sea M un A-médulo a izquierda.

(a) Si M es libre, entonces Mg es libre como Ag-médulo.
(b) Si M es proyectivo, entonces Mg es un Ag-modulo proyectivo.

(c) Si M es finitamente generado, entonces Mg es finitamente ge-
nerado como Ag-médulo.

5.9.32. Sea A un anillo que contiene en su centro a un cuerpo k.

(1) Demuestre que Homy (A4, k) es un A-médulo a izquierda in-
yectivo.

(b) Demuestre en general que si P4 es A-proyectivo, entonces el
A-moédulo Homy (Pg, k) es inyectivo.

(c) Supongamos que dimy(A) < oo y que P4 es finitamente ge-
nerado, entonces P es proyectivo si y s6lo si Homy(Py, k) es
inyectivo.

5.9.33. El objetivo de este ejercicio es proveer ejemplos de médulos
inyectivos que tienen cocientes no inyectivos. Notar que en la cate-
goria de Z-moédulos, un médulo es inyectivo si y sélo si es divisible,
y cocientes de divisibles son divisibles, luego un (contra)ejemplo de
este tipo no puede darse en la categoria de Z-moédulos.
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Sea k un cuerpoy A = k @ kx @ ky @ kxy el anillo con la multi-
plicacion definida por
x-x =0, y-y=0, X-y=xy, Y-x = —xy.

Sea I = (x,y) = kx @ ky @ kxy. Verificar que es un ideal bilétero y
demostrar que no es un sumando directo de A como A-médulo, en
particular no es proyectivo.

Mostrar que hay isomorfismos de A-mdédulos

M = Homy (I, k) = Hom (A, k) /I,

donde I+ = {f € homy(A,k) : f|; = 0}. Usar esto para ver que M
no es inyectivo.

5.9.34. (a) Mostrar que si en el diagrama de A-médulos

P/ P//

| |

0 X' X X" 0

l l

0 0

P’y P” son proyectivos y la fila es exacta, entonces puede com-
pletarse al siguiente diagrama de filas exactas, con P también
proyectivo:

0 P’

I/ I//

T !

0 X/ X X" 0

| !

0 0
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I’ e I"” son inyectivos y la fila es exacta, entonces puede com-
pletarse al siguiente diagrama de filas exactas, con I también
inyectivo:

0 0

5.9.35. Resoluciones proyectivas. Sea A un anillo.

(a)

(b)
(c)

(d)

(e)

Para cada A-médulo M existe un diagrama
e — p—>Pp_1—>---—>P1—>PO—>M—>0

de A-médulos y homomorfismos de A-médulos que es exacto
y en el que cada Py, p > 0, es proyectivo. Llamamos a este
diagrama una resolucién proyectiva de M.

De hecho, los A-médulos Py, p > 0, pueden elegirse libres.

Si A es noetheriano a izquierda y M es finitamente generado,
entonces los A-moédulos Py, p > 0, pueden elegirse finitamente
generados.

Sif: M — N esun morfismo de A-médulos y

--‘>Pp‘>Pp_1‘>~--‘>P1‘>PO‘>M‘>O

—)QP—>QP_1—>—>Q1—>QO—>N%O

son resoluciones proyectivas de M y N, respectivamente, en-
tonces existen morfismos f, : P, — Qp para cada p > 0 que
hacen conmutar el siguiente diagrama:

e —> p—>Pp_1—>---—>P1—>PO—>M—>O

e lfl lfo lf

--%Qp%prlﬁ---ﬁ-QlﬁgoﬁNﬁo

Encuentre resoluciones proyectivas para
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(i) un A-médulo proyectivo;
(ii) el Z-moédulo Z/nZ para cada n € Z;
(iii) el k[X]-moédulo S = k[X]/(X).

5.9.36. Enuncie y pruebe resultados analogos a los del ejercicio an-
terior para resoluciones inyectivas.

5.9.37. Sea ¢ € Endg(R") y consideremos a R" como un R[X]-
moédulo en el que multiplicacion por x estd dada por la transfor-
macioén lineal ¢.

(a) Supongamos que la matriz de ¢ en la base canénica es o bien
una matriz simétrica o bien es una matriz ortogonal. Mostrar
que todo R[X]-submoédulo de R” es un sumando directo.

(b) Dar ejemplos de endomorfismos ¢ € Endg(R") para los cua-
les el R[X]-médulo R” posea R[X]-submédulos que no sean
sumandos directos.

5.9.38. Z no es un Z-moédulo inyectivo.

5.9.39. Si A es un dominio de integridad y K es su cuerpo de frac-
ciones, entonces K es un A-moédulo inyectivo.

5.9.40. Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que |G| es inversi-
ble en k. Mustrar que todo k[Q]-médulo es proyectivo e inyectivo.
¢Todo k[G]-médulo es necesariamente libre?

5.9.41. Si A un un anillo de divisién, todo A-modulo es inyectivo y
proyectivo.

5.9.42. Sea A un anillo tal que existe un médulo que no es proyecti-
vo. ;Debe existir algtin médulo ciclico no proyectivo? ;Debe A tener
algtn ideal no proyectivo?

5.9.43. Describir todos los Z-mdédulos proyectivos de tipo finito y,
cuando k es un cuerpo, todos los k[X]-mddulos proyectivos de tipo
finito.
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Algunos lemas usuales

5.9.44. (a) Sea

0 M’ M M 0

lf’ lf Vi

v
0 N’ N N" 0

un diagrama conmutativo de A-moédulos izquierdos en el que
las filas son exactas. Entonces existe exactamente un morfismo
f"": M"” — N" que completa el diagrama preservando la con-
mutatividad.

(b) Sif'y f sonisomorfismos, entonces f” es un isomorfismo.

5.9.45. Lema de los cinco. Consideremos un diagrama conmutativo
de A-moédulos izquierdos

My M, M3 My Ms

lal laz lo@, l““ l%

N N, N3 Ny N5

y supongamos que las dos filas son exactas.

(a) Siaq, ap, a4 y a5 son isomorfismos, entonces a3 es un isomor-
fismo.

(b) Si ay es sobreyectivo y ap y a4 son inyectivos, entonces a3 es
inyectivo.

(c) Si as es inyectivo y ap y a4 son sobreyectivos, entonces a3 es
sobreyectivo.

5.9.46. Lema de los nueve. Consideremos un diagrama de A-moédulos
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izquierdos

0 N’ N N” 0
0 P’ P p” 0
0 0 0

en el que las tres columnas y las dos primeras (o las dos dltimas)
filas son exactas. Entonces la tercera fila también es exacta.



Capitulo 6

Teoremas de estructura

Este capitulo tratard dos situaciones diferentes en donde hay
una descripcion completa de la categoria de médulos o de la ca-
tegoria de médulos finitamente generados. Comenzaremos con los
anillos semisimples y luego veremos el teorema de estructura de
modulos finitamente generados sobre anillos principales.

Estos teoremas de estructura tienen muchisimas aplicaciones.
Particularmente, remarcamos el caso de representaciones de gru-
pos finitos sobre k-espacios vectoriales, cuando la caracteristica de k
no divide al orden del grupo, como caso de categoria semisimple,
e indicamos como obtener la forma normal de Jordan de un endo-
morfismo de un espacio vectorial como aplicacion del teorema de
estructura sobre un dominio principal.

6.1 Modulos y anillos semisimples

El punto de vista del capitulo anterior fue: dado un anillo A,
(cudles son los A-moédulos inyectivos o proyectivos? El problema
que planteamos ahora es, en cierto sentido, inverso: caracterizar los
anillos A tales que todo A-moédulo sea proyectivo, o inyectivo, o
libre.

Por ejemplo, para que todo A-mdédulo sea proyectivo se necesita
que todo A-médulo sea sumando directo de un libre. En particular,
todo ideal de A debe ser un sumando directo de A.

Recordamos que un A-médulo M es simple si sus tinicos submo-
dulos son {0} y M.

187
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Sea A un anillo con la propiedad de que todo A-moédulo a iz-
quierda es proyectivo y sea B un subconjunto de A, maximal con
respecto a las siguientes dos propiedades

e b € Bsii (b) es simple; y

e sib, b/ € Byb #V/, entonces (b) N (V') = {0}.

Sea M = Y ;g (b). Es facil ver que la suma es necesariamente direc-
ta. Afirmamos que M = A.

Para llegar a un absurdo, supongamos que no es este el caso.
Existe entonces un ideal a izquierda maximal I tal que M C I. Como
A/I es un A-médulo simple y por lo tanto ciclico, existe b € A tal
que (r) es simple y (r) = A/I. Por hipétesis, A/I es un A-médulo
proyectivo, asi que consderando la sucesién exacta evidente

0 I A A/I——=0

vemos que A = [ @ A/I. Pero entonces (r) C M C I, 1o que es un
absurdo. Concluimos que debe ser M = A, como afirmamos, y que
el A-moédulo 4 A es suma directa de submoédulos simples.

Definicién 6.1.1. Un A-médulo M es semisimple si M es suma direc-
ta de submoédulos simples. El anillo A es semisimple si A, considera-
do como A-médulo a izquierda, es semisimple.

Ejemplos.
1. Todo médulo simple es semisimple. En particular, el médulo {0}
es semisimple.

2. Si k es un cuerpo, todo k-espacio vectorial es k-médulo semi-
simple.

3. Sikesuncuerpoy A =k x - - - X k (n-factores), entonces A es un
anillo semisimple.

4. Z no es un Z-moédulo semisimple pues los ideales de Z no son
sumandos directos de Z.

5. Un grupo abeliano G es simple si y s6lo si G = Z, para algun
ndmero primo p. G es semisimple si y s6lo si

~ (Ip)
G= P z,’
p primo

para ciertos conjuntos I.
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6. Si I C A un ideal a izquierda maximal, entonces A/I es un A-
modulo simple.

7. Si k es un cuerpo, G es un grupo finito y la caracteristica de k es
|G|, entonces kG no es kG-mo6dulo semisimple.

Observacioén. Si M es un A-moédulo simple, entonces M es ciclico y
estd generado por cualquiera de sus elementos no nulos. En efecto,
si0 # m € M, (m) es un submédulo de M que no puede ser propio.

Ejercicio. Sea M un A-médulo. Entonces M es simple si y s6lo si
existe un ideal a izquierda maximal I C Atalque M = A/I.

Proposicién 6.1.2. Sea M un A-médulo. Entonces M es semisimple si y
sélo si todo submédulo de M es un sumando directo.

Demostracién. Supongamos que todo submédulo de M es un su-
mando directo. Mostremos primero que

todo submoédulo no nulo de M contiene un submodu-

lo simple. (6.1)

Claramente, alcanza con mostrar que todo submodulo ciclico no
nulo de M contiene un submoédulo simple. Sea entonces m € M —
{0} y consideremos el submoédulo (m) C My el ideal izquierdo

ann(m) = {a € A :am = 0}.

Como ann(m) es un ideal propio, existe un ideal izquierdo maximal
m C A tal que ann(m) C m. Es facil ver que mm es un submédulo
maximal de (m) y que, entonces, (m)/mm es un A-méddulo simple.
La hipétesis sobre M nos dice que mm es un sumando directo de M,
asi que existe un submoédulo L C M tal que M = L @ mm. Pero
entonces

(m) = (Lewmm)N (m) = (LN (m))Smm,

asi que LN (m) = (m)/mm es un submodulo simple de (m).
Mostremos ahora que M es semisimple, como afirma la propo-
sicién. Sea M’ C M un submoédulo de M maximal con respecto a
la propiedad de ser suma directa de submdédulos simples y supon-
gamos, para llegar a un absurdo, que M’ C M. Por hipétesis, M’
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es un sumando directo de M, asi que existe un submédulo N C M
no nulo tal que M = M’ @ N. Usando (6.1), vemos que existe un
submédulo simple nonulo S C N. Pero entonces M’ @ S es un sub-
modulo de M que es suma de simples y que contiene estrictamente
a M'. Esto contradice la eleccion de M'.

Supongamos ahora que M es semisimple y sea T un submédulo
propio de M. Por hipétesis, existe una familia {M;};c; de submo-
dulos simples de M tal que M = @,-; M;. Sea

F={CI:Tn@P M = {0}}.

ic]

Como T es un submédulo propio, existe i € I tal que M; ¢ Ty
entonces, como M; es simple, T N M; = {0}. Esto dice que {i} € F
y que F # @. Es facil ver que F es un conjunto inductivo, asi que
posee un elemento maximal Jp.

Sea T' = @j¢j, M;. La eleccién de Jo implica que TN T" = {0},
asi que T @ T’ es un submoédulo de M. Veamos que, de hecho, es
M =T ® T’, de manera que T es un sumando directo de M.

Para ver que T @ T’ = M basta mostrar que para todo i € I,
M; C T® T'. Sea entonces k € I. La eleccion de Jy nos dice que
MyN (T T') # {0} asi que My = M N (T @® T') porque My es
simple. Estoes, My C T ® T’, como queriamos. O

Corolario 6.1.3. Sea M un A-mdédulo semisimple y N un submédulo.
Entonces N y M/ N también son semisimples.

Demostracién. Sea P C N un submédulo. Como P es un submoé-
dulo de M, es un sumando directo y existe entonces un morfismo
p: M — P tal que p|p = Idp. Pero entonces el morfismo restringido
g = p|v : N — Pestal que q|p = Ildp, asi que P es un sumando
directo de N.

Esto nos dice que todo submédulo de N es un sumando direc-
to. La proposicion, entonces, nos permite asegurar que N es semi-
simple. Por otro lado, como N es un sumando directo de M, en-
tonces M/N es isomorfo a un sumando directo de M, asi que es
semisimple. O

Ejercicio. Sean A y B dos anillos. Entonces A x B es un anillo semi-
simple siy s6losi Ay Blo son.
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Observacion. Si M es un A-moédulo tal que admite un submoédulo
semisimple N tal que ademas M/N es semisimple, no es cierto en
general que M sea semisimple. Un (contra)ejemplo de esta situacion
es la extension

0 Ly Zp2 Ly 0

Proposicién 6.1.4. Sea A un anillo, son equivalentes:

(a) A es semisimple.

(b) Todo A-mddulo es semisimple.

(c) Todo A-mddulo libre es semisimple.

(d) Todo A-mddulo es proyectivo.

(e) Toda extension de A-médulos es trivial.
(f) Todo A-mddulo es inyectivo.

(g) Todo ideal (a izquierda) de A es inyectivo.
(h) Todo cociente de A es proyectivo.

Demostracién. (1) = (b) Todo A-moédulo es suma de submédulos
ciclicos, asi que basta ver que todo A-moédulo ciclico es semisimple.
Si M es ciclico, M = A/I para algtn ideal (a izquierda) I. Como A
es semisimple, el corolario 6.1.3 nos dice que M es semisimple.

(b) = (c) Esto es inmediato.

(c) = (d) Sea M un A-moédulo. Existe un médulo libre L y un
epimorfismo p : L — M. La proposicién 6.1.2 nos dice que Ker(p) es
un sumando directo de L, asi que L/ Ker(p) = M también es iso-
morfo a un sumando directo de L. Esto muesta que M es proyectivo.

(d) = (e) Consideramos una extensiéon de A-moédulos

0 X Y Z 0

Como Z es proyectivo, esta sucesion se parte.
(e) = (f) Sea M un A-moédulo. Como la hipétesis implica que
toda sucesion exacta de la forma

0 M X Y 0

se parte, M es inyectivo.

(f) = (g) Esto es inmediato.

(g) = (h) Sea I un ideal. Por hipétesis, I es inyectivo, asi que la
sucesion exacta

0 I A A/I——=0
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se parte. Esto dice que A/ I es isomorfo a un sumando directo de A.
En particular, A/I es proyectivo.

(h) = (a) Por la Proposicién 6.1.2 basta ver que todo ideal I
de A es un sumando directo. Consideremos de nuevo la sucesién

0 I A A/l—0

Como A/ es proyectivo, esta sucesion se parte. Luego I es un su-
mando directo. O

Proposicién 6.1.5. Si A es semisimple, entonces A es anillo artiniano y
noetheriano a izquierda.

Demostracion. Para ver que es noetheriano, basta ver que todo ideal
es finitamente generado. Pero como todo ideal es un sumando di-
recto, todo ideal es isomorfo a un cociente de A, que es ciclico y
entonces finitamente generado.

Para ver que A es artiniano consideremos una cadena descen-
dente de ideales

LHLDODLDI3D---

Seai € N. Como I; es un submoédulo de A, es semisimple, asi que el
submoédulo [;11 C [; es un sumando directo, esto es, existe un ideal
CiCAtalquel; = C; @ I;4.

Consideremos ahora la cadena creciente de ideales

CC(CidC)C(CieCdC)C---

Como A es noetheriano, esta cadena se estaciona, asi que existe 1y €
N tal que C,;, = 0 para todo n > ng. Estoes, I, = I,,+1 sin > ny.
Luego la cadena descendente original de ideales se estaciona. [

Ejemplo. Sea D un anillo de divisiéon y A = M,(D). Llamemos [} =
{(48):ab eD}elb={(5%):a,b € D}.

Es claro que se trata de A-submoédulos a izquierda y que A =
I & I. Veamos que ambos son simples — consideramos solamente
I1, ya que I, puede manejarse de la misma forma.

Seam = (49) € I — {0}. Supongamos primero que a # 0.

Entonces
a=l 0\ [/a 0\ (10
0 o/\b 0/ \0 O
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0 0\ /a Oy (00
amt 0)\b 0) \10)°
Usando esto, es facil ver que m genera a I;.
Si, en cambio, es a = 0, debe ser necesariamente b # 0. Dejamos
como ejercicio ver que en este caso m también genera a I;.

Concluimos asi que My (D) es semisimple. De la misma forma
puede verse que M, (D) es semisimple para cualquier n € N.

Teorema 6.1.6. (Teorema de Maschke) Sea G un grupo finito y sea k un
cuerpo en el que |G| es inversible. Entonces k|G| es un anillo semisimple.

Demostracion. Sea M un k|G]-méduloy S € M un submédulo. Mos-
tremos que S es un sumando directo. Para eso, alcanza con mos-
trar que existe un morfismo de k[G]-médulos ¢ : M — S tal que

Pls = Ids.

Como k es un cuerpo, existe ciertamente una transformacion
k-lineal 7 : M — S tal que 7m|s = Idg. Definamos ¢ : M — S
poniendo

¢(m) = & 1 gm(g™'m)
geG

para todo m € M. Afirmamos que ¢ es k[G|-lineal y que ¢|s = Idg.
Sis € S, entonces g 's € Sy (g 's) = ¢~ s, asf que

Esto dice que ¢|s = Ids. Por otro lado, sih € Gy m € M, es

¢(hm) = &7 3 gm(g™ hm);
geG

Si ponemos ¢’ = hg en la suma, esto queda

=157 L 878 hm) = & 3 &'m((8)) " hm)
g€G g'eG

& X hgr(gT ) = Lik(( Y gn(gT'm))
g'eG g'eG

= he(m)
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Vemos asi que ¢ es un morfismo de k|G]-médulos. O

Ejemplo. (Lema de Schur) Sea M un A-médulo simple. Entonces el
anillo End 4 (M) es un anillo de division, esto es, todo morfismo A-
lineal f : M — M o bien es cero, o bien es un isomorfismo.

Teorema 6.1.7. (Wedderburn) Sea A un anillo semisimple. Entonces
existe N € N, anillos de division Dy, ..., Dy y niimeros r1, ..., ry > 1
tales que

N
A% =T M, (D;
i=1

Demostracion. Como A es semisimple, existen nameros N, 7y, ...,
rN € Ny un conjunto finito de ideales simples

{Lij:1<i<N1<j<r}

tales que

e AZ @1@

° Ll,]_LZJ/suz—z

Escribamos A; = L;;. Hay una cadena de isomorfismos de

] 1
anillos
N N
A° =Hom, (A, A) = Homu (P Ai, P Aj)
i=1 =1
N
= HomA(Ai,Aj).
ij=1

Sii # j, entonces Homy (A;, A;) = 0 porque L;1 % L;j, 1. Luego es

N
A= PHomy(A; A)). (6.2)
i=1

Seai€ {1,...,N}.Como A; = EB] 1 Lij,

Hom 4 (A;, A;) @ Homy (L;j, L; ).
ji'=1
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Si ponemos D; = End4(L; 1), entonces es facil ver que
HOI’I’IA (Ai/ Az) = Mri (Dz)
como anillo. Esto y (6.2) prueba el teorema. O

Corolario 6.1.8. Sea A un anillo semisimple sin ideales bildteros propios.
Entonces A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un anillo
de division.

Corolario 6.1.9. Sea A un anillo. Entonces A es semisimple a izquierda
si i solo si es semisimple a derecha.

Demostracion. Esto es claro en vista del Teorema de Wedderburn
y notando que la trasposicién de matrices da un isomorfismo de

anillos M, (D)°® = M, (D°P) y que un anillo D es de division si y
sOlo si D°P es de division. O
Ejercicios.

1. Descomponer a R[Z;], R[Z3] y C[Z3] como producto de anillos de
matrices sobre dlgebras de divisién, como en el Teorema de Wedder-
burn. Sugerencia: encontrar médulos simples sobre los respectivos
anillos. Antes de hacer cuentas, sabiendo que las tinicas 4lgebras de
dimension finita sobre R son R, C y H, ;cuales son las posibilidades?

2. Si A es un anillo, rad(A) es la intersecciéon de todos los idea-
les a izquierda maximales de A. Mostrar que si A es semisimple,
rad(A) = 0.

Proposicién 6.1.10. Sea A un anillo. Entonces A es semisimple si y sélo
si es artiniano y rad(A) = 0.

Demostracién. Ya vimos que si A es semisimple, entonces es arti-
niano y su radical es cero. Supongamos ahora que A es artiniano
y que rad(A) = 0y veamos que todo ideal de A es un sumando
directo.

Sea I C A unideal de A. Consideremos el conjunto

J ={J C A:]Jesunideal aizquierdade A talque [+ ] = A}.

Como A € J, J # @. Ademds J posee elementos minimales para
la inclusién porque A es artiniano. Sea | € J un elemento minimal.
Por supuesto, I + | = A.
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Supongamos que I N ] # {0}. Elijamos un un ideal a izquierda
B no nulo minimal entre aquellos que estdn contenidos en I N J;
notemos que esto tiene sentido porque A es artiniano.

Como rad(A) = 0, existe un ideal maximal m tal que B Z m
y, por lo tanto, A = B+ m. Como B C ], resulta que ] € m. Sea
J” =mn] C J. Entonces

A=I+]=I1+B+MNJCI+B+] =1+],

ya que B C I. Pero esto nos dice que J' € J, lo que contradice la
minimalidad de J.
Debe ser entonces I N ] = {0}. En particular, A =1 @ J. O

Ejercicio. Mostrar que si A es un anilo arbitrario, entonces rad(A)
es un ideal bilétero.

Corolario 6.1.11. Sea A un anillo artiniano sin ideales bildteros propios.
Entonces A es isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un anillo
de divisién. En particular A es semisimple.

Corolario 6.1.12. Si A es artiniano, entonces el cociente A/ rad(A) es
semisimple.

Demostracion. Basta demostrar que rad(A/rad(A)) = 0, lo cual se
deja como ejercicio. O

Ejercicio. Sea G un grupo finito no trivial y k un cuerpo. Mostrar
que la funcién € : k[G] — k tal que e(g) = 1 para todo ¢ € G es un
morfismo de anillos. En particular, k[G] siempre tiene por lo menos
un ideal bilatero propio.

Observacién. En algunos textos, aparece la siguiente definicién de
anillo simple: un anillo A se dice simple si es artiniano y no tiene ideales
bildteros propios. Notamos que la condicién de artiniano es esencial
si se desea que la definicién de simple implique semisimple, como
lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea k un cuerpo de caracteristica cero. El dlgebra de Weyl A;(k)
es la subdlgebra de Endy (k[X]) generada por los endomorfismos p,
g € Endi(k[X]) tales que

q(f) = Xf
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P =

para todo f € k[X].

Es fécil ver que [p,q] = 1 (jverificarlo!). Usando esto, se puede
ver que {p'q/ : i,j € Ny} es una base de A; (k) como k-espacio vecto-
rial. Si P € A;(k) se escribe de la forma P = Y, f;(q)p', en donde
cada f; es un polinomio en q y f, # 0, diremos que el grado de P
es ny que el polinomio f,, € k[q] es el coeficiente principal de P.

Dejamos como ejercicio verificar que:

e Si P € Aj(k) es un elemento de grado n con coeficiente prin-
cipal f,, entonces [P,q] es un elemento de grado n — 1 y su
coeficiente principal es nf;.

e Si f € k[g], entonces [p, f] = f'.

Usando estas dos afirmaciones, es facil ver que Aj (k) no tiene idea-
les bilateros propios. En efecto, supongamos que I es un ideal bila-
tero no nulo de A1 (k).

Sea Py € I un elemento no nulo arbitrario y sea g el grado de P,.
Definamos inductivamente P; ;1 = [P;, q] para cada i € Ny. Entonces
es facil ver, usando la primera afirmacion, que P; es un elemento
no nulo de I Nk[g]. Escribamos Qp = Py y sea d el grado de Qp
en k[g]. Definamos Q;,1 = [p, Q;] para cada i € Ny. Usando ahora la
segunda afirmacién, vemos que Q; es un elemento no nulo de I Nk.
Como es inversible, vemos que I = A1 (k).

6.2 Anillos euclideos, principales y de
factorizacién tnica

Comenzaremos recordando algunas definiciones generales y da-
remos algunas propiedades basicas de los dominios principales que
se utilizaran luego.

Definicién 6.2.1. Sea A un dominio integro. Diremos que A es eu-
clideo si existe una funciond : A — {0} — Np tal que
esir,se€ A—{0},d(r) <d(rs);
esia,bec Ayb # 0, existen g, r € A tales que a = bg +r con
r=06d(r) <d(b).
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Notemos que en la segunda condicién no exigimos la unicidad
degoder.

Ejemplos.

1. Un cuerpo k es euclideo: podemos tomar d = 0.

2. El anillo Z es euclideo, con d(m) = |m|.

3. Sik es un cuerpo, k[X] es euclideo, con d = deg.

4. Si p es un ndamero primo, p = pZ, el anillo Z;, es euclideo, con
d:7Zy—{0} - Nodadapord(®) =plsim=pim'y (m:m') = 1.

Ejercicio. Mostrar que si k es un cuerpo, el anillo de polinomios de
Laurent k[X~1, X] es un dominio euclideo.

Proposicién 6.2.2. Si A es un dominio euclideo, entonces es un dominio
de ideales principales.

Demostracion. Sea I C A unideal no nulo y llamemos 4 a la funcién
euclidea de A. Sean = min{d(x) : x € I —{0}} yseay € I tal
que d(y) = n. Es claro que (y) C I. Veamos que, de hecho, vale la
igualdad.

Sea x € I — {0}. Por hipotesis, existen g, ¥ € Aconx = qy +7,
yobienr = 0obiend(r) < d(y). Comor =x—qy € [,esd(y) <
d(r) por la eleccién de y. Necesariamente, entonces, r = 0, es decir,
x € (y). O

Recordamos que un elemento p en un anillo conmutativo A es
primosip U(A)y
a,be A abe (p) = ac(p)o6be (p).
Equivalentemente, p es primo si y s6lo si A/ (p) es un dominio in-

tegro.
Por otro lado, un elemento g € A esirreduciblesiq # 0,9 ¢ U(A)

y si
bce A, g=bc = belU(A)béceclU(A).

Si g es irreducible y u es una unidad, claramente uq es también irre-
ducible. Decimos que ug es un irreducible asociado a q.

Ejercicio. Si p es un primo en un anillo A, entonces p es irreducible.
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Un anillo A es un dominio de factorizacion vinica (dfu) si es un do-
minio integro y satisface la siguiente condicién:

paratodoa € A — {0}, existen gy, ..., gr € A irreduci-
blesyu € U(A) talesquea = u[];_; q; y esta escritura
es inica a menos de permutacién y/o cambio de irre-
ducibles por sus asociados.

Observacién. Si A es un dominio de factorizacién tnicay g € A es
irreducible, entonces 4 es primo.

Ejercicio. Mostrar que en un dominio de ideales principales todo
elemento irreducible es primo.

Proposicién 6.2.3. Si A es un dominio principal, entonces A es un do-
minio de factorizacion iinica.

Demostracion. Seaa € Atalquea # 0y a ¢ U(A) y supongamos
que a no puede escribirse como producto de irreducibles —en par-
ticular, a no es irreducible. Entonces existen elementos a1, by € A
tales que ni a1 ni b; es una unidad, a = a1b; y a3, por ejemplo, no es
producto de irreducibles.

Comoay | ay by € U(A), es (a) C (ay). Por otro lado, como
a1 no es producto de irreducibles, podemos repetir el razonamiento
anterior. Obtenemos de esta forma una cadena de ideales estricta-
mente creciente, lo que es absurdo porque A es noetheriano ya que
todos sus ideales son principales.

La unicidad se demuestra de la misma manera en que se prueba

la unicidad de factorizacién en primos para los niimeros enteros.
O

Ejemplo. Todos los dominios euclideos, como Z vy, si k es un cuerpo,
k[X], son de factorizacién tinica. También lo es k[X, X ~1]. Mds gene-
ralmente, toda localizacién de un dominio de factorizacién tnica es
un dominio de factorizacién tnica.

Ejercicio. Si A es un anillo arbitrario y a4, ..., a, € A, un mdximo
comiin divisor para ay, ..., a, es un elemento de A que divide todos
los a; y que es maximal, relativamente al orden de divisibilidad, con
esta propiedad.
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Muestre que si un conjunto de elementos de A posee un maxi-
mo comun divisor, éste esta univocamente determinado a menos
de multiplicacién por unidades de A. Ademads, muestre que todo
conjuntofinito de elementos de un dominio de factorizacién tnica
posee un maximo comun divisor.

Si A es un dominio de factorizacién tnicay f € A[X], decimos
que f es primitivo si el maximo comun divisor de los coeficientes
de fes1.

Lema 6.2.4. (Lema de Gauss) Sea A un dominio de factorizacion vinica
y f, g € A[X]. Si f y g son primitivos, entonces fg es primitivo.

Demostracién. Por el absurdo, supongamos que f g no es primitivo y
sea p € A un elemento primo de A que divide a todos los coeficien-
tes de fg. Consideremos la proyeccion canénica 7w : A — A/(p)
sobre el cociente A/ (p) y notemos también 77 : A[X] — (A/(p))[X]
a la extesion de 71 a los anillos de polinomios.

Como p es primo, A/ (p) es un dominio integro, asi que en anillo
(A/(p))[X] también es un dominio integro. La eleccion de p implica
que 7(f)m(g) = m(fg) =0, asi que 7t(f) = 00 7t(g) = 0. Pero esto
es imposible, porque ambas posibilidades contradicen la hipétesis
hecha sobre f y g. O

Teorema 6.2.5. Si A es un dominio de factorizacién vinica, entonces A[X]
también lo es.

Demostracion. Sea f € A[X] —{0}.Seanc € Ay g € A[X] tales que
f = cgy g es primitivo.

Sea F el cuerpo de fracciones de A. Como F[X] es un dominio de
factorizacion unicay ¢ € A[X] C F[X], existe una factorizacion

g =20y hy,

(SulES)

cona, b€ A b#0yhy, ..., h € F[X] polinomios irreducibles.
Sin pérdida de generalidad, a menos de cambiar a y b, podemos
suponer que para todoi € {1,...,k}, el polinomio #; tiene sus coe-
ficientes en A y es primitivo. En ese caso, cada h; es un elemento
irreducible de A[X].

Como es bg = ahy - - - hy y como el polinomio hy - - - hy es primiti-
vo por el lema de Gauss, vemos que existe u € U(A) tal que a = ub.
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Luego § = uhy - --hy y, en definitiva, f = uch; - - - hy. Factorizan-
do ahora a ¢ como producto de irreducibles de A, obtenemosuna
factorizacion de f como producto de irreducibles de A[X].

La unicidad de la factorizacién obtenida sigue de la unicidad de
la factorizacién en F[X] y de la unicidad de la factorizacion de ¢
en A. O

Ejemplo. El anillo Z[x] es un dominio de factorizacién unica y no
es un dominio de ideales principales: por ejemplo, el ideal (2, X) no
es principal. De la misma forma, si k es un cuerpo, k[Xy, ..., X,] es
un dominio de factorizacion tinica que es de ideales principales s6lo
cuandon = 1.

6.3 Moddulos finitamente generados sobre
un dominio de ideales principales

Hemos visto en la seccién de médulos libres que si M es un mo-
dulo finitamente generado sobre un dominio de ideales principales
A, entonces M = t(M) @ A" para un r € Ny univocamente deter-
minado. El objetivo de esta seccién es describir completamente los
modulos sobre un dominio principal que son finitamente generados
y de torsion.

Lema 6.3.1. Sea A un dominio de ideales principales. Sea L un A-médulo
libre y sea M C L un submédulo no nulo. Entonces existen z € L no nulo,
un submédulo S de Ly ¢ € A tales que
e L=(2)8S;
e M= {(cz)®(SNM),y
esif: L — Aesun morfismode A-médulos tal que f(z) = 1,
entonces es f(M) = (c).

Demostracion. Sea {x; : j € |} una base para Ly sea {fj:j € J}la
base dual. Consideremos el conjunto

T ={f(M): f € Homy(L,A), f(M) # 0}.

Los elementos de Z son ideales no nulos de Ay esZ # @:sim €
M — {0}, existe j € ] tal que 0 # f;(m) € f(M), asi que f(M) € L.
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Como A es noetheriano, 7 posee un elemento maximal, al que
notamos Iy. Sea hh : L — A un morfismo tal que 1(M) = . Como A
es un dominio de ideales principales, existe ¢ € A tal que Iy = (c).
Sea u € M un elemento tal que h(u) = c.

Afirmamos que u es divisible por ¢ en L. Para verlo, claramente
alcanza con mostrar que ¢ divide a fj(u) para todo j € J.

Seaj € J.Sead € A el maximo comun divisor de cy f;(u) y sean
r,s € Atales que d = rc + sfj(u). Entonces

di =rc +sf]-(u) =rh(u) + sfj(u) = (rh —|—sf]')(u).
Si ponemos ¢ = rh +sf; : L — A, hemos mostrado que
¢(M) > {d) > {c)-

Esto contradice la maximalidad de Iy, a menos que sea d; = ¢, esto
es, a menos que c divida a fj(u). Esto prueba nuestra afirmacion.
Ahora, como ¢ divide a u en L, existe z € L tal que u = cz.
Recordando que A es integro, es claro que h(z) = 1.Sea S = Ker(h).
Verifiquemos con estas elecciones para z, S y ¢ se satisfacen las
condiciones del enunciado:

o Consideremos la sucesién exacta
0—Ker(h) —=L——=1Im(h) —0

Como Im(h) = A es proyectivo, la sucesién se parte y S es un
sumando directo de L. Un complemento para L puede obte-
nerse a partir de una seccién de & como, por ejemplo, el mor-
fismo A — Ltalque 1+ z.Luego L = (z) & S.

e La inclusién (cz) & (S(YM) C M es clara, pues cz = u € M.
En el otro sentido, si x € M, entonces h(x)z € (cz) C M.
Luego podemos escribir x = h(x)z + (x — h(x)z). Como el
elemento h(x)z estd en M, se sigue que (x —h(x)z) € My,
ademas, h(x — h(x)z) = h(x) — h(x)h(z) = 0. Esto nos dice
que (x —h(x)z) € MNS.

e Sea f : L — A un morfismo de A-mddulos tal que f(z) = 1.
Entonces f(u) = f(cz) = cf(z) = ¢, asi que (c) C f(M).
Pero como (c¢) = I es un ideal maximal con respecto a esa
propiedad, entonces debe ser (c) = f(M).

Esto termina la prueba. O
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Corolario 6.3.2. Sea A un dominio de ideales principales y sean L un
A-médulo libre y M C L un subméddulo de tipo finito. Entonces existe
una base {e; : i € I} de L, una subfamila finita {e; : 1 < j < n}
de {e; : i € I}y elementos ay, ..., ay € A tales es a; | ajy1 para
1< ] <ny M = @}1:1 <6l]'€i],>.

Demostraciéon. Hacemos induccién en el rango de M. Por la propo-
sicién anterior, si M # {0}, existe z € L, ¢ € A y un submédulo S
de L talesque L = (z) @Sy M = (cz) ® (SN M). Por lo tanto el
rango de SN M es igual al rango de M menos uno. Aplicando la
hipétesis inductiva a M N S considerado como submoédulo del mo-
dulo libre S, vemos que existe una base {x; : k € K} de S, una
subfamilia finita {x;, : 2 < I < n} y elementos a3 a3, ..., a, € A
tales que SN M = @i, (ajxy,) y 4 | a1 512 <1 < n.

Escribamos a1 = ¢y x¢, = z. Sabemos que M = @j_ (ajx;).
Nos falta ver que a; | a.

Definamos f : L — A poniendo

Flxi) = {(1), si existe j tal qu.e i=ij;
, en caso contrario.

Paratodoj € {1,...,n}, esa; = f(a;x;) € f(M) por el Gltimo item
de la proposicién anterior. Como f(z) = 1, tenemos que f(M) =
(c) = (a1), asi que, en particular, a; € (a1) para todo j. Esto nos dice
que ay | ap. O

Teorema 6.3.3. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un A-
mddulo de tipo finito. Entonces

(a) Existe una sucesion dy | dy | - - - | dy, de elementos no inversibles de
A tales que M = @ | A/ (d;)

(b) Si{di}! ,y {d:}f;l son dos familias de elementos de A como en la
primera parte, entonces n = n' y existen uy, ..., u, € U(A) tales
qued; = w;dlsil <i<n.

Demostracion. Veamos ahora la demostracion de la primera parte.
Probaremos la segunda luego de enunciar algunos corolarios.
Sabemos que existen A-moédulo libre de tipo finito L y un epi-
morfismo p : L — M. En particular, M = L/ Ker(p).
Como A es noetheriano, Ker(p) es de tipo finito. El corolario
anterior nos dice, entonces, que existe unabase {¢; : 1 <i <r}delL
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y elementos dy, ..., ds € Acond; | diy1sil < j < sy tales que
{die; : 1 <i < s} es una base de Ker(p). Notemos que es r = rg(L)

y s = rg(Ker(p)).
Sijestalques+1 < j<r sead; =0.Entonces

M = L/ Ker(p) = % = éA/(dﬁ.
=1

Seam = max{i:d; € U(A)} U{0}. Entonces

M= é A/{d;),

i=m+1

ya que cuando d es una unidad, es A/ (d) = 0.

Renumerando los d; y tomando n = r — m, vemos que los d; re-
sultantes no son unidades, que se dividen consecutivamente y que
M= @}, A/(d;), como querfamos O

Corolario 6.3.4. Sea A un dominio de ideales principales. Un A-médulo
M es de tipo finito si y sélo si existe una familia {C; : 1 < i < n} de
A-médulos ciclicos tales que M = @7, C;. O

Observaciones.
1. La reciproca de este corolarioes cierta para cualquier anillo.

2. Con las notaciones del teorema de estructura, se tiene que

HM) = @ A/ {d;).
1<i<n
d;#0

Corolario 6.3.5. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un
A-mddulo finitamente generado. Entonces existe n € Ny, una familia
{p1,...p+} de primos de A y miimeros enteros 1 < n} < --- < nl
(i=1,...,r) tales que

M = A”@@@A/(p%.

i=1 j=1
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Demostracion. Elijamos n igual al rango de la parte libre de M. En-
cuanto a la parte de torsién, sabemos que t(M) = P2 A/ (d;).

Lo que hacemos ahora es escribir a cada d; como producto de
primos. De hecho, como dy | dy | -+ | dy, basta encontrar una

. .y n’ .
factorizacion dy, = [1/_; p;', ya que los primos que aparecen en los
otros d; son los mismos, con eventualmente exponentes menores
(que pueden ser cero). Por el teorema chino del resto,

A/TTr =@ As ).
i=1 i=1

Ahora el corolario se sigue de reordenar todos los sumandos. [

Corolario 6.3.6. Sean A un dominio de ideales principales y M un A-
mddulo finitamente generado de torsion. Entonces existe una familia finita
de A-mddulos ciclicos {C; : i € 1} y elementos primos p; € A, i € I, de
manera que C; es p;-primario para todoi € [y M = @;c; C;.

Observaciones.
1. La condicién de ser “de tipo finito” es esencial en la demostra-
cién del teorema, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sean A = Z y M = Q. Es claro que Q no tiene torsion. Si el teore-
ma de estructura fuera cierto sin la hip6tesis de finitud, Q seria libre.
Pero Q no es libre, pues cualquier par de elementos es linealmente
dependiente y Q no es isomorfonia Z nia {0}.

2. La condicién d; | d;;1 es necesaria para la unicidad. Por ejemplo
Le = Lo @ Z3, son dos descomposiciones, pero la segunda descom-
posicion no es “del tipo” de la del teorema de estructura.

Demostracién la unicidad en el Teorema 6.3.3. Consideremos dos suce-
siones decrecientes de ideales propios de A, {Ii}1<i<n y {Jj}1<j<m.
tales que @i_; A/I; = @}, A/];. Seam un ideal maximal cualquie-
ra de A. Es claro que

n m
Hom 4 (@A/Ii,A/m) ~ Hom 4 (@A/]]-,A/m>,
i=1 j=1
o, equivalentemente,

P Homa(A/L;, A/m) = P Homu(A/J;, A/m).
i=1 j=1
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Consideremos los ideales transportadores
(m:Ii):{aEA:aIigm}
y sea

¢i: (m: ;) — Homa(A/L;, A/m)
av (fg X +— ax)

Es un ejercicio sencillo ver que ¢; es un epimorfismo con niicleo m
y que por lo tanto hay un isomorfismo

Homy(A/I;, A/m) = (m: [;)/m.

En definitiva, tenemos que

n m

Pm:L)/m=P(m:J;)/m

i=1 j=1

Elijamos ahora a m de manera que contenga a I;; como los I;
estan encajados, m contiene, de hecho, a todos los I;, y por lo tanto
(m:I;) = Asil <i<mn.Luegoes

m

(A/m)" = P(m:J;)/

j=1

Comom C (m : J;), obien (m : J;) = A obien (m : J;) = m.
Seaq = #{j : (m: ]J;) = A}. Entonces (A/m)" = (A/m)7 como
A-modulo y, en particular, como A/m-espacios vectoriales. Com-
parando dimensiones, concluimos que n = g < m.

De la misma forma puede verse que m < n y por lo tanto m = n.
Tenemos entonces que P ; A/L = @i A/Ji,con; D L1y ]; 2
Jitiparatodoi=1,...,n—1.

Notemos que si c € A, este isomorfismo implica que

PcA/L=PcAl]
i=1 i=1

Utilizaremos el siguiente lema, cuya demostracion dejamos como
ejercicio.
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Lema. Sean A un anillo arbitrario, I un ideal de A y ¢ € A. Entonces
c(A/I) = A/(I:cA).

Como los ideales I; y los J; forman sucesiones decrecientes, es
(Ii : cA) D (Liz1: cA)y (Ji : cA) D (Jiz1 : cA). Sean i; = max{i :
¢ € I;} yseai = max{i: c € J;}. Entonces

é A/(I,CA)g é A/(]ZCA)

i=ij+1 i=ij+1

Por la primera parte de la demostracién, resulta que i; = i y, por lo
tanto, I; = J; para todo i. H

Ejemplo. (Forma normal de Jordan) Sea k un cuerpo algebraicamente
cerrado y sea (V, ¢) un k[X]-mo6dulo. Sabiendo que los polinomios
irreducibles de k[X] son de la forma (x — A) con A € k y uando
el teorema chino del resto en el contexto de polinomios, se puede
demostrar facilmente que existe una base de V en la que ¢ se escribe
en bloques de Jordan, es decir, en bloques de la forma

A0 O 0 0
1 A 0 0 0
0 1 A 00
0 0 1 Do
T W
0 0 -+ -+ 1 A

En efecto, esto se consigue calculando en k[X]/ ((X — A)") la matriz
del endomorfismo “multiplicar por X” en la base

(1L, X —A), (X —A2,..., (X - A1},

6.4 Ejercicios

Anillos semisimples
6.4.1. Sea A un anillo.
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(1) Demuestre que rad(A/rad(A)) = 0.
(b) Demuestre que

rad(A) = {a € A:1— xa es inversible a izquierda para todo x}.

(c) Demuestre que si r € rad(A) entonces 1 — r es una unidad de
A.

6.4.2. Probar que si A es anillo semisimple y L es un ideal a izquier-
da de A entonces:

(a) existe e € A idempotente tal que L = Ae.
(b) A no tiene ideales a izquierda nilpotentes.

(c) Si L es simple entonces el idempotente es primitivo, esto es, si
e =e +econe? =e¢yee; =0 = ey, entonces alguno de
los e; es cero.

6.4.3. Sea k un cuerpoy To(k) = {(4%) : a,b,c € k}, que no es un
anillo semisimple. Calcular rad(T,(k)) y To(k)/ rad(Tz(k)).

6.4.4. Sea k un cuerpoy A = k x k con el producto coordenada a
coordenada. Mostrar que A es semisimple pero no simple. ;Quiénes
son los idempotentes ortogonales que suman uno?

6.4.5. ;Para que n € N es Z, un anillo semisimple? Para alguno que
no sea semisimple, dar un ejemplo de médulo que no sea proyecti-
Vo.

6.4.6. Sea A un anillo semisimple y M un A-médulo. A partir del
teorema de Wedderburn sabemos que A = [Ti_; M,,(D;) donde ca-
da D; = End 4 (L;)°P es el anillo de endomorfismos del ideal simple
L;, y r; es la cantidad de veces que aparece L; en A como sumando
directo. A su vez, M se descompone en suma directa de submédu-
los simples, cada uno de ellos isomorfo a algtin L; (;porqué?). Dar
una condicién necesaria y suficiente sobre la multiplicidad de ca-
da L; en M para decidir cuando M es libre. Concluir que si A es
semisimple, entonces A tiene nocién de rango.

6.4.7. Sea A = M, (k) con k un cuerpo, ver que es un ejemplo de
anillo con nocién de rango pero que no existe ningtin morfismo de
anillos A — D con D un anillo de division.
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6.4.8. Sea k un cuerpo y G un grupo finito tal que |G| es inversible
en k. A partir de la caracterizaciéon que da el Teorema de Wedder-
burn obtener una férmula que relacione las dimensiones de las &l-
gebras de division y el tamafio de las matrices que aparecen con el
orden del grupo.

6.4.9. Sea A un anillo y sea M un A-médulo simple. Entonces o
bien M, considerado como grupo abeliano, es isomorfo a una suma
directa de copias de Q, o bien existe p € N primo tal que M es,
considerado como grupo abeliano, isomorfo a una suma directa de
copias de Zj,.

6.4.10. Sea A un anillo conmutativo y M y N dos A-médulos. Si
alguno de M o N es semisimple, M ® 4 N es semisimple.

6.4.11. (a) Si A es un anillo semisimple y B C A es un subanillo,
(es B necesariamente semisimple?

(b) Si A esun anillo semisimple e I < A es un ideal bildtero, enton-
ces A/I es semisimple.

6.4.12. Anillos de matrices.

(1) Sean Ay Banillosyn, m € N. Entonces M;;,(M;,(A)) = My, (A)
y My (A x B) = M, (A) x My(B).

(b) Si A esun anillo semisimple y n € N, entonces M, (A) es semi-
simple.

(c) Sea Aunanilloysean € N.Sea P el conjunto de vectores fila de
n componentes en A y sea Q el conjunto de vectores columna de
n componentes en A. Entonces P es un A-M,(A)-bimédulo y
Q es un M, (A)-A-bimédulo con acciones de M, (A) inducidas
por el producto matricial. Mas atn, hay un isomorfismo Q ® 4
P = My, (A) de My, (A)-bimédulos y un isomorfismo P @y, (4)
Q = A de A-bimo6dulos.

Como consecuencia de esto, si M es un A-moédulo izquier-

do, entonces

P®y,(4) (Q®aM) =M.

(d) Si M es un A-B-bimédulo y N es un B-médulo izquierdo pro-
yectivo, entonces M ®g N es un A-médulo proyectivo.

(e) Sea A un anillo. Si existe n € N tal que M,,(A) es semisimple,
entonces el anillo A mismo es semisimple.
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6.4.13. Sea A un anillo, M un A-médulo finitamente generado. Si
B = End4 (M) y A es semisimple, entonces B es semisimple. Note-
mos que esto tiene como caso particular a la segunda parte del ejer-
cicio 6.4.12, ya que si M = A", entonces End, (M) = M, (A).

6.4.14. (a) Un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero es
un anillo de divisién.

(b) Si A es un anillo sin divisores de cero tal que M, (A) es semi-
simple para algtin n € N, entonces A es un anillo de division.

Algebras de grupos ciclicos

Sin € N, sea G, un grupo ciclico de orden n y sea g, € G, un
generador.

6.4.15. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Si kG, = M, (D;) X
-+ - X My, (D) es la factorizacién de kG,, como k-dlgebra dada por el
teorema de Wedderburn, de manera queesr € N, ny, ..., n, € N
y Dy, ..., D, son k-algebras de divisién, entonces n; = np = --- =
n, = 1y D; es un cuerpo paracadai € {1,...,r}.

En particular, hay exactamente r isoclases de kG,,-médulos sim-
ples y si 51, ..., S; son representantes de estas clases, hay un iso-
morfismo de kG,-médulos kG, = @;_; S;.

6.4.16. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea M un kG,-médulo
simpleyseaa : m € M+ gym € M la multiplicacién por g,. En-
tonces 2 € Endg, (M) porque kG, es un anillo conmutativo. Sea
i € k[X] el polinomio minimal de a sobre k. Muestre que y es irre-
ducible en k[X]. Ademés, si k = Q, entonces y tiene coeficientes
enteros.

6.4.17. Algebras de grupos ciclicos sobre C. Sea ), C C* el subgrupo
multiplicativo de C* de las raices n-ésimas de la unidad.

(a) La aplicacién ¢ : x € homg (G, Q) — x(g1) € Oy es un
isomorfismo de grupos abelianos. Esto implica que el conjunto

G, = homg, (G, Q),,) tiene exactamente n elementos; llame-
moslos X1, .-, Xn-

(b) Muestre quesi x, p € G, entonces

Y x(g)e(g™") = bxp.
3€Gy



(c)

(d)
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Sugerencia. Multiplique el miembro izquierdo de esta igualdad por (1 —
x(g1)e(srh)-

Sixy € Gy, seaey, = %EgEGn x(g71)g € CG,. Entonces si x,
|0 E Gi’l/

2 _
ey = ey,

exep =1, cuando x # p,

Y e =1

x<Gy

Consideremos el anillo A = C x --- x C con n factores y sean
X1, ..., Xn € A los elementos de la base canénica. Hay un
isomorfismo de anillos ¢ : CG, — A tal que ¢(ey,) = x; si
1 <i < n. Describa representantes para cada isoclase de CGy,-
modulos simples.

6.4.18. Algebras de grupos ciclicos sobre Q.

(a)

(b)

(c)

(d)

Sea p un ntimero primo. Si 0 < k < I, sea ¢y : QG — QG
el tnico morfismo de anillos tal que ¢(g,1) = &, Entonces
ker ¢y = <g§f —1). Ademads, si0 <r <k <l es¢,; = ¢ x0
Pr1-

Sea p un ntmero primo y pongamos ®, = Zfz_ol X e z[X].
Entonces

-1 )
XV —1=(X-1)[]®p(x")
i=0

y cada uno de los factores dDP(XPi) con 0 <i < [ esirreducible
en Q[X].

Sea p un nimero primo impar. Sea I > 1y sea M un QG,;-
médulo simple. Si dimg M < p! — p/~!, entonces existe k < I 'y
un QG -moédulo simple N tal que M == ¢¢ ,(N).

Sea p un ntimero primo impar. Notemos My al tnico QG-
modulo simple. Entonces, para todo I > 1 existe, a menos de
isomorfismo, un tnico QG ,-modulo simple M; tal que

dimg M; > p' — p' L.



212 6. Teoremas de estructura

Ademas, se tiene que
o dimg M; = pl - plil; y
~ mi-1
b QGpl = @1:0 4);il(Mz) & M.
Sugerencia. Haga induccién con respecto a I.
(e) Enuncie y pruebe enunciados analogos a los dos tltimos para
p=2
(f) Seap € Nprimo,[ = 1y sea M; un QG,-médulo simple de
dimensién p' — p'~!. Entonces M, posee una base con respecto
a la cual la matriz de la aplicaciéona : m € M — gyt € Mes
la matriz compariera del polinomio CDP(XPI).

(g) Sea f € Q[X] un polinomio ménico irreducible. Seaa € M,,(Q)
la matriz compariera de f. Entonces, si C(a) C M,(Q) es el
centralizador de a en M, (Q), hay un isomorfismo de anillos
C(a) = Q[X]/(f)-

(h) Seap € Nprimo.Paracadal € N,sea {; € Cuna raiz primitiva
p'-ésima de la unidad y sea Q(;) el menor subcuerpo de C que
la contiene. Entonces hay un isomorfismo de algebras

QG = Qx Q(G1) x -+ x Q&)

(i) Supongamos que 7 es impar y que n = p;' - - p;"" es la facto-
rizacién de n como producto de potencias de primos distintos.
Entonces G, = Gpm1 X o X Gp;nr.

1
Si M es un QG,-moédulo simple, entonces existen [y, ..., I, €
Ntalesquel; <m;siie€{l,...,r}y

M= M X B My, -

pllmllll

Aqui M, es el unico QGpn-médulo simple de dimension
I I-1
p=r "

Algebras de grupo

6.4.19. Muestre que sik € {Q, R, C}, entonces kS3 = k x k x My (k).

6.4.20. Encuentre la descomposicién de Wedderburn para kD4 con
k€ {QR,C}siDy=(s5,t:5>=tt=1,sts =1t"1).
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6.4.21. Sea Q = {=£1, £i, £j, =k} el grupo de los cuaterniones uni-
tarios. Muestre que

QR=QxQxQxQxHg,
RO =R XRXR xR x Hpg,

CQ=CxCxCxCxMyC).

Aqui Hp es el anillo de los cuaterniones reales y Hg es el analogo
definido sobre Q.

Dominios principales

6.4.22. Mostrar que Z[v/'10] y Z[+/—10] no son dominios de factori-
zacion tnica. Encontrar ideales no principales en estos anillos.

6.4.23. (1) Mostrar que Z[v/d] es euclideano sid € {—2,2,3}.

(b) Factorizar a 16 + 111/2 como producto de elementos irreduci-
bles del anillo Z[v/2].

(c) Unnamero primo p € Z es irreducible en Z[/—2] sii —2 es un
cuadrado en Z,. Dé ejemplos de factorizaciones en Z[+/—2] de
numeros primos de Z.

6.4.24. Sea p € N un namero primo, p = (p) el ideal primo corres-
pondiente y sea Zj, la localizacién de Z en p. Describir todos sus
ideales. Mostrar que Z;, es un dominio de ideales principales con
un tnico ideal maximal y encontrar un conjunto completo de ele-
mentos primos no asociados dos a dos.

6.4.25. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un A-
modulo finitamente generado. Mostrar que

(a) M es de torsion sii homy (M, A) =0;y
(b) M es indescomponible sii o bien M = A o bien existe p € A
irreducible y n € N tal es que M = A/ (p").

¢Qué puede decir cuando M no es finitamente generado?

6.4.26. Sea p € N un namero primo. Encuentre todos los grupos
abelianos de orden p?, p°, p* y p°.



214 6. Teoremas de estructura

6.4.27. Sea G un grupo abeliano finito y sea p € N un namero primo
tal que p | |G|. Entonces el ntimero de elementos de orden p de G
es coprimo con p.

6.4.28. (a) Para los siguientes grupos abelianos, dar la factoriza-

cién del teorema de estructura:

() Zs @ Ze ® Zo;

(b) Zpy ®Zy ® Zg ® Zn4;

() Zo® LS9 S Z;

(d) Ziy ®Zon DL S LS Lo S Lo ® L.

(b) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G
de orden 36 que tiene exactamente 2 elementos de orden 3 y
que no tiene elementos de orden 4.

(c) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G
de orden 225 que tiene por lo menos 40 elementos de orden 15
y tal que todo subgrupo de orden 9 es isomorfo a Zz @ Zs.

6.4.29. Sea G C Z" un subgrupo.
(a) [Z": G] es finito sii G tiene rango n.
(b) Si G tiene rango n'y {g1,...,dn} es una base de G, sea M €

M, (Z) la matriz que tiene a los g; como columnas. Mostrar que
[Z" : G] = |det M.

6.4.30. Sea k un cuerpo y sea V un espacio vectorial sobre k tal que
dimy (V) < c0.Sea ¢ : V — V una transformacion lineal.

(a) Mostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e Existe una base en la que la matriz de ¢ se parte en dos
bloques .

e (V,¢) se descompone en suma directa de dos k[x]-sub-
modulos.

(b) Mostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e No existe ninguna base en la que ¢ se escriba en bloques.
e (V,¢) es un k[x]-moédulo indescomponible, luego ciclico.

6.4.31. Teorema chino del resto.. Sea A un anillo conmutativo y sean
ai, ..., 4, € A.Seab; = may...a;...a,. Supongamos que 1 =
Y.l | tib; para ciertos elementos t;. Sean I = bA y I; = a;A. Enton-
ces I C [;, asique A/I; es un A/I-médulo para todoi =1,...,n.
Demuestre que A/I = ®A/I;.
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6.4.32. Sea (V,¢) un k[x]-médulo indescomponible, luego ciclico,
(V,¢) = k[x]/(p). Si escribimos a p = q;"...g5° con los g; irredu-
cibles y sin repeticiones, considerar a; = g;'. Ver que se estd en las
condiciones del teorema chino del resto.(Sugerencia: usar argumen-
tos de divisibilidad) Concluir a partir del teorema chino del resto
que existe una base de V en la que ¢ se escribe en n bloques, ca-
da uno de ellos correspondiene a un k[x| submédulo isomorfo a

k(x]/{a;).

6.4.33. Sea T : Q@3 — Q3 la transformacién lineal definida por la
-1-26
matriz [ -1 0 z) considerar a Q* como Q[x]-médulo a través de T,

hallar su descomposicién en sumandos directos indescomponibles.

6.4.34. Listar las clases de isomorfismo de los grupos abelianos de
orden 16, 18, 20, 189.

6.4.35. Caracterizar a todos los grupos abelianos G en cada una de
las siguientes situaciones:

e todo elemento no nulo tiene orden primo.
e todo subgrupo propio es de orden primo.

e |G| = 36, G no tiene elementos de orden 4 y G tiene dos ele-
mentos de orden 3.

6.4.36. Sea k un cuerpo finito, considerar el grupo abeliano G =
(k—0,.), es decir, el grupo multiplicativo de los elementos no nulos
de k. Demostrar que G es ciclico. Para ello se sugieren los siguientes
pasos:

1. ver que el subgrupo aditivo generado por el 1 es un subcuerpo,
necesariamente isomorfo a Z, para algin nimero primo p y
conlcuir que |k| = p" para algian n,

2. considerar el grupo abeliano G = (k — {0}, .), usar el teorema
de estructura y dar todas las posibilidades de G. A través de la
traduccion de la notacién aditiva a la multiplicativa, relacionar
la cantidad de ceros que pueden tener en k los polinomios, y
los 6rdenes de los elementos de G.

Formas de Jordan

6.4.37. Hallar todos los C[x]-mé6dulos M tales que dim¢(M) < 3.
Decir cudles de ellos son ciclicos, indescomponibles, simples, suma
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de simples o suma de indescomponibles.

6.4.38. Hallar todos los R[x]-mé6dulos M tales que dimg (M) < 3.
Decir cudles de ellos son ciclicos, indescomponibles, simples, suma
de simples o suma de indescomponibles.

6.4.39. Deducir de la forma normal de Jordan que si A € C"*"
entonces A = D + N donde D es diagonalizable, N nilpotente, y
DN = ND.



Capitulo 7

Producto tensorial

7.1 Existencia y unicidad del producto
tensorial
Sea A un anillo y sean M y N un A-médulo a derecha y a is-

quierda, respectivamente. Si P es un grupo abeliano, diremos que
una funcién ¢ : M x N — P es bilineal A-balanceada si

e ¢ eslineal en la primera variable: para todom, m’ € M,n € N
¢(m+m',n) = @(m,n) + ¢(m',n).

e ¢ eslineal en la segunda variable: para todom € M, n,n’ € N,
¢p(m,n+n') = p(m,n) + p(m,n').

e ¢ es A-balanceada: paratodoa € A,m € Myn € N,

p(ma,n) = ¢(m,an).

Escribimos Bil4 (M, N; P) al conjunto de todas las aplicaciones bili-
neales A-balanceadas M x N — P.

Ejemplos.

1.SiIM=N=P=A,elproducto ¢ : (a,b) € Ax Arsabc Aes
bilineal A-balanceado

2. Si M = A" es el A-médulo de vectores filay N = A"*! es el
A-médulo de vectores columna, es bilineal A-balanceada la aplica-

217
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cién ¢ : A" x A1 — A tal que

n

(P((al" ) "an)/ (blr- . -/bn)) = Zaibi-

i=1

3. Si X C RN es un subconjunto compacto y C(X) es es anillo de
funciones continuas sobre X, la aplicacién ¢ : C(X) x C(X) — C(X)
dada por

P(f,8) = /ng

es bilineal y C(X)-balanceada.

4. Si N es un A-moédulo a izquierda y M = N* = homy(N, A),
¢:(f,n) € N“x N f(m) € A.

5. Como subejemplo del anterior, sea k un anillo cualquiera y sean
N = k[X] y M = k™o, Entonces la aplicacion ¢ : M x N — k, dada
por ¢((an)nen, P) = Z;{(lp) aidisip = Z?i%(p) Aix!, es bilineal y A-
balanceada.

El objetivo de construir el producto tensorial M ® 4 N es encon-
trar un objeto de tipo universal que sea equivalente tener una fun-
ciéon ¢ : M x N — P bilineal A-balanceada que una funcién lineal
¢ : M®4 N — P, es decir, se busca un grupo abeliano M ® 4 N tal
que

Bil4 (M x N, P) = Homy(M @4 N, P)

de manera natural. Nos proponemos entonces mostrar que tal obje-
to existe y que es tinico salvo isomorfismos de grupos abelianos.

Proposicién 7.1.1. Sea A un anillo. Sea M un A-mdédulo a derecha y
N un A-médulo a izquierda. Entonces existe un grupo abeliano T y una
funcién T : M x N — T con las siquientes propiedades:

(a) T es bilineal y A-balanceada.

(b) Si P es un grupo abeliano cualquiera y ¢ : M X N — P es una
funcién bilineal A-balanceada, entonces existe un iinico morfismo
de grupos ¢ : T — P tal que ¢ = ¢ o T, es decir, se completa el
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siguiente diagrama en forma conmutativa:

MxNI—p
o
T e

T

(c) Si (T, ") es un par con la misma propiedad, entonces existe un
iinico isomorfismo & : T — T’ de grupos abelianos tal que conmuta

Demostracion. Existencia. Construimos el par (T, T) de la siguiente
manera. Sea F = ZM*N) e] Z-modulo libre con base el conjunto
M x Ny sea K el subgrupo generado por los elementos de la forma

(m+m',n) — (m,n) — (m',n),

(m,n+n')— (m,n) — (m,n)

(ma,n) — (m,an)

conm, m' € M, n,n" € Nya e A. Notemos que estamos haciendo
un abuso de notacién, identificando a un par (m, 1) con la funcién
de M x N — Z quevale 1 enel par (m,n) y 0 en el resto del dominio.

Definimos ahora T = F /Ky denotamos m @ n a la clase de (m, n)
en T. Definimos ademds 7 : M x N — T poniendo t(m,n) = m®@n
paracada (m,n) € M x N.Es inmediato, a partir de cémo se defini6
K, que T es bilineal y A-balanceada. Veamos que T satisface ademas
las otras propiedades.

Sea P un grupo abeliano y sea ¢ : M x N — P una funcién bili-
neal A-balanceada. Como F eslibre con base M x N, existe un tinico
morfismo de Z-médulos h : F — P tal que el siguiente diagrama de
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lineas llenas conmuta:

MxN-2-p

F/K

Como ¢ es bilineal y balanceada, ¢ se anula en K y por lo tanto
induce una flecha ¢ definida sobre el cociente, que es tal que

¢:$on0i:$or.

Notemos que ¢ queda univocamente determinada.
Unicidad. Sea (T’,t’) un objeto con las mismas propiedades de
(T, T) y consideremos el siguiente diagrama de flechas llenas:

MxN-—=T

T/

Como (T, T) tiene la propiedad demostrada anteriormente, existe

un tnico morfismo de grupos T — T tal que 7't = 7'. Anélo-
gamente, existe un tnico morfismo de grupos 7 : T — T tal que
Tt' = 7. Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

MxN—>T

TT//’f
T

ya / IdT
-

T

Por unicidad, resulta entonces que T7’ = Idr. De la misma forma se
demuestra que 7% = ldp. O

Definicién 7.1.2. El grupo abeliano T construido en la prueba de
esta proposicion es el producto tensorial sobre A de M con N y se
nota M ®4 N.
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Observamos que M ®4 N es un grupo abeliano y que {m ® n :
(m,n) € M x N} es un conjunto de generadores para M ®4 N que
satisfacen las siguientes relaciones:

(m+mY@n=men+m @n,
mn+n)=meant+men,
ma®@n=m® an.

Notemos, ademads, que no todo elemento de M ®4 N es necesaria-
mente de la forma m ® n para algin m € My n € N sino que, en
general, un una combinacién lineal finita de ellos con coeficientes
en Z. Los elementos de M ® 4 N de la forma m ® n son los tensores
elementales.

Finalmente, es importante tener en cuenta que la escritura de
un elemento de M ® 4 N en términos de tensores elementales no es
necesariamente tnica; por ejemplo ¥’ @ y +x®y = (x +x') @ y.

Observacion. Para todo x € M, x ® 0 = 0. De la misma forma,
0®y = Oparatodoy € N. Veremos incluso que puede suceder que
x ®y = 0sin que ni x ni y sean cero. Asi, puede ser que M ® 4 N sea
el grupo trivial cero sin que M ni N lo sean: por ejemplo, si M = Zy,
y N = Q/Z, entonces M ®7 N = 0, como veremos mds adelante.

Otro ejemplo se obtiene tomando un anillo A en el que existe
un elemento x € A con x> = 0 sin que x sea cero: en ese caso, si
M=N=A,esclaroquex®@x =1x®@x=1®x>=1®0=0en
M®a N.

Ejemplos.

1. Es Z, ®7 Z = Zy, via la aplicaciéon X ® y — Xy, que tiene inversa
X — X ® 1. Notemos que la buena definicién de esta aplicacién se
sigue de la propiedad universal del producto tensorial aplicada a la
funcioén bilineal Z-balanceada (X,y) € Zy X Z — Xy € Zy,.

2. Zn ®7Q = 0, porque Z, ®7 Q estd generado por elementos de la
formax ® % conx,a,b € Z,b#0,pero
__a _ _ a a a
X®E—x®n%—xn®%—0®%—0
3. Con esencialmente la misma demostracién que el ejemplo 1, se
puede ver que M ®4 A = M, como grupos abelianos, via la apli-
cacion que proviene de (m,a) € M x A — ma € M. La aplicacién
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inversaesm € M— m®1 € M®u A. Observemos que se rata de
un isomorfismo de A-mdédulos a derecha.

4. k[X] @k k[Y] = k[X, Y], mediante la aplicacion
p(x) @q(y) € k[X] @ k[Y] = p(x)q(y) € k[X, Y].

Dejamos como ejercicio calcular la inversa de esta aplicacion.

Notar que en este ejemplo se ve claramente que no todo elemen-
to del producto tensorial es un tensor elemental: en caso contrario,
todo polinomio en dos variables serfa un producto de dos polino-
mios, uno que depende de X y otro que depende de y. Por otro
lado, si es cierto que todo polinomio es una suma de polinomios a
“variables separadas”.

5. El ejemplo 2 puede generalizarse de la siguiente manera: si M es
un A-moédulo de torsién y N es un A-médulo divisible, entonces
M®y N =0. Asi, es Zp~ @z Ly~ = 0.

6. Sim, n € N, Zy @z Zm = Ly, Si (m,n) denota el maximo
comun divisor. En particular, si (m,n) =1, es Z,, ®z Zm = 0.

Observaciéon. Dados dos A-médulos My y 4N y A-submédulos
M C My N C N, podemos considerar los grupos abelianos
M®a Ny M ®4 N'. Es facil ver que hay un morfismo natural de
grupos abelianos M’ ® 4 N — M ® 4 N inducido por las inclusiones
M’ — My N’ — N, pero este morfismo no siempre es inyectivo.

Ejemplo. Sean A = Z, N' = M' = Z,, N = M = Q/Z, vien-
do Z, como subgrupo de Q/Z consideramod la inyeccién 1 +— 1
como una inclusién. Sabemos que Z; ®y Z; = Z; vy, por otro lado,
el grupo Q/Z es divisible y de torsion simultdneamente, de ma-
nera que Q/Z ®z Q/7Z = 0. Luego ninguna morfismo de grupos

Loy Q7,Zy — Q/Z @7 Q/Z puede ser inyectiva.

Si A es un anillo, consideremos el anillo A°P y notemos * a su
producto —recordemos que sus elementos son los mismos que los
de A, con operacién suma también igual a la de A pero con producto
tal que por a * b = ba.

Se puede verificar sin dificultad (jhacerlo!) que A°P es un anillo
(con el mismo 1). Es claro, ademas, que si A es conmutativo, enton-
ces A = A°.5i M es un A-médulo a derecha, entonces M puede
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verse como un A°P-médulo a izquierda si definimos la accién me-
diante a - m = ma.

Proposicién 7.1.3. Si M es un A-médulo a derecha y N es un A-médulo
a izquierda, entonces, con respecto a las estructuras de A°P-mddulos recién
descritas, la aplicacion

M®ANgN®AopM
mRPInN—nRm

es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. Es facil ver que la funcién f : M X N — N ® 400 M
tal que f(m,n) = n ® m es bilineal y A-balanceada; de la misma
forma, la funciéon g : N x M — M ®4 N tal que g(n,m) =m®@nes
bilineal y A°P-balanceada. Una vez hecha esta verificacién, es claro
que f y g inducen isomorfismos, uno el inverso del otro. O

Ejemplos.

1. Sea G un grupo y M un G-médulo a izquierda. Consideremos a
Z como G-médulo a derecha trivial, de manera que n - ¢ = n para
todon € Zy g € G. Entonces

M

Z®Z[G}M: <m_g(m):m€M,g€G>'

2. Sean V' y W dos k-espacios vectoriales. La funcién

V* x W — Homy(V, W)
(¢, w) = ¢(—)w,

donde ¢(—)w denota la aplicacion v € V — ¢(v)w € W, es bili-
neal y k-balanceada y por lo tanto induce un morfismo de grupos
abelianos F : V* @ W — Homy(V,W). La imagen de ¢ ® w es
¢(—)w, una transformacion lineal cuya imagen tiene dimensién 1
({w} es una base de la imagen). Esto nos dice dos cosas: en primer
lugar, que la imagen de F consiste en las transformaciones lineales
cuya imagen es un subespacio de W de dimensién finita y, por lo
tanto, si V y W tienen dimensién infinita entonces F no puede ser
suryectiva. Por otro lado, vemos nuevamente que no todo elemen-
to de V* ®; W es un tensor elemental, pues es claro que no toda
transformacion lineal de V en W tiene imagen de dimension 1.
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En general, dados A-médulos M4 y 4N, el grupo abeliano M ® 4
N no tiene otra estructura que la de un grupo abeliano. En ciertos
casos, sinembargo, este objeto posee maés estructura.

En el ejemplo precedente, vimos que V* ®; W es un k-espacio
vectorial. Como segundo ejemplo, vimosque M @4 A = My A®g
N = N como grupos abelianos y ambos miembros derechos en es-
tos isomorfismos son A-mdédulos.

Proposicién 7.1.4. Sean A, B, C tres anillos y 4Mp y pNc dos bimédu-
los. Entonces M ®g N es naturalmente un A-C-bimédulo.

Demostracion. La estructura de A-C-bimédulo queda determinada
por la férmula

a-(m@mn)-c= (am)® (nc),

extendiendo por Z-linealidad a M ®g N. Es claro que esto estd bien
definido porque, una vez fijados 2 € Ay ¢ € C, la aplicacién
(m,n) € M x N — (am)® (nc) € M®p N es bilineal B-balanceada.
Puede verse sin dificultad que la funcién

AXM®gNxC— M®pgN
(a,m®mn,c) — (am) R (nc)

daa M ® 4 N una estructura de A-C-bimédulo. H

Por otro lado, si f : M — M’ es un morfismo de A-médulos
derechos y ¢ : N — N’ un morfismo de A-mdédulos izquierdos, la
aplicacién

MxN— M @4 N
(m,n) — f(m) © g(n)
es bilineal y A-balanceada, asi que determina un tinico morfismo de

grupos abelianos M ® 4 N — M’ ® 4 N’, que notamos f ® g, carac-
terizado por la identidad

(f@g)(m®n) = f(m)@g(n).



§2. Funtorialidad de ® 225

Ejemplos.

1. Si M es un A-médulo a derecha, entonces M ®4 A = M en tan-
to Z-A-bimédulos. De la misma forma A ® 4 N = N como A-Z-
bimédulos cuando N es un A-médulo a izquierda.

2. Si M es un A-médulo a derecha y N un A médulo a izquierda
y consideramos a M como un Z(A)-A-bimédulo y a N como un
A-Z(A)-bimédulo, entonces M ®4 N es un Z(A)-bimédulo y el
isomorfismo M ®4 N = N ® 400 M es un isomorfismo de Z(A)-
bimédulos. De la misma forma, M ®z4) N = N ®z4) M como
Z(A)-bimoédulos.

3. Elmorfismo de grupos F : V* @ W — Homy(V, W) descripto en
el ejemplo anterior a la proposicién es una transformacioén k-lineal.

4. Dado un anillo A cualquiera y un par de nimeros naturales 7,
s, consideremos el conjunto M,xs(A) = A" con la suma usual de
matrices.

La multiplicacién de matrices hace de este grupo abeliano un
M, (A)-médulo a izquierda y un M;(A)-mdédulo a derecha. En parti-
cular, A" es un M,,(A)-A-bimédulo y A" es un A-M,,(A)-bimé-
dulo, y se tienen los siguientes isomorfismos:

o A, AT 22 AP como M, (A)-M,,(A)-bimédulo.

o A" @y 4y A1 = A como A-A-bimédulo.

e En general, A" @y 4y A = A" como M, (A)-Ms(A)-
bimédulo.

5. Si A es un anillo conmutativo, L un A-médulo libre finitamente
generado y M es un A-médulo cualquiera, entonces hay un isomor-
fismo L* ® 4 M = Homy (L, M).

7.2 Funtorialidad de ®

Dados anillos A, By C y un bimédulo 4Mp, se pueden definir
dos funtores asociados a M:

(—) ®AMchOdA — CMOdB
X—X®a M
f—feldy
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y
M ®g (—) : pModc — aModc
Z— M®pZ
g ldy®g
Ejemplos.

1. SiM = A, el funtor A ®4 (—) es isomorfo al funtor identidad,
es decir, para todo A-médulo X, A ® 4 X = X como A-médulo a iz-
quierda. Cuando X es un A-B-bimdédulo, el isomorfismo precedente
es también isomorfismo de A-B-bimédulos.

2. Si A es un anillo conmutativo y S es un subconjunto multipli-
cativo de A, entonces Ag ® — es isomorfo al funtor localizacion, es
decir, para todo A-médulo M, hay un isomorfismo de Ag-mdédulos

Asg®@a M = Mg

a am
_®m'_>_
S S

con inverso % — % ® am.

3. Si V es un R-espacio vectorial, podemos considerar su comple-
xificacion: V @iV, que tiene una estructura de C-espacio vectorial
paralaquesia+bic Cyv+iwec ViV,

(a+ bi)(v+iw) = av — bw + i(bv + aw).

Por otro lado, C es un C-R-bimédulo y estd entonces definido el
funtor C ®g (—), que es isomorfo a la complexificacién:

CerV=VRIV
(a+ bi) ® v — av + ibv
Maés generalmente, todo morfismo de anillos f : A — B provee a

B de una estructura de A-moédulo, tanto a izquierda como a derecha,
definiendo por ejemplo la accion a izquierda de manera que

a-b= f(a)b.

Esto nos permite considerar los funtores B® 4 (—) : sAMod — gMod
y (=) ®4 B : Mods — Modp. Estos funtores se denominan functo-
res de extension de escalares. Si M es un A-mddulo, B ® 4 M se llama
el B-médulo extendido o inducido.
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Proposicién 7.2.1. Si M es un A-mddulo a derecha, el funtor M ® 4 (—)
preserva epimorfismos.

Demostracién. Sea f : N — N’ un epimorfismo de A-médulos a iz-
quierda. Entonces ld® f: M®4 N — M ® 4 N’ es un epimorfismo,
pues todos los tensores elementales de M ® 4 N’ estan en la imagen
ld® fy M®y N estd generado por tensores elementales. O

Observacion. El funtor M ® 4 (—) no siempre preserva monomor-
tismos. Para ver ésto exhibimos un contraejemplo: Sea f : Zy — Z4
definido por f(1) = 2y consideremos el funtor Z, ®z (—). Tenemos
las siguientes identificaciones:

Id®
Ly Ry, Lp e Ly @7, Ly

g

Ly ————= 1

Para calcular g, seguimos al elemento 1 bajo estas identificaciones.
Llamemos y : Zp ®y Z4 — 77 al isomorfismo a ® b — ab. Entonces

g) =pu((ide f)1e1) =p1®2)=2=0.
Esto nos dice que Id ® f = 0, que no es un monomorfismo.

Sin embargo, se tiene la siguiente propiedad de exactitud a de-
recha:

Proposicion 7.2.2. Sea

f

Ny N> g N3 0

una sucesion exacta de A-modulos a izquierda. Para cualquier A-médulo
a derecha M, la sucesion de grupos abelianos

ld® ld®
MeaN YL Mo N 2% Mo, N0

es exacta.
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Demostracién. Ya vimos que |d ® g es un epimorfismo y es claro que
(ld® g)o(ld® f) =0, pues

(lde@g)o(d® fi(men) =mag(f(n)) =me0=0.
Luego Im(ld ® f) C Ker(ld ® g). Solo nos falta mostrar que
Ker(ld® ¢) C Im(ld ® f).

Sea ) ;m;®@n; € M®4 N tal que }; m; ® g(n;) = 0. Considere-
mos el grupo abeliano

M®@AN/Im(ld® f) = M®@4 Np/(m® f(n) :m e M,n € N)

y definamos ¢ : M x N3 — M ®4 N,/ Im(ld ® f) poniendo

p(m,x) =mex’'

si X' € Nj es un elemento tal que g(x’) = x (recordar que g es epi-
morfismo). La aplicacién ¢ esté bien definida: si x” es otro elemento
de N, tal que g(x”) = x, entonces x’ — x”" € Ker(g) = Im(f), y esto
nos dice que existe y € Nj tal que ¥’ — x” = f(y). Luego

mAxX"=mx"+me f(y) =mx"+me (x' —x")=mxx.

Ahora que sabemos que esté bien definida, es claro que ¢ es bilineal
y A-balanceada, asi que define un morfismo de grupos abelianos

MR N>

4):M®AN3—>W

que, por construccién, es tal que ¢(m ® g(x')) = m @ x’, es decir, tal
que ¢ o (Id ® g) es la identidad de M ® 4 N/ Im(ld ® f).

Si ahora w € Ker(ld ® g), entonces w € Im(ld ® f) si y s6lo si
W=0en M®4 N/ Im(ld® f). Pero entonces tenemos que

@ = (@ g®)) = p((Idw g)(w)) = $(0) =0,
como queriamos ver. O

La proposicion anterior puede generalizarse de la siguiente ma-
nera:
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Proposicién 7.2.3. Dadas una sucesién exacta de A-mddulos a derecha

leNzg

N3 0
y una sucesion exacta de A-modulos a izquierda

h k

M,

M> M;s 0

la sucesion de grupos abelianos

®k
Im(f) ®a My + Na @4 Im(h) Ny @94 My S5 Ny @4 Mz —=0
es exacta.

Demostracion. Esto puede probarse como la proposicién anterior.
Dejamos los detalles como ejercicio. En particular, queda como ejer-
cicio ver la definicién del morfismo 7y del enunciado. H

Observacién. Supongamos que la sucesiéon de A-médulos a izquier-
da

Ny LN, 8

N3 0

es tal que, para todo A-médulo a derecha M, la sucesion correspon-
diente

MRIAN — MR Ny —M®R4 N3 —=0

es exacta. En particular, tomando M = A, la sucesioén de grupos
abelianos

ARAN—= AR AN, —=A®4 N3 ——=0

es exacta. Como sabemos que A ®4 N; = N; como A-médulos a
izquierda y que bajo esta identificacion Id ® f se corresponde con f
(y andlogamente para g), vemos que la sucesion original es exacta.

Hay otra manera de demostrar estas propiedades de exactitud,
aprovechando la relacién de adjuncion entre el funtor de producto
tensorial y el Hom, de la que nos ocuparemos en la préxima seccion.
Esta propiedad tiene ademas la ventaja de que con ella podemos ver
rapidamente la relacién del funtor ® con otras operaciones como la
suma directa.
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7.3 Adjuncién entre ® y Hom

Teorema 7.3.1. Sean A, By C tres anillos y 4 X, pYc Y aZc tres bimd-
dulos. Hay un isomorfismo de C-mdédulos a derecha

Homu (X ®pY,Z) = Homp(Y,Homx (X, Z))
y un isomorfismo de A-médulos a izquierda
Hom¢ (X ®pY,Z) = Homp(X,Hom¢(Y, Z))

Demostracién. la demostracion del teorema es sencilla, pero larga,
con una cantidad considerable de verificaciones de caracter elemen-
tal. Daremos entonces las definiciones de los morfismos relevantes
en el primer isomorfismo y dejaremos tanto las verificaciones como
las definiciones del segundo isomorfismo como ejercicio.

Sea g : X®pY — Z un morfismo de A-médulos. Para cada
y €Y, laaplicacién x — g(x ® y) es un morfismo de A-médulos de
X en Z asi que poemos definir una una aplicacién

¢ :Homu (X ®pY,Z) — Homp(Y,Homyu (X, Z))
g (x—glx®—))
donde, ¢(x ® —)) indica el morfismo y — g(x ® y).
Reciprocamente, dado un morfismo f : ¥ — Homx(X,Z) de

B-moédulos, es claro que el elemento f(y)(x) € Z depende lineal-
mente tanto de y como de x, asi que hay una funcién bilineal

fri(xy) € XxY = fy)(x) € Z.

Como f(by)(x) = f(y)(xb) six € X,y € Yy b € B, la aplicacién
f' resulta B-balanceada y, por lo tanto, define un tinico morfismo de
grupos ¢(f) : X®p Y — Z. Dejamos al lector la verificacion de que,
de esta forma, obtenemos un morfismo de grupos abelianos

¢ : Homp(Y,Homy (X, Z)) — Homu (X ®3p Y, Z)
fr=((x@y) = f(y)(x))

Finalmente, hay que mostrar que ¢ y ¢ son uno el inverso del otro
y que, ademads, son C-lineales a derecha. O
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Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo y sea L un A-médulo libre
finitamente generado, entonces L* ® 4 M* = Homu (L, M*) y
Hom 4 (L, M*) = Hom4 (L, Homy (M, A))
= HOI’I’IA(M ®Xa L, A)
=(M®aL)".
A partir del teorema de adjuncion, es facil obtener una demos-
tracion de la asociatividad del producto tensorial:

Corolario 7.3.2. Sean A, B, C, D cuatro anillos y AMpg, gNc, cPp tres
bimddulos. Entonces hay un isomorfismo de A-D-bimdédulos

(M®gN)®cP=M®p (N ®cP).

Demostracién. Necesitaremos usar el siguiente hecho, cuya prueba
dejamos al lector:

si X e Y son A-D-bimoédulos tales que para todo
A-médulo Z, hay un isomorfismo natural
Hom 4 (X, Z) = Homy (Y, Z2) 1)
de D-modulos a derecha, entonces X = Y.
Consideremos un A-moédulo Z. El teorema de adjuncién nos da iso-
morfismos naturales:
Hom (M ®p N) ®c P,Z)
=~ Hom¢(P,Homs (M ®p N, Z))
= Homc¢ (P, Homp(N,Hom4 (M, Z)))
= Homp(N ®c P,Homu (M, Z))
= Homuy (M ®p (N ®c P),Z)

Esto junto con (7.1) prueba el corolario. O

A continuacién, estudiaremos el comportamiento del producto
tensorial con respecto a la suma directa.

Proposicién 7.3.3. Sea {M; }ic| una familia de A-médulos a izquierda y
pXa un B-A-bimédulo. Entonces existe un isomorfismo de B-modulos

X@4 (DM) = B(X@s M),

iel i€l
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Demostracion. Utilizamos la propiedad universal de la suma directa:
@Dicr M; es una suma directa de la familia { M; };c; si y s6lo si para
todo i € I existen morfismos j; : M; — @,c1M, tales que todo
morfismo con dominio en @;-; M; queda definido a partir de sus
restricciones a cada M,;, esto es, si la flecha natural

Hom (D M;, X) = [ [ Hom4(M;, X)
el icl

f = (f|Mi)i€I

donde f|u, denota f o j; : M; — X, es una biyeccién.
Utilizando ahora la adjuncién del producto tensorial, tenemos
los siguientes isomorfismos:

Homp(X ® 4 (Bic1M;), Z)
=~ Homy (65 M;, Homp(X, Z))
icl

~ [ THom(M;, Homg(X, Z))
icl

>~ [ [Homp(X ®4 M;, Z)
icl

Esto dice que la aplicacién

HOI’nB(X XA (@ Mi),Z) — HHomB(X XA MZ',Z)

iel iel

es una biyeccion, de manera que X ® 4 (B;ec;M;) satisface la propie-
dad universal de la suma directa. Il

Un corolario de la relacién del producto tensorial con la suma
directa es su relacion con los médulos libres:

Corolario 7.3.4. Sean M un A-médulo e I un conjunto. Entonces hay un
isomorfismo de A-médulos izquierdos AU @4 M = M), En particular,
AD g, AU 2 AUIX)), n

Sin embargo, el producto tensorial no conmuta en general con
productos arbitrarios, es decir, ([T; M;) ®4 N es en general distin-
to a [T;(M; ®4 N). Por supuesto, si el producto es finito, es cierto.
Exhibimos un contraejemplo para el caso de un conjunto de indices
infinito:
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Ejemplo. Sea A = k un cuerpo y consideremos los espacios vec-
toriales N = k™ y M = N* = kN. Hay un morfismo natural
E: N*®; N — Homy (kM) k) tal que por Z(¢ ® v)(w) = ¢(w)v
siempre que v, w € kN y ¢ € (kW)™

Claramente = no es un epimorfismo ya que la identidad no esté
en la imagen que, de hecho, s6lo contiene transformaciones lineales

con imagen de dimension finita sobre k. Si el producto tensorial con-
mutara con productos arbitrarios, deberia ser KN @ k) o~ (k(N))N,
es decir, el conjunto de de las funciones de N en k(). Como k™) es
libre con base N, tener una funcién de N en k) es lo mismo que
tener un morfismo k-lineal de k(™) en kN) es decir un endomorfis-
mo. Pero sabemos que no todo endomorfismo de k) proviene de

(kMN)* @ kM),

7.4 Modulos Playos

Vimos anteriormente que si

0 X Y zZ 0

es una sucesion exacta de A-moédulos a izquierda y M es un A-
modulo a derecha, entonces la correspondiente sucesion

MRIPUX—MRuY —>M®®s Z—0

es exacta, pero no es posible afirmar en general que el morfismo
M®j4 X — M®4Y sea un monomorfismo. Hay, sin embargo, casos
particulares en que esto sucede:

Proposiciéon 7.4.1. Sea

0 X2y -2.7 0

una sucesion exacta corta de A-mdédulos a izquierda.
(a) Si P es un A-mddulo a derecha proyectivo, entonces

0—PRINX—PRY —PR®xsZ—0

es exacta.
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(b) Si la sucesion exacta se parte y M es un A-médulo a derecha cual-
quiera, entonces la sucesion

0—PRINX—=PRY ——PR®xs2Z—0
se parte, y en particular es exacta.

Demostracién. (a) Si P = A, vimos antes que la sucesién quedaba
exacta puesto que esencialmente la sucesion tensorizada es la mis-
ma.
Si P = AU utilizamos el hecho de que el producto tensorial
conmuta con la suma directa, y que la suma directa de sucesiones

exactas es exacta.
Si P es proyectivo, existe un A-médulo Q tal que P @ Q = L con
L libre y entonces tenemos un diagrama conmutativo

0 0

L®sg X L®aY L®aZ

0> (PRAX)®(Q®aX)>=(PRAY)D(Q®aY)>(PR4AZ)®(Q®4aZ)>0

I

P®s X P®RAY PRaZ

0

Falta s6lo ver que Idp ® f es un monomorfismo, pero ldp ® f es la
restriccion a (P ®4 X) @ (Q®4 X) de ldp ® f, que sabemos que es
inyectiva.

Dejamos la parte (b) como ejercicio para el lector. O

Ejemplo. Sea A un anilloy S C Z(A) un subconjunto multiplica-
tivamente cerrado. Entonces el funtor As ®4 (—) es exacto, es de-
cir, preserva monomorfismos. Para demostrar ésto, identificamos el
funtor As ® 4 (—) con el funtor de localizacion (—)s. Consideremos
entonces un monomorfismo de A-médulos f : M — N y queremos
ver que fs : Mg — Ng es un monomorfismo.

Sea @ ¢ Ker(fs), de manera que J@ = 0 en Ns. Esto significa
que existe t € S tal que 0s = 0 = tf(m) en N. Pero como f es
lineal, esto nos dice que f(tm) = 0, y entonces tm = 0 en M ya que
f M — N es un monomorfismo. Ahora bien, sitm = 0cont € S,

m __ tm __ 7 — ¢
% = = 0en Mg. Vemos asi que Ker(fs) = 0, como queriamos.
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Definicién 7.4.2. Un A-moédulo a derecha M es playo si el funtor
M ®4 (—) es exacto.

La proposicién anterior dice que los médulos proyectivos son
playos. De la demostracién de la proposicién también se ve que su-
mas directas y sumandos directos de playos son playos. El ejemplo
de la localizacién dice también que la clase de médulos de playos
puede ser estrictamente mds grande que la de los proyectivos. Por
ejemplo,si A =Zy S =7 — {0}, tenemos que As = Q es Z-playo,
pero no es Z-proyectivo. En general, si A es un dominio integroy K
es su cuerpo de fracciones, entonces K es A-playo.

Ejemplo. Sea f : A — B un morfismo de anillos y P un A-médulo
a derecha. Si P es A-playo, entonces el médulo inducido P ®4 B es
B-playo. Esto es cierto pues el funtor (P ® 4 B) ®p (—) aplicado a un
B-médulo a izquierda M es P®4 B M = P®4 M’, donde M’ es
igual a M, pero con la estructura de A-médulo dada por el morfis-
mo de anillos f. Luego (P ®4 B) ®p (—) es isomorfo a la composi-
cién de dos funtores, el primero es la restricciéon de escalares, que es
obviamente exacto pues es la identidad en los morfismos, y el otro
es tensorizar sobre A con P, que es exacto por hipétesis.

7.5 Ejercicios

Productos tensoriales
7.5.1. Muestre que Q ®7 Q = Q.

7.5.2. Sea Aunanilloy M4y 4M A-médulos. Muestre que M ® 4 N
es un End 4 (M)-End 4 (N)-bimédulo.

7.5.3. Sean A y B anillos y M4, aNp y pP médulos. Muestre que
hay un isomorfismo natural

M®4(N®gP) = (M®s N)®pP.

7.54. Sea A un anillo conmutativo, a C A un ideal y M un A-
moédulo. Muestre que hay un isomorfismo natural

Ala®@g M= M/aM.



236 7. Producto tensorial

7.5.5. Sea A un anillo y sean M4 y 4N médulos. Supongamos que
M = Y ,c; M; es suma de una familia de submédulos {M; };c;. Si
M; ®4 N =0aratodoi € I, entonces M ®4 N = 0.

7.5.6. Sea A un anillo y M un A-médulo playo. Si N C M es un
sumando directo, entonces N es playo.

7.5.7. Si A es un anillo conmutativo y M, N son A-médulos playos,
entonces M ®4 N es un A-moédulo playo.

7.5.8. Sea A un anilloy S C A un subconjunto multiplicativamente
cerrado.

(a) Si M esun A-moédulo izquierdo, entonces hay un isomorfismo
As®@a4 M = Mg.
(b) El A-moédulo derecho Ag es playo.

7.5.9. Sea A un anillo y M un A-médulo izquierdo. Entonces M es
playo sii para todo ideal a C A finitamente generado, la aplicaciéon

admea@XaM—am e aM
es un isomorfismo.

7.5.10. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(i) Todo A-médulo a izquierda es playo.

(ii) Todo A-moédulo a derecha es playo.
(iii) Para todoa € A, existe x € A tal que a = axa.

(iv) Todo ideal izquierdo principal estd generado por un idempo-
tente.

(v) Todo ideal derecho principal estd generado por un idempoten-
te.

7.5.11. Criterio local de platitud. Sea A un anillo conmutativo y M un
A-modulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es playo;
(ii) paracadap € Spec A, M, es un Ap-médulo playo;
(iii) para cada ideal maximal m C A, My, es un Ay-moédulo playo.
7.5.12. Sea
0 M M M" 0

una sucesion exacta de A-moédulos.
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(a) SiMy M" playos entonces M’ es playo.
Sugerencia. Este ejercicio no sale de manera obvia y directa. Se sugiere ir
en etapas, pidiendo hipétesis adicionales para poder demostrar primero
versiones més débiles de lo que se pide y después ver que con eso alcanza.
(b) Dar un ejemplo en el que M’ y M sean playos, pero que M" no
lo sea.

Sugerencia. M' y M pueden incluso ser libres).

7.5.13. Sea A un dominio integro,

(a) Probar que si M es un A-moédulo playo, entonces M es sin tor-
sion.

(b) Encontrar un contraejemplo para la reciproca.

Sugerencia. Considerar A = k[x,y] donde k es un cuerpo, M el ideal de A
generado por x e iy que es evidentemente sin torsién y ver que M no es
playo.

(c) Sea K el cuerpo de fracciones de A, ver que si M es sin torsion
y divisible, entonces admite una tnica estructura de K espacio
vectorial compatible con la estructura de A-mdédulo original;
concluir que M es A-playo.

7.5.14. Sean M y N dos A-médulos a izquierda. Ver que si M es A-
proyectivo de tipo finito, entonces la aplicaciéon natural M* ® 4 N —
Hom 4 (M, N) es un isomorfismo.

Sugerencia. Demostrar que si para un M dado es un isomorfismo entonces es tam-
bién un isomorfismo para los M’ que sean sumandos directos de M y para los
M’ = M", finalmente demostrar que para M = A es un isomorfismo.

7.5.15. Sea N un A-mdédulo tal que la aplicacion del ejercicio ante-
rior N* ®4 N — End4(N) es un isomorfismo, demostrar entonces
que N es proyectivo de tipo finito.

Sugerencia. Explotar el hecho de que la identidad de N esta en la imagen.

7.5.16. Sea 4P un A-médulo a izquierda, 4Up un A-B-bimddulo y
pN un B-médulo a izquierda. Se define el morfismo

¢ :Homy (P, U) ®p N — Hom4 (P, U ®p N)
¢(f@n)(p) = flp)@n

Verificar que estd bien definido y que si P es proyectivo y finita-
mente generado entonces ¢ es un isomorfismo. Considerar el caso
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particular de una k-dlgebra A, U = P = A", B = k, C una k-éalgebra
cualquiera, y concluir que M, (A) ®; C = M,(A® C).

7.5.17. Un anillo conmutativo A es absolutamente playo si todos sus
modulos son playos.

(a) Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A es absolutamente playo.
(b) Todo ideal principal de A es idempotente.
(c) Todo ideal finitamente generado de A es un sumando di-
recto de A.
(b) Muestre que un anillo booleano es absolutamente playo.
(c) Si A esun anillo conmutativo absolutamente playoy S C A es

un subconjunto multiplicativamente cerrado, entonces Ag es
absolutamente playo.

7.5.18. Producto tensorial de dlgebras. Sea k un cuerpo y sean A y B
k-algebras. Muestre que A ®i B es un algebra de forma tal que el
producto estd dado por

a®b-a ®@b=(ad") @ (bb).

7.5.19. Sea k un cuerpo, A una k-dlgebra y n, m € N. Muestre que
hay isomorfismos naturales de dlgebras

A[X] 2 k[X] @ A,
M, (A) = M, (k) @ A,

Mum(A) = M, (A) @ My (A).

7.5.20. Algebra tensorial, simétrica y exterior. Sea k un anillo conmuta-
tivo y sea V un k-mo6dulo simétrico. Sea T(V) = @,>oV®", convi-
niendo que V& = ky V®(1+1) — V& @ . Se trata claramente de
un k-moédulo, que resulta una k-dlgebra, llamada k-dlgebra tensorial
de V, con la multiplicacién dada por la yuxtaposicion.

Sea I el ideal bilatero generado por los elementos de la forma
vQw—-—w®uv,conv, w € V,ysea Ip el ideal bilatero generado
por los elementos de la forma v ® w + w ® v. Definimos S(V) =
T(V)/Isy A(V) = T(V)/Ix. Llamamos a S(V) el dlgebra simétrica
y a A(V) el dlgebra exterior. Denotaremos v - - - v a la clase médulo
Isdev1 ® - ®uvpyor A+ Avg asuclase médulo 1.
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Mostrar que estas tres construcciones son funtoriales, que S(V)
es una k-algebra conmutativa y que si V es un k-médulo finitamente
generado, entonces A (V) es también finitamente generado como k-
modulo.

Probar ademds que si A es una k-algebra cualquiera, entonces

Homy (V, A) = Homy_,4(T(V), A).
Si ademas A es conmutativa, entonces
Homy(V, A) = Homy_,15(S(V), A).

Si V es k-libre de base {x1, ..., x,}, muestre que hay un isomorfis-
mos de k-dlgebras S(V) = k[xq,. .., xu).

7.5.21. Sea k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién n y
f: V — V un endomorfismo. Sea A/(V) = Im(V® — A(V)). Ver
que A(V) = @, A/(V). Calcular la dimensién de A’(V') para cada
iy ver, en particular, que dim; (A" (V)) = 1.

Ver que A(f) : A(V) — A(V) (que fue definido en el ejerci-
cio anterior) se restringe para dar varias transformaciones lineales
A(f) : A(V) — A{(V). Como A"(V) tiene dimensién 1, A"(f)
debe ser un multiplo de la identidad. Muestre que

A" (f) = det(f) ldpn (v

Deducir de lo anterior y de la funtorialidad de A" que det(go f) =
det(g) det(f).

7.5.22. Sea M un A-moédulo a derecha de torsiéon y N un A-médulo
a izquierda divisible, entonces M ® 4 N = 0. Calcule Gpe @z Gpe.
Demuestre que el tnico producto (distributivo con respecto a la su-
ma) que se puede definir en Gy~ es el idénticamente nulo.

7.5.23. Probar que si n, m € Z son tales que (n,m) = 1 entonces
Zn ®Z Zm — O.

7.5.24. Calcular Zyn» @7, Zyn.

7.5.25. Sea G un grupo y M un Z[G]-médulo, es decir, un grupo
abeliano sobre el cual actta G. Sea Z el Z|G]-mé6dulo definido por
g-n =nparatodon € Z, g € G. Entonces:
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(a) Homy(Z,M) = {m € M : g(m) = m, Vg € G}. Notamos al
espacio de la derecha MC y lo llamamos espacio de invariantes
de M.

() Z@yM = M/(m—g(m):m e Mg € G). Notamos al
espacio de la derecha Mg y lo llamamos espacio de coinvariantes
de M.

(c) Deducir que (—)¢ y (—)g son dos funtores de Z[G]-médulos
en la catetgoria de los grupos abelianos y que (—)% es exacto a
izquierda y (—)¢ es exacto a derecha.

7.5.26. Sea A un anillo conmutativo. Mostrar que si AU = AU),
entonces el cardinal de [ es igual al cardinal de J.

Sugerencia. Usar (—) ® 4 A/m, donde m es algiin ideal maximal de A.

7.5.27. Sea k un anillo conmutativo y sea k — Algc la categoria de
k-algebras conmutativas, con morfismos los morfismos de anillos k-
lineales. Mostrar que las aplicacionesiy :a € A —a®1 € AQkB
yip:b€B —1®b € A®Bhacende A ® B el coproducto de A
y B en la categoria k — Algc.

7.5.28. Sean V' y W dos k-mo6dulos simétricos, demuestre que
S(VeW)=5(V)®S(W)

y que, en particular, k[x] ® k[y] = k[x, y].

7.5.29. Sea A una k-dlgebra conmutativa y sea V un [-médulo. Pon-
gamos M = A ®; V. Muestre que hay isomorfismos de k-4lgebras

Ta(M) = AR T (V),
Sa(M) =A@ S (V)

Aa(M) 2 A @ A(V).

Productos de torsion

7.5.30. Sean M y N grupos abelianos. Consideremos el conjunto

G(M,N) ={(m,k,n) € MXZ x N :km =0,kn = 0}.
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Sean L(M, N) el Z-médulo libre generado por G(M, N) y R(M,N)
el subgrupo de L(M, N) generado por los elementos
(m+m', k,n)— (m,k,n)— (m', kn),
sikm=km' =0ykm=0;
(m,k,n+n") — (m,k,n) — (m,k,n'),
sikm=0ykn=kn' =0;
(m,kk',n) — (mk,k',n),
sikk'm =0y k'n = 0;
(m, kk',n) — (m,k, k'n),
sikm =0y kk'n =0.

Definimos M ® N = L(M,N)/G(M, N).

(a) Si M 6 N no posee elementos de orden finito, M© N =0

(b) Hay unisomorfismo M © N = N ® M.

(c) Dados f: M — M'yg: N — N’ son morfismos de grupos
abelianos, es posible construir un morfismo de grupos abelia-
nos f©g: MON — M’ ® N’ de manera que se cumplan las
siguientes condiciones:

Wsif M—-M,f'" M —->M' ¢g:N->Nyg:N — N
son morfismos de grupos abelianos, entonces
(ffog)e(fog) =(feoflo og).

@ Sif,f - M — Myg g : N — N son morfismos de

grupos abelianos, entonces

(f+flog=fog+fog

fog+s)=fog+fog.

(iii) Si M y N son grupos abelianos, es Idy; © ldy = ldpen.

(d Sif: M — Myg:N — N sonisomorfismos, entonces el
morfismo f ©® g: M® N — M’ ® N’ es un isomorfismo.

(e) Si M, M', Ny N'son grupos abelianos, entonces hay isomor-
fismos naturales

MoM)YONX(MON)® (M ©N)
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MoO(NeN)2 (MoON)eaMo (Mo N).

Sea

0 M’ M M 0

una sucesion exacta de grupos abelianos y sea N un grupo abe-
liano. Entonces hay una sucesién exacta

d

foldy goldy M// O N

0O——MON—MON

®Id ®ld
oMo NI Mo N EEN e N —— 0

para un cierto morfismod : M © N — M’ ® N.

Si M es un grupo abeliano y n € N, calcule M © Z,.

Si M es un grupo abeliano, sea T(M) C M el subgrupo de los
elementos de torsién. Muestre que hay un isomorfismo M ©
Q/ZZ = T(M).

Sea p un ndmero primoy S = {p' : i € Ny}. Se trata de un
conjunto multiplicativamente cerrado en Z, asi que podemos
considerar la localizacién Zg. Si M es un grupo abeliano, des-
criba el grupo M © Zg.

Sean M y N grupos abelianos tales que si m € M tiene orden
finitoky n € N tiene orden finito /, entonces (k, ) = 1. Muestre
que MON = 0.

Muestre que si M y N son grupos abelianos finitos, entonces
M®N=M®ON.



Capitulo 8

Teoremas de Morita

8.1 Equivalencias de categorias

En este capitulo estudiaremos las respuestas a la siguiente pre-
gunta: ;Cudndo dos anillos A y B son tales que las categorias de A-
modulos y de B-mddulos son equivalentes?

Esta informacion resulta muy ttil ya que muchas de las propie-
dades de un anillo no dependen de él sino de la categoria de mo-
dulos asociada. Por ejemplo dos anillos A y B cuyas categorias de
moédulos sean equivalentes verificaran Z(A) = Z(B)y A/[A, A] =
B/[B, B].

Los teoremas 8.2.4 y 8.2.5 responden completamente a la pre-
gunta. Ambos fueron demostrados por Morita en los afios ‘60, es
por esta razén que los teoremas similares demostrados posterior-
mente en otros contextos llevan el nombre de “teorema tipo Mori-
ta”.

Comenzaremos discutiendo una situacion genérica:

Sean A y B dos anillos, y supongamos que se tienen dos bimé-

dulos 4 Pp y Q4. Estos inducen dos funtores

(—) ®a P:Mody — Modp
(—) ®p Q : Modg — Mod 4

donde Mod 4 (resp. Modp) denota la categoria de A-mdédulos (resp.

B-moédulos) a derecha. Estos dos funtores son siempre exactos a de-
recha y preservan sumas directas, pero en general no son equiva-

243



244 8. Teoremas de Morita

lencias. Componiéndolos, se obtienen funtores

MOdA — MOdA MOdB — MOdB
M— M®4(Po3Q) X— X®p(Q®aP)

No hay razones a priori que permitan decir que M = M ® 4 (P ®5 Q)
como A-moédulos (y resp. con los B-médulos).

Hacemos entonces las siguientes suposiciones adicionales: P ® 4
Q = B (isomorfismo de B-bimédulos) y Q ®p P = A (isomorfismo
de A-bimédulos), entonces M ®4 (P ®@p Q) = M ®4 A = M para
todo A-médulo My X ®p Q®a P = X®p B = X para todo B-
modulo X. Esto dice que uno puede “ir de una categoria a la otra”
sin perder informacién. Notar de cualquier manera que la compo-
siciéon de (—) ®4 P con (—) ®p Q no es el funtor identidad, sino
naturalmente isomorfo a la identidad (ver definicion 9.3.2).

Ejemplo. Sea A un anillo cualquiera, n € Ny B = M, (A). La mul-
tiplicacién usual de matrices da una estructura de A-B-bimédulo a
P := A"y de B-A-bimédulo a Q := A™*!. Llamamos {e, ..., e,}
a la base candnica de P como A-médulo a izquierda 'y {fi,..., fu}
a la base canénica de Q como A-moédulo a derecha. Demuestre en-
tonces que las aplicaciones determinadas por

P®@p,a)Q— A Q4P — M,(A)
¢i ® fj — 0; fi®ej— e

(en donde ¢;; es la matriz con un uno en la fila i columna j y ceros
en los demds lugares) estan bien definidas y son isomorfismos de
bimédulos.

La siguiente definicién formaliza el concepto de categorias equi-
valentes:

Definicién 8.1.1. Dos categorias ¢, © se dirdn equivalentes en caso
de que existan funtores F : € — Dy G:® — Ctalesque GoF =
lde y Fo G = Idp, donde “=” significa “isomorfismo natural”. Los
funtores F y G se llamaran equivalencias.

Las propiedades categoéricas conservadas por equivalencias pue-
den ser entendidas (o mejor dicho deducidas) en términos de adjun-
ciones, por lo que demostramos el siguiente Lema:
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Lema8.1.2. Sea F : yMod — gMod una equivalencia, con cuasi-inverso
G, entonces F es adjunto a derecha y a izquierda de G.

Demostracion. En primer lugar, notamos que si M, N € Obj(¢), en-
tonces F induce una biyeccion entre los espacios de morfismos F :
Homg (M, N) = Homg (F(M), F(N)). Esto es una consecuencia de
que Go F = Id¢ y de que F o G = Idp, pues estas tltimas dos igual-
dades dicen que G o F : Homg(M,N) = Homg¢(GF(M), GF(N))
para todo par de objetos de €, y su anédlogo para Fo G en D. O

Consideramos ahora un A-médulo M cualquiera y un B-médulo
X cualquiera. Sean F : ;)Mod — gMod y G : gMod — 4Mod dos
funtores que dan una equivalencia. Se tienen entonces los siguientes
isomorfismos naturales:

Homy (M, G(X)) = Homp(F(M), F(G(X)) = Homg(F(M), X)

La naturalidad del tltimo isomorfismo se debe a la naturalidad del
isomorfismo F(G(X)) = X. Esto demuestra que F es adjunto a iz-
quierda de G. Para ver que ademads es adjunto a derecha, utilizamos
que G también es una equivalencia, por lo tanto se tienen isomor-
tismos naturales

Homg(F(M), X) 2 Hom (G(F(M)), G(X)) = Hom(M, G(X))

donde el primer isomorfismo estd dado por aplicar el funtor G y el
segundo proviene del isomorfismo natural G(F(M)) = M.

Corolario 8.1.3. Sea F : yMod — pMod una equivalencia. Entonces
F preserva sumas directas, productos directos, niicleos, coniicleos, mono-
morfismos, epimorfismos, objetos inyectivos y objetos proyectivos.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los teoremas 9.3.4 y
9.3.5, validos para adjunciones en categorias arbitrarias. O

Corolario 8.1.4. Sea F : \Mod — gMod una equivalencia, entonces F
preserva generacion finita y cogeneracion finita.

Demostracion. Es consecuencia de la caracterizaciéon dada en la Pro-
posicién 4.3.1 de la propiedad de ser finitamente generado, y de la
definicién misma de finitamente cogenerado (definicién 4.3.2). Vea-
mos por ejemplo que F conserva objetos finitamente generados.
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Sean M un A-médulo finitamente generado y (X;);c; una familia
de B-moédulos. Sea p : e X; — F(M) un epimorfismo arbitrario
de B-moédulos, y llamemos G al funtor cuasi-inverso de F. Como
G es una equivalencia, G preserva sumas directas y epimorfismos,
entonces G(p) : ®ic;G(X;) — GF(M) es un epimorfismo. Como
GF(M) = M es finitamente generado, entonces existe un subcon-
junto finito | C I tal que la restriccién a ®;c;G(X;) de G(p) sigue
siendo suryectiva, aplicando ahora F obtenemos que la restriccién
de p a ®jc;X; es suryectiva, concluimos entonces que F(M) cumple
con la propiedad que caracteriza a los médulos finitamente genera-
dos. O

Dado que se trata de adjunciones entre categorias de médulos,
en donde el Hom es un grupo abeliano, se puede obtener una ver-
sion mas fuerte de los teoremas de adjuncién mencionados anterior-
mente:

Teorema 8.1.5. Sean A, B dos anillos y F : \.Mod — gMod un funtor
que admite un adjunto a derecha G : gMod — sMod. Entonces F es
exacto a derecha y G es exacto a izquierda.

Demostracion. En particular, F preserva epimorfismos y G preserva
monomorfismos, propiedad que ya conociamos a partir del teorema
anterior.

Para demostrar este teorema vamos usar del Lema 5.4.2, que es
la traduccién en términos del funtor Hom de la propiedad de exac-
titud.

Delineamos ahora la demostraciéon del teorema de exactitud a
derecha (resp. a izquierda) de funtores con adjunto a derecha (resp.
a izquierda), dejamos los detalles como ejercicio.

Consideremos (con las notaciones del teorema 8.1.5) una suce-
si6n exacta de A-médulos

M—-N-—-T—0
Por el Lema 5.4.2,
0 — Homu4 (T, G(X)) — Homy (N, G(X)) — Homy (M, G(X))

es una sucesion exacta de grupos abelianos para cualquier B-m6-
dulo X. Utilizando ahora la naturalidad de la adjuncién obtenemos
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que
0 — Hompg(F(T), X) — Homp(F(N), X) — Homg(F(M), X)

es una sucesion exacta de grupos abelianos para todo B-médulo X.
Concluimos entonces a partir del lema anterior a 5.4.2 que

F(M) — F(N) — F(T) — 0

es una sucesion exacta de B-moédulos. La exactitud a izquierda de G
es dual. n

Observacién. El enunciado anterior sigue siendo valido para funto-
res adjuntos entre categorias aditivas.

Corolario 8.1.6. Sea F : \Mod — pMod una equivalencia, entonces F
es un funtor exacto.

Ejemplo. Sean 4Pp, Q4 dos bimédulos tales que P ®p Q = A
y Q®p P = B como bimédulos. Consideremos las equivalencias
F=Q®4(—): aMod — pMody G = P®p (—) : pMod — 4Mod.
Entonces Q = F(A) como B-médulo a izquierda, luego Q es B-
proyectivo, P = G(B) como A-médulo a izquierda, luego P es A-
proyectivo. Considerando las equivalencias entre categorias de mo-
dulos a derecha (=) ®4 Py (—) ®p Q tenemos también que Q es
A-proyectivo a derecha y P es B proyectivo a derecha. Concluimos
asi que la proyectividad de P y Q con respecto a sus dos estruc-
turas es condicién necesaria para que estos funtores induzcan una
equivalencia.

Enumeramos a continuacién algunas de las propiedades que son
preservadas por equivalencias entre categorias de médulos.

Proposicién 8.1.7. Sea F : ;)Mod — pMod una equivalencia, entonces
para todo A-médulo M:

1. El conjunto de submédulos de M, ordenado por inclusion, estd en
correspondencia biunivoca con el conjunto de submédulos de F(M).
Esta correspondencia preserva el orden.

2. M es un A-médulo finitamente generado si y sélo si F(M) es un
B-médulo finitamente generado.
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3. M es noetheriano (resp. artiniano) si y sélo si F(M) es noetheriano
(resp. artiniano).

4. M es indescomponible si y sélo si F(M) es indescomponible.

5. M es simple si y sélo si F(M) es simple.

Demostracion. 1. Dado un submédulo N de M y la inclusién iy :
N C M le asignamos el submédulo de F(M) obtenido mediante
Im(F(iy) : F(N) — F(M)) C F(M). El hecho de que F preserve
el orden es consecuencia de que preserva monomorfismos. Es claro
que G induce (de manera anéloga a F) una aplicacién del conjunto
de submoédulos de F(M) en el de GF(M) = M.

2. Si bien este resultado ya lo conociamos, lo incluimos aqui porque
puede ser considerado también como consecuencia de 1.

3. Es consecuencia directa de 1. utilizando la definicién de cadena
ascendente (resp. descendente).

4. Es claro que si M es descomponible entonces F(M) es descompo-
nible, luego F(M) indescomponible implica M indescomponible. La
otra implicacién se demuestra de la misma forma utilizando G en
vez de F.

5. M es simple si y s6lo si el conjunto de sus submoédulos estd da-
do por {{0}, M}. En este caso el conjunto de submédulos de F(M)
(utilizando 1.) es {{0}, F(M)}, por lo tanto F(M) es simple. Por si-
metria la reciproca también es cierta. O

Corolario 8.1.8. Sea A un anillo cualquiera y n € N, entonces

o A es noetheriano a izquierda (resp. a derecha) si y sélo si el anillo de
matrices My (A) es noetheriano a izquierda (resp. a derecha).

e A es artiniano a izquierda (resp. a derecha) si y sélo si My, (A) es
artiniano a izquierda (vesp. a derecha).

e A es un anillo semisimple si y sélo si M, (A) es un anillo semi-
simple.

Demostracién. Sabemos a partir del primer ejemplo de este capitulo
que A"y ATX" son dos bimédulos que establecen una equivalen-
cia entre las categorias de A-médulos y M, (A)-médulos (version a
derecha y version a izquierda), y entonces estamos en condiciones
de utilizar la proposicién anterior. O
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Observacion. La parte de semisimplicidad resulta un corolario de
la altima proposicion pues hemos tomado la siguiente definicién: A
es semisimple (a izquierda) si y sélo si todo A-médulo (a izquierda)
se descompone en suma directa de simples. Existe otra caracteriza-
cién de los anillos semisimples: A es semisimple (a izq.) <= todo
A-médulo (a izq.) es proyectivo <= todo A-mddulo (a izq.) es
inyectivo. Con esta caracterizacién, la invariancia por matrices de
la semisimplicidad es corolario del hecho de que las equivalencias
preservan proyectivos (e inyectivos).

8.2 Teoremas de Morita

Por razones de comodidad, durante esta seccién consideraremos
moédulos a derecha en vez de modulos a izquierda. Veremos de cual-
quier manera que todos los teoremas de esta seccién son simétricos
en el sentido de que las afirmaciones que se demuestran para las
categorias de mddulos a derecha siguen siendo validas si se cambia
la palabra derecha por izquierda.

Definicién 8.2.1. Sean A y B dos anillos. Diremos que A es equiva-
lente Morita a B si las categorias Mod 4 y Modp son equivalentes.
Notaremos A ~ s B.

Resulta claro que ~) es una relacién de equivalencia.

Ejemplos.

1. Sean A y B anillos tales que B ~j; A. Sabemos entonces que se
tienen los isomorfismos de anillos B = Endp(B) = End4(G(B))
donde G : Modp — Mody, es el funtor que da la equivalencia.
Como B es B-proyectivo de tipo finito, entonces G(B) es un A-mo-
dulo de tipo finito, luego B queda caracterizado como el anillo de
endomorfismos de cierta clase de médulos proyectivos de tipo fini-
to. Si A es tal que todo médulo proyectivo de tipo finito es libre (por
ejemplo A un cuerpo, o un anillo de divisién, o un d.i.p., 0 un anillo
local), entonces todo anillo equivalente Morita a A es isomorfo a un
anillo de matrices con coeficientes en A.

2. Sean k un cuerpo, A = k X ky B = k x My(k). Es un ejercicio
sencillo verificar que A ~)1 B, y uno puede preguntarse si existen
n,m € N tales que los anillos M,(A) y M,,(B) sean isomorfos. La
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respuesta es no, por un simple argumento de dimensién y divisibi-
lidad: la dimensi6n sobre k de M, (A) es 2.n% y la de M,,(B) es 5.m?,
y nunca puede ser cierta la igualdad 2.n> = 5.m? (n,m € N) pues en
la factorizacién de 2.12, el primo 2 aparece una cantidad impar de
veces, y en 5.m? aparece una cantidad par. Observamos que k X k es
un anillo tal que existen proyectivos de tipo finito que no son libres,
un ejemplo es k x k?, cuyo anillo de endomorfismos es justamente

B =k x Mp(k) = Endy (k) x Endi(k?) = Endy (k x k?)

Como ejemplo fundamental recordemos que si A y B son tales
que existen bimédulos 4 Ppy pQ4 que verifican PQpQ = Ay Q®4
P = B (como bimoédulos) entonces A ~j; B. Veremos en esta secciéon
que esta clase de ejemplos agota todas las posibilidades.

Supondremos que los funtores que dan la equivalencia son adi-
tivos, es decir que vale F(f +¢) = F(f) + F(g) si f, g son morfismos
y F es el funtor. De cualquier manera esta suposicion es superflua
pues se puede demostrar que todo funtor entre categorias de mo-
dulos que admite un adjunto es aditivo.

Para la demostracién del primero de los teoremas principales de
esta secciéon comenzaremos con dos lemas sencillos:

Lema 8.2.2. Sea F : Mod 4 — Modp un funtor que es una equivalencia,
entonces:

1. Para cada par de A-médulos My N, F induce un isomorfismo de
grupos abelianos Hom 4 (M, N) — Homp(F(M), F(N)).

2. Para cada A-médulo M, el funtor F induce un isomorfismo de ani-
llos End o (M) — Endg(F(M)).

Demostraciéon. En ambos casos, es claro que F induce biyecciones. Al
ser F aditivo, dichas biyecciones son morfismos de grupos. Para el
punto 2. notamos que el producto en End es la composicion, luego
que F preserve el producto y la unidad se debe sencillamente a la
funtorialidad. O

Lema 8.2.3. Sean M4 y Ny dos A-mdédulos a derecha y F : Mody —
Modp una equivalencia. Entonces

F :Homyu(M,N) — Homg(F(M),F(N))
es un isomorfismo de End 4 (M)-End 4 (N)-bimddulos.
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Demostracion. Sabemos que es una biyeccion, basta ver que F es
End 4 (M)-End 4 (N)-lineal.

Sean f € Homy(M,N), ¢ € Enda(M) y ¢ € Ends(N). Es un
ejercicio sencillo ver que en este caso la estructura de bimédulo de
Hom 4 (M, N) esta dada por la composicion, es decir ¢.f.¢) = ¢po f o
. Aplicando F y utilizando la funtorialidad tenemos

F(¢.f-¢) = F(¢) o F(f) o F(¢).

A su vez, como la estructura de End 4 (M)-End 4 (N)-bimo6dulo de
Homp(F(M), F(N)) esta dada por la identificacion de los anillos
Ends (M) = Endg(F(M)) (resp. con N) via F, luego

F(¢) o F(f) o F(p) = ¢.F(f)-9,
es decir que F es End 4 (M)-End 4 (N)-lineal. O

El siguiente teorema describe todas las equivalencias entre cate-
gorias de modulos.

Teorema 8.2.4. (Morita) Sea F : Mod 4 — Modp una equivalencia con
inverso G : Modp — Mod 4. Entonces existen bimddulos 4Pp vy pQa
tales que F = Hom 4 (pQa, —) y G = Homgp(4 P, —).

Demostracion. Sea M un A-moédulo a derecha, consideremos la si-
guiente cadena de isomorfismos naturales:

F(M) =~ Homg(B, F(M)) = Hom (G(B), M)

Llamando Q a G(B) queda casi demostrado el primer isomorfismo
del teorema, pues soélo falta ver que Q es un B-A-bimédulo y que
los isomorfismos anteriores son de B-A-bimédulos.

Considerando a B como B-mddulo a derecha, tenemos el isomor-
fismo de anillos B = Endg(Bg, Bp) (notar que de haber considerado
modulos a izquierda tendriamos Endp(gB, gB) = B°P). Ademas G
induce un isomorfismo de anillos Endg(B) = End4(G(B)). Como
G(B) es claramente un Endg(G(B))-A-bimdédulo, entonces es un B-
A-bimoédulo. La A-linealidad de los isomorfismos antes menciona-
dos es consecuencia del Lema 8.2.3.

El otro isomorfismo de funtores es completamente andlogo, si X
es un B-moédulo:

G(X) =2 Homy (A, G(X)) = Homg(F(A), X)
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Llamamos P := F(A) que es, de manera andloga a Q, un A-B-
bimoédulo. O

Observaciéon. Una consecuencia del teorema anterior es que Py Q
quedan simétricamente relacionados entre si, pues si observamos
las férmulas del teorema para F y G y especializamos en A y en B
obtenemos que

P =F(A) = Homy(5Qa, A) =: Q"4
Q - G(B) = HOI’I’IB(APB, B) =: P*B

Como corolario del teorema 8.2.4, se tiene una segunda caracte-
rizacién de las equivalencias entre categorias de médulos que escri-
bimos en forma de teorema:

Teorema 8.2.5. (Morita) Con las mismas notaciones que el teorema an-
terior, se tienen isomorfismos de funtores:

F=(—)®pP
G=(-)®aQ

Demostracién. A partir del teorema 8.2.4 sabemos que

F = Homy(5Qa, —)
G= HomB(APB, —)

Por otro lado, para cualquier bimédulo se tienen transformaciones
naturales

(=) ®a4 (Q)** — Homa(pQa, —)
(—) ®p (P)*B — Homp(4Pp, —)

Estas transformaciones naturales son isomorfismos naturales siem-
pre que Q sea A-proyectivo de tipo finito y P sea B-proyectivo de
tipo finito. Este es el caso que nos concierne pues las equivalencias
preservan objetos proyectivos y finitamente generados y Py Q son
imégenes por equivalencias de A y B que son trivialmente proyec-
tivos finitamente generados.
Notar que por la observacién anterior sabemos que (Q)*# =

y que (P)*8 = Q, por lo tanto podemos escribir F & (—) ®p Py
G = (—) ®4 Q como queriamos probar. O
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Con este tltimo teorema se demuestra un hecho notable, que es
la simetria en la definicién de equivalencia Morita. Resulta en prin-
cipio un poco molesto que para definir una relacién de equivalencia
entre anillos, haya que elegir o bien los médulos a derecha, o bien lo
modulos a izquierda, pero a partir de la caracterizacién del teorema
anterior se tiene el siguiente corolario:

Corolario 8.2.6. Sean A y B dos anillos. Las categorias sMod y pMod
son equivalentes si y solo si son equivalentes las categorias Mod 4 y Modp.
Ademds cualquiera de estas dos condiciones implica que las categorias
AMod 4 y pModg son equivalentes, donde 4Mod, indica la categoria
de A-A-bimédulos, analogamente para B.

Demostracion. A partir del teorema 8.2.5 sabemos que toda equiva-
lencia entre médulos a derecha estd dada por tensorizar con dos
bimédulos 4Py pQ4 tales que PRpQ = Ay Q®4 P = B. En-
tonces, tomando los funtores Q ®4 (—) y P ®p (—) obtenemos una
equivalencia entre los médulos a izquierda. La reciproca es también
cierta, para ésto hay que demostrar versiones andlogas de los teore-
mas 8.2.4 y 8.2.5 para médulos a izquierda, las demostraciones son
similares, cuidando algunos detalles como por ejemplo que el anillo
Hom (4 A, 4 A) es isomorfo al anillo A% en vez de a A.

Teniendo P y Q como antes, es claro que el funtor Q ®4 (—) ®4
P: sMod 4 — pModp es una equivalencia, pues su inverso es P ®p
(—) X®B Q : BMOdB — AMOdA. ]

Corolario 8.2.7. Sean A y B dos anillos equivalentes Morita, entonces
e Z(A) = Z(B) (isomorfismo de anillos).
e A/[A,A] = B/[B, B] (isomorfismo de grupos abelianos).
Demostracion.
Z(A) = HOIIIA_A(A, A)
>~ Homp_ p(Q®R®4AR4P, QR4 AR, P)
= Homp_p(Q®a P, Q®a P)

= HOIIIB,B(B, B)
>~ Z(B)

y todos estos isomorfismos son de anillos.
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Para el segundo punto, observamos que la categoria 4Mod,4 se
identifica con las categorias sjcMod y Mod 4¢, donde A® = A ®7 AP
(analogamente para B). Utilizando el teorema 8.2.5, el funtor Q ® 4
(—) ®4 P debe ser necesariamente de la forma P ® 4 (—) o bien
(=) ®4c Q, donde Q y P son dos bimédulos sobre Ay B¢. El lector
puede verificar que P=P®;Q y Q = Q ®y P sirven. También
es facil verificar (de hecho ya lo hicimos en el punto anterior) que
PRuc A= A®Ae@%P®AA®AQ = B, por lo tanto

A/[A A2 ARy A

]

Ejemplo. Sea k un cuerpo y n € N. Si se quiere calcular Z(M,(k)),
una opcion es demostrar “a mano” a partir de que una matriz que
conmuta con cualquier otra en particular conmuta con las matri-
ces elementales, obtener asi condiciones sobre la matriz para lle-
gar, luego de penosas y largas cuentas, a ver que las tinicas matri-
ces que conmutan con cualquier otra son multiplos de la identidad.
Otra manera es, a la luz de la equivalencia Morita entre k y M, (k),
aplicar el corolario anterior y obtener Z(M,(k)) = Z(k) = k. Otra
aplicaciéon elemental al dlgebra lineal es por ejemplo responder a la
pregunta jcudndo una matriz es combinacion lineal de conmutado-
res? Para esto sabemos que M, (k)/[M,(k), M, (k)] = k/[k k] = k,
por lo tanto [M,(k), M, (k)] es un subespacio de codimensién uno,
luego es el nicleo de algtn elemento del dual. Es conocido que
tr(M.N — N.M) = 0, por lo tanto [M,(k), M, (k)] C Ker(tr), pero
como tienen la misma dimension resultan subespacios iguales.

8.3 Contextos

En esta secciéon veremos la nocién de contexto de Morita, que
junto al teorema 8.3.2 facilitan enormemente la tarea de verificaciéon
en casos concretos de que dos anillos sean equivalentes Morita.
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Comenzamos comentando el caso en que A ~); B. Por el teo-
rema 8.2.5 sabemos que existen bimédulos 4Pp y gQ 4 que inducen
(a través del producto tensorial) la equivalencia entre las categorias
de A-médulos y de B-médulos. Recordamos también que el anillo
A = End4(A) se identifica con Endg(F(A)) = Endp(P) y que Q se
puede tomar como P*B. Tenemos entonces dos aplicaciones natura-
les:

e v:P®pQ — Endp(P) definida por p ® ¢ — (x — p.¢p(x)),
e la evaluaciéon u : Q ®4 P — B definida por ¢ @ p — ¢(p).

Entre estos dos morfismos se verifican las siguientes propiedades
de compatibilidad:

e Para todo ¢, y en P*, pen P, p.v(p ® ) = u(¢p ® p).p. En
efecto:

(@0(p@9))(x) = (¢-(pp(=))(x)) = ¢(p-$(=))(x)
= ¢(py(x)) = (p)p(x) = (u(¢ @ p).9)(x)

e Paratodop, p'en P, Y en P*, v(p @ ¢).p' = pu(p @ p’). En
efecto:

o(p@p)p’ = py(p) = pulyp©p’)
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 8.3.1. Dados dos bimédulos 4Pp y pQ4 y dos morfismos
de bimédulosu : Q®4 P — Byv: P ®pQ — A (nonecesariamen-
te isomorfismos), se dice que (A, B, P, Q, u,v) es un contexto Morita
entre A y B en caso de que se verifiquen las siguientes condiciones
de compatibilidad:

v(p@q).p =pulgep)
u(gep)g =qo(pe4q),
paratodop,p’ € P,q,4' € Q.

Cuando u y v son isomorfismos, P y Q inducen una equivalen-
cia.
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Teorema 8.3.2. Sea (A, B, P,Q,u,v) un contexto Morita tal que u y v
son epimorfismos, entonces u y v son isomorfismos. En particular A resul-
ta equivalente Morita a B.

Demostracion. Consideremos 14 € Im(v), luego existen p, ..., pr
elementosde Py gy, ...,q, elementos de Q tales que

1a= ) v(pi®q).
i=1

Definimos s : A — P ®p Q a través de la formula

r

=) a(pi ® ).

i=1
Es claro que s es un morfismo de A-mdédulos a izquierda, veremos
que es el inverso de v (en particular s serd un morfismo de bimédu-
los). Calculamos para esto explicitamente las composiciones so v y
vos:

)
o(pR@q)pi®gi =Y pulgp) ®q;
i—l

p@u(q® p;) qz—Zp@wv pi ® ;)
i=1

Mﬂ

s(v(p®@gq)) =

~.
I
[y

I
-

Il
—_

1
r

=(p®q) ) v(pi®q)=p®q
=1

r

o(s(a)) = Y olap; ©4) = .Y o(p; @ i) =

i=1 i=1
La demostracién para ver que u es también un isomorfismo es com-
pletamente analoga. O

Ejemplos.

1. Sea R un anillo cualquiera y e € R tal que e = ¢?>. Consideremos
el anillo e.R.e. Es claro que P = e.R es un e.R.e-R-bimédulo y que
Q = R.e es un R-e.R.e-bimédulo. La multiplicacién de R induce
morfismos de bimédulos

u:Re®,ree.R — R
v:e.RQrRe—eRe
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Es claro que v es siempre suryectiva. En cambio la imagen de u es
R.e.R, o sea el ideal bilatero generado por e. Hay veces en que es-
to dltimo es facil de calcular, por ejemplo si R es un anillo simple.
Como corolario del teorema 8.3.2 se tiene el siguiente resultado: si
e € R es un idempotente tal que R = R.e.R, entonces R ~p; e.R.e.

2. Como subejemplo del ejemplo anterior, considerar R = M, (A)
donde A es un anillo cualquiera y e la matriz que tiene un uno
en el lugar (1,1) y cero en el resto. El anillo .M, (A).e consiste de
las matrices que tienen ceros en todas sus entradas salvo eventual-
mente en el lugar (1,1). Este anillo claramente se identifica con el
anillo A. Queda como ejercicio verificar que el ideal bildtero gene-
rado por e es M,,(A). De esta manera hemos vuelto a demostrar que
My (A) ~p A.

Ejercicio. Sean A y B dos anillos tales que A ~)s B. Demuestre que
existe un contexto Morita entre A y B que da la equivalencia.

8.3.1 Acciones de grupos sobre anillos y contextos
Morita

Asi como en la teoria de k-mdédulos, al considerar las acciones
de grupos sobre los médulos nos interesaban las acciones k-lineales,
al trabajar con anillos nos interesardn particularmente las acciones
de grupos que respeten la estructura de anillo. Sean entonces A un
anillo y G un grupo finito que actta en A por automorfismos de
anillos, es decir, se tiene una aplicacion

GxA— A
(8,a) — g(a)

que es una accién y que verifica ademds que para cada § € G,
¢(—) es un automorfismo de anillos (i.e. ¢(a +a') = g(a) + g(a’),
g(a.a") = g(a).g(a") Va,a’ € Ay g(14) = 14). En estas condiciones,
siempre es posible construir dos anillos asociados a A y a G que
estan en contexto Morita, estos anillos son A (el subanillo de inva-
riantes) y A x G (el producto cruzado de A con G). Antes de ver la
construccién, veamos dos ejemplos de acciones de grupos por auto-
morfismos de anillos.
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Ejemplos.
1. Sea A un anillo cualquiera y G C Aut,,i;s(A), entonces clara-
mente G actia en A por automorfismos de anillos.

2. Si A =C, G = Z actta en C por conjugacion.

3. Sea X un conjunto y G X X — X una accién de G sobre X. Sea
k un anillo conmutativo y consideramos A = kX = Func(X,k), el
conjunto de funciones de X en k con la estructura de anillo heredada
de k punto a punto. Entonces G acttia sobre A a través de la férmula

GXxA— A
(8.0) = (x = f(g7'(x))

El lector podra verificar sin dificultad que ésta es una accién por
automorfismos de anillos.

Ejercicio. Sea G un grupo que acttia por automorfismos de anillos
en un anillo A, entonces A® = {a € A / g(a) = aVg € G} esun
subanillo de A.

Damos ahora la definicién del producto cruzado:

Consideramos A[G] con su estructura aditiva habitual pero con
una estructura multiplicativa diferente. Si a,a’ € A, g,¢' € G se
define

(ag).(a'g") := (ag(a"))(gg")

y se extiende dicha definicién bilinealmente a los demds elementos
de A[G].

Ejercicio. Con ese producto, el conjunto A[G] es un anillo asociativo
con 1 (;cudl es el uno?), que se llama producto cruzado de A por Gy
se denota A x G

Observacion. Adn teniendo A x G un producto distinto en general
al de A[G], contiene de cualquier manera a A como subanillo, y
tambien el morfismo evidente Z[G] — A x G es un morfismo de
anillos.

Los anillos A® y A x G son construcciones naturales a partir del
anillo A y de una accién de G sobre A por automorfismos. Una rela-
cién importante entre ambos estd dada por la siguiente proposicion:
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Proposicién 8.3.3. Sea A un anillo y G un grupo finito que actiia en A
por automorfismos de anillos. Entonces AC estd en contexto Morita con
A xG.

Demostracion. Debemos exhibir bimédulos Py Q que satisfagan la
definicién de contexto. Para esto tomamos, como grupos abelianos,
P = Q = A, pero con diferentes acciones.

Es claro que P = A es un A®-médulo a derecha. Sia.g € A x G
y x € A definimos

(ag)-x = ag(x).
El lector podra verificar que esta definicién cumple con los axiomas
de accién. Hacemos notar que si b € A, entonces ag(x).b = ag(xb).
Esta dltima igualdad dice que las acciones de A x G y A® son com-
patibles, por lo tanto P es un A x G-A¢-bimédulo.
Consideramos a Q = A de manera obvia como un A°-médulo
a izquierda, y definimos

x.(ag) = g~ (xa),
dondea,x € Ay g € G. Definimos ahora dos morfismos:
H:PR,6Q—=AxG  T:Q®a.cP — A°

ula®b) = Z ag(b)gt(a®b) = Z g(a.b)
g€G g€t

Veremos la buena definicién, dejamos como ejercicio verificar que
son morfismos de bimédulos.
Six,y € A, ac A®, entonces

(xa@y) =) xag(y)g = )_ xg(ay)g = u(x @ ay)
geG g€G

Enelcasode 1,seanx,y,a € Ay h € G, entonces
t(x(ah) @ y) =t(h~"(xa) @ y)

=) g™

g€t

=Y gh M (xah(y))
geG

=Y §'(xah
g'eG
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Veamos ahora la compatibilidad de y y 7: sean x,y,z € A entonces

xu(y ®2) —x<2yg )

geG

=Y ¢ ' (xyg(z
gceG

—y gl

gcG

(g )
geG
=T(x®Y)z

Por otro lado

]

Observacién. Una pregunta natural en este punto es: jcudndo el
contexto entre A® y A x G es una equivalencia? En virtud del Teo-
rema 8.3.2, basta ver cuando p y T son morfismos sobreyectivos. El
mas sencillo es T, pues es un promedio. Es claro que si |G| es inver-
sibleen A ya € AC, entonces a = H@ Yeecg(a) = t(a®1). Por
otro lado, Im(y) es un subbimédulo de A x G, o sea, un ideal bila-
tero, luego Im(y) = A x Gsiysoélosila.g € Im(p). Esto significa
que existen ay, ..., ar,by,..., by € Atalesquel = pu (};_1a;®b;) =
Yic1 Ygec 4ig(bi)-g-
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Definicién 8.3.4. Sean A un anillo y G un grupo que actta por au-
tomorfismos de anillos en A. Diremos que la accién de G sobre A es
Galois si existen elementos ay, ..., 4s,b1,...,bs € A tales que

> 1 sig=1g,
a;. bi = .
izzl 8(bi) {O sig # 1.

Sila accién de un grupo G sobre un anillo A es Galoisy ay, .. ., as,
by, ..., bs son los elementos de la definicién de Galois, entonces

DIETIES w LSS of ST PR

i=1g€G geG \i=1
Luego, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 8.3.5. Sea A un anillo y G un grupo que actiia por automor-
fismos de anillos tal que |G| es inversible en A y la accion de G es Ga-
lois. Entonces la categoria de A®-mddulos es equivalente a la categoria de
A x G-médulos.

Ejemplos.

1. Sea k un anillo tal que 1/2 € ky A = k[x]. Sea G = Z; que
actiia en A a través de x — —x. Ver que A® = k[x?], pero la accién
no es Galois. Demuestre que G acttia (con la misma férmula) en
A’ :=k[x,x1], y en ese caso la accién es Galois.

2. Considerar A = k[x,y] y G = Z; actuando por permutacion (i.e.
y +— xy x — v). Probar que A® = k[s,t] dondes = x+yyt=xyy
que la accién no es Galois. Sea 6 := x — v, ver que G actda en A[6!]
(el localizado de A en las potencias de J) y que la accién de G es
Galois en A[671].

8.4 Ejercicios

8.4.1. Sea F : y)Mod — gMod un funtor cualquiera. Ver que:
1. F preserva productos finitos si y s6lo si F preserva sumas fini-
tas.

2. Si F preserva sumas finitas (o productos finitos), entonces F es
aditivo (i.e.si F(f +g) = F(f) + F(g) para todo par de morfis-
mos A-lineales f, ).
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8.4.2. Sea F : C — D un funtor entre dos categorfas C y D. Supon-
gamos que F admite un funtor adjunto a derecha que llamaremos G.
Demostrar que si G’ es otro funtor adjunto a derecha de F entonces
G = G, es decir G(X) = G'(X) para todo objeto X de la categoria
D, y ese isomorfismo es natural (sugerencia: demostrar primero que
el ejercicio es equivalente a probar que existe un isomorfismo natu-
ral Hom¢ (M, G(X)) = Hom¢(M, G'(X)) para todo objeto X de D
y M de C.

8.4.3. Sea F : yMod — gpMod un funtor que admite un adjunto a de-
recha G : pMod — gMod. Demostrar que existe un B-A-bimédulo
X tal que G = Homp(X, —) y que F = X ®4 —, ademas la clase de
isomorfismo (como bimédulo) de X queda univocamente determi-
nada.

8.4.4. Probar quesi A ~y; By A’ ~j; B’ entonces A x A’ ~); B x B’
y que A®z A" ~y B®y B

8.4.5. Sean (ny,...,n.)y (my,..., my) dos r-uplas de nimeros natu-
rales y k un anillo cualquiera, ;Es My, (k) x My, (k) x - x My, (k)
equivalente Morita a M, (k) x M, (k) x --- x My, (k)? Suponga-
mos que k es un cuerpo, ;qué dimension tiene el centro de estas dos
algebras?

8.4.6. Sea A el anillo de matrices triangulares superiores de 2 x 2,
ie A :{ < g ZC) ) ,a,bce k} donde k es un cuerpo, ;(Es A equiva-
lente Moritaa ko a k x k?

8.4.7. Sea G un grupo finito que acttia en un anillo A.

1. (Maschke) Probar que si ﬁ € Ay f: M — N es un epimor-
tismo de A x G-moédulos que se parte como morfismo de A-
modulos, entonces f se parte como morfismo de A x G-médu-
los. En particular, si A es un anillo semisimple y |G| inversible

en A, entonces A x G es semisimple.
2. Probar que si A es noetheriano entonces A x G es noetheriano.

3. Concluir quessi |G| € Ay la accién es Galois, entonces A semi-
simple (resp. noetheriano) implica AC semisimple (resp. noe-
theriano).
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8.4.8. Consideremos a Z; actuando en C por conjugacién. Demos-
trar que C¢ = Ry que C x Zp = M,(R). (Nota: sale de dos maneras
diferentes). ;Es Galois la accién de Z; sobre C?

8.4.9. Ver que la categoria de A x G-mddulos consiste en la catego-
ria cuyos objetos son A-médulos munidos de una accién del grupo
G tal que vale la siguiente relacién de compatibilidad:

gla.m) = g(a).g(m)
y los morfismos son los morfismos A-lineales que conmutan con la

accion de G.

1. Sea M un A x G-médulo, ver entonces que
MC ={meM/g(m)=mV¥me M}

es un A®-médulo.

2. Si consideramos a A como un objeto de ,cMod 4, entonces
verque A ® axg M = MC.

3. La accién de A en M induce un morfismo A ® 4c M® — M
de tal manera que el siguiente diagrama (salvo eventualmente
multiplicacion por |G|) es conmutativo:

A®AGMG M

®1
A®AG (A@ANGM)VJ>A XGRawg M

Concluir que si |G| es inversible en A y la accién de G sobre A
es Galois, entonces A ® 46 MC — M es un isomorfismo.

8.4.10. Sea A un anillo tal que todo médulo proyectivo de tipo finito
es libre (por ejemplo un cuerpo, o un d.i.p. como Z 6 Z[i], 6 k[x] 6
k[x, x~1]), entonces los tinicos anillos equivalentes Morita a A son
isomorfos a M,,(A) para algun n € N.

8.4.11. Sea A un anillo y G un grupo que acttia en A por auto-
morfismos de anillos tal que la accién es Galois y 1/|G| € A. De-
muestre que si A es tal que todo A®-médulo proyectivo de ti-
po finito es libre (por ejemplo A® un cuerpo, o un d.i.p.) entonces
AxG = M,(A®) donde n = |G| (notar que este es el caso del
ejercicio 8.4.8). Calcular Z(A x G).



264 8. Teoremas de Morita



Capitulo 9

Categorias: algunas
definiciones y construcciones
universales

9.1 Categorias

En este capitulo se tratardn nociones bésicas de categorias que
son necesarias a lo largo del curso, haciendo énfasis en los ejemplos
mas utilizados a tales fines.

9.1.1 Definiciéon de Categoria y ejemplos basicos

Daremos, en esta seccion, la definicién de categoria, y presenta-
remos varios ejemplos ilustrando la definicién.

Definicién 9.1.1. Definir una categoria C es dar los siguientes datos:

e Una clase (no necesariamente un conjunto) de objetos, que se
denotard Obj(C).

e Para cada par de objetos X e Y de C, un conjunto de flechas
de X en Y, que se denotarda Hom¢(X,Y) (o a veces [X,Y], o
[X, Y]CI o C(X, Y), o MO”C [X/ Y])

Estos satisfacen los siguientes axiomas:

C1: Si X, X', Y, Y’ son objetos de C y o bien X # X' obien Y # Y/,
entonces Home (X, Y) # Home (X', Y').

265
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C2: Para cada terna de objetos X, Y, Z de C estéd definida una fun-
cién que llamaremos composicion

Hom¢ (Y, Z) x Home (X, Y) — Home (X, Z)
(f8)—fog

que es asociativa (en el sentido obvio).

C3: Para cualquier objeto X, existe un elemento de Hom¢ (X, X)
que es un elemento neutro (tanto a derecha como a izquierda)
con respecto a la composiciéon de morfismos que salen de, o
que llegan a X. Tal morfismo (se puede ver que es tnico) se
denota Idy.

Damos a continuacién la notacién para categorias usuales, sefia-
lando primero los objetos, y luego las flechas:
Ejemplos.
Gets Conjuntos y funciones.

¥LUect (k un cuerpo), los k-espacios vectoriales y las transformacio-
nes k-lineales.

AMod (A un anillo), los A-mdédulos (por ejemplo a izquierda) y los
morfismos de A-médulos.

& Grupos y homomorfismos de grupos.
2Ab Grupos abelianos y homomorfismos de grupos.

ZMod Los A-médulos Z-graduados, y los morfismos de A-médu-
los graduados.

Getsy Los pares (X, xp) donde X es un conjunto no vacioy xg € X,
un morfismo f : (X, x9) — (Y, yo) es una funcién f : X — Y tal que

f(x0) = yo.

Topy Los pares (X, xg) donde X es un espacio topoldgico no vacio y
xo € X, un morfismo f : (X,x9) — (Y, yo) es una funciéon continua
f:X — Ytalque f(x) = yo.

2An; Anillos con 1, morfismos de anillos que preservan la unidad.

2An Anillos (no necesariamente unitarios), morfismos de anillos (i.e.
funciones a la vez aditivas y multiplicativas).

k — Alg k-algebras (k es un anillo conmutativo con uno) y morfis-
mos de k-algebras.
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k —Algd k-algebras conmutativas.

C°F Dada una categoria C, se define Obj(C°?) = Obj(C) y para cada
par de objetos X e Y: Homgo (X, Y) := Home(Y, X), y la compo-
sicion f ooy ¢ := g o f. Entonces C°F resulta también una categoria,
que se denomina la categoria opuesta.

Otro ejemplo de categoria es aquella formada por los conjun-
tos ordenados como objetos, y las funciones crecientes como mor-
fismos.

Por otro lado, si I es un conjunto ordenado, podemos definir una
categoria tomando como objetos a los elementos de I y como flechas

Hom(i,j) — {{*} o

@  siiy jno estdn relacionados.
donde {*} denota a un conjunto con un tnico elemento. La transi-
tividad de la relacion < hace que la composicién esté bien definida,
y el hecho de que siempre i < i asegura la existencia del morfismo
identidad.

Si M es un monoide con elemento neutro, entonces la categoria
con un dnico objeto {*} y cuyas flechas estdn definidas de la forma
Hom({*},{*}) = M resulta efectivamente una categoria, definien-
do la composicién de funciones como el producto en el monoide.

9.1.2 Isomorfismos, monomorfismos y epimorfismos
categoricos

La definicién mas sencilla que se puede hacer a partir de los
axiomas de categorias es la de isomorfismo:

Definicién 9.1.2. Sea C una categoria, dos objetos X e Y de C se
dirdn isomorfos si existen morfismos f : X — Yy g:Y — X tales
que f o g = Idy y go f = Idy, en tal caso denotaremos X = Y.

Un isomorfismo en la categoria de conjuntos es una biyeccion,
los isomorfismos en las categorias de grupos, también son los mor-
fismos que son biyectivos, pues si una funcién es un morfismo de
grupos y ademads es biyectiva, entonces la funcién inversa también
resulta un morfismo de grupos. En la categoria de médulos sobre
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un anillo fijo sucede lo mismo. Llamamos la atencién sin embar-
go a que aun cuando se tenga una categoria en donde los objetos
sean conjuntos provistos de alguna otra estructura adicional, y las
flechas sean un subconjunto del conjunto funciones entre los obje-
tos, la nocién de isomorfismo no tiene por qué coincidir con la de
biyeccion. Presentamos los siguientes dos ejemplos.

En la categoria de espacios topolégicos, un isomorfismo es un
homoeomorfismo, es decir, una funcién continua f : X — Y biyec-
tiva con inversa f ! : Y — X también continua.

Un ejemplo de biyeccién que no es un homeomorfismo es consi-
derar un mismo conjunto, pero definir dos topologias diferentes en
él, una contenida en la otra, digamos (X, 7) y (X, 7’) en donde to-
do abierto de T’ pertenece a T, pero con T estrictamente mayor que
7’. Entonces la funcion identidad (X, 7) — (X, ) es continua, pero
su inversa, que es de nuevo la funcién identidad, en este caso vista
como funcién de (X, 7’) en (X, T) no es continua. Observamos que
esta funcién “identidad”, en realidad es la funcién identidad de X,
pero no la identidad de (X, ).

Otro ejemplo es el caso de la categoria cuyos objetos son los ele-
mentos de un conjunto ordenado y cuyos morfismos son las fun-
ciones crecientes. Esta categoria se llamara un poset. Si (X, <) es un
conjunto ordenado con una relacién de orden no trivial (es decir,
tal que existen por lo menos dos elementos distintos x e y tales que
x < y), definimos sobre X otra relaciéon de orden, que estd dada
por x < x,Vx € X, ysix # y, entonces x no estd relacionado con y;
llamemos <’ a esta nueva relacién. Si consideramos la funcién iden-
tidad de X, como morfismo (X, <') — (X, <), es una funcion (notar
que como la relacién <’ es trivial, cualquier funcién con dominio en
X es creciente) y biyectiva, pero (X, <) % (X, <).

Sea C) la categoria con un tnico objeto {*}, y Hom({x}, {*}) =
M donde M es un monoide con elemento identidad, entonces M es
un grupo si y sélo si todo morfismo es un isomorfismo.

Ademads de la nocién de isomorfismo, hay muchas otras defini-
ciones que se pueden hacer en el contexto genérico de una categoria.
La clave de estas definiciones es encontar una caracterizacion, en
términos de diagramas de flechas, de la propiedad que uno quiere
generalizar, es decir, de una nocién que uno conoce en una categoria
y desea contar con esa construccién en alguna otra categoria. Cual-
quier definicién hecha con diagramas con flechas puede ser enun-
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ciada en una categoria arbitraria, uno de los ejemplos mas sencillos
es la nociéon de monomorfismo y epimorfismo, que damos a conti-
nuacién en forma de proposicion, en las categorias de conjuntos, y
de moédulos:

Proposicion 9.1.3. Sea f : X — Y un morfismo en la categoria Sets o
AMod (donde A es un anillo fijo). Entonces f es inyectiva si y solo si cada
vez que §,h : Z — X son dos morfismos (en las respectivas categorias)
tales que f oh = f o g, entonces g = h.

Demostracién: En la categoria de conjuntos esta proposicién es ob-
via, en la categoria de médulos es la proposicién 3.3.3 del capitulo
3.

Definicién 9.1.4. Dada una categoria C, un morfismo f : X — Y se
dird un monomorfismo siy sélo si, para todo objeto Z y para todo par
de morfismos g, h : Z — X tales que f o g = f o h, entonces g = h.

Reescribiendo esta definicién, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 9.1.5. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria C,
entonces f es un monomorfismo si y sélo si, para todo objeto Z la funcion
de conjuntos

f+« : Home(Z, X) — Home(Z,Y)
h— foh

es inyectiva.

La nocién de monomorfismo categérico en la categoria de mo-
dulos coincide con la nocién de monomorfismo definida anterior-
mente. Como ejemplos extremos podemos comentar que todo iso-
morfismo es un monomorfismo (verificarlo!), y en categorias donde
el Hom sea o bien vacio o bien un conjunto unitario, todo morfismo
es un monomorfismo.

Dejamos como ejercicio verificar que en la categoria de espacios
topoldgicos y funciones continuas, los monomorfismos son las fun-
ciones continuas inyectivas. Sin embargo, como lo muestra el si-
guiente ejemplo, la nocién de monomorfismo categérico no tiene
por qué coincidir con la de inyectividad.

Ejemplo. Consideremos la categoria formada por los grupos abe-
lianos divisibles y los homomorfismos de grupos. La proyeccién al
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cociente p : Q — Q/Z es un morfismo en esta categoria pues tanto
Q como Q/Z son divisibles. Claramente la proyeccion al cociente no
es una funcién inyectiva, sin embargo afirmamos que es un mono-
morfismo en esta categoria. Para ello consideremos un grupo abe-
liano divisible G y dos morfismos de grupos f, g : G — Q, suponga-
mos que f # g, veremos entonces que necesariamente po f # pog.

Como f # g, existe x € G tal que f(x) —g(x) = Lconrys
ntmeros enteros distintos de cero. Como G es divisible, existe x’ €
G tal que rx’ = x, cambiando x por x’ podemos suponer que r = 1.
Con similar argumento, el elemento x puede siempre elegirse de
manera tal que s # =£1, de esta manera, la clase de % en Q/Z es
distinta de cero, es decir (po f)(x) # (pog)(x).

La nocién de epimorfismo es la nocién “dual” de monomorfis-
mo. Dado un enunciado a través de flechas, uno siempre puede dar
vuelta el sentido de las flechas y asi obtener un nuevo enunciado
que se suele llamar enunciado dual. Méas formalmente, una defini-
cién dual en una categoria C no es otra cosa que la misma definicién
pero enunciada en la categoria C°7.

Definicién 9.1.6. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria C,
diremos que f es un epimorfismo en caso de que para todo objeto Z,
dados dos morfismos g,/ : Y — Z tales que go f = ho f, entonces

g=h.
La definicién puede reformularse de la siguiente manera:

Proposicién 9.1.7. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria C. Son
equivalentes:

1. f es un epimorfismo.

2. Para todo objeto Z, la funcion de conjuntos

f* :Hom¢(X,Z) — Home(Y, Z)
h— hof

es inyectiva.
3. f € Hom¢(X,Y) = Homeop (Y, X) es un monomorfismo en C°F.

Todo isomorfismo es un epimorfismo. En la categorfa de con-
juntos, un epimorfismo es una funcién suryectiva (verificarlo!), lo
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mismo sucede en la categoria de médulos (ver Proposicion 3.4.4 del
capitulo 3).

Damos a continuacién varios ejemplos cuya verificacién queda-
rd como ejercicio.

Ejemplos.

1. En la categoria cuyos objetos son los espacios métricos y cuyos
morfismos son las funciones continuas, aquellas funciones conti-
nuas con imagen densa son epimorfismos categoéricos. Este ejemplo
muestra a su vez que la nocién de isomorfismo no tiene por qué
coincidir con la de un morfismo que sea simultdneamente mono y

epi.

2. En la categoria de anillos unitarios, la incusién Z — Q es un
epimorfismo categérico (otro ejemplo en donde “epi” no significa
suryectividad).

3. Si consideramos el ejemplo de categoria en donde la coleccion
de sus objetos forma un conjunto ordenado, y entre un objeto i y
otro j hay un (tinico) morfismo si y sélo si i < j, como los conjun-
tos Hom({i}, {j}) son o bien vacios o bien unitarios, entonces todo
morfismo es un epimorfismo. Notar que esta es una categoria en
donde todo morfismo es a la vez monomorfismo y epimorfismo sin
necesidad de que todo morfismo sea isomorfismo. ;Para qué rela-
ciones de orden todo morfismo es un isomorfismo?

9.2 Limites y Colimites

9.2.1 Productos

Si X e Y son dos conjuntos, el producto cartesiano X x Y es el
conjunto de pares {(x,y) / x € X,y € Y}. Se observa que toda
funcién de un conjunto Z en X x Y queda determinada de ma-
nera Unica por una funcién de Z en X y otra de Z en Y pues si
f:Z— XxY,dadoz € Z, f(z) € X xY, luego es de la forma
f(z) = (f1(2), f2(z)). La funcién f; se consigue componiendo f con
la proyeccién p1 : X x Y — X, ((x,y) — x), andlogamente f, com-
poniendo f con la proyeccién py : X x Y — Y. Dicho en forma de
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diagrama:

Es decir, dadas f; : Z — Xy fo : Z — Y, existe una tnica funcién
f:Z—XxYtalque f;=pjof,i=1,2.

Esto ultimo permite generalizar la nocién de producto carte-
siano a una categoria C, obteniéndose:

Definicién 9.2.1. Dada una familia {X;};c; de objetos de una cate-
goria C, se define un producto directo [];c; X; como un objeto de C
con las siguientes dos propiedades:

e Vj € I, existe un morfismo p; : [[;c; X; — X;.

e (Propiedad universal) Si Z € Obj(C) y para todo j € I se tie-
ne dado un morfismo f] : Z — X;, entonces existe un unico
morfismo f : Z — [[;c; X; tal que f; = p; o f paratodoi € I.

Observacion. Dados {X;};c; € C, si un objeto producto existe, en-
tonces es tinico a menos de isomorfismos, por lo tanto puede ha-
blarse (suponiendo que exista) de el objeto producto directo.

Demostracién. Sean (X,{m; : X — X;}), (X', {p; : X — X;}) dos
objetos producto. Por la propiedad universal del producto de X, al
tener definidas flechas p; : X’ — X; queda definida una tnica flecha
p: X' — X tal que ;0 p = p;. Simétricamente, como X' también
es un producto, usando las flechas 77; : X — X; queda definida una
unica flecha 77 : X — X’ tal que p; o T = T1;.

ld.
X; —> X;

2 0

7T

X -==X-"=X

Afirmamos que estos morfismos son isomorfismos, uno el inverso
del otro. Para ver ésto, consideramos la composiciéon po 7 : X — X.
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Al calcular la composicién con las proyecciones tenemos las igual-
dades:

mio(pom) = (mop)om=p;omn =7 =7oldy.

Es decir, el diagrama siguiente conmuta usando cualquiera de las
dos flechas.

X i Xi

Luego, por unicidad, tiene que ser p o 7t = Idx. La otra composicion
es analoga. O

Todo morfismo f : X — Y entre dos objetos de una categoria C
induce, por composicioén, para cada objeto Z de C, una funcién entre
los conjuntos f. : Hom¢(Z, X) — Hom¢(Z,Y). Si ahora uno tiene
un objeto [ J;c; X; y para cada j € I morfismos p; : [T;c; X; — Xj, és-
to induce para cada objeto Z funciones (p;). : Home(Z,[Tic; Xi) —
Hom¢(Z, X;). Ahora bien, estas aplicaciones son funciones entre
conjuntos, y en la categoria de conjuntos uno sabe qué es el pro-
ducto cartesiano, luego tener una familia de funciones, una por ca-
da coordenada, equivale a tener una funcién que llegue al producto
cartesiano. Se puede comprobar sin dificultad que una definicién
equivalente de producto en una categoria C puede ser enunciada
de la siguiente manera:

Proposicién 9.2.2. El par (HXi/ tpj T Xi — Xj}jel) es un pro-
icl
ducto de la familia {X;};c1 en C si y sélo si la funcion natural
[ T(pi)+ : Home(Z, [ Xi) — [ [Home(Z, X;)
icl icl icl
f=Apioflier
es una biyeccién para todo Z € Obj(C).

Demostracién. que la funcion natural de la proposicion sea suryecti-
va es precisamente la parte de “existencia” de la definicién de pro-
ducto, la parte de “unicidad” corresponde a que la funcién entre sea
inyectiva. O
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Ejemplos.

1. En la categorias de conjuntos, médulos sobre un anillo, anillos,
grupos (conmutativos o no), el producto categérico es el produc-
to cartesiano, pero ésto no tiene por qué ser siempre asi. Consi-
deremos, dado un cuerpo k, la categoria de k-espacios vectoriales
Z-graduados, donde los objetos son espacios vectoriales provistos
de una descomposicion V = @,z Vy, v los morfismos son trans-
formaciones lineales que respetan la graduacion, es decir, dados
V=8,czVay W = @,z W, dos espacios vectoriales graduados,
Hom¢(V,W) = {f : V— W k-lineales tales que f(V,) C W, Vn €
Z}. Respetar la graduacion es estable por composicion, y el mor-
tismo identidad obviamente respeta la graduacién, por lo tanto los
espacios vectoriales graduados junto con los morfismos graduados
forman una categoria. Se puede probar facilmente (verificarlo!) que
el producto en esta categoria existe, y se calcula coordenada a coor-
denada, es decir, si {Vi};c; es una familia de espacios vectoriales
graduados, entonces el objeto @,cz(ITic; Vi) es el producto categé-
rico.

Si definimos k[n] como el espacio vectorial graduado que en gra-
do n tiene a k y cero en los demds grados, entonces el producto
categorico de {k[n|},cz es un espacio vectorial graduado con un es-
pacio vectorial de dimensién uno en cada grado, es decir es que es
isomorfo a k(%). Si en cambio olvidamos la graduacién, el producto
en la categoria de espacios vectoriales (o en la categoria de conjun-
tos) de los k[n] es k%, que contiene estrictamente a k(%)

2. Otro ejemplo en donde el producto no se calcula como el pro-
ducto cartesiano es el de la categoria en donde los objetos forman
un conjunto ordenado, y en donde existe una (tinica) flecha i — j si
ysblosii < j.Si(k — i,k — j) es un producto, esto significa, por
un lado que k < iy que k < j, ademads la condicion de la propiedad
universal afirma que si existen flechas ¥’ — iy k' — j, entonces
existe una unica flecha k' — k haciendo conmutar el correspondien-
te diagrama. Traduciendo “existe una flecha” por “es menor o igual
que”, la propiedad universal se traduce en “dadounk’ < iy k' <j,
entonces k' < k; en otras palabras, el producto de i y j no es otra cosa
que el infimo entre i y j, que nada tiene que ver con productos carte-
sianos. Este ejemplo muestra ademds que los productos categéricos
no necesariamente existen.
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9.2.2 Coproductos

Definicién 9.2.3. Sea {j; : X; — X}c; una familia de morfismos en
una categoria C indexada por un conjunto I. Diremos que X (junto
con los morfismos j;) es el coproducto de los X; si y s6lo si la familia
{ji + X — Xi}ier es un producto en la categoria C°, se denotard

X = [lier Xi-

Enunciamos la siguiente proposicién, cuya demostracion es ob-
via.

Proposicién 9.2.4. Dada una familia { X; };c 1 de objetos de C, si un copro-
ducto existe, entonces es 1inico a menos de isomorfismo.

Proposicién 9.2.5. Sea {X;};c; un conjunto de objetos de una categoria
C, X un objeto de C y j; - X; — X morfismos; son equivalentes:
e X es el coproducto de los X;.

e Para cualquier objeto Y de C y cualquier familia de morfismos f; :
X; — Y, existe un tinico morfismo f : X — Y tal que f o j; = f;

Xi*>]i X
fi I// 3If
Y

o Dado cualquier objeto Y en C, la funcion natural
[1ji : Home(X,Y) — [ [Home(X;, Y)
icl icl

es una biyeccion.

Demostracién. Se deja como ejercicio. O

Ejemplos.
1. En la categoria de conjuntos, y en la categoria de espacios topo-
16gicos, el coproducto es la unién disjunta.

2. En la categoria de médulos sobre un anillo, el coproducto es la
suma directa.
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3. En la categoria de grupos (no necesariamente conmutativos), el
coproducto de dos grupos G y H no es el producto cartesiano G x
H (para demostrar esto, encuentre un contraejemplo, basdndose en
que los elementos de G conmutan con los de H en G x H).

4. En la categoria de anillos conmutativos con uno, el coproducto
es el producto tensorial sobre Z.

5. Enla categoria de anillos con uno (no necesariamente conmutati-
vos) el producto tensorial sobre Z no es el coproducto (compare con
la categoria de grupos).

6. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordena-
do y existe una (tnica) flechai — jsiy sélosii < j, el coproducto
entre dos elementos i y j es el supremo y por lo tanto no siempre
existe.

9.2.3 Objeto inicial, objeto final, Ker y Coker

En una categoria C, un objeto I se denomina inicial en caso de
que, dado cualquier otro objeto X de C, exista un tinico morfismo
I — X. Como es de esperar, un objeto inicial, si existe, es tinico
salvo isomorfismo. Para ver ésto, si | es otro objeto inicial, existe
un dnico morfismo, llamémoslo j : | — I. Por otro lado existe un
tnico morfismo i : I — J. Si componemos estos dos morfismos
joi: I — I obtenemos un morfismo de I en I, pero como I es un
objeto inicial, el conjunto de morfismos de I en I contiene un tinico
elemento, luego ese tinico elemento tiene que coincidir con joi. A
su vez, Id; : I — I, luego por unicidad, joi = Id;. La cuenta para
ver que i o j = |d; es similar.

Ejemplos.
1. Enla categoria de conjuntos y en la categoria de espacios topol6-
gicos, el conjunto vacio es el objeto inicial.

2. Enla categoria de espacios topolégicos con punto de base, el par
({x0}, x0) es un objeto inicial.

3. En la categoria de médulos sobre un anillo, el médulo {0} es un
objeto inicial. El grupo {eg} es el objeto inicial en la categoria de
grupos.

4. En la categoria de anillos con uno (no necesariamente conmuta-
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tivos), Z es un objeto inicial.

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordena-
do y existe una tnica flecha i — j siy sélosii < j, un objeto inicial
es el minimo. Este podria no existir.

Dualmente, un objeto F en Obj(C) se llama objeto final si, para
cualquier otro objeto X de C existe un tinico morfismo X — F.

Ejercicio. Dada una categoria C, un objeto F es final si y s6lo si F es
un objeto inicial en C°P. Si una categoria C tiene un objeto final, éste
es tnico salvo isomorfismo.

Ejemplos.
1. En la categoria de conjuntos y de espacios topolégicos un con-
junto unitario es un objeto final.

2. Enla categoria de espacios topolégicos con punto de base, el par
({x0}, x0) es un objeto final.

3. En la categoria de médulos sobre un anillo, el médulo {0} es
un objeto final. El grupo {eg} es un objeto final en la categoria de
grupos.

4. En la categoria de anillos con uno el conjunto {0} es un objeto
final (en el anillo {0}, 1 = 0).

5. En la categoria en donde los objetos forman un conjunto ordena-
do y existe una (tnica) flecha i — jsiy sélosii < j, la nocién de
objeto final coincide con la de médximo.

Notamos que a veces el objeto inicial coincide con el objeto fi-
nal, y otras veces no. Una categoria se dice que tiene objeto cero en
caso de que tenga objeto inicial, objeto final, y que éstos coincidan.
Las categorias de médulos sobre algtin anillo, asi como la categoria
de grupos y la categoria de conjuntos (o espacios topolégicos) con
punto de base tienen objeto 0, no asi la de conjuntos o de espacios
topolégicos, ni la de anillos. En una categoria con objeto cero se pue-
de definir la nocién de ntcleo y dualmente de conticleo. Observar
que la nocién de objeto cero es autodual, es decir, C tiene objeto 0 si
y s6lo si C° tiene objeto cero, y el cero de C sirve como cero de CF.

Observacién. Sea C una categoria con objeto cero, entonces, dado
un par de objetos X e Y, el conjunto Hom¢ (X, Y) nunca es vacio



278 9. Categorias

pues siempre existe el morfismo composicion:
X—=0—=Y

La existencia de X — 0 se debe a que 0 es objeto final, y la existencia
del morfismo 0 — Y se debe a que 0 es también un objeto inicial. El
morfismo X — Y definido de esta manera se llama morfismo cero,
y se lo denota también 0.

Definicién 9.2.6. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria C
con objeto cero, un morfismo i : K — X se dice un niicleo de f en
caso de que:

o foi=0.
e Sij: Z — X esun morfismo tal que f oj = 0, entonces existe
un tnico morfismo j : Z — K tal queioj = j. En forma de

diagrama:
K—-xtoy
™
N ]T
EL BN

Se deja como ejercicio verificar que si un morfismo f : X — Y
admite ntcleo, éste es tinico salvo isomorfismo, este objeto se deno-
mina Ker(f), y la flecha Ker(f) — X se suele denominar ker(f).

Comparando esta definicién con la propiedad universal del na-
cleo en el contexto de grupos y de médulos, vemos que la nocién de
nucleo categodrico dada aqui coincide, en estos casos, con la nocién
habitual de ntcleo.

La nocién de contcleo es dual a la de nticleo:

Definicién 9.2.7. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria C
con objeto cero, un morfismo p : Y — C se dice un coniicleo de f en
caso de que:

e po f =0.
e Sij:Y — Z esun morfismo tal que j o f = 0, entonces existe
un tnico morfismo j : C — Z tal que jo p = j. El diagrama



§2. Limites y Colimites 279

correspondiente es:

Ejercicio. Dada f : X — Y, un morfismo p : Y — C es un contcleo
de fenCsiysolosip:C — Yesunnicleode f : Y — XenC.Si
una flecha f admite conticleo, éste es tnico salvo isomorfismo.

Al igual que en caso de nticleo, el objeto conticleo se suele deno-
tar Coker(f), y el morfismo se denota en letras mindsculas.

En la categoria de médulos sobre un anillo, dado un morfismo
f: M — N, el contcleo de f es la proyeccion 7 : N — N/ Im(f).
En la categoria de grupos, si f : G — H es un morfismo de grupos,
el contcleo es la proyeccién al cociente H — H/N(Im(f)), donde
N(Im(f)) es el normalizador de Im(f) en H, es decir, el subgrupo
normal mds chico que contiene a Im( f) (que eventualmente puede
contener estrictamente a Im( f)).

Sif:(X,x9) — (Y,y0) es un morfismo en la categoria Gets
(es decir, f : X — Y es una funcién tal que f(xg) = yp), se puede
comprobar facilmente que Ker(f) = ({x € X / f(x) = yo},x0),
y Coker(f) = (Y/ ~,¥p) donde la relaciéon de equivalencia ~ esta
definida por f(x) ~ yo Vx € X.

9.2.4 Egalizadores y coegalizadores

Si consideramos intuitivamente los nticleos como los objetos for-
mados por elementos que verifican una igualdad, y los contcleos
como cocientes, resulta natural generalizar estas construcciones a
otras categorias en donde la nocién de cero no exista pero si exista
una nocién de “ecuacién” o igualdad, asi como también a categorias
en donde exista la nocién de cociente por una relaciéon de equivalen-
cia.

Definicién 9.2.8. Sean f,g : X — Y dos morfismos en una cate-
goria cualquiera C. Llamaremos un egalizador de f y ¢ a un objeto
E provisto de un morfismo i : E — X tal que foi = goi, que
sea universal con respecto a esa propiedad. Mds precisamente, si
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h:Z — X es un morfismo tal que f o h = g o h, entonces existe un
tnico morfismo h : Z — Etalqueh =ioh

f
EHX Y
\~
\h

A
Z

Ejercicios.
1. Si dos morfismos f, g : X — Y admiten egalizador, éste es tinico
a menos de isomorfismo.

2. Si la categoria admite objeto ceroy f : X — Y, entonces Ker(f)
coincide con el egalizador de los morfismos f,0: X — Y.

La nocién de coegalizador es la dual:

Definicién 9.2.9. Sean f, g : X — Y dos morfismos en una categoria
cualquiera C. Llamaremos un coegalizador de f y g a un objeto C
provisto de un morfismo p : ¥ — Ctalque pof = pogy que
sea universal con respecto a esa propiedad. Mds precisamente, si
h:Y — Z es un morfismo tal que p o f = p o g, entonces existe un

tnico morfismo i : C — Z tal que h = ho p

St
X~ Zy—-c
h,
47 3
V4
Ejercicios.

1. Si dos morfismos f,g : X — Y admiten coegalizador, éste es
Ginico a menos de isomorfismo.

2. Sila categoria admite objeto ceroy f : X — Y, entonces Coker(f)
coincide con el coegalizador de los morfismos f,0: X — Y.

3. Si f,g: X — Y son dos morfismos en la categoria de conjuntos,
entonces el egalizador de f y g consiste en el cociente de Y por la
relaciéon de equivalencia y ~ ¥ <= 3 x € X tal que o bien

y=f(x)ey =g(x), obieny =g(x)ey = f(x).
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4. Si f,g: M — N son dos morfismos entre dos médulos sobre un
anillo A, entonces el coegalizador de f y g es N/(f(m) — g(m)
m e M).

9.2.5 Push-outs y pull-backs (productos fibrados y
cuadrados cartesianos)

La nocién de coproducto se utiliza frecuentemente para cons-
truir un objeto a partir de otros dos, pero puede ocurrir que un ob-
jeto quede determinado por un par de subobjetos sin ser necesaria-
mente su coproducto. Ilustrando este hecho, podemos considerar
un moédulo M generado por dos submédulos M; y My, tales que
M; N M, # {0}, y por lo tanto M # M; @ My, o bien un conjunto
X que sea la unién de dos subconjuntos Yy Z, donde esta unién no
sea necesariamente disjunta.

En el caso de los conjuntos, si se desea definir una funcién con
dominio el conjunto X = Y U Z, es claro que basta definirla por
un lado en Y y por otro lado en Z, pero como puede haber puntos
en comun, las funciones definidas por separado deben coincidir en
zZNnYy.

En el caso de moédulos la situacion es similar, si se tienen defi-
nidos morfismos f1 : M; — Ny fo : My — N,y M = M; + M,
la condicién para que f esté definida en M se puede deducir de la
siguiente manera:

Como M = M;j + My, las inclusiones M; — My My — M
definen un tinico morfismo M; & M, — M que es un epimorfismo.
Por lo tanto M es un cociente de My @ Mj. Si un par (my,my) €
M; @ M; es tal que my + mp = 0 en M, o lo que es lo mismo m; =
—my, como my € My ymy € Mj se sigue que m; y mp son elementos
de M1 N My, luego Ker(M; & My — M) = {(m,—m) : m € MjN
My}.Sif1 @ fo: M1 & My — N, la condicién para que esta funcién
pase al cociente es que se anule en el nucleo, es decir que (f; @
fo)im,—m) =0Vme MiNM, <= fi(m)+ fo(—m)=0VmEe
M; N M;, olo que es equivalente, si y sélosi f; y f» coinciden donde
coinciden sus dominios.

Esta nocién de construir un objeto a través de dos partes, que
pueden tener relaciones entre ellas, es la que se formaliza categori-
camente a través de la definicién de push-out:
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Definicién 9.2.10. Sean f : X — Yy g : X — Z dos morfismos en
una categoria C (ver diagrama).

X2y

5

Z

Un objeto T, junto con dos morfismosi : Y — Tyj:Z — T sellama
un push-out de f y g en C si verifica las siguientes dos condiciones: 1)
iof =jog,y2)esuniversal con respecto a esa propiedad, es decir,
dado un diagrama conmutativo de flechas llenas como el siguiente,
siempre puede completarse de manera tinica y conmutativa con la
flecha punteada:

x Loy
d )
Z—~T.
x Ly
El push-out de un diagrama ¢ se denotard Z] [y Y.
Z
Ejercicios.

1. Sea X un conjunto, Y'y Z dos subconjuntos de X. Demuestre que

YQZ—Y
es un cuadrado push-out.

Z—=YUZ

2. Sea I un objeto inicial en una categoria C con coproductos, X e Y
I—X

dos objetos de C, entonces el pushout de | es X]TY.
Y

3. Sea C una categoria que admite coproductos y coegalizadores,
entonces el push-out de dos morfismos f : X — Yy g: X — Zse
calcula como el coegalizador deiyo f : X — Y[[Zyizof: X —
YIIZ.
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4. Calcule explicitamente el push-out en la categoria de médulos.

f
M—N
5. Ver que en la categoria de médulos, un diagrama | |8 esun
0—T
cuadrado push-out si y sélo si la siguiente sucesion es exacta

0— M- NS

6. Describir al coegalizador como la “composiciéon” de dos push-
outs.

La nocion de pull-back es el concepto dual:

Definicién 9.2.11. Sean f : ¥ — Xy ¢ : Z — X dos morfismos en
una categoria C (ver diagrama).

Y

\f

A ¢
Un objeto T, junto con dos morfismos p : T — Yygq: T — Z
se llama un pull-back de f y g en C si satisface las dos condiciones
siguientes: 1) f o p = g 04, y 2) es universal con respecto a esa pro-
piedad, es decir, dado un diagrama conmutativo de flechas llenas

como el siguiente, siempre se pueda completar de manera tinica y
conmutativa con la flecha punteada:

—=

El pull-back de un diagrama f sedenotard Z]x Y.

N
|
<
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Ejercicios.

1. Sea C una categoria que admite productos y egalizadores, enton-
ces el pull-back de dos morfismos f : Y — Xy ¢ : Z — X se calcula
como el egalizadorde fopy : Y[]Z — Xy fopz:Y][]Z — X.

2. Describir el pull-back en la categoria de conjuntos y en la de mo-
dulos.

3. Describa el pull-back en la categoria de espacios topoldgicos.

T—Y
4. Sea | | un cuadrado conmutativo en una categoria C. Ver
zZ—X
que es un cuadrado push-out (respectivamente pull-back) si y sélo
si para todo objeto W en C, aplicando Hom¢ (—, W) (respectivamen-
te Hom¢ (W, —) ) queda un cuadrado pull-back en la categoria de
conjuntos.

5. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria cualquiera. Probar
X+ X
que f es un monomorfismo si y s6lo si el diagrama 1d f |f esun

X—=Y
pull-back.

6. Enunciar y demostrar la versién dual del ejercicio anterior, con
epimorfismos y push-outs.

9.2.6 Limites

Daremos en esta seccion la definicion de limite (o limite inverso,
o limite proyectivo) y la de colimite (o limite directo, o limite induc-
tivo). Estas son nociones categoéricas. En categorias concretas, como
la categoria de conjuntos o de médulos sobre un anillo, la parte de
los datos que corresponde a los objetos puede interpretarse como las
piezas con las que se construye el objeto limite, y las flechas como
las relaciones que se le imponen. La nocién de limite inverso gene-
raliza la de producto, egalizador, y objeto final, la nocién de colimite
es la nocién dual a la de limite, y como es de esperar generaliza la
nocién de coproducto, coegalizador y objeto inicial.

Para fijar ideas, comenzamos con la construccién del limite en la
categoria de conjuntos.
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Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (I, <) (que
puede ser vacio), una familia de conjuntos {X;};c; y por cadai < j
una funcioén fi<; : X; — X;. A estos datos les pedimos la siguiente
condicién de compatibilidad: si i < j < k, entonces fi<;o fi<x =
fi<k es decir, cada vez que hay tres elementos i,j, k de I tales que
i <j <k, entonces el siguiente es un diagrama conmutativo:

X, ik X;

f,k ifK"
Xi

A un conjunto de datos con esas propiedades se lo llamard un sis-
tema proyectivo. Notemos que si elegimos una familia de funciones
entre varios conjuntos, esta familia siempre esta parcialmente orde-
nada diciendo que una funcién f es menor o igual que otra funcién
g siy sélo si son “componibles”, es decir, si el codominio de f coin-
cide con el dominio de g, luego, tratdindose de datos que contienen
una familia de funciones, resulta natural indexarlos por un conjunto
parcialmente ordenado.

Lo que se busca es agregarle un supremo al conjunto parcial-
mente ordenado I, lo cual significaria agregar un conjunto X;, en
donde, para todo i € I estén definidas funciones f; : X;, — X; (i.e.
que ip > i Vi € I), y que el conjunto I U {ip} siga siendo un siste-
ma compatible, es decir, que para cada i < j, los diagramas que se
agregan

sean conmutativos. Queremos ademas que este conjunto X, sea lo
mas grande posible, es decir, que si un conjunto X’ tiene definidas
funciones g; : X’ — X; compatibles con la relacion de orden de I,
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entonces estas funciones se factoricen a través de X (ver diagrama).

La construccién de un conjunto X;, con tales propiedades puede ser
dada como sigue.

Definir, para cada i € I, una funcién de X en X; es equivalente a
definir una funcién f : X — J];c; X;. Si ademads, paracadai < j, el
diagrama

fi

Y

k ifiﬁ]’

X

X

10

es conmutativo, entonces la imagen de f : X — [];c; X; estd necesa-
riamente contenida en el subconjunto {(x;)ier : fi<j(xj) = x; Vi <
j}. Llamamos lirrll X; a este subconjunto del producto, y definimos

fi + lim X; — X; a la composicién de la inclusién del limite en el

—1I

producto con la proyeccién en la coordenada i-ésima:
hm X; = [Tier X — X;

Por construccion, queda demostrada la siguiente proposicion:

Proposicién 9.2.12. (Propiedad universal del limite) Sean I un conjunto
parcialmente ordenado y { fi<j : X; — Xi}ije1, i<j un sistema proyectivo,
entonces:

e Las funciones f; : 111111 X; — Xj verifican que para todo i < j,

fi<jo fj = fi

e Si{g; Y — X;} es un conjunto de funciones que verifican que
para todo i < j, fi<jo gj = &, entonces existe una inica funcién
g:Y — l{i_rr;Xﬁalqueg,- = fiog
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La proposicién anterior sirve como definicién (en caso de que
exista) del limite de un sistema proyectivo de morfismos en una
categoria arbitraria.

Dejamos como ejercicio la demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 9.2.13. Dados un conjunto parcialmente ordenado I, y un
sistema proyectivo {fi<j : X; — X;}, un objeto X es el limite de este
sistema si y sélo si, para cada objeto Y, Home (Y, X) es el limite (en la ca-
tegoria de conjuntos) del sistema proyectivo {(fi<;)« : Home(Y, X;) —
Hom¢ (Y, X;) }.

Ejemplos.
1. Consideremos un diagrama

X1

It

X2$X3

en una categoria cualquiera. Definamos sobre el conjunto {1,2,3}
el orden parcial en donde el 1 y el 2 no estan relacionados, 3 < 1
y 3 < 2. Llamamos f3<1 := fy f3<2 := g, entonces el limite del
sistema proyectivo {f3<1 : X1 — X3, f3<zo : Xo — X3} no es otra
cosa que el pull-back del diagrama anterior.

2. Sea {X;}c; una familia de objetos de una categoria C indexados
por un conjunto I, y consideremos el orden parcial en I en don-
de ningtn elemento estd relacionado con ningtn otro (es decir, el
conjunto de {fi<; : i,j € I, i < j} s6lo contiene las identidades
Id; = fi<;. Entonces el limite de este sistema proyectivo coincide
con el producto de la familia {X; };c;.

3. Sea I el conjunto vacio, entonces liIIgl es un objeto final.

pa—

4. Los coegalizadores pueden calcularse a partir de dos limites con-
secutivos, de hecho, a partir de dos pull-backs consecutivos. En
efecto, sean f,g : X — Y y consideremos el pull-back

X[y X—=X

L,k

X Y
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En la categoria de conjuntos X[y X = {(x,x') € X x X/ f(x) =
g(x")}, pero como queremos definir el subconjunto formado por
{x € X/ f(x) = g(x)}, una manera es considerar la interseccién
de XTTy X con la diagonal {(x,x) / x € X}, es decir, la imagen de
X en X x X que se define a través del diagrama:

e

XZ-=X[IX

N

X

Llamemos A : X — X]J]X al morfismo definido anteriormente
(que tiene sentido en cualquier categoria). Demostrar entonces que
el egalizador de f y g es el pull-back del diagrama

XTIy X

|

X—5 XTIX
Se deja como ejercicio descubrir cudl es la flecha natural

XJ[x—XJ[x
Y

5. En la categoria de médulos sobre un anillo fijo, el limite de un
sistema proyectivo coincide con el limite visto en la categoria de
conjuntos.

6. Sea k un anillo cualquiera. Consideremos el conjunto N con el or-
den usual y n € N. En la categoria de anillos llamamos k[x]<, :=
k[x]/(x"*1) a los polinomios truncados en grado n. Dado m € N,
sin < m, fa<mk|x]<m — k[x]<, denota la proyeccién canodnica,
probar que 1(1_1%1 k[x]<n = k[|x|], 1as series de potencias formales con

coeficientes en k.

7. Sea I un conjunto parcialmente ordenado que tiene maximo, es
decir tal que existe iy € I tal que iy es comparable con todo elemento
de I yademds iy > i Vi € I. Demostrar quesi { fi<; : X; — X;} esun
sistema proyectivo cualquiera, entonces su limite existe y coincide
con X;, .
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8. En la categoria de conjuntos, si {X;}ic; es una familia de sub-
conjuntos de X, ordenada por el orden inverso a la inclusién, y
se consideran como morfismos también las inclusiones, entonces
1(1_1’1}1 Xi = mieIXi-

9.2.7 Colimites

La nocion dual a la de limite es la de colimite.

Definicién 9.2.14. Sean I un conjunto parcialmente ordenado y sea
{Xi}ie; una familia de objetos de una categoria dada C, y para cada
i,jenIconi < jun morfismo fi<; : X; — X;. La familia de obje-
tos {X;}icr junto con los morfismos fi< j se denominara un sistema
inductivo en caso de que verifique la condicién de compatibilidad
fi<k © fi<j = fi<k paratodoi < j < k.

Definicién 9.2.15. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, { fi<; :
X — X]-} un sistema inductivo. Llamaremos limite directo (o limite
inductivo, o limite inyectivo, o colimite), en caso de que exista, a un
par (X, {fi: X; — X}) que verifique las siguientes propiedades:
e Si Y es un objeto cualquiera, y g; : X; — Y es una familia de
morfismos que satisface que gjo fi<j = g; para todo i < j,
entonces existe un tinico morfismo ¢ : X — Y tal que g; =

go fi

A este objeto X lo denotaremos lin11 X;.

La siguiente proposicion tiene demostracién obvia:

Proposicién 9.2.16. Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Conside-
remos un sistema inductivo { fi<j : X; — X;} en una categoria C.
1. Siun limite directo existe, es 1inico salvo isomorfismo.

2. Un limite directo en una categoria C es lo mismo que un limite in-
verso en la categoria opuesta.

3. Dado un objeto cualquiera Y, el sistema

{(f,é]')* : HomC(Xj, Y) — Home(X;, Y)}
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es un sistema proyectivo. Un objeto X es un limite directo de { X; }ic|
si y sélo si Home (X, Y) es el limite inverso (en la categoria de con-
juntos) de {Hom¢ (X;,Y) }ieg para todo objeto Y.

Ejemplo. En la categoria de conjuntos, si {X;};c; es una familia de
subconjuntos de X, ordenada por inclusién, y se consideran como
morfismos también las inclusiones, entonces lirrll X; = Ujer X;.

—

9.3 Funtores

9.3.1 Definicién y ejemplos

Una vez definido el concepto de categoria, en donde se tienen
en cuenta simultdneamente la nocién de objeto y la de morfismo, el
concepto de funtor resulta natural, pues es un “morfismo” de una
categoria en otra:

Definicién 9.3.1. Sean C y D dos categorias, un funtor F de C en D,
que denotaremos F : C — D, es el siguiente par de datos:

e Una asignacién, para cada objeto X de C, de un objeto F(X)
de D.

e Para cada par de objetos X e Y de C, una funcién
Fxy :Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)).
que verifiquen los siguientes dos axiomas:

F1: Sig: X = Yy f :Y — Z son dos morfismos en C, entonces
F(fog) = E(f) o F(g).
F2: Para todo objeto X de C, F(ldx) = ldgx).

Muchas veces se denomina funtor covariante a un funtor segtn la
definicién anterior. Si en cambio se tiene una asignacion de objetos
X — F(X) y de flechas Fxy : Hom¢(X,Y) — Homp(F(Y), F(X))
que satisface el axioma F1 y el axioma F2": F(f o g) = F(g) o F(f),
entonces F se denomina funtor contravariante.
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Ejemplos.

1. O : & — Gets, dado un grupo G, O(G) es el conjunto G, y si
f : G — G’ es un morfismo de grupos, O(f) es simplemente f,
vista como funcién.

2. O: g)Mod — Gets, dado un A-médulo M, O(M) es el conjunto
subyacente M, si f : M — N es una aplicacién A-lineal entre M y
N, O(f) = f.

3. Se pueden definir de la misma manera, funtores “olvido” de la
categoria Top en Gets, o de Topy en Top (olvidando el punto de ba-
se), de la categoria 4Mod en b, tomando un A-médulo y conside-
rando solamente la estructura subyacente de grupo abeliano.

4. Un ejemplo menos trivial es el funtor “abelianizaciéon” Ab : & —
2(b, definido por

G — G/[G,G]

frf
Notar que si f : G — G’ es un morfismo de grupos, entonces
f([G,G]) C [f(G),f(G)]. Es por eso que la aplicacién de grupos
abelianos f : G/[G,G] — G'/[G',G] estad bien definida. Queda
como ejercicio demostrar la funtorialidad de Ab (es decir ver que
f 0g = f 9] gy que ldG = ldG/[G,G])'

Un ejemplo de construcciéon que no es funtorial es la asignacion,

de & en 2b dada por G — Z(G) (Z(G) = el centro de G). ;Por qué
no es funtorial?

Ejemplos.
1. Si X es un objeto fijo en una categoria C, entonces se tienen dos
funtores en la categoria de conjuntos:

e Hom¢(X,—) : C — Gets (covariante)
Y — Hom¢(X,Y)
(f:Y = Z) — (f« : Home (X, Y) — Home(X, Z))
donde,si¢: X — Y, fi(¢) : X — Z esta definido por f o ¢.
e Hom¢(—, X) : C — Gets (contravariante)

Y — Home¢ (Y, X)
(f:Y—Z)— (ff :Hom¢(Z, X) — Home (Y, X))
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donde,si¢: Z — X, f*(¢) : Y — X esta definido por ¢ o f.

2. Si A es un dominio integro, entonces t : ,Mod — sMod dada
por M — t(M) (la A-torsién de M), es un funtor.

3. De Gets en Top pueden definirse dos funtores “extremos”, usan-
do la topologia discreta: X — (X,P(X)), o la indiscreta: X
(X, {2, X}).

4. De Gets a ® o 4Mod se puede definir el funtor “libre”, es decir
L(X) = el grupo libre generado por el conjunto X, o AX), el A-
modulo libre generado por X. Como definir un morfismo con do-
minio L(X) (resp. AX)) equivale a definir una funcién de conjuntos
sobre X con dominio en otro grupo (resp. en otro A-médulo), dada
una funcién X — Y queda univocamente determinada una flecha
de grupos de L(X) — L(Y) (resp. flecha A-lineal de AX) — A(Y)),

9.3.2 Transformaciones naturales

Asi como los funtores pueden considerarse como los morfismos
entre las categorias, las transformaciones naturales pueden conside-
rarse como los morfismos entre funtores.

Definicién 9.3.2. Sean F;,F, : C — D dos funtores (covariantes)
entre dos categorias C y D. Dar una transformacién natural n : F; —
F, entre los funtores F; y F, es dar un morfismo 7x : F;(X) — F(X)
para cada objeto X de C, con la propiedad siguiente: Si f : X — Y
es un morfismo en C entonces el diagrama

es conmutativo en D.

Silos funtores Fj, F, son contravariantes, se dird que 7 : F; — B
es una transformacién natural si para todo morfismo f : X — Y el
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diagrama siguiente es conmutativo.

F
E(X) 2 B(y)

Si n7x es un isomorfismo para todo objeto X de C (ya sea en el caso
contravariante o en el covariante), diremos que F; y F, son natu-
ralmente isomorfos y que 7 es un isomorfismo natural. Notar que
en ese caso, el inverso de un isomorfismo natural también es una
transformacion natural.

Ejemplos.
1. Sean V, W dos k-espacios vectoriales y sea f : V.— W una trans-

formacién lineal. Sabemos que las inclusiones en el doble dual son
tales que el diagrama

f

|74 W
ivl iwi

es conmutativo, esto dice que la inclusién en el doble dual es una
transformacion natural entre los funtores F; = Idy F, = (—)**.

2. Sabemos que dados dos anillos A, By bimédulos 4 Xg, pY, oZ se
tiene un isomorfismo

nxy,z : Homy (X ®pY,Z) = Homp(Y,Homu (X, Z))

(ver teorema 7.3.1). Fijados bimédulos X e Y consideremos los fun-
tores Hom4 (X ®p Y, —) y Homp (Y, Hom4 (X, —)). Dejamos como
ejercicio verificar que este isomorfismo es una transformacién natu-
ral.

De la misma manera fijando X y Z, los funtores contravariantes
Homy (X ®p (—),Z) y Homp(—,Homu (X, Z)) también son natu-
ralmente isomorfos.

3. Dado un anillo A, los funtores Id, Homa (A, —) y (—) ®4 A de
Mod 4 en Mod 4, son todos naturalmente isomorfos entre si.
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4. Sean A un anilloy 4Z4 un A-bimédulo isomorfo a A como A-
bimddulo, llamemos u : Z — A ese isomorfismo. Entonces

MmM:ZsM—M
z®@m — u(z).m

define un isomorfismo natural entre el funtor Z ® 4 (—) y el funtor
identidad.

5. Consideremos la categoria de anillos con unidad y la categoria de
grupos. Esta definido el funtor U/ (—) y para cada entero positivo n
fijo el funtor GL(n, —), que asocian respectivamente, dado un anillo
A, el grupo de unidades de A, y las matrices inversibles de n por n
con coeficientes en A. Demuestre la funtorialidad de estas construc-
ciones, y muestre a su vez que la funcién determinante define una
transformacién natural entre GL(n, —) y U(—).

6. Se consideran los funtores

sq : Gets — Gets
E— EXE

Homg,5(2, —) : Gets — Sets
E — Homg,(2, E)

donde 2 denota al conjunto de dos elementos {0,1}. Probar que es-
tos funtores son naturalmente isomorfos.

9.3.3 Funtores adjuntos, definicién y propiedades

Podemos enunciar ahora la definicién de adjuncién de funtores,
que serd la nocién central de esta seccién:

Definicién 9.3.3. Sean C y D dos categorfas, F: C - Dy G: D —
C dos funtores tales que para todo par de objetos M € Obj(C) y
X € Obj(D) existe un isomorfismo natural con respecto a las dos
variables

Homp(F(M), X) = Hom¢ (M, G(X))

En este caso diremos que F es adjunto a izquierda de G y que G es
adjunto a derecha de F.
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Ejemplos.
1. Sean 4 Xp un A-B-bimédulo, F = X ®p (—) y G = Homy (X, —).
Entonces el isomorfismo

Homy (X ®pY,Z) = Homp(Y,Homy (X, Z))

nos esta diciendo que F es adjunto a izquierda de G.

2. Sean A un anillo e I un conjunto, Entonces el médulo A() es A-
libre y tiene una base que estd en biyeccion con I. La propiedad de
la base nos dice que para definir un morfismo A-lineal con dominio
en AU) y codominio en otro A-médulo M, basta definir una funcién
(de conjuntos) entre I y M. Llamemos O : A-mod— Gets al funtor
olvido, que a todo A-médulo M le asigna el conjunto subyacente
M. Entonces se tiene que, identificando el conjunto I con la base
canénica de A), 1a restriccion de A() en I establece una biyeccién
natural

Hom 4 (A", M) = Homeg, (I, O(M)).

3. Sea A un anillo conmutativo y S € A un subconjunto multipli-
cativo de A. Sea O : Ag-mod— A-mod el funtor que a todo As-
moédulo N le asigna el mismo N pero considerado como A-médulo,
con la estructura definida a partir del morfismo canénico de anillos
A — Ag. Se puede verificar como ejercicio que la propiedad univer-

sal de la localizacién se traduce en la adjuncion Homy, (Mg, N) =
Homy4 (M, O(N)).

Ejercicios.

1. Dado un conjunto X, sea P(X) la categoria cuyos objetos son los
subconjuntos de X, y las flechas son las inclusiones. Fijamos dos
conjuntos Ay By f : A — B una funcién. Sea f~ : P(A) — P(B)
el funtor imageny f~ : P(B) — P(A) el funtor imagen inversa.
Demuestre que f— es adjunto a izquierda de f.

2. Sean V un k-espacio vectorial, A una k-algebra, T(V) el dlgebra
tensorial, O el funtor olvido de k-dlgebras en k-espacios vectoriales,
entonces

Homy_g4(T(V), A) = Homy(V, A)
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3. Sean V un k-espacio vectorial, A una k-algebra, S(V) el alge-
bra simétrica, O el funtor olvido de k-algebras conmutativas en k-
espacios vectoriales, entonces

Homy_gge(S(V), A) = Homy (V, A)

4. Sean G un grupo, A un anillo, U/ (A) el grupo de unidades de A,
entonces

Homg (G,U(A)) = Homg, (Z[G], A)

5. Sean G un grupo, A una k-dlgebra, U/(A) el grupo de unidades
de A, entonces

Home (G, U(A)) = Homy_qg(K[G], A)

6. Sea X un conjunto cualquiera, denotemos F(X) al grupo libre
generado por X, luego la propiedad universal del grupo libre se lee
como:

Home (F(X), G) = Homees (X, O(G))

La propiedad fundamental de los funtores adjuntos estd dada
por el siguiente teorema:

Teorema 9.3.4. Sea G : C — D un funtor que admite un adjunto a dere-
cha F : D — C, entonces F preserva limites. En particular preserva pro-
ductos, push-outs, egalizadores, monomorfismos, objetos finales, y si existe
objeto cero preserva cero y coniicleos. Dualmente G preserva colimites, en
particular preserva coproductos, pull-backs, coegalizadores, epimorfismos,
objetos iniciales, y si existe objeto cero preserva cero y niicleos.

Demostracién. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y sea { fi<;
Xj — X;} un sistema proyectivo en D que admite limite (X, p; :
X — X;j), queremos ver entonces que también el sistema proyec-
tivo {F(fi<j) : F(Xj) — F(X;)} admite limite, y que éste coincide
con (F(X),F(p;) : F(X) — F(X;)). Para ésto, recordemos que X es
limite de los X; si y s6lo si la funcién natural

Homp (Y, X) — lim Homp (Y, X;)
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es una biyeccion para todo objeto Y. Si C es un objeto de C, entonces
se tienen las siguientes biyecciones naturales:
Hom¢(C, F(X)) = Homp(G(C), X)
= lin? Homp(G(Y), X;)

112

linli Hom¢ (Y, F(X;))

La parte dual puede demostrarse de manera directa, o bien notando
que F : C — D es adjunto a derecha de G si y sélosi F : C? —
D°?P es adjunto a izquierda de G : D°? — C°, y los colimites en D
coinciden con los limites en DF. O

Si G : C — D un funtor que admite un adjunto a derecha F :
D — C, no necesariamente G preserva epimorfismos, ni F mono-
morfismos. Sin embargo, en caso de que alguno de ellos tenga esa
propiedad, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 9.3.5. Sea G : C — D un funtor que admite un adjunto a
derecha F : D — C.

e Si G preserva monomotfismos entonces F preserva objetos inyecti-
v0s.

e Si F preserva epimorfismos entonces G preserva objetos proyectivos.

Demostracién. Veremos soOlo el primer item, el segundo se demues-
tra o bien de manera andloga, o bien pasando a las categorias opues-
tas.

Supongamos ahora que G preserva monomorfismos, queremos
demostrar que F preserva objetos inyectivos.

Dado un objeto inyectivo I en D, consideremos F(I) y un mo-
nomorfismo ¢ : M — N en la categoria C. La definicién de objeto
inyectivo se esquematiza mediante el diagrama

M-—2oN

es decir, dada una f € Hom¢ (M, F(I)) se quiere saber si se “extien-
de” a N, o sea si existe f : N — F(I) tal que f = f o g. La manera
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de reescribir este parrafo en términos del funtor Homg(—, F(I)) es
decir si g« : Hom¢ (N, F(I)) — Home (M, F(I)) es o no una fun-
cién sobreyectiva, cada vez que g es un monomorfismo. A partir
de la naturalidad de la adjuncién, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Home (N, F(I)) —=> Home (M, F(I))

L 1 S o

Homp(G(N),I) —> Homp(G(M), I)

Por hipétesis, G preserva monomorfismos, luego G(g) : G(M) —
G(N) es un monomorfismo, al ser I inyectivo en C se sigue que
G(g)« es una funcién sobreyectiva, como las dos flechas verticales
son biyecciones, se sigue que g, es una funcién sobreyectiva, como
se queria probar. O

Ejemplo. El funtor olvido O : j)Mod — Gets claramente conser-
va epimorfismos, usando el teorema reencontramos la propiedad
bien conocida que dice que los A-médulos libres son proyectivos.
El funtor olvido de k-algebras en k-espacios vectoriales tiene como
adjunto al funtor adlgebra tensorial, es claro que este funtor olvido
preserva epimorfismos, luego las dlgebras tensoriales son objetos
proyectivos en la categoria de dlgebras.
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