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1 Introduccion

Dado un sistema de ecuaciones polinomiales en varias variables

pl(:vl,...,xn) = 0
p2(x1,...,zn) = 0
ps(x1,...,xn) = 0

nos proponemos contestar efectivamente, entre otras, las siguientes preguntas:
e ;El sistema tiene soluciones?

e En caso afirmativo, jtiene finitas soluciones?

e ;Cémo “eliminar” variables para encontrar las soluciones? Es decir, jcémo “triangular”

el sistema?

e ;Cémo determinar si las soluciones satisfacen una cierta condiciéon polinomial SIN necesi-

dad de calcularlas?

e ;Como lograr que una computadora decida estas cuestiones por nosotros? ( Es decir,

buscamos soluciones algoritmicas de los problemas planteados)

Veamos algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones polinomiales:

1) Un sistema de ecuaciones lineales es un caso particular de sistema polinomial, en el que
todos los polinomios involucrados tienen grado 1. Para estos sistemas, el dlgebra lineal da

respuestas “sencillas” a todas las preguntas anteriores.

2) Sean A, B,C, D, E, F puntos en el plano. Las siguientes afirmaciones geométricas pueden

ser expresadas como la anulacién de una o méas ecuaciones polinomiales:
i) El segmento AB es paralelo al segmento CD.
ii) El segmento AB es perpendicular al segmento C'D.

iii) A, B,C son colineales.
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v)
vi

vii

)
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La distancia AB de A a B es igual a la distancia CD de C a D.
C cae en la circunferencia con centro A y radio AB.

C es el punto medio de AB.

El angulo agudo < ABC es igual al angulo agudo < DEF'.

BD bisecta el dngulo < ABC

El teorema del circulo de Apolonio: Sea AABC' un tridngulo rectangulo en el plano, con
angulo recto en A. Los puntos medios de los tres lados y el pie de la altura dibujada desde
A hasta BC' pertenecen a una misma circunferencia.

Ejercicio: Verificarlo. Referencia: [C-L-O], capitulo 6, pardgrafo 4.

Supongamos que buscamos los puntos criticos de una funcién polinomial f de tres variables
x,y, 2 restringida a la cdscara de la esfera S de radio r. Entonces, S coincide con el conjunto
de ceros del polinomio g(z,y, z) = 2% + y% + 22 — r2, y por el método de multiplicadores
de Lagrange, la respuesta a nuestro problema son aquellos puntos P = (z,y,2) en S para
los cuales el gradiente de f en P es un multiplo del gradiente de g en P. Es decir que
buscamos los puntos P para los cuales existe un valor de A de tal modo que se satisface el
siguiente sistema de ecuaciones polinomiales:

g(w,y,z) = 0
g_i($7yaz> = Aa_g(xayvz)
_fajay?'z = )\@ z, Y,z
dy dy

0, 0
8_ch($7y7z) = /\a_g(%yaz)

Lo que nos interesa hacer es “eliminar” la variable A, cuyo valor no nos importa, y calcular
los valores de z,y, 2.

Decidir si un polinomio p en una variable tiene raices multiples corresponde a decidir si el
sistema:

tiene o no solucién.

Consideremos un brazo de robot que se mueve en un plano consistente de dos barras
de longitudes #1 y f2, con uno de los extremos de la primer barra fijo a un punto que
consideramos el origen, con posibilidad de girar en cualquier direccién, y la segunda barra
unida al extremo de la primera, también con posibilidad de girar en cualquier direccion.
Si denotamos por (u,v) las coordenadas del extremo de la primer barra, y con (x,y)
las coordenadas del extremo del brazo del robot (es decir del extremo libre de la segunda
barra), el llamado espacio de configuraciones del robot es el conjunto de 4-uplas (u, v, x,y)
que verifican el sistema polinomial:

u? +v% — 02 =0
(z—u)?+(y-v)?-G = 0



6)

10)

La flor de cuatro pétalos dada en coordenadas polares del plano por la ecuacién
r = |sen(20)|

(unién el origen) puede describirse como el conjunto de ceros de un polinomio en dos
variables.

Ejercicio: Verificarlo.

Supongamos dado el polinomio p(x) = 25 —72° —62* + 7723 + 51 22 — 160z — 100 , y nos
preguntamos si todas las raices de p verifican la ecuacién z°—5 x4 —4 23 +21 22 -3 2—10 = 0.
Si el polinomio ¢ = 2° — 5z* — 423 + 21 22 — 32 — 10 fuera un miltiplo de p, la respuesta
serfa obviamente SI. Pero esto seguro que no sucede en este caso ya que el grado de p
es mayor que el grado de ¢. Sin embargo, SIN calcular las raices de p, podemos hallar
algebraicamente ( Ejercicio: ;Cémo?) el polinomio p; = 2% — 423 — 822 + 132 + 10, con
las mismas raices que p pero simples. Usando el algoritmo de division para polinomios
en una variable podemos verificar que p; divide a ¢, y entonces la respuesta buscada es
efectivamente SI.

Un polinomio en n variables se llama simétrico si permanece invariante por un reorde-
namiento (o renumeracién) arbitrario de las variables. Un conocido teorema que se re-
monta a Gauss y Hilbert dice que todo polinomio simétrico p(z1, ..., z,) puede expresarse
como un (inico) polinomio ¢ en las funciones simétricas elementales o1 = x1+. ..+ Xy, 09 =
Yi<i<j<n TiTj, --- ,0n = [[}2 ;i de x1,...,x,. Las herramientas que desarrollaremos
permiten hallar efectivamente tal polinomio ¢ .

Sea S la superficie de R? dada paramétricamente por

r = tu?—1t?)
y = u
z = u?—1t%

Es posible presentar la superficie S implicitamente como
S ={(w.y,2) [ a* — 2 + 25 =0},

El polinomio x2 — 4222 + 23 (que expresa las relaciones algebraicas entre las coordenadas
de los puntos de R? que dependen de los dos pardmetros ¢, u), se obtiene por eliminacién
de las variables ¢, u.

Dado un ntimero natural N, el desarrollo en base 2 de N tiene a lo sumo n digitos (es
decir, N < 2") si y s6lo si el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales tiene solucién:

3 — 1 =0
r3 — 19 = 0
2 —

Ty, — T = 0

2N = 0

Este sistema aparentemente ingenuo y sencillo, de hecho da cuenta de algunas de las
limitaciones computacionales de la eliminacién de variables [H].



11) Por ejemplo en [V-V-C], pueden encontrarse sistemas de ecuaciones polinomiales que a-
parecen modelando equilibrio de sistemas quimicos, sistemas econdémicos, el problema del
sistema de posicion inverso de brazos de robot, o aun problemas de neurofisiologia.

2 Polinomios en varias variables

En estas notas nos restringiremos a polinomios con coeficientes complejos y siempre que hable-
mos de existencia de soluciones nos referiremos a soluciones con coordenadas complejas. Gran
parte de los resultados (pero no todos) valen para polinomios con coeficientes en cualquier cuer-
po. Algunos de los resultados expuestos dependen de que todo polinomio en una variable con
coeficientes complejos tiene tantas raices complejas como su grado (contadas con multiplicidad),
como el teorema de los ceros de Hilbert, o de que C sea un cuerpo infinito, como el hecho de
que si un polinomio define la funcién polinomial nula, entonces se trata del polinomio nulo.

Ya es hora entonces de precisar qué es un polinomio en n variables y fijar la notacién que
utilizaremos. Si & = («,...,a,) es una n-upla de enteros no negativos, notaremos:

(07

=ty

o
Diremos que 2 es un monomio (en n variables). En particular, z(10-0) = gz 200 = 1,
Llamamos polinomio en n variables con coeficientes complejos a toda combinacién lineal finita
de monomios

p:anxa, cq € C.
(03

El conjunto de polinomios en n variables a coeficientes complejos se nota Clzy,...,z,]. Dos
polinomios p y ¢ son iguales si y sélo si tienen los mismos coeficientes. En Clzy,...,x,] se
definen naturalmente las operaciones de suma (coeficiente a coeficiente) y de producto (para
que valga la propiedad distributiva), de modo que C[xy,...,z,] es un anillo conmutativo con
unidad y una C-algebra.

Definimos el grado de un monomio x® como la suma de los exponentes a los que aparecen
cada una de las variables. Notaremos

gr(x) i =a1 + ...+ an = |af.

Por ejemplo, el grado del monomio x3x3z% es igual a 10. Si p = 3, ca 2 no es el polinomio

cero (es decir, alguno de los coeficientes de p es no nulo), definimos el grado de p (notado gr(p))
como el maximo de los grados de los monomios que aparecen en p con coeficiente no nulo. Un
polinomio se dice homogéneo si todos sus monomios (todos aquellos con coeficiente no nulo)
tienen el mismo grado.

Es sencillo probar que si f, g son polinomios no nulos, entonces f - g es no nulo y gr(f - g) =
gr(f) + gr(g). Luego, C[x1,...,x,]| es un dominio integro. Se puede probar que es un dominio
de factorizacién tnica, como en el caso de una sola variable.

Para cada natural d fijo, la cantidad de monomios de grado menor o igual que d en n variables
es (”:d) (Ejercicio: probar esta afirmacién. Ayuda: hay tantos monomios de grado menor o



igual que d en n variables como monomios de grado exactamente d en n + 1 variables; se trata
entonces de un problema de “bosones”, repartir d bolitas en n + 1 cajas).

Cada polinomio p € C[zy,...,z,] define por especializacién una funcién polinomial p : C" —
C. Por induccién en n puede probarse que p es la funcién nula si y sélo si p es el polinomio
nulo.

Diremos que un subconjunto V' de C™ es una wvariedad algebraica (afin) si V es el conjun-
to de soluciones de un sistema polinomial, es decir si existen finitos polinomios p1,...,ps €
Clz1,...,z,] tales que

V={zxeC"/p(z)=...=ps(x) =0}

En la introduccién vimos varios ejemplos de variedades algebraicas.
Ejercicio:
a) Los siguientes subconjuntos de C™ son variedades algebraicas:
cn
ii) el conjunto vacio
iii) cualquier subconjunto finito
iv) cualquier variedad lineal
v) la interseccién de dos variedades algebraicas

vi) la unién de dos variedades algebraicas
b) Los puntos con coordenadas enteras Z" no son una variedad algebraica en C".

¢) Encontrar polinomios p1, ..., ps que describan las siguientes variedades algebraicas:
i) El suconjunto formado por los puntos (1,0) y (0,1) en C2.

ii) La unién del eje z con el plano z,y en C3.

Observemos, por ejemplo, que el subconjunto algebraico del plano descripto por
V= {ac2—y:y2—m:m2+y2—2y:aj—2x3+x2:5y4—10y3+5y2:0}

puede en verdad describirse més simplemente como V = {y?> —y = z — y = 0} (Ejercicio:
Probarlo), de lo cual es ahora facil descubrir que V' es el conjunto formado por los puntos (0, 0)
y (L,1).

Supongamos que tenemos en general una variedad algebraica V. ={x € C" / p1(z) = ... =
ps(z) = 0}. Si g es una combinacién lineal con coeficientes polinomiales de py, ..., ps, es decir,
si existen polinomios hi, ..., hs tales que g = Y ;_; h;p;, entonces es facil ver que V C {g = 0},
es decir que ¢ se anula en todos los ceros comunes de p1,...,ps. Suele decirse que g es una
“consecuencia polinomial” de pq, ..., ps.

Diremos que un subconjunto I de C|x1,...,z,] es un ideal si es no vacio y contiene todas las
consecuencias polinomiales de los polinomios de I. Precisamente, I es un ideal sii:

i) I no es vacio



ii) f+4 g € I, para todo par de polinomios f, g en I.
iii) Si f € I y h es cualquier polinomio, entonces el producto h - f estd en I.

Es facil ver que I es un ideal si y s6lo si 0 € I, y para cualquier elecciéon de py,...,ps € Iy
hi,...,hs € C[z1,...,2y], €l polinomio Y, h;p; estd en I.

Ejemplos de ideales:

1) (EL ejemplo) Dado cualquier subconjunto S de C", el conjunto I(S) de todos los poli-

nomios que se anulan en todos los puntos de S es un ideal. No todos los ideales son de

esta forma; por ejemplo, los miltiplos del polionomio 2.

2) Clzy,...,zy] y {0} son ideales.

3) El conjunto de todas las combinaciones polinomiales de un conjunto finito de polinomios
p1,...,Ps. En este caso notamos:

S
I=<pi,...,ps >={>_ hipi}
i=1

y decimos que [ es el ideal generado por p1,...,ps, 0 bien que pi,...,ps son un sistema
de generadores de I.

4) Ejercicio: En el caso n = 1, cualquier ideal admite un solo generador. Més explicitamente,
<p1,-..,Ps >=< g >,

donde ¢ es el maximo comun divisor de los polinomios p1, ..., ps. Es decir, cualquier ideal
consiste de los multiplos de un cierto polinomio. Luego, toda variedad algebraica propia
se reduce a un numero finito de puntos.

Esto no es cierto para mas de una variable. Por ejemplo, si n > 2, el ideal generado por
Z1,...,Zs no admite un unico generador (para cualquier s entre 2 y n), y los ceros en C"
del ideal generado por un unico polinomio no constante, forman una variedad algebraica
con infinitos puntos.

5) I:={f € Clz,y]/f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0} es un ideal, que puede generarse por
los polinomios z2,y% y = - y

Observemos que el conjunto de ceros comunes de un conjunto finito de polinomios p1, ..., ps
es igual al conjunto de ceros comunes de todos los polinomios en el ideal generado < p1,...,ps >.
Notaremos V(I) = {x € C" /p(z) =0 Vp € I} el conjunto de ceros del ideal I. Notemos en
particular que si < p1,...,ps >=< q1,...,q, >, lossistemas p;1 = ... =p;s =0y ¢ = ... =

gt = 0 tienen las mismas soluciones (Ejercicio: No vale la reciproca, es decir, si dos conjuntos
finitos de polinomios tienen las mismas soluciones, no es cierto necesariamente que los ideales
generados sean iguales).

Vamos a admitir sin demostracién el Teorema de la Base de Hilbert, que dice que todo ideal
del anillo de polinomios Cl[z1, ..., x,] admite un sistema finito de generadores. De aqui se deduce
que cualquier subconjunto V' de C™ que pueda expresarse como el conjunto de ceros comunes
de un conjunto cualquiera de polinomios, es una variedad algebraica (es decir, puede expresarse



como el conjunto de ceros comunes de un conjunto finito de polinomios (de cualquier conjunto
finito de generadores del ideal de todos los polinomios que se anulan en V')).
Diremos que un ideal I es radical, si

f™ e I para algin m = f € I.

Observemos que todos los ideales de la forma I(S) son radicales. El ideal formado por todos los
miltiplos de 22, en cambio, no es radical.

Ejercicio : Probar que el ideal I generado por 22 — 3, 2> — z en Clz,y, z| es radical. (Ayuda:
V(D) = {(t,2,89), t € C})

Observemos que si bien un ideal es un C-subespacio lineal de Clzy,...,xz,], se pierde la
nocion de “ independencia” lineal cuando se trata de combinaciones lineales con coeficientes
polinomiales. Para cualquier par de polinomos f, g vale la igualdad: g- f + (—f)-¢g = 0, con
lo que si un polinomio es una combinacion polinomial de dos o mas polinomios, hay siempre
infinitas maneras de escribirlo como combinacién lineal polinomial de ellos.

El principal problema que nos proponemos resolver algoritmicamente es el de determinar la

pertenencia de un polinomio f a unideal I =< p1,...,ps >, es decir, decidir si existen polinomios
hi,...,hstales que f =3 h;p;. Esta pregunta estd muy relacionada con el problema de describir
las soluciones del sistema

pl(xl, e ,.%'n) =0

p2(x1,...,2n) = 0

ps(z1,...,x,) = 0.

En el caso n = 1, el algoritmo de division y el algoritmo de Euclides, basado en él, para
calcular el maximo comun divisor entre dos polinomios, son suficientes para decidir efectivamente
la pertenencia a un ideal I =< pi,...,ps >. En efecto, teniendo en cuenta el ejercicio en el
item 4) mds arriba, basta calcular iteradamente ¢ = med(med(py, ..., ps—1),Ps), ¥ entonces un
polinomio dado g pertenece a I < ¢ es un multiplo de g < el resto de la divisién de g por g es
0.

El algoritmo de Euclides provee ademas una manera de escribir el maximo comun divisor ¢ de
dos (o mas, por aplicacién reiterada) polinomios pi, ps en el ideal que generan, es decir, permite
encontrar polinomios aj y ag tales que ¢ = a1p1 + agps. Luego, en el caso de una sola variable,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Los polinomios p1,...,ps no tienen ceros comunes.

i) med(pr, ..., py ) = 1

iii) Existen polinomios hq,...,hs tales que 1 = ", h;p;. (es decir, 1 €< py,...,ps >, con lo
que < p1,...,ps >= Clz]).

Para n > 2, 1) e iii) son equivalentes, pero ii) no, con lo que serd necesario desarrollar nuevas
herramientas para decidir si un sistema de ecuaciones polinomiales no tiene soluciones.

En lo que sigue, veremos como emular de alguna manera el algoritmo de divisiéon en el caso
de un ndmero cualquiera de variables para poder decidir efectivamente la pertenencia a ideales
en el anillo de polinomios.



3 Ordenes monomiales y bases de Grobner

Supongamos dados g,pi1,...,ps € Clz1,...,z,]. Para determinar si g €< pi,...,ps >, que-
rriamos poder encontrar un algoritmo de divisién por s polinomios, que proporcione cocientes
hi, i=1,...,s y un resto r de tal modo que (como en el caso de la divisién por un polinomio
en una variable):

1) g =2 hipi +7
2) gel<sr=0
3) r esté univocamente determinado en algun sentido.

De hecho, existe una generalizacién méas o menos directa del algoritmo de divisiéon en una variable
que provee 1), una vez que se ha elegido un orden en los monomios con ciertas propiedades.
Claramente, si r = 0, el polinomio g pertenece al ideal generado por p1,...,ps. Sin embargo,
para que valga 3) y la equivalencia en 2), es necesario reemplazar el sistema de generadores del
ideal por otro, denominado “ base de Grobner” del ideal (que denotaremos GB).

Las bases de Grobner fueron introducidas por Bruno Buchberger en su tesis doctoral en 1965,
hecha bajo la direccion de Wolfgang Grobner. Los principios bésicos subyacentes a la nocién de
GB se remontan al fin del siglo XIX, pero la contribucién principal de Buchberger ha sido la de
idear un algoritmo finito que transforma un sistema de generadores dados de un ideal en una
GB del ideal. Este algoritmo (mejorado) estd actualmente implementado en muchos sistemas de
“computer algebra” (MAPLE, MATHEMATICA, REDUCE, AXIOM, MACAULAY, COCOA,
GROBNER, etc.)

Un orden total “< ” en los monomios en n variables se llama un orden monomial si 1 < m
para todo monomio m, y si para cualquier terna de monomios mi, mg, ms € Clxy,...,z,],m <
mo = M1 -ms3 < My - Ms3.

Definiendo o < 3 < 2 < 2, para cualquier par de n-uplas de enteros no negativos, un
orden monomial es equivalente a un orden total < en Z%; que verifique que 0 X « para toda
n-upla o, y para cualquer terna o, 3,7, « < 3= a+~v < 3+ 7.

Ejemplos de 6rdenes monomiales: (Ejercicio: Probar que lo son)

i) (n=1) En Z>( (equivalentemente en C[z]) el unico orden monomial es el usual 0 < 1 <
2 < ... (equivalentemente, 1 < x < 22 < ...).

ii) Orden lexicografico (notado lex): Decimos que a <jex (3 si la primer coordenada no nula
desde la izquierda de o — [ es negativa (es el orden del diccionario). En particular,
Tp <lex - -+ =<lex T2 <lex T1. Por ejemplo, si n = 3, w%x%x% <lex x%x%xg De hecho, hay n!
ordenes lexicograficos, uno para cada ordenacion de las variables.

ili) Orden graduado lexicografico (notado deglex): Decimos que o =geglex 0 si gr(a) < gr(5),

o si gr(a) = gr(f) y la primer coordenada no nula desde la izquierda de o — (3 es negativa.

En particular, z,, <deglex -+ <deglex T2 <deglex 1. Por ejemplo, si n = 3, m%x%x% = deglex
2.3

iv) Orden graduado lexicografico reverso (notado grevlex): Decimos que « Sgreviex 3 si gr(a) <
gr(f), o si gr(a) = gr(f) y la primer coordenada no nula desde la derecha de oo — 3 es



positiva (no es lo mismo que numerar las variables al revés y considerar deglex!). En
. . . _ 2 2
particular, z,, <greviex - - - <greviex T2 <grevlex £1. Por ejemplo, si n = 3, 123 <greviex T573.

v) Si n = 2, por ejemplo, podemos definir el orden de peso con peso (1,+/2) por a < 3 sii

a1 +2a2 < Bi + /2062

vi) Si n = 2, por ejemplo, podemos definir un orden monomial <,, a partir de los vectores
wy = (1,2),we = (3,5) del siguiente modo: decimos que o < [ sii ay + 29 < 31 + 2032, 0
siap + 2a0 = 01 + 205 y 3oy + Has < 361 + 50s.

De hecho, puede probarse que todos los 6rdenes monomiales pueden obtenerse de esta manera,
es decir como el producto lexicografico de n érdenes de peso (cf. [R]).

Un ideal I C CJzy,...,x,] se llama monomial si estd generado por monomios. El lema de
Dickson asegura que dado un sistema de generadores cualquiera de un ideal monomial I =
< z% a € A >, es posible extraer un nimero finito ..., % de estos generadores de modo
que I =< % ..., x% >.

Ejercicio: Si I =< z,...,x% > es un ideal monomial, entonces:
i) Un monomio z” estd en I si y sélo si existe algtin indice j tal que x° es divisible por 2.
ii) Un polinomio p = 2.8 aﬂarﬁ estd en I siy sélo si para cada coeficiente ag no nulo, el

correspondiente monomio z estd en I.

Luego, es sencillo decidir la pertenencia a un ideal monomial.

Como consecuencia del lema de Dickson, es posible probar que si < es un orden monomial
arbitrario, cualquier cadena decreciente

aliagi...iaj>aj+1i...

se estaciona, es decir, toda cadena estrictamente decreciente de monomios es necesariamente
finita.

Introduzcamos un poco de notacién. Dado un orden monomial <, todo polinomio no nulo p
puede escribirse en la forma

k
. Qy
p=> a0z,
=0

donde los «; estdn numerados decrecientemente (respecto de <) y aq, # 0. Decimos que el
multigrado de p es ap, (notado multideg(p) = ap), que el coeficiente principal de p es aq)
(notado LC(p) = aq,), que el monomio principal de p es x*° (notado LM(p) = z®° ), y que el
término principal de p es aq,z® (notado LT(p) = an,z*°).

Ejercicio: Sean f,g € Clx1,...,x,] polinomios no nulos. Entonces
i) multideg(f - g) = multideg(f) + multideg(g)
ii) Si f+ g # 0, multideg(f + g)= max {multideg(f), multideg(g)}.

iii) Si f no es un monomio, multideg(f — LT(f)) < multideg(f).



Con estas consideraciones, es posible probar el siguiente teorema:

Teorema ( Algoritmo de divisién): Fijemos un orden monomial < y F := (f1,..., fs) una
s-upla ordenada de polinomios no nulos en Clz1,...,x,]. Entonces todo f € Clxy,...,zy]
puede escribirse por medio del algoritmo descripto mds abajo como f =% :;_, a;fi +r, con las
siguientes propiedades:

i) Ningin monomio de r es divisible por ningiin monomio principal LM(f1),...,LM(fs), o
r=0.

ii) multideg(a; f;) < multideg(f).

Algoritmo de division
Datos: F = (f1,...,fs), <

Salida: ai,...,as,T

a;:=0,...;a5:=0, p:=f, r:=0

Mientras (WHILE) p # 0 hacer (DO)

1=1

division := falso

Mientras (WHILE) i < s y division := falso hacer (DO)

Si (IF) LT(f;) divide a LT(p), entonces (THEN)

a; = a; + E‘TFE?E, pi=p— i%:gpf - fi, division := cierto.

Sino (ELSE), i :=i+1 Fin hacer (OD)

Si (IF) division = falso, entonces (THEN)
r:=r+ LT(p), p:=p—LT(p) Fin hacer (OD)
Fin (END)

Idea de la demostracién: Verificar que en cada paso del algoritmo se mantiene la igualdad

f=afi+...+asfs+7r+p,

y que en cada iteracion el multigrado del “nuevo” p es inferior al multigrado del “viejo” p, con
lo cual en un nimero finito de pasos el algoritmo termina.

Ejercicio: Fijemos el orden lexicografico < en C[z,y] (con = = y). Verificar que si f = 2%y +
:cy2 + yz, g= :1:y2 —x, fi=xy —1,f2= y2 — 1, el algoritmo de divisién recién descripto provee
las siguientes escrituras:

1) SiF:=(f1, f2), f = (@+y) fit+ fot(z+y+1). SiF = (f2, 1), [ = zfot+(z+1) fr+(22—1).
Luego, los restos cambian al cambiar el orden de los polinomios por los cuales dividimos.

2) SiFi=(f1,f2), g =yfi+0fa+ (—z +y). SiF:=(ff1), g =0f+azf+0. Luego,
g €< fi1, fo > pero el resto de la primera division no es cero.

Agreguemos un poco de notaciéon. Dado un ideal I y un orden monomial <, llamamos ideal
inicial de I (con respecto a <), al ideal monomial LT (1) =< LT(f), f € [—{0} >=< LM(f), f €
I —{0} > generado por los términos ( o monomios) principales de todos los polinomios no nulos
en I.
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Por el lema de Dickson, existen finitos polinomios no nulos fi,..., fs € I tales que LT(I) =
< LT(fy),i=1,...,8s>

Lema: Si I es un ideal no nulo y fi,..., fs € I son tales que LT(I) =< LT(f;), i=1,...,s >,
entonces < f1,..., fs >=1.

Idea de la demostracion: Dado f € I, por el algoritmo de division escribimos f = > a;f; +r.
Notemos que r = f — > a;f; € I. Si r no fuera 0, ninguno de sus monomios seria divisible
por ninguno de los monomios iniciales de fi,..., fs. Pero esto es una contradiccion porque el
monomio inicial de 7 estd en LT(I) =< LT(f;), i =1,...,s >.

Dado un ideal no nulo I, y un orden monomial <, llamamos base de Grébner (GB) de
I a cualquier subconjunto finito fi,..., fs de polinomios no nulos en I tales que LT(I) =
< LT(f;), i=1,...,s>. Por el lema anterior, una GB de I es un sistema de generadores de I.

Ejercicio: Verificar las siguientes afirmaciones.

i) x + z, y — z son una GB (del ideal que generan) respecto de <jex con z < y < x en
C|[z,y, z], pero no son una GB con respecto de <je con x < y < 2.

ii) Los polinomios f1, fa del ejercicio anterior no son una GB (del ideal que generan) respecto
de <jex en Clz, y].

iii) Los polinomios x1 — 1,1 no son GB (del ideal que generan) para ningtin orden monomial
en Clzy,...,Zy,).

iv) El polinomio 1 es una GB de Clxy, ..., x,).

v) Sea < un orden monomial en C[z,y] y f, g dos polinomios tales que el monomio inicial de
f respecto de < es 2 y el monomio inicial de g es y® (los monomios iniciales son coprimos).
Probar que f, g es una GB.

Proposicién: Sea G = (fi1,..., fs) una GB de I con respecto a un orden monomial <. Para
cualquier f € C[zy,...,x,| existen tnicos g € I yr € Clzy,...,x,] talesque f =g+r yr =0
o ningin monomio de r esta en LT(I).

Idea de la demostracién: Una tal escritura existe por el algoritmo de division, y si hay dos de
tales escrituras f = g+r = ¢’ +r' con esta propiedad, r —7’ € I y se argumenta de modo similar
a la demostracion del lema previo.

Si G es una GB de I, f, g,r son como en la proposicién anterior, notaremos r = Rg(f) (resto
de dividir f por G). Por el lema anterior, Rg(f) no depende del orden de la sucesién fi, ..., fs
sino sélo de <. Es posible probar que G = (f1,..., fs) es una GB de I si y sélo si para todo
f € Clxy,...,z,], f € I & Rg(f) = 0. Entonces, sabiendo que G es una GB, el algoritmo de
divisién nos provee una manera de testear pertenencia al ideal 1.

Demos entonces una definicién para poder enunciar el teorema de Buchberger. Dados f,g €
C[z1,...,2y] no nulos y un orden monomial <, supongamos que el monomio inicial de f es z?,
el de g es 2P, y sea 27 el minimo comtn miltiplo entre ellos, es decir, v; = méx{«;, f;} para
todo i = 1,...,n. Llamamos S-polinomio de f y g al polinomio que se obtiene cancelando los
términos principales:

il il

S = gy T )

11



Observemos que S(f,g) €< f,g >.

Teorema (Buchberger): Sea < un orden monomial, I =< ¢,...,gs > un ideal no nulo.
Entonces G es una GB < Rq(S(gi,g5)) = 0 para todo par de indices distintos i,j = 1,...,s.
No daremos aqui una prueba de este teorema. Esta demostracién, como todo el resto, puede
leerse en forma accesible en [C-L-O]. Esta es la referencia més didactica y agradable.

Corolario: Es posible chequear efectivamente la pertenencia de un dado polinomio f a un
ideal polinomial I =< fi,..., fr >C Cl[z1,...,x,] (v en caso de que sea cierta escribir f como
combinacién polinomial de los generadores dados).

Idea de la demostracién del corolario: Dados fi,..., fr, calculamos todos los S- polinomios
entre dos cualesquiera de ellos y chequeamos si el resto de la divisiéon de cada uno de ellos por
F = (f1,..., fx) es nulo. Si la respuesta es si en todos los casos, ya tenemos una GB. Si no,
agregamos a la lista inicial de polinomios todos los restos de los S-polinomios calculados que no
sean cero e iteramos el proceso. Si consideramos en cada paso el ideal monomial generado por
los monomios iniciales de los polinomios de la lista, iremos obteniendo una cadena creciente de
ideales que debe estacionarse, con lo que el proceso termina en un nimero finito de pasos. Una
vez as{ obtenida una GB G de I, dado un polinomio f, basta aplicar el algoritmo de divisién de
f por G y chequear si el resto Rg(f) es o no nulo.

Una primera mejora en la implementacién del algoritmo se obtiene a partir del hecho de que
si dos polinomios f, g tienen monomios iniciales coprimos, entonces pueden evitarse los calculos
con S(f,g). Adn con muchas mejoras, la “complejidad” del algoritmo de Buchberger en el
peor caso es muy alta; sin embargo, muchos ejemplos son calculables por las computadoras
actuales, siempre que el nimero de variables no sea grande (y grande es un nimero chico...),
y especialmente si el ideal tiene buenas propiedades “geométricas” y los coeficientes de los
polinomios involucrados no tienen problemas “aritméticos”.

La “performance” del algoritmo depende, para un ideal fijo, del orden monomial utilizado.
En general ( y hay un argumento matemaético para esto) los célculos con grevlex son mucho més
rapidos que los célculos con érdenes lexicogréaficos. Existen también algoritmos “dindamicos” que
van cambiando el orden monomial de manera apropiada a los datos a lo largo del proceso.

El problema de la pertenencia puede atacarse también (y de hecho ha sido estudiado) a partir
de la acotacion a priori de los grados de los polinomios intervinientes en una especial combinacién
lineal, lo que permite reducir el problema de la pertenencia a un problema de &élgebra lineal (con
matrices muy grandes...). Este enfoque tambien tiene una “ complejidad” muy grande para
ideales arbitrarios, ya que se trata de algo inherente al problema.

Ejercicio: Verificar las siguientes afirmaciones.

i) Consideremos el orden lexicogrifico en Clz,y,2] con z = y = z y sean f = 23 +y, g =
23 4 2. Verificar que (f, g) no es una GB pero que (f, g, S(f,g)) si lo es.

ii) Consideremos el orden lexicografico en Clz,y] con x = y y sean f; = 2° —y, fo =

1? —x, f3= R 1,)(S(f1,12)), fo = Rpy f0.55)(S(f2, f3)). Verificar que (f1, f2, f3) no es
una GB de < f1, fa > (con lo cual (fi, f2) tampoco lo es), pero que (f1, f2, f3, f1)) si lo es.

Diremos que una GB G = (g1, . .., gs) respecto de un orden monomial es reducida si para todo
1=1,...,s:
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i) LC(gi) =1

ii) Ningin monomio de g; es divisible por ningin monomio inicial de g;, para todo j # i.

Observemos que si G es una GB de I para < y existe g € G tal que LT(g) es divisible por
algiin LT(¢'), con ¢’ € G, ¢’ # g, entonces G' := G — {g} también es una GB de I. (Ejercicio:
Probarlo).

Proposicion: Fijado un orden monomial <, todo ideal no nulo tiene una tinica base de Grébner
reducida.

Idea de la demostraciéon: Dada una GB G de I, procedemos en tres etapas: primero, dividi-
mos cada uno de los polinomios de G por su coeficiente principal; luego, descartamos aquellos
polinomios tales que su monomio inicial sea divisible por el de alguno de los otros (la lista de
polinomios resultante sigue generando el ideal I, como acabamos de observar), y finalmente,
reemplazamos cada polinomio por su resto en la divisién respecto de todos los demas. Este al-
goritmo construye una GB reducida a partir de una GB arbitraria. Faltaria probar la unicidad,
pero no es dificil.

Por ejemplo, para decidir si un ideal I =< fi,..., fs > es de hecho todo el anillo Clz1, ..., z,],
basta calcular una GB reducida de I. La respuesta es si sii la base calculada consta solamente
del polinomio 1.

En la proxima seccién, veremos como las bases de Grobner son “ladrillos” bésicos para disenar
algoritmos algebraicos mas avanzados.

4  Aplicaciones

Consistencia de un sistema de ecuaciones polinomiales: El famoso Nullstellensatz (o

teorema de los ceros) de Hilbert dice en su forma débil que un ideal I C Clzy,...,2,] no tiene
ceros ( es decir, V(I) es vacio) si y s6lo si 1 € I, es decir si y sélo si I = Clxy,...,z,]. Luego el
sistema

pi(x1,...,zn) = 0

pg(.ﬁl’}l, con ,.%'n) = 0

ps(x1,...,xn) = 0
no tiene soluciones ( es inconsistente) si y sélo si el ideal < py,...,ps > tiene por GB reducida

(para cualquier orden monomial) al polinomio 1.

Condiciones polinomiales de las soluciones de un sistema: Supongamos otra vez que
tenemos un sistema polinomial

pl(l‘l,...,ﬂj‘n) = 0

p?(a:l)"'?xn) = 0

ps(x1,...,xn) = 0
y nos preguntamos si todas las soluciones satisfacen una cierta condicién polinomial f. Agregue-
mos una variable més y, y consideremos el polinomio g(x1,...,2n,y) :=1—yf(z1,...,z,). La
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pregunta es entonces equivalente al hecho de que el ideal < ¢,p1,...,ps > en Clx1,...,Zy,y] no
tenga ceros. Luego basta chequear si la GB reducida de éste ideal consiste solo del polinomio 1.

Eliminacién de variables: Dado un ideal I C Clxy,...,z,], llamamos k-ésimo ideal de
eliminacién de I al ideal de C[zg1,...,zy] definido por Iy := I N Clzgyy, ..., Tn). Geométri-
camente, si llamamos 7, : C* — C" % a la proyeccién sobre las dltimas n — k coordenadas,
un punto (agyi,...,a,) estd en la imagen 7 (V(I)) de los ceros del ideal I siy sélo si existen
aiy,...,a tales que el punto (aq,...,a,) pertenece a V (I). Es facil ver que m((V(I)) C V(Ix) C
C" %y de hecho, V (Iy) resulta ser la menor variedad algebraica que la contiene. En particular,
si la imagen es una variedad algebraica, entonces se describe por la anulacién de los polinomios
de I que dependen sélo de las ultimas n — k variables. Esto no sucede necesariamente. Por
ejemplo, si [ =< xy — 1 >, la imagen de V(I) por la proyeccién sobre la coordenada y es igual
a {y € C/ 3z € C such that zy = 1} = C — {0}, que no es una variedad algebraica. En este
caso Iy = {0} y V(I;) = C.

Teorema: Sea < un orden monomial tal que

a1+...+ak>0:>(a1,...,an)>(0,...,0,ﬂk+1,...,ﬁn)

para toda eleccion de enteros no negativos k41, - . ., 3, (Por ejemplo, el orden lexicografico con
Ty < ...=<x1). Sea I un ideal y G una GB de I respecto de <. Entonces G N C[xg41,. .., Tn)
es una GB de I}, para el orden inducido por < en Clxpiq,...,Ty].

Entonces, si < es un orden como en el teorema, existe en I un polinomio no nulo que dependa
s6lo de las ultimas n—k variables si y sélo si es posible encontrar un polinomio en Clzgi1, ..., Ty]
en cualquier GB de I respecto de < (y esto provee un algoritmo para hallarlo).

Por ejemplo, “triangular” el sistema

x2+y+z:1
r + ¥+ oz =1
r + y + 22 =1

corresponde a tratar de encontrar las dltimas coordenadas de las soluciones, luego las segundas
coordenadas que corresponden a estas ultimas coordenadas, y luego las primeras coordenadas
correspondientes.

Entonces consideramos el orden lexicografico con = = y > z, y calculamos una GB G de
I=<2’4+y+z—1, 24+y>’+2—1, z+y+ 22 —1>. Con la ayuda de MAPLE obtenemos
G =<zt+y+22—1, > —y—22+z, 2yz2+24—22, 26 —424 442322 >. Como 26 —424+423 22 =
22(2—1)?(2%2+22—1), vemos que los posibles valores de z son 0, 1, —14+/2, —1—+/2. Sustituyendo
estos valores en el segundo y el tercer polinomios (que no dependen de x), podemos determinar
los posibles valores de y. Finalmente, es posible comprobar que el sistema tiene exactamente 5
soluciones.

En verdad, ademés de un teorema de eliminaciéon como el enunciado, hacen falta resultados
que aseguren extension de soluciones parciales.

Implicitaciones y ecuaciones de dependencia algebraica: Veremos con dos ejemplos,
como puede utilizarse la eliminacion efectiva de variables para resolver estos problemas.

Consideremos la superficie S formada por la unién de las rectas tangentes a la curva para-
metrizada por (¢,t2,t3). Es decir,

S:{x:t—i-u, y = t? + 2tu, z:t3+3t2u}.
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Encontrar ecuaciones implicitas para S es lo mismo que considerar el ideal I :=< t + u —
x, t2 4+ 2tu —y, 13+ 3t>u — 2z > en C[t,u,r,y, 2], y eliminar las variables ¢,u. Para ello, basta
encontrar una GB G de I con respecto al orden lexicografico con t = u > = > y > z, y buscar
G N Clz,y, z]. Haciendo esto con la ayuda de MAPLE por ejemplo, encontramos el polinomio
p = 1—6zzy—32%y% +4y3 + 22 +422>. De hecho, lo tinico que podemos asegurar por el momento
es que S C {p = 0}, y hay que seguir trabajando ad-hoc para ver que vale la igualdad.

Consideremos los polinomios en dos variables f = y?+2?—1, g = 3zy—1,h = y—x—1. Estos
polinomios son algebraicamente dependientes, y para encontrar una ecuaciéon de dependencia
algebraica entre ellos, basta con agregar tres nuevas variables u, v, w, considerar el ideal generado
por f —u, g—v, h—w, y eliminar = e y. Asi obtenemos el polinomio 3w? + 6w + 2v — 3u + 2,
es decir que 3h% + 6h +2g —3g+2 = 0.

Polinomios invariantes: Supongamos que queremos escribir un polinomio simétrico como
un polinomio en las funciones simétricas elementales. Introduzcamos nuevas variables y1, ..., yn
y consideremos el ideal I =< o1 — y1,...,0n, — Yn. Sea < un orden monomial tal que cualquier
monomio que contenga alguna de las variables x1, ..., x, sea mayor que cualquier monomio sélo
en las variables ¥ ..., y,. Sea G una GB de I respecto de <. Dado p € C[zxy, ..., x,], llamemos
g al resto de la divisién de p por g. Puede probarse que p es simétrico siy sélosiq € Clyi, ..., Yn)
y que si p es simétrico, p(x1,...,2,) = q(01,...,0,. Es decir que el cociente de la divisién por
G provee el polinomio buscado.

Este algoritmo puede generalizarse a polinomios invariantes respecto de grupos lineales finitos,
pero hay desarrollados ademas otros algoritmos especificos que tienen en cuenta la invariancia
durante el proceso (cf. [3]).

Sistemas con finitos ceros: Dado un ideal I C Clzy,...,x,], puede probarse que V(I)
es finito si y sélo si para cada i = 1,...,n existe un polinomio no nulo p; € I que depende
solamente de la variable x;. Los ceros de I quedan contenidos en la “grilla” {z/ pi(z;) =
0, ...,pn(zn) = 0}. Es posible decidir la existencia o no de tales polinomios considerando n
ordenes de eliminacién que dejen en cada caso a la variable x; como la menor variable.

Asimismo, si < es un orden monomial arbitrario, y G' es una GB de I respecto de <, V(I) es
finito si y solo si para cada i = 1,...,n existe un polinomio g; € G tal que el multigrado de g;
depende sélo de z;. Esta propiedad provee otro algoritmo para decidir si un sistema polinomial
tiene finitas soluciones complejas.

Invertibilidad de una aplicacién polinomial: Supongamos que F' = (F},..., F,) : C" —
C™ es una aplicacion polinomial. Es posible chequear con la herramienta de las bases de Grobner
si la aplicaciéon F' tiene una inversa polinomial, y si la tiene, encontrar la inversa. Supongamos
que los polinomios dados dependen de las variables x1, ..., x,, y agreguemos n nuevas variables
Y1, ..., Yn. Consideremos el ideal generado por y; — Fi(z1,...,2n), ..., Yn — Fp(z1,...,2y) en el
anillo de polinomios C[zy,...,Zn,Y1,...,Ys]. Consideremos cualquier orden monomial tal que
cualquier z; sea mayor que cualquier monomio donde aparezcan sélo las variables y. Entonces
F' es inversible si y sélo si la GB reducida con respecto a un tal orden es de la forma x; —
Gi(Y1y-+yYn)y -y Tn — Gu(x1, ..., 2,). Ademds, la aplicacién (Gy,...,G,) : C* — C™ resulta
ser la inversa de F' (cf. [V]).
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