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Рассмотрим класс алгебраических функций, удовлетворяющих алгеб-
раическим уравнениям с символьными коэффициентами, то есть урав-
нениям вида

a0z
m + a1z

m1 + . . . + anz
mn + an+1 = 0. (1)

Здесь n ≥ 1, m > m1 > . . . > mn > 0, m,mi ∈ N, z = z(a0, . . . , an+1)
– функция комплексных переменных a0, . . . , an+1. Любое решение
уравнения (1) удовлетворяет гипергеометрической системе Гельфанда-
Капранова-Зелевинского [1],[5], определяемой матрицей(

1 1 . . . 1 1
m m1 . . . mn 0

)
и показателями однородности (0,−1). Отсюда в частности следует, что
решение уравнения (1) является биоднородной функцией и потому мо-
номиальной заменой сводится к функции от n переменных. Напри-
мер, разделив уравнение (1) на −an+1 и сделав замену переменных
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y = (−a0/an+1)
1/mz, сведем (1) к уравнению

ym + x1y
m1 + . . . + xny

mn − 1 = 0. (2)

Согласно классическому результату Меллина [3] решение y(x) =
y(x1, . . . , xn) уравнения (2) удовлетворяет следующей системе из n

дифференциальных уравнений в частных производных гипергеомет-
рического типа:

mj−1∏
k=0

(m1θ1 + . . . + mnθn + mk + 1)×

m
′
j−1∏

k=0

(m
′

1θ1 + . . . + m
′

nθn + mk − 1)y(x) =

(−1)mjmm∂my(x)

∂xm
j

, j = 1, . . . , n, (3)

где θj = xj
∂

∂xj
и m

′

j = m − mj. Система (3) называется системой
Меллина, соответствующей алгебраическому уравнению (2).

Цель настоящей работы состоит в исследовании пространства реше-
ний системы Меллина. Мы строим базис в этом пространстве и доказы-
ваем приводимость монодромии системы Меллина. При этом решения
данной системы находятся конструктивно, в замкнутой форме.

Для мультииндекса I = (i1, . . . , in) и комплексного вектора x =
(x1, . . . , xn) ∈ Cn через xI будем обозначать моном xi1

1 . . . xin
n . Введем

обозначения B = {(i1, . . . , in) ∈ Zn : 0 ≤ ij ≤ m − 1, j = 1, . . . , n},
ε = e2πi/m.

Теорема 1 Голономный ранг системы Меллина (3) (то есть чис-
ло ее линейно независимых решений в окрестности точки обще-
го положения) равен mn. Существует базис {fI}I∈B в простран-
стве решений системы Меллина в окрестности нуля, такой, что
fI(x) = xI f̃I(x

m
1 , . . . , xm

n ), где f̃I голоморфна в нуле и f̃I(0) 6= 0 для
любого I ∈ B.
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Доказательство может быть получено путем переноса идей доказа-
тельства теорем 2.8 и 3.1 из [4] на случай неконфлюэнтной гипергео-
метрической системы уравнений, каковой является система (3). �

Голоморфную вблизи нуля функцию y(x), удовлетворяющую системе
Меллина и обладающую свойством

∂|I|y(0)

∂xi1
1 . . . ∂xin

n

6= 0, ∀I ∈ B,

назовем порождающим решением системы Меллина.

Теорема 2 Голоморфное в окрестности нуля решение y(x) системы
Меллина является порождающим в том и только том случае, когда
семейство из mn функций yI(x) = y(εi1x1, . . . , ε

inxn), I = (i1, . . . , in) ∈
B есть базис в пространстве голоморфных решений системы Мел-
лина.

Доказательство. Пусть y(x) – порождающее решение системы Мел-
лина. Дифференциальные операторы θk = xk

∂
∂xk

и ∂m

∂xm
k

инвариантны
относительно замены переменных tk = εikxk, для любого k = 1, . . . , n.

Так как уравнения в системе Меллина содержат лишь операторы дан-
ного вида, функция yI(x) = y(εi1x1, . . . , ε

inxn) является решением си-
стемы (3) для любого I ∈ B. Линейная независимость семейства из mn

функций {yI(x)}I∈B следует из того, что n-я тензорная степень матри-
цы Вандермонда, заданной числами 1, ε, . . . , εn−1, является невырож-
денным линейным отображением, преобразующим данное семейство
функций в базис системы Меллина из теоремы 1. �

Меллин показал [3], что так называемая главная ветвь ypr(x) реше-
ния алгебраического уравнения (2), принимающая значение 1 в начале
координат, допускает следующее разложение в степенной ряд:

ypr(x) =
∑

ν1,...,νn≥0

(−1)|ν|

m|ν| ϕν1,...,νn
xν, (4)
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где

ϕν1,...,νn
=

∏|ν|−1
µ=1 (m1ν1 + . . . + mnνn −mµ + 1)

ν1! . . . νn!
.

Здесь |ν| = ν1 + . . . + νn, а пустое произведение считается равным 1.
Можно показать, что ypr(x) – порождающее решение системы Мелли-
на, если наибольший общий делитель d :=Н.О.Д.(m, m1, . . . ,mn) > 1.
Поэтому из теоремы 2 вытекает такое следствие:

Следствие Если d > 1, то семейство функций
{ypr(ε

i1x1, . . . , ε
inxn)}I∈B есть базис в пространстве решений си-

стемы Меллина (3). �

Зафиксируем мультииндекс I = (i1, . . . , in) ∈ Nn и рассмотрим алгеб-
раическое уравнение

ym + εi1x1y
m1 + . . . + εinxny

mn − 1 = 0. (5)

Все решения уравнений вида (5) лежат в пространстве решений си-
стемы Меллина (3). Среди уравнений вида (5) имеется mn различ-
ных уравнений, которые могут быть параметризованы мультииндек-
сом I ∈ B. Обозначим через Y комплексное линейное пространство,
порожденное всеми корнями всех уравнений вида (5).

Решения уравнения (5), соответствующего индексу Ij =
(jm1, . . . , jmn) для любого j = 1, . . . ,m − 1 лишь постоянным
множителем отличаются от корней исходного уравнения (2) (кото-
рое соответствует j = 0). Более того, существует mn−1 множеств
G(1), . . . , G(mn−1) алгебраических уравнений вида (5), каждое из кото-
рых состоит из m уравнений, таких, что для любых двух уравнений
вида (5) из одного множества G(k) решения этих уравнений отли-
чаются лишь постоянными множителями. Пусть {I(1), . . . , I(mn−1)} –
набор мультииндексов, таких, что I(k) ∈ B соответствует некоторому
алгебраическому уравнению из множества G(k). Обозначим через
y

(k)
1 , . . . , y

(k)
m решения алгебраического уравнения (5), соответствую-

щего мультииндексу I(k), заданные в некоторой достаточно малой
окрестности нуля.
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Пусть задан комплексный вектор c = (c(1), . . . , c(mn−1)) ∈ Cmn−1

. Обо-
значим через χc функцию

χc =
mn−1∑
k=1

c(k)(y
(k)
1 log(y

(k)
1 ) + · · ·+ y(k)

m log(y(k)
m )), (6)

при любом выборе голоморфных ветвей логарифмов.
Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 3 Обозначим через d наибольший общий делитель чисел
m,m1, . . . ,mn.

а) Если d > 1, то dim Y = mn. В частности, в этом случае все
решения системы Меллина являются алгебраическими функциями.

б) Пусть d = 1. Тогда dim Y = mn − mn−1 + 1 при m1 = m − 1 и
dim Y = mn −mn−1 во всех остальных случаях. Линейное простран-
ство соотношений

R := {c ∈ Cmn−1

/

mn−1∑
k=1

c(k)(y
(k)
1 + · · ·+ y(k)

m ) = 0}

имеет размерность dim R = mn−1 − 1 при m1 = m − 1 и dim R =
mn−1 во всех остальных случаях. Более того, для любого ненулевого
c ∈ R функция χc, заданная равенством (6), есть неалгебраическое
решение системы Меллина, линейное пространство S = {χc / c ∈ R}
имеет размерность dim S = dim R, сумма S + Y является прямой и
совпадает с линейным пространством решений системы Меллина.

в) Линейное пространство Y совпадает с пространством алгебра-
ических решений системы Меллина.

г) Представление монодромии системы Меллина (3) всегда приво-
димо.

Схема доказательства. а) Вытекает из следствия и алгебраичности
ряда (4).

б) Доказательство формулы для числа линейно независимых алгеб-
раических решений системы Меллина опирается на доказательство
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теоремы 1 и подсчет количества мультииндексов (ν1, . . . , νn) ∈ B, та-
ких, что соответствующий коэффициент ϕν1,...,νn

ряда (4) обращается в
нуль. Для доказательства того, что функция χc удовлетворяет системе
Меллина, используется предложение 3.2 из [2].

в) Данное утверждение следует из б) и неалгебраичности функции χc

при c ∈ R.

г) При n > 1 линейное пространство, натянутое на корни алгебраиче-
ского уравнения (2) имеет размерность не больше m и, следовательно,
является собственным инвариантным относительно действия монодро-
мии подпространством пространства решений системы Меллина. Если
n = 1 и m1 < m−1, то по теореме 2.4 из [2] корни уравнения (2) порож-
дают собственное инвариантное подпространство размерности m − 1.
Наконец, в случае n = 1 и m1 = m−1 функция x1 порождает одномер-
ное инвариантное подпространство в пространстве решений системы
Меллина. �
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