Clase 26/09/18: Métodos algebraicos en Singular para el
estudio de redes bioquimicas.

Algunos ejemplos y Ejercicios

Consideremos el siguiente sistema de reacciones quimicas bajo cinética de acciéon de masas:

k1
E+S—=ESByp4+p
ko

ka
F+P=FP X Fys,
ks
donde ki, ..., kg son constantes (de reaccién) positivas.
Notemos con corchetes la concentracion de cada especie y establezcamos la siguiente corres-
pondencia: z1 = [S], xy = [P], x3 = [E], x4 = [F|, x5 = [ES], 6 = [FP].
Las ecuaciones entonces son

T, = —k1x123 + kors + kgg
To = —kyxowy + ksxg + k3xs
i3 = —kyz123 + (ko + k3) x5
&y = —kywowy + (ks + ke) g
Ty = —I3

Tg = —1y4.

De estas dos tultimas deducimos que existen constantes C y Cy tales que x3(t) + x5(t) = C4
y x4(t) + 26(t) = Cy para todo tiempo t. En particular, C7 = 23(0) + z5(0) > 0y Cy =

También vale que &; + @9 + @5 + @6 = 0, por lo que existe una constante C3 (> 0) tal que
x1(t) + xo(t) + x5(t) + 26(t) = C3 para todo tiempo t. A estas tres dltimas ecuaciones que
dedujimos se las conoce como leyes de conservacion.

Estamos interesados, en particular, en calcular los estados estacionarios del sistema. Es
decir, los z* = (2%,...,z%) € RY, que satisfagan #; = --- = 75 = 0. Y ademés nos interesan
aquellos que cumplan las leyes de conservacién para ciertos valores de Cy, Cy, Cs.

Esto nos lleva a querer resolver el sistema de ecuaciones polinomziales

1 =20
$3:O

ZE3—|—JI5:Ol,$4—|—flf6ZOQ7ZL’1—|—I2+ZL’5+I6203.

= No siempre se pueden hallar las soluciones a un sistema polinomial.



= Nos gustaria, ademds, no tener que asignarle valores especificos a ky, ..., kg, C1, Co vy Cs,
para poder conseguir resultados mas generales.

= ;Podemos, al menos, saber si el sistema tiene una sola soluciéon o mas de una solucién?
al vez no tenga ninguna. Y si las tiene, json todas biologicamente significativas?
Tal t Y silast ) 4 todas biol t ficat ?

= Aunque no las podamos hallar explicitamente, ;jpodemos igual encontrar alguna cara-
teristica particular de ellas?

Observacién 1:

(k?g + k?g)i’l — k?gi’g, = —kl(kg + ]{53)1[‘1173 + k@(kfg + k’g)ZEG —|— k?lkigl’lxg = —]{31]{731'1.173 + k?(;(k?g + kg).l’ﬁ,
(/{35 -+ kﬁ)[(l{ig -+ k?g)il — k‘gi’g] — k‘6<k'2 + k?g)i’;l = —k‘lk3(k§5 —+ kﬁ)l’lxg + ]f4]€6(]€2 -+ k3>$2$4.
——— ——

>0 >0

Obtenemos, por medio de esta operacion lineal entre las ecuaciones, el sistema equivalente:

—k1ks (ks + ke)x1xs + kake(ka + k3)zozs = 0, (2)
—kix1x3 + (ko + k3)xs = 0, (3)

—kyxoxy + (ks + kg)xs = 0, (4)

23+ a5 =Cl, x4 +26 = Co, 1 + T + 75 + 26 = C3. (5)

En este nuevo sistema hemos eliminado, de la primera ecuacion, las variables x5 y xg.

Observacién 2: Si z* es una solucién tal que =% = 0, de (3) deducimos que xf = 0 (porque
ko + ks > 0), y por (5) deducimos que C; = 0. Sin embargo, queremos considerar sistemas
donde la cantidad total inicial de enzima sea positiva, es decir con C; > 0. Luego, sélo nos
interesan aquellas soluciones x* con x3§ # 0.

Observacién 3: De (2) podemos despejar

. k’4k’6(k’2 + kg) ] ToTy

x - J
YT kiks(ks + ko)
y juntando esto con (3) tenemos
kks
T5 = 77— L224.
° 7 kslks + ke)
Finalmente, de (4) vemos que
kq
Te = Toly.
T hstke o

Podemos luego reemplazar estos valores en (5) y el sistema se reduce a uno no lineal de 3
ecuaciones con 3 incégnitas (y 9 pardmetros).

ks
ks+ke

Observacién 4: De lo anterior y (5) vemos que x4 (1 + x2> = (Cy, por lo que




O 2 02

=T ko 2 T L ks v
4 - 4
L+ k5+k6x2 IQi’cg 1+ ks+ke 03

Xy

En breve, haremos las cuentas con ayuda de Singular [3], lo que nos permitird también
analizar sistemas mas complejos. Pero primero veamos una herramienta matematica que nos
serd de gran utilidad para poder eliminar variables.

Bases de Grobner (un poco de teoria matematica):

Hablemos brevemente del concepto de base de Grobner por medio de un ejemplo muy
sencillo. Para un buen desarrollo de este tema ver [1, 2].

Si tenemos los monomios x1z5 y x1x3, jcudl es mayor? Hay varios ordenes monomiales
posibles. El mas conocido es el lexicogrdfico con x1 > x9 > x3 > --- > x,, donde

a9 atn <l P sty <Bioar=Biyas<Bro ...

Por ejemplo, 117y < T3y, 1173 < T17T5.

Fijado un orden monomial, notamos con Lt(f) al término principal de f (el término con
mayor monomio).

Definicién: Sean {f1,..., fs} C klxy,...,2,], k cuerpo. Se tiene un algoritmo de division con
respecto a un orden fijo cuando se tiene un algoritmo tal que dado f € k[zy,...,x,] produce
Qs -5 qs,T € k[z1, ..., 2,] tales que

f=ahi+-tafs+r
con
1. Siq; # 0, Lt(q; f;) = Lt(f).
2. Ningin monomio de r es divisible por Lt(fy),..., Lt(fs).

Llamamos 7, sy (f) ar.

Ejemplo:
2 —r3  +xox T+
142 2 243 1 2
— T1To — Ty
2 2
TiT2 +T175
2
—2175 —x% +To23
—ry7s  —ad
ToT3 T3 — Xy
Loy  —Tady
Ty

= 231y — T3 + wox3 = (1179 — 23) (71 + T2) + To(T3 — T4) + Towy



donde Lt((z1my — 23)(x1 + 22)) = 2329 = Lt(x319 — 735 + mo73), Lt(1o(203 — 24)) = Tow3 =
Lt(z3m9 — 23 4 29x3) ¥ 11 § Tota, T3 { Todg.

Observacion: Si dividimos f por {fi,..., fs} v obtenemos f = qif1 + -+ qsfs +r, entonces,

f € <f17~'7fs> <:>T{f17---7fs} S <f1w~7fs>‘

Definicién: Sea [ ideal de k[xy, ..., z,]. Fijado un orden monomial, se dice que {g1,...,q:} es
una base de Grobner de I para dicho orden si

L] gl,...,gtEIy,

» vale para cualquier f € k[zy,...,x,] que

f €le r{g1,..,,gt}(f) =0.



Ejercicios:
1) Analicemos

ring
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly

declaramos los
polinomios

./'1,' ,/’21 RN ,/’(i

declaramos
el ideal

senerado por >ideal il = f1,£3,f4;
print ( n n) ’
eliminate(il,x5%*x6);

fi, 13, fa

el siguiente codigo de Singular:

r = (0,k1,k2,k3,k4,k5,k6,C1,C2,C3), (x6,x5,x1,x3,x4,x2),1p;

—

f1 = -k1*x1*x3+k2*x5+k6%*x6;

f2 = -kd*xx2*x4+kb*x6+k3*x5;

£f3 = -k1*x1*x3+(k2+k3)*x5;

f4 = -kd*xx2xx4+(k5+k6) *x6;

f5 = -£3;

6 = -f4; declaramos las
gl = x3+x5-C1; leyes de

conservacion

declaramos un anillo
de caracteristica 0,
con parametros

ki,..., ke, C1,Co,C3,
variables xzg > x5 >
> T > T3 > T4 > T2
y orden lexicografico

g2 = x4+x6-C2;
g3 = x1+x2+x5+x6-C3;

print ( " n) ;

La salida de este programa es:

SINGULAR

le pedimos que nos muestre
/ el resultado de eliminar x5 y x4
operando con fi, f3 y fa

A Computer Algebra System for Polynomial Computations

o<

by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern

_[11=(k1*k3*kb+k1*k3*k6) *x1*x3+ (-k2*kd*xk6-k3*xk4*k6) *x4*x2
“~_ polinomio que se obtiene al

. Auf Wiedersehen.

/

\

/

\

version 4.1.1

Feb 2018

eliminar x5 y 2 de f1, f3y fa

2) Consideremos la siguiente red que corresponde al sistema EnvZ-OmpR de FEscherichia
coli que consiste en la quinasa sensora EnvZ, y el regulador de respuesta OmpR. Este
sistema de senalizacién es un sistema de dos componentes tipico y es el Ejemplo (S60)
del Material Suplementario Online del articulo de Shinar y Feinberg [6]:

k1 ks k
XD= X = XTH x,
ko kg
k
X,+Y 2 XY 5 X1y,
kr
k
XT+Y, = XTY, ™ XT+v
k1o

k
XD+Y, = XDY,"™ XD +Y

k13



Denotamos:
[XD] = T, [X] = T, [XT] = T3, [Xp] = T4 ,

Y] =5, [XpY] =uge, [Y3] =27, [XTY,] =5, [XDY,] = a9 .

Calcular la base de Grobner reducida de ideal generado por @y, ..., &9, con respecto al
orden lexicografico x1 > x9 > x4 > x5 > g > Tg > T9 > x3 > x7. Considerar los
siguientes comandos:

option(redSB);

ideal i = £f1,f2,£3,f4,f5,f6,f7,£8,£9;

ideal j = std(di);

Js

. Cuénto vale x7 en los estados estacionarios positivos? (Notar que no se consideraron las
leyes de conservacién para estos célculos.)

e ;Se puede obtener este valor operando linealmente sobre las ecuaciones origina-
les?

e ;Como se puede operar linealmente sobre las ecuaciones originales utilizando
bases de Grobner? (Sugerencia: Pensar qué quiere decir “linealmente”.)

Fijadas ciertas cantidades totales X, = [X D] + [X]| + [XT] + [X,] + [X,Y] + [XTY,] +
[ XDY,], Vit = [Y]+ [X,Y]+ Y] + [XTY,] + [X DY,], jcudntos estados estacionarios hay
que satisfagan también estas dos tltimas ecuaciones?

e ;Cudntos estados estacionarios positivos hay por cada clase de compatibilidad
estequiométrica?

e ;,Cuantos hay en el borde de cada clase de compatibilidad estequiométrica?

Consideremos ahora la misma red, pero agregando dos reacciones: la reacciéon reversa

XY - X +Y,, v la reaccién Y, - Y [4]. Calcular la base de Grobner reducida del
15 16

ideal generado por 1,...,T9, con respecto al orden lexicografico 1 > xy > x4 > x5 >
xg > Ty > Tg9 > x3 > 7. Deducir una cota superior para [Y,] en equilibrio. Si [XT] en
equilibrio es positiva, conseguir una cota que solo dependa de las constantes de reaccion.

Consideremos la siguiente red que corresponde a otro sistema de dos componentes con
histidina kinasa hibrida, estudiado en [5]. La red es la siguiente:

HKop 2 HK, 2 HE,, ™ HK,,
HKqo, + RR ™ HKy + RR,
HK,, + RR = HK, + RR,

RR, % RR



Llamamos x; = [HKy), ©2 = [HKy|, x5 = [HKop), x4 = [HK,|, ©5 = [RR] y 6 =
[RR,). Tenemos dos leyes de conservacion

T + 22 + 13 + 14 =C1,
Ts + Tg :CQ.

a) Calcular una base de Grobner reducida del ideal generado por &1, @9, &3, &5, 1 +
To+x3+ 14 — C1 y x5+ 16 — Co cOn respecto al orden lexicografico x1 > xo > x3 >
x4y > xg > x5. Observar que a lo sumo hay 3 estados estacionarios para cualquier
valor de las constantes de reaccion y totales de conservacion.

b) Observar que las ecuaciones correspondientes a &1, To, T3, 5, T1 + T + 3+ x4 — C4

son lineales en las variables z1, . .., 24, . Considerar x5 como pardmetro (;qué pasa
si x5 = 07) y despejar xy, ..., 24,26 en funcién de x5, ky, ..., ks y C;. Notar que si
T5 es positivo, entonces x4, ..., x4, xg también lo son.

¢) Trabajar con el polinomio p(z5) en x5 obtenido en el {tem 1, para encontrar parame-
tros k, C, tales que la red admita 3 estados estacionarios positivos. (Sugerencia 1:
dado un polinomio ¢(z5) de grado 3 con tres raices positivas, por ejemplo g(zs5) =
(x5 — 1)(z5 — 2)(x5 — 3), podemos ajustar los valores de k,C de forma tal que
p(zs) = q(xs). Sugerencia 2: Se pueden tomar, por ejemplo, k3 = ks = kg = 1,
Cs = 9 y despejar los otros parametros usando el comando solve de la libreria
solve.lib).

5) Consideremos el siguiente sistema:

k )
0 X, 02X, 0% Xy X, 5 X, Xy + Xy 250,
k3

Las ecuaciones de este sistema son:

1 =k — ks,
To =ko — kswg + ksx1 — kexoxs,
Ztg :k'4 - kZGZI/’QIg.

Si llamamos g(t) = z1(t) + z2(t) — x3(t), entonces % (t) = ky + ko — ks — k3x(t). Notemos

que si ki + ko — kg < 0, entonces Z—?(t) < ki + ky— ks < 0 paratodot > 0y g es
estrictamente decreciente. Mas ain, si x1, o v o3 estan acotadas para todo tiempo t > 0,
entonces g converge decrecientemente a un limite y su derivada tiende a cero, lo que lleva
a una contradiccién pues %(t) < k1 + ko — ky < 0. {Qué podemos concluir entonces? En
otro sistema, jcomo podriamos obtener una funcién como esta g, que nos permita sacar

una conclusion equivalente?
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