Ejercicios - Primera parte - Métodos Algebraicos . ..

Ejercicio 1. La siguiente red de reacciones quimicas es el sistema de fosforilacién (y defosfo-
rilacién) con 1 sitio:

S()—i-E ES()—>51+E Sl—i-F F51—>S()+F

k:g Z2

Los “jugadores” en esta red son una enzima kinasa (F), una enzima fosfatasa (F') y dos
sustratos (Sp and S1). El substrato S; se obtiene de la proteina defosforilada Sy por medio del
agregado de un grupo fosfato via una reaccién enzimatica que involucra a E. Inversamente,
una reacciéon que involucra a F' remueve el grupo fosfato de S1 para obtener Sy. Los complejps
intermedios ESy y E.S1 son especies de union de enzima-fosfato. Con el siguiente orden de las 6
especies (Sp, S1, ESo, F'S1, E, F') y de los 6 complejos (So+E, S1+E, ESy, So+F, S1+F, FS),
llamamos
VU(z) = (z1x5, T2w5, T3, T1T6, T2T6, T4) -

(i) Escribir las matrices A, Y del sistema dindmico correspondiente con cinética de accién

de masas: J
T
i VA ¥(2) = (fi(z),..., folx)"
(ii) Encontrar las relaciones de conservacién y probar que (fi, ..., fs) es un ideal binomial.

(iii) Encontrar un estado estacionario (positivo) ¢ € RS, y parametrizar todos los estados
estacionarios (positivos).

Ejercicio 2. Consideremos la red de reacciones 24 + B — 34, A — 0, B = 0 (es decir,
hay dos especies A y B y cada una de ellas puede fluir desde y hacia afuera del sistema).
Escribir el sistema dinamico correspondiente con cinética de acciéon de masas y calcular la de-
ficiencia. Hay alguna relacién de conservacion? Mostrar que es posible elegir las constantes de
reaccién para las 6 reacciones de modo que el sistema tnga 3 estados estacionarios (positivos).

Ejercicio 3. Consideremos el siguiente sistema dinamico:

dx t
I = (- 2axiry + 2vra, 3axiry — 30ias, 4Bx3xd — dyxd aalxy — 2Ba5a + Vacg) )
donde x = (z1,...,24),0,8,7 € Rsg. Chequear que este sistema representa el sistema

dindmico con cinética de accién de masas asociado a la red:

2X1 + Xy

4X3 3X2 + 2X4

Ahora, consideremos el sistema dindmico con cinética de accién de masas asociado a las
siguientes 9 reacciones:



X1 +4X3 2X1 + Xo + Xy 3X2+X3+2X4

/o o o
4 3p

3Xs 14X, X4 2% 0x, 1 x, 29X,y +2X4 e 3X, 42X,
K K \aﬁ
4X5 + X, 92X, +2X, 3X, + X,

Compararlo con el anterior. ; Qué se puede concluir?
Ejercicio 4. Consideremos la red de reacciones quimicas:

Ay A E 24, B34,

Calcular el subespacio estoquiométrico. Encontrar el menor subespacio que contiene (%, ‘%)

para cada trayectoria c(t) (c¢;(t) denota la concentracién de la especie A4; en el tiempo t). |,
Cuéantos estados estacionarios hay en cada clase de compatibilidad estequiométrica?

Ejercicio 5. Sean s = 2, m = 3, y consideremos la siguiente red:

o
12 K31
K21 K13
. K23 212
K32

(i) Escribir el sistema dindmico con cinética de accién de masas:

dx ¢
— = x x))".

= (1 (@), )

(ii) Describir todas las constantes de reaccién para las cuales el ideal I = (f1, f2) es binomial.
(iii) Describir todas las constantes de reaccion para las cuales el sistema es detailed balanced.

(iv) Fijemos k31 = kos = 2,k13 = ksa = k12 = 1,ke; = 4. Probar que en este caso el
sistema es detailed balanced pero que el ideal I no es binomial en este caso. Encontrar
su “radical real positivo” J := {g € Rlz1,22] : g(c) = 0 para todo c € Vr_,(I)}. Es J
binomial?

Ejercicio 6. Consideremos una red de reacciones quimicas con s especies (cuyas concentra-

ciones notamos z1,...,xs) y n complejos (que notamos yi,...,y, € N°). Consideremos el
vector ¥(x) = (z¥,...,2Y"). Suponiendo cinética de accién de masas, podemos describir las
derivadas de las concentraciones en funcién del tiempo en la formas:

dz

— = My(z)t, 1

= M) 1)

donde M € R%*™. Fijemos 1 < k < ny llamemos N a la submatriz de M obtenida eliminando
las primeras k columnas.

Probar que es posible mediante triangulacién (sobre R) de M obtener un invariante no
trivial que no involucre a ningin complejo yi+1,- - ., Yn Si y solo si el rango de N es menor que
el rango de M. Cuéntos invariantes de esta forma linealmente independientes hay?



Ejercicio 7. Consideremos la versién reversible de la red en el ejercicio [I}

bk
So + E«+—FESy«+—S1 + FE (2)
ko ka4
b b
S +F<—F517SO—|-F .
2 4

y la siguiente red, en la que el sustrato S; en el primer conjunto de reacciones, acttia como
una enzima en el segundo conjunto de reacciones.

k ks
So + EiEsoisl +E (3)
2 k4
P
To + S1+—1pS1<T1 + S .
2 4

En ambos casos, calcular la deficiencia de la red y describir las variedades (en el ortante
positivo del espacio de constantes de reaccién) de aquellos vectores de constantes de reaccién
para los cuales (a) el sistema es detailed balanced, (b) el sistema es complex balanced.

Ejercicio 8. (i) Consideremos la siguiente red con cinética de accién de masas

[0
Aj24, (4)
B
A Y
2A27A1 + AQ:A3. (5)
€

., Cudl es la deficiencia de esta red? Describir las clases de compatibilidad estequiométricas.
., Es posible encontrar una clase de compatibilidad estequiométrica que contenga mas
de un estado estacionario (positivo)?

(ii) Considerar la siguiente red similar a la anterior:
a
Al ?2A1 (6)

0 g
A2<—n Al + A2_><A3. (7)
3

., Cudl es la deficiencia de esta red? Describir las clases de compatibilidad estequiométricas.
Es posible encontrar una clase de compatibilidad estequiométrica que contenga mas de
un estado estacionario (positivo)?

(iii) Si puede haber més de un estado de equilibrio positivo, usar el algoritmo de Sturm para
determinar un ejemplo con el maximo nimero de raices reales (si no conocen el algoritmo
de Sturm, lo voy a mencionar, o pueden buscarlo en internet).

Ejercicio 9. En este ejercicio se probard que el modelo general para la especificidad de una
célula T del sistema inmune tiene exactamente un estado de equilibrio positivo en cada clase
de compatibilidad estequiométrica. El modelo general estd descripto por la siguiente red:



aop al az a; aq41 an
T+Mbo Xo X1 : X; XN
b1
bi
bn
Para cada especie T, M, Xy, ..., X, en el diagrama, denotamos su concentracién por
TTyTM;TOy -5 Ty

(i) Describir el sistema de ecuaciones diferenciales con cinética de accién de masas.

(ii) Chequear que las siguientes son dos leyes de conservacién linealmente independientes
Ty a0+t Ny =Mty xr+ 20+ -+ xny = Tiot. (Hay mas independientes?

(iii) Probar que cualquier estado estacionario x verifica x; = p;xpx ) para todoi =0,..., N,
donde u; son constantes que dependen de las constantes de reaccién.

(iv) Usar la ley de conservacién para Tio para encontrar una expresion para xp en términos
de z s en estado de equilibrio (xzpr > 0).

(v) Usar la ley de conservacién para My para concluir que para cada eleccion de Tio, Mot >
0 existe un Unico estado estacionario con coordenadas mayores o iguales que cero.

Sugerencia: empezar estudiando el sistema para N = 2:

Ejercicio 10. Consideremos las reacciones

A+B™c B*aic o

y denotemos por x4, 2B, xc las concentraciones de las especies A, B, C respectivamente.
(i) Encontrar el sistema de ecuaciones diferenciales con cinética de accién de masas.
(ii) Mostrar que xp + x¢ se conserva a lo largo de las trayectorias.

(iii) Mostrar que en cada clase de compatibilidad estequiométrica existe exactamente un
estado estacionario positivo.

(iv) Mostrar que el valor de x4 en cualquier estado estacionario positivo es independiente de
las condiciones iniciales (es decir, el sistema muestra Absolute Conentration Robustness
en x4).



