| ECUACIONES POLINOMIALES Y ALGORITMOS |

SEGUNDO CUATRIMESTRE 2011— PRACTICA 8

Aplicaciones

En algunos ejercicios, conviene usar Singular.

(1) Sean A, B,C, D, E, F puntos en el plano. Denotamos con AB el segmento por los puntos
A, B, etc. Expresar como la anulacién de una o més ecuaciones polinomiales las siguientes
afirmaciones:

(a) AB es paralelo a CD.

(b) AB es perpendicular a CD.

(c) A, By C son colineales

(d) C vive en el circulo de centro A y radio |A — B].

(e) Los angulos agudos Z(ABC) y Z(DEF) son iguales (Sug: Usar que dos dngulos agudos
son iguales si y solo si tienen la misma tangente)

(f) El segmento BD bisecta el 4ngulo Z(ABC).

(2) Sea A(A, B,C) el tridngulo por los puntos A, B, C' del plano. Escribir como ecuaciones poli-
nomiales las hipétesis y la tesis del siguiente teorema elemental: las alturas correspondientes
a los tres lados de A(A, B, () se cortan en un punto H. Demostrar el teorema usando bases

de Grébner.
(3) (a) Sean hi,...,h, € Rlzy,...,2,] vy g € Rlz1,...,x,] tal que g se anula en todos los ceros
complejos V del ideal J = (hq,...,h,). Probar que existen m € Ny A; ..., A, con coefi-
cientes reales tales que g™ = "7 | A;h; (0 sea, g estd en el radical de J en Ry, ..., z5].)

(b) Supongamos que existen dos variedades algebraicas V;, Vo C C™" tales que V = V3 UV,
y supongamos existe un polinomio no nulo ¢(x1) € I(Vy) N Clx1]. Sea ¢ el polinomio
obtenido tomando el conjugado de todos los coeficientes de ¢ y p = c¢. Probar que
p € I(Vi) NR[z].

(¢) Deducir que un polinomio g € Rzy,...,z,] verifica que pg estd en el radical de J en
R[z1,...,zy] siy solo si g se anula en V5.

(4) Consideremos el polinomio f = (z2 + y?)(2? + 22)(y? + 22). Escribirlo como un polinomio en
las funciones simétricas elementales de (z,v, 2).

(5) Sea f un polinomio homogéneo de grado ¢ en n variables.
(a) Probar que f se puede escribir como combinacién lineal con coeficientes constantes de
polinomios de la forma azf ... oin con iy + 2ig + ... iy, = L.
(b) Sea n el maximo grado de z1 que aparece en f (por simetria éste es el grado maximo en
cualquier variable). Si 0’? ...oin aparece en la expresién de f del ftem anterior, probar

que 11 + 12 + .. .0y <M.

(6) Consideremos el polinomio f en n variables x1,...,z, dado por f =), £ z?x;. Probar que
f = 0109 — 303. Notar que esto no puede demostrarse con una computadora.



