| ECUACIONES POLINOMIALES Y ALGORITMOS |

SEGUNDO CUATRIMESTRE 2015— PRACTICA 2

Ideales, Ordenes monomiales v Algoritmo de Divisién en K[X;5..... X, | =: K[X]

(1) Ordenes con pesos independientes
(a) Probar que el orden en K[X,Y] definido por X°Y?# < XYY e a+nB8 <o +af
es un orden monomial (donde 7 = 3.14...). Ordenar segin este orden todos los monomios
de grado < 4.
(b) En general, sea u := (uy,...,u,) un vector de R" tq uy, ..., u, son positivos y linealmente
independientes sobre Q. Se define en K[X] el orden <, siguiente :

X<, X — w-a<u-B

(donde - denota el producto escalar comin de vectores).

(c) Mostrar que <, es un orden monomial (que se llama orden con pesos independientes).
., Donde se usa la independencia lineal de los u;?

(d) Mostrar que u = (1,v/2,+/3) da un érden con pesos independientes en K[X,Y, Z].

(2) Sea I = (X% X?Y3 XY7) Cc K[X,Y].
e Dibujar en el plano el conjunto de vectores (m, n) que son exponentes de monomios XY™
que aparecen en los elementos de I.
e Si se aplica el algoritmo de divisién para f € K[X,Y], independientemente del orden
monomial usado, ; qué monomios pueden aparecer en el resto 7

(3) Seanu = (1,1,0,0),v = (0,0,1,1, 1) y definamos el siguiente orden <9 3 en K[ X1, X2, X3, X4, X5].
Denotemos por <3 el orden graduado reverso lexicografico en K[X3, X4, X5]. Decimos que
XP <53 X si (u,a) > (u, ), o en caso en que (u,a) = (u,3), vale que a; > f31; si ademds
vale que o > f1 entonces (v,a) > (v, [3); si resulta que (v,a) = (v, 3), entonces vale que
XXX <3 XXX

(a) Probar que <23 es un orden monomial

(b) Probar que si « es cualquier exponente no nulo con a3 = ay = a5 = 0 y 8 es cualquier
exponente que verifica que 51 = ff2 = 0, entonces 3 <23 .

(c) Ordenar con este orden todos los monomios en K|[X1, Xo, X3, X4, X5] de grado menor o
igual que 2.

(4) Sean f=X"+X3Y2 Y +1yF=(XY?-X,X-Y?).
e Calcular el resto y los cocientes de la division del polinomio f por el conjunto ordenado
F para el orden lexicografico X > Y y para el orden graduado lexicografico (también
llamado diagonal o deglex) con X > Y.
e Repetir permutando los elementos del conjunto F'. ; Qué se observa ?

(5) Sean f=X3 -~ X?%Y —X?Z+ X, fi=X?Y ~Zy fo=XY —1.
e Usando el orden graduado lexicografico con X > Y > Z calcular :
— el resto r; de f por (f1, f2).
— el resto ro de f por (fe, f1).
e Sea r =11 —r9. | Pertenece r al ideal (fy, fo) C Q[X,Y, Z]? En caso afirmativo, hallar
a,az € Q[X,Y, Z] tales que r = a1 f1 + aa fo.



e Explicitar (sin hacer cuentas) los cocientes y el resto de la divisién de r por (fi, f2).

(6) Sean f1 =X, fo=Y - Xy fs=1-YZyI={(f1,f2 f3)

e Probar que { (z,y,2) € C3 talque f(z,y,2) =0Vf €1} es vacio.

e Probar que para cualquier orden monomial que se considere y para cualquier orden de los
polinomios fi, fa, f3, el resto de la divisién del polinomio 1 por los generadores de I es no
nulo.

e Mostrar que sin embargo 1 € I exhibiendo a1, as, ag tales que 1 = ay fi + as fo + as fs.

(7) Sea I = (Y — X2, Z — X3) Cc C[X,Y, Z]
e Mostrar que todo f € C[X,Y, Z] puede escribirse en la forma :
f=a(X,Y,2)(Y = X?) +a2(X, 2)(Z — X°) + 1(X)
donde r(X) € C[X] es un polinomio puro en X.

e ; Corresponde esto a efectuar el algoritmo la divisién para algin orden adecuado ?
e Mostrar que en este caso f € I siy solo si r = 0.

(8) Justificar (sin hacer nuevas cuentas) por qué los polinomios dados en los ejercicios (4), (5), y
(6) no son una base de Grobner del ideal que generan para los 6érdenes considerados, mientras
que los del ejercicio (7) si lo son para el orden lexicografico X <Y < Z. ; Y para un orden
graduado lexicografico 7

(9) Sea I C K[X] un ideal y G una base de Grobner de I para <, y sean f,g € K[X]. Se nota por
ra(f) el resto de dividir a f por la base de Grobner G para algin algoritmo de divisién fijo.
e Probar que rg(f) =rg(g) <= f—g € I.
e Deducir que r¢(f + g) =ra(f) +ralg) v aue ra(fg) = ra(ra(f)ra(9)).

(10) Sean Gy G’ dos bases de Grobner de un ideal I C K[X] para un orden monomial fijado.
Mostrar que si f € K[X], entonces rg(f) = rg/(f). Es decir, una vez fijado el orden monomial,
el resto es independiente de la base de Grobner considerada.

(11) Mostrar que un conjunto finito de generadores de un ideal monomial es siempre una base de
Grobner del ideal.

(12) Sean fi,..., fs € K[X] (una variable, es decir n = 1). Determinar una base de Grébner de

<f17"'7fs>‘

(13) Sea I C K[X] un ideal principal. Mostrar que cualquier subconjunto finito de I que contenga
un generador de I es una base de Grobner de 1.

(14) Sea A € R¥™7 la siguiente matriz :
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e Sea I C R[Xy, Xo,...,X7] el ideal generado por las formas lineales {f1, fo, f3, fa} que se
deducen de las filas de A (es decir, f; = an X1 + - +air X7 (1 < i <7) si A = (ay5)).
Probar que { f1, f2, f3, f4} es una base de Grébner de I para algin orden monomial.



e Generalizar a matrices A € R"*™ en forma triangulada.

e ; Cual es el proceso de triangulacién que corresponde a producir una base de Grobner
reducida (para el orden lexicogréfico puro X; > --- > X,,) del ideal de K[X] genrado por
los polinomios lineales determinados por las filas de A ?

(15) ; BEs G = {X*Y? - 75 X3Y3 —1,X2Y* — 2Z} una base de Grébner del ideal que genera con
respecto al orden diagonal con X >Y > Z 7



