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Capitulo 1

§1.1. Conjuntos

1.1.1. Un conjunto es una coleccion de objetos, a los que nos referimos como sus elementos. Cuando
un objeto x es un elemento de un conjunto A decimos que x pertenece a A y escribimos

x € A.
Si, por el contrario, x no es un elemento de A, decimos que x no pertenece a A y escribimos
x ¢ A
Un conjunto queda completamente determinado por sus elementos. Como consecuencia de esto,

dos conjuntos son iguales si y solamente si tienen exactamente los mismos elementos.

1.1.2. Siun conjunto tiene un numero finito de elementos y estos no son muchos, entonces podemos
describir el conjunto simplemente listando sus elementos y en ese caso lo hacemos entre llaves
{-+-}. Por ejemplo, si escribimos

{1,3,101,7} 1)

estamos mencionando el conjunto que tiene por elementos a los numeros 1, 3, 101 y 7, y a ninguna
otra cosa mas — observemos que de esta forma el conjunto queda completamente determinado.
Cuando usamos este tipo de descripcion de un conjunto — listar sus elementos — decimos que
lo describimos por enumeracion o por extensién. Si llamamos A al conjunto de (1), entonces

claramente tenemos que

leA, 99 ¢ A, 101 € A, 0¢A.



Cada una de estas afirmaciones puede verificarse simplemente por inspeccion: por ejemplo, 0 no
es un elemento de A porque 0 no es ninguno de los objetos listados entre las llaves en (1).

Es importante tener en cuenta que el orden en que listamos los elementos de un conjunto
cuando lo damos por enumeracion es irrelevante — ya que lo unico importante es qué cosas
pertenecen al conjunto y qué cosas no — y, por lo tanto, que podriamos haber escrito

{7,101,1,3}

para describir exactamente el mismo conjunto que el de (1). De manera similar, la cantidad de
veces que aparece un objeto en la lista de elementos de un conjunto en una descripcién como (1)
es irrelevante: otra vez, lo unico importante es si un objeto aparece o no en la lista. Esto significa
que el conjunto

{1,1,101,3,3,3,7,101,7,7}
es exactamente el mismo que el conjunto de (1). Por supuesto, casi siempre es preferible evitar
repeticiones indtiles, pero esto puede no ser facil o posible.

1.1.3. En ciertas situaciones usamos la palabra familia en lugar de conjunto. Por ejemplo, cuando
tenemos un conjunto cuyos elementos son conjuntos, como {{1,2},{3,4}, {5} }, preferimos decir
«familia de conjuntos» a decir «conjunto de conjuntos», pero las dos frases significan exactamente
lo mismo. Encontraremos algunos ejemplos de este uso en lo que sigue — por ejemplo, en el
Ejercicio 1.6.3.

1.1.4. Los elementos de un conjunto pueden ser de cualquier tipo. Por ejemplo, el conjunto

{L@ +,(2,3)}

tiene cuatro elementos: el numero 1, el disco rojo @, el palo de trébol # de la baraja francesa y el
par ordenado (2,3). Los elementos de un conjunto pueden ser ellos mismos conjuntos: asi, los
elementos del conjunto

{1.{2,3},4,{5,6}}

son cuatro: los nimeros 1y 4 y los conjuntos {2,3} y {5,6}. Es importante observar que, por
ejemplo, el niimero 2 no es un elemento de este conjunto. De manera similar, el conjunto

{1.2}}

tiene exactamente un elemento, el conjunto {1,2},y
{1}

tiene dos: el nimero 1y el conjunto {1}. Finalmente,
(L AL {({L {1} 1}

denota el conjunto que tiene cuatro elementos: el numero 1ylos conjuntos {1}, {1, {1} } y {{1, {1} }},
que tienen 1,2y1 elementos, respectivamente.



1.1.5. Un conjunto puede no tener elementos: decimos en ese caso que es vacio. Si Ay B son dos
conjuntos que son vacios, entonces tienen exactamente los mismos elementos — a saber, ninguno —
y esto implica, como observamos arriba, que Ay B son de hecho el mismo conjunto. Vemos asi
que hay exactamente un conjunto que es vacio y no hay ninguna ambigiiedad si nos referirnos a él
como el conjunto vacio.

Podemos dar el conjunto vacio por enumeracion: de acuerdo a las convenciones que describi-
mos arriba, el simbolo

{}

denota al conjunto vacio. En efecto, como no hay ningun objeto listado entre estas llaves ningun
objeto pertenece a este conjunto. Casi siempre, sin embargo, usamos el simbolo especial

]

para representar al conjunto vacio. Este simbolo fue propuesto por André Weil, inspirado en la
letra ¢ del idioma noruego, y fue usado por primera vez en 1939 en el libro sobre la teoria de
conjuntos de Nicolds Bourbaki'. El concepto de conjunto vacio, sin embargo, es muy anterior: el
primero en usar explicitamente el conjunto vacio fue Georges Boole en 1847.

Observemos que el conjunto {@} tiene un elemento — el conjunto vacio — asi que no es
vacio. De manera similar, {@, {@} } tiene dos, ya que @y {@} son dos cosas distintas: se trata de
dos conjuntos, pero no son el mismo, ya que uno es vacio mientras que el otro, el segundo, tiene

exactamente un elemento.

1.1.6. Siun conjunto es finito pero tiene muchos elementos o, peor, si tiene infinitos elementos,
entonces no es practico o posible darlo por enumeracién. En ese caso, podemos describirlo
dando alguna condicién que permita decidir si un objeto pertenece o no al conjunto. Por ejemplo,
escribimos

A = {x : x es un entero positivo y par} (2)

para decir que A es el conjunto de todos los objetos x que satisfacen la condicion «x es un entero
positivo y par». Asi, los nimeros 2 y 1928 pertenecen a este conjunto A mientras que el nimero 7,

"En su autobiografia, Weil cuenta: «Wisely, we had decided to publish an installment establishing the system of
notation for set theory, rather than wait for the detailed treatment that was to follow: it was high time to fix these
notations once and for all, and indeed the ones we proposed, which introduced a number of modifications to the
notations previously in use, met with general approval. Much later, my own part in these discussions earned me the
respect of my daughter Nicolette, when she learned the symbol @ for the empty set at school and I told her that I
had been personally responsible for its adoption. The symbol came from the Norwegian alphabet, with which I alone
among the Bourbaki group was familiar.»



el nimero —4 o el conjunto {4, 9} no: el numero 7 es un entero positivo pero no es par, el nimero
—4 es un entero y es par, pero no es positivo, y el conjunto {4, 9} no es ni siquiera un entero. De

manera similar, al conjunto
{x : x es un numero real y 0 < x <3} (3)

pertenecen los nimeros 1, /2 y 3, pero no el nimero -9, el niimero 12 o el par ordenado (1,2).
Los conjuntos de (2) y (3) son infinitos, asi que no seria posible darlos por enumeracion de
sus elementos. Por otro lado, el conjunto

{x : x es un entero positivo menor que 1000 000}

es finito pero tiene 999 999 elementos, asi que aunque es en principio posible describirlo por

enumeracion hacerlo no es muy practico.

1.1.7. Cuando describimos un conjunto dando una condicién que permite decidir si cada objeto
pertenece o no a él, decimos que lo damos por comprension. El simbolo «:» que usamos en (2) y
en (3) se lee «tal que», y entonces leemos en voz alta lo que aparece a la derecha del simbolo igual
de (2) «el conjunto de los objetos x tales que x es un entero positivo y par». A veces se usa una
barra vertical « | » en lugar de «:», y se escribe, por ejemplo,

{x | x es un entero positivo y par}.
En estas notas usaremos exclusivamente el simbolo «:», ya que reservaremos la barra vertical para

denotar la relacién de divisibilidad entre nimeros enteros.

1.1.8. Casi siempre que damos un conjunto por comprension, parte de la condicion que lo deter-
mina es que los objetos tienen que pertenecer a algin conjunto ya conocido. Asi, la condicién que
aparece en el conjunto (2) incluye la de que x pertenezca al conjunto Z de los numeros enteros,
mientras que la de (3) que x pertenezca al conjunto R de los numeros reales. Cuando es ese el caso

y queremos enfatizarlo, preferimos escribir

{x € Z : x es positivo y par}

{xeR:0<x<3}

en lugar de las férmulas de (2) y (3). Cuando leemos en voz alta la primera de estas férmulas, por
ejemplo, decimos «el conjunto de los elementos x de Z tales que x es positivo y par».



§1.2. Subconjuntos

1.2.1. Decimos que un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B o también que A esta
contenido o incluido en B, y en ese caso escribimos A C B, si todo elemento de A es un elemento
de B, esto es, si para todo objeto x vale la implicacion

x€A — xe€B.

Si ademas es A # B, decimos que A es un subconjunto propio de B y escribimos, si queremos
enfatizar esto, A ¢ B.

Muchos autores usan el simbolo c en lugar de C para denotar la contencién de conjuntos, y
escriben A c B en lugar de A € B. En estas notas no usaremos nunca este simbolo.

1.2.2. Usaremos la siguiente observacion todo el tiempo en lo que sigue, y casi siempre sin referir
a ella explicitamente:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Es A C B si y solamente si para todo objeto x vale que
x¢B — x¢A

Demostracion. Laafirmacién A C B significa que para todo x valelaimplicacionx € A = x € B,
y la afirmacién contrarreciproca de esta implicacién es precisamente la del enunciado de la
proposicion, asi que la proposicion es trivialmente cierta. 0

1.2.3. Esimportante distinguir a los elementos de un conjunto de sus subconjuntos. Esto lo hacemos
tanto en la notacién como en el lenguaje: si x es un elemento de un conjunto B, decimos que x
pertenece a B y escribimos x € B, y si A es un subconjunto del conjunto B decimos que A esta
contenido en By escribimos A € B.

Asi, por ejemplo, 1 pertenece al conjunto {1,2,3} y {1} estd incluido en ese conjunto. De todas
formas, es bien posible que algo simultdneamente pertenezca y esté incluido en un conjunto: asi,
{1,2} es un subconjunto del conjunto {1,2,{1,2}} y ala vez es uno de sus elementos.

1.2.4. La siguiente proposicion describe las propiedades mas sencillas de la relacién de inclusion
entre conjuntos.

Proposicion. Sean A, B y C conjuntos.
(i) Setiene que A C A.
(i) SiAc By BCc A, entonces A = B.
(iif) SiAc By B c C, entonces A € C.

Demostracion. (i) Si x es un elemento de A, entonces claramente x es un elemento de A: esto
significa, precisamente, que A esta contenido en A, es decir, que A € A.



(ii) Supongamos que A € By que B € A, y mostremos que A = B. Si x es un elemento de A4,
entonces, como A C B, tenemos que x € B; se manera similar, si x es un elemento de B, entonces
como B € A podemos deducir que x € A. Vemos asi que todo elemento de A es un elemento de B
y que todo elemento de B es un elemento de A, por lo que A y B tienen exactamente los mismos
elementos y, por lo tanto, es A = B.

(iii) Supongamos que A € By que B ¢ C, y sea x un elemento de A. Como A € B, de que x
pertenezca a A se deduce que x pertenece a B. De esto y de que B € C se deduce, a su vez, que x
pertenece a C. Vemos asi que todo elemento de A es un elemento de C'y, por lo tanto, que A ¢ C,

como afirma el enunciado. O

1.2.5. La primera afirmacion de la Proposicion 1.2.4 que acabamos de probar nos dice que todo
conjunto A es un subconjunto de si mismo, esto es, que A € A. Por el contrario, ningtin conjunto

es un elemento de si mismo: en otras palabras, vale que
cualquiera sea el conjunto A se tiene que A ¢ A.

Esta afirmacion es, de hecho, el llamado Axioma de Fundacién de la Teoria Axiomatica de Con-
juntos de John von Neumann y Ernst Zermelo, que es la formalizacién mads usual de la teoria de
conjuntos.

1.2.6. El conjunto vacio se comporta de una manera especial con respecto a la relacion de inclusion:

Proposicion. Sea A un conjunto.
(i) Setiene que & C A.
(i) Si A c @, entonces A = @.

Demostracion. Todo elemento de & pertenece a A, simplemente porque no hay ningin elemento
en @: esto nos dice que & € A. Esto prueba la afirmacién (7). Para probar la afirmacion (ii), por su
parte, probaremos la afirmacién contrarreciproca, a saber, que

si A # @, entonces A ¢ @.

Sea entonces A un conjunto que no es vacio. Como no es vacio, posee algiin elemento x: ahora
bien, como x ¢ &, es claro que A ¢ @. O

1.2.7. Si A es un conjunto, el conjunto de partes de A es el conjunto & (A) cuyos elementos son
los subconjuntos de A. Asi, se tiene que

Be #(A) < BCA.



Proposicion. Sean A y B dos conjuntos.
(i) El conjunto vacio @ y el conjunto A son elementos de &7 (A) y, en particular, el conjunto 2 (A)
no es vacio.
(ii) Si A C B, entonces #(A) ¢ Z(B).

Demostracion. (i) Sabemos de la Proposicion 1.2.6(i) y de la Proposicion 1.2.4(i) que @ € Ay que
AcAasiquege Z(A)yAe Z(A).

(ii) Supongamos que A € Bysea C € &(A), de manera que C ¢ A. Usando la Proposi-
cién 1.2.4(iii) y el hecho de que C € Ay A € B, vemos que C C B, esto es, que C € Z(B). Asi, todo
elemento de Z7(A) estd en &?(B) y, por lo tanto, #(A) € Z(B), como afirma el enunciado. [

1.2.8. El unico subconjunto del conjunto vacio es el conjunto vacio — esto es precisamente lo
que nos dice la Proposicion 1.2.6(ii)— asi que () tiene exactamente un elemento, el conjunto

vacio mismo:
P (@) ={2}.

Los subconjuntos del conjunto {1} son
2y {1

asi que estos son los elementos de &2({1}), que tiene, por lo tanto, 2 elementos. De manera similar,
los subconjuntos de {1,2} y de {1,2, 3} son, respectivamente,

o, {1}, {2}, {12},

o, {1 {2 {35 {2}, {13}, {23}, {123},

asi que los conjuntos de partes 2 ({1,2}) y 2({1,2,3}) tienen 4 = 22 y 8 = 23 elementos. Veremos
un poco mas adelante que este patron se cumple con toda generalidad, de manera que tenemos el
siguiente resultado:

Proposicion. Si A es un conjunto finito y n € Ny es el niimero de elementos de sus elementos, entonces
el conjunto de partes 77 (A) es finito y tiene exactamente 2" elementos.

Daremos la prueba de esta proposicion cuando tengamos a nuestra disposicion el principio de

induccion.



§1.3. Diagramas de Venn

Cuando tenemos unos pocos conjuntos es frecuente usar una idea de John Venn para hacer un
diagrama que refleje las relaciones entre ellos. Dedicaremos esta seccion a los llamados diagramas
de Venn, que apareceran frecuentemente en todo lo que sigue.

Cuando tenemos un conjunto A podemos representarlo graficamente con un diagrama como
el siguiente:

La idea es que el rectangulo contiene todos los objetos sobre los que estamos hablando, mientras
que el circulo, que representa al conjunto A, divide a esos objetos en dos: los que estan adentro
son los que pertenecen a A y los que estan afuera son los que no pertenecen a A.

Supongamos ahora tenemos dos conjuntos A y B. Cada objeto puede pertenecer o no a A
y puede pertenecer o no a B. En total, hay cuatro posibilidades, correspondientes a las cuatro
entradas de la siguiente tabla:

;X € B?
No St
No 1 2
sx € A?
St 3 4

Una forma alternativa y mas conveniente de presentar estas mismas cuatro posibilidades es la
siguiente tabla:

ix € A? 3Xx € B?
1 No No
2 No Si
3 Si No
4 St Si



Graficamente podemos representar estas cuatro opciones usando el siguiente diagrama:

Tenemos aqui el mismo rectangulo que antes, que representa la clase de todos los objetos sobre los
que estamos hablando, y dos circulos que corresponden a los conjuntos A y B. Cada uno de estos
circulos dividen al rectangulo en dos regiones, que representan los elementos que pertenecen al
conjunto corresponden y los que no pertenecen a él. Entre los dos, los circulos dividen al rectangulo
en cuatro regiones: cada una de ellas se corresponde a una de las cuatro opciones que tabulamos
arriba. Por ejemplo, la region que pintamos de azul Q) es la parte del rectangulo que estd dentro
del circulo que representa a B y fuera del que representa a A.

Si en lugar de dos conjuntos tenemos tres, A, By C, entonces un elemento x puede o no
pertenecer a A, puede o no pertenecer a By puede o no pertenecer a C: en total esto nos da ocho
casos, que son los que aparecen en la siguiente tabla:

sx € A? ;X € B? sxeC?
1 No No No
2 No No Si
EN No i No
4 No Si Si
5 Si No No
6 Si No Si
7 St St No
8 Si Si Si

Como en el caso anterior, cada una de las filas de esta tabla se corresponde con una de las regiones



del siguiente diagrama de Venn:

Si tenemos mds conjuntos, es mas dificil hacer diagramas de Venn que los representen, pero
Venn prob6 en [Ven188o] que siempre es posible. Por ejemplo, si tenemos cuatro conjuntos A,
B, C, D y un elemento x que puede pertenecer o no a cada uno de ellos, hay en total 16 posibles
casos a considerar. Es imposible hacer un diagrama de Venn para esta situaciéon usando circulos —
esencialmente porque dos circulos se intersecan en como mucho dos puntos®> — pero si es posible
hacerlo con otras figuras. Por ejemplo, el siguiente es un diagrama de Venn con cuatro elipses
congruentes:

Notemos que este diagrama no tiene la misma simetria rotacional que el diagrama de arriba
para tres conjuntos, y esto es inevitable: David Henderson [Hen1963] y Stan Wagon y Peter

Webb [WW2008] probaron que si hay un diagrama de Venn para n conjuntos que tiene simetria

*Que dos circulos se intersequen en como mucho dos puntos implica que si tenemos un diagrama con k circulos
y agregamos un circulo mas, entonces agregaremos como mucho 2k nuevos puntos de interseccion y, por lo tanto, el
numero de regiones en las que queda dividido el plano puede aumentar, como mucho, en 2k. Con un solo circulo
tenemos 2 regiones, asi que agregando uno tenemos como mucho 2 + 2 -1 = 4 regiones, agregando uno mas como
mucho 4 + 2 -2 = 8, y agregando uno méas como mucho 8 + 2 -3 = 14. Como 14 es ciertamente menor que 16, es
imposible hacer un diagrama de Venn con 4 circulos.
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Figura 1.1. Un diagrama de Venn para cinco conjuntos usando elipses congruentes.

rotacional de 360/n grados, entonces el nimero n es necesariamente primo. No se conocen
diagramas simétricos para todos los primos, de todas formas. En la Figura 1.1 mostramos un
diagrama de Venn para cinco conjuntos representados por elipses congruentes que tiene simetria
rotacional — la construccién es debida a Branko Griinbaum [Grii1i992a, Griing92b].

§1.4. Operaciones entre conjuntos
Unién

1.4.1. Si Ay B son conjuntos, la unién de Ay B es el conjunto A U B tal que un elemento pertenece
a AU B siy solamente si pertenece a A o a B, esto es, tal que

Xx€AUB < x€cAox¢eB.
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En términos de diagramas de Venn, la unién de Ay B es

A B

1.4.2. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) ACAUBYyBCAUB.
(i) SiAc CyBc C, entonces AuB ¢ C.
(iii) Se tiene que A C B si y solamente si AU B = B.

Demostracion. (i) Si x es un elemento de A, entonces claramente se tiene que x € A o x € B, y esto
significa que x € A U B: vemos asi que A € A U B. Para ver la veracidad de la segunda parte del
enunciado procedemos de exactamente la misma manera.

(ii) Supongamos que A € C y que B ¢ C y mostremos que AU B C C. Sea x un elemento
de Au B, de manera que x € A o x € B. En el primer caso, de que x € Ay que A € C podemos
deducir que x € C; en el segundo, de que x € By que B ¢ C, que también x € C. Asi, en cualquier
caso se tiene que x € C y esto prueba que todo elemento de A U B es un elemento de C, esto es,
que AU B ¢ C, como queremos.

(iii) Supongamos primero que A ¢ B. Como ademads es B C B, usando la parte (ii) que
acabamos de probar podemos deducir que A U B ¢ B. Por otro lado, la parte (i) nos dice que
B € A u B. Juntando estas dos cosas, la Proposicion 1.2.4(ii) nos permite concluir que Au B = B.
Vemos asi que si A € B, entonces AU B = B.

Probemos ahora la implicacion reciproca: que si AU B = B, entonces A € B. Supongamos
entonces que A U B = B. De la parte (i) de la proposicién sabemos que A € A u By, por hipdtesis,
este ultimo conjunto es igual a B, asi que A € B, que es lo que queremos. O

1.4.3. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) AuA=A
(i) Aug = A
(iii) AuB=BUA.
(iv) (AuB)uC=Au(BuC).

Demostracion. (i) De la Proposicion 1.4.2(i) sabemos que A € AU A, y de la Proposicion 1.4.2(ii),
como ACAyAc A, que Au A C A. Estas dos inclusiones nos dicen que AU A = A.

(if) Como A € Ay & C A, de la Proposicion 1.4.2(ii) tenemos que A U @ € A. Por otro lado, de
la Proposicidn 1.4.2(i) sabemos que A € A U @. Vemos asi que AU & = A.
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(iif) De la Proposicion 1.4.2(i) sabemos que A € BU Ay que B € BuU Ay entonces, gracias a la
Proposicion 1.4.2(ii), podemos concluir que AU B € B U A. Exactamente el mismo argumento
pero intercambiando los roles de A y de B muestra que BU A € A U By, juntando todo, que
AuB=BUA.

(iv) Sea x un elemento de (AU B) U C, de maneraqueox € AUBo x € C.
« En el segundo caso, tenemos que x € BU C y, por lo tanto que x e AU (Bu C).

o Enel primer caso, tenemos que 0 x € Ao x € B.Six € A, entonces claramente x € AU(BUC).
Si en cambio x € B, entonces x € BU C'y, por lo tanto, x € AU (Bu C).

Vemos asi que en cualquier caso se tiene que x pertenece a A U (B U C), y esto prueba que
(AuB)uC < Au (Bu C). Razonando de la misma manera podemos ver que también vale la
inclusion reciproca, AU(BUC) € (AuB) uC,y concluir entonces que (AUB)UC = Au(BUC),

como afirma el enunciado. O

Interseccion

1.4.4. Si Ay B son conjuntos, la interseccion de Ay B es el conjunto A n B de los elementos que
pertenecen simultdneamente a Ay a B, esto es, el conjunto tal que

x€ANB < x€Ayx¢€B.

En términos de diagramas de Venn, la interseccién de Ay B es

A B

Decimos que A y B son disjuntos si la intersecciéon A N B es vacia.

1.4.5. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) ANBCAyAnBcB.
(i) SiC<c Ay Cc B, entonces C< An B.
(iii) Se tiene que A C B si y solamente si An B = A.

Demostracion. (i) Six es un elemento de A n B, entonces x € Ay x € B, asi que, en particular, x
es un elemento de A. Esto nos dice que todo elemento de A n B es elemento de A, esto es, que se
tiene que AN B € A. Que An B C B se prueba de la misma forma.

(i) Supongamos que C € Ay que C € B y mostremos que C € A n B. Sea x un elemento de C.
Como C < A, de que x pertenezca a C podemos deducir que x € A; de manera similar, de que
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C c By x € Cvemos que x € B. Como x pertenece tanto a A como a B, pertenece a A n B. Esto
muestra que bajo nuestras hipdtesis es C € A n B, que es lo que queremos.

(iii) Mostremos primero que si A € B entonces AN B = A. Supongamos, para ello, que A C B.
De la parte (i) de la proposicion sabemos que A N B € A. Por otro lado, si x es un elemento de A,
entonces x € B porque A € By, en consecuencia, x € A N B: esto muestra que todo elemento de A
es pertenece a AN B, es decir, que A € An B. Como valen las dos inclusiones, vemos de esta forma
que AnB=A.

Mostremos ahora que si AN B = A entonces A € B. Supongamos para ello que An B = Ay sea
x un elemento de A. Como x pertenece a Ay A = An B, tenemos por supuesto que x € AN By, en
particular, que x pertenece a B. Esto prueba que A € B. Ol

1.4.6. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) AnA=A
(i) Ang =@.
(iii) AnB=BnA.
(iv) (AnB)nC=An(BnC).

Demostracion. (i) De la Proposicion 1.4.5(i) sabemos que An A € A. Por otro lado, como A € A,
de la Proposicion 1.4.5(ii) sabemos también que A € A n A. En definitiva, tenemos que A = An A.

(ii) Es An @ € @& por la Proposicion 1.4.5(i) y entonces, de acuerdo a la Proposicion 1.2.6(ii),
esANg=a.

(iii) Sabemos que An B € By que An B C A, asi que la Proposicién 1.4.5(ii) implica que
AN B c Bn A. Intercambiando los roles de A y B en este razonamiento, vemos que también
BnAc An By, porlotanto,que AnB=BnA.

(iv) Sea x un elemento de (A N B) n C. Se tiene entonces que x € AN By que x € C,y que x
pertenezca a AN B implica que x € A y que x € B. Ahora bien, comox € Byx € C,esx € BN C;
como ademds x € A, tenemos que x € An (B n C). Vemos de esta forma que

(AnB)nCcAn(BnC). (4)
Para probar la inclusién reciproca, observemos que
An(BnC)=An(CnB) porque Bn C = Cn B, en vista de la parte (jii)
=(CnB)nA otra vez por la parte (iii)
cCn(BnA) porque ya sabemos que (4) vale
=(BnA)nC por (iii)

=(AnB)nC por la misma razon.

En definitiva, tenemos que (AN B) N C = An (B n C), como afirma el enunciado. O
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1.4.7. Las Proposiciones 1.4.5y 1.4.6 sobre la interseccion de conjuntos son completamente paralelas
a las Proposiciones 1.4.2 y 1.4.3, que se refieren a la union. El siguiente resultado, por su parte, nos

dice cdmo se relacionan entre si las operaciones de unién e interseccion.

Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) (AnB)uC=(AuC)n(BuC).
(i) (AuB)nC=(AnC)u(BnC).

La primera parte de esta proposicion nos dice que la union se distribuye sobre intersecciones,
de manera similar a como el producto de nimeros de distribuye sobre sumas: sabemos que si a,
by ¢ son numeros, vale que (a + b) - ¢ = a- ¢ + b - c. De manera similar, la segunda parte de la
proposicion afirma que la interseccion se distribuye sobre uniones.

Demostracion. (i) Probaremos la igualdad que afirma el enunciado mostrando que los dos con-
juntos que aparecen a los lados del signo = se contienen mutuamente.

Empezamos probando que (AnB)u C € (Au C) n (Bu C). Para ello, supongamos que x es
un elemento de (A n B) u C, de manera que x estd en An B o x estan en C.

« Six € C, entonces claramente x e AUCyx e BUC,asiquex € (AuC)n(BnC).

o Sien cambio x € AN B, entonces sabemos que tanto x € A como x € B. De lo primero
deducimos que x € Au Cy de lo segundo que x € Bu C'y, juntando estas dos cosas, que
xe€(AuC)n(BuC).

En cualquier caso, entonces, se tiene que x € (AUC) N (BUC) y esto prueba que, como queriamos,
(AnB)uCc(AuC)n(BuUC). (5)

Veamos ahora la inclusion reciproca: supongamos que x es un elemento de (AN C) U (BnC)y
mostremos que necesariamente es también un elemento de (A U B) n C. La hipotesis nos dice,
otra vez, que x pertenecea AnCoaBnC.

o Six € AnC, entonces tenemos que x € Ay que x € C. De lo primero se deduce que x € AUB,
y de todo que x € (Au B) n C.

« Six e Bn C, entonces tenemos que x € By que x € C. Lo primero implica que x e AUBY
esto y lo segundo que x € (AU B) n C.

Vemos asi que x pertenece a (A U B) n C independientemente de en qué caso estemos, y esto
muestra que

(AuC)n(BuC) c(AnB)uC. (6)

Finalmente, de (5) y de (6) vemos que (Au C)n (BuU C) < (An B) U C, como queremos.
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(i) Probaremos esta igualdad, como la anterior, mostrando que ambos conjuntos se contienen
mutuamente. Sea x un elemento de (AuB) N C. Sabemos que x € Cy que x € AUB, de manera que
x € Ao x € B. En el primer caso tenemos que x € An Cy, por lo tanto, que x € (AnC) U (BnC).
En el segundo tenemos que x € BN Cy, por lo tanto, que x € (An C) u (B n C). En cualquier
caso, entonces, es x € (An C) U (Bn C), de manera que

(AuB)nCc (AnC)u(BnC). )

Supongamos ahora que x es un elemento de (AnC)u (BN C).Six € AnC, entoncesx € Ayx € C,
asi que x € AU By, méds aun, que x € (AU B) n C. Si en cambio x € BN C, entonces x € By x € C,
asique x e AUByx € (AU B) nC. Vemos de esta forma que (AnC)u(BNnC) < (AuB)nCy
esto, junto con (7), prueba que (An C)u (Bn C) = (Au B) n C, completando la prueba de la
proposicion. O

Diferencia

1.4.8. Si A y B son conjuntos, la diferencia de Ay B es el conjunto A \ B cuyos elementos son
precisamente los elementos de A que no son elementos de B, esto es, el conjunto tal que

X€ANB < xecAyx¢B.

En términos de diagramas de Venn, la diferencia de A \ B es

Muchos autores escriben A — B a lo que nosotros aqui escribimos A \ B.

1.4.9. Observemos que de la definicion del conjunto A \ B se siguen inmediatamente que
x¢ ANB =— x¢AoxeB.

En efecto, esta implicacion es la contrarreciproca de la implicacion
xeAyx¢B = xcA\B

que es parte de la definicion de A \ B.

1.4.10. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) El conjunto A \ B estd contenido en A y es disjunto de B.
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(i) ANA=g, AN@=Ayo\A=0.
(iii) Si AN B =B\ A, entonces A = B.
(iv) Es(ANB)NCCc A~ (BNC).

Demostracion. (i) Si x es un elemento de A \ B, entonces de la definicién misma de la diferencia
de conjuntos sabemos que x pertenece a A: esto significa que A \ B € A y prueba la primera
afirmacion. Para probar la segunda, supongamos por un momento que el conjunto (A \ B) n B
no es vacio, de manera que posee algtin elemento x. Por supuesto se tiene en ese caso que x € B.
Por otro lado, es x € A\ By, por lo tanto, x ¢ B: esto es imposible. Esta contradiccion muestra que
nuestra suposicion de que (A \ B) N B no es vacio no puede ser cierta y podemos concluir de esto
que (A \ B) N B = g, esto es, que los conjuntos A \ By B son disjuntos.

(ii) Supongamos que la diferencia A \ A no es vacia, de manera que posee algin elemento x.
Como x € A\ A, de la definicién de la diferencia tenemos que x € Ay x ¢ A: esto es imposible y
esta contradiccion provino de haber supuesto que el conjunto A \ A no es vacio. Vemos asi que
debeser AN A =g

De la parte (i) sabemos que A \ @& € A. Por otro lado, si x es un elemento de A, entonces
claramente x ¢ @, asi que x € A \ &: esto nos dice que A € A \ @y, juntando todo, que A\ & = A.
Finalmente, de la parte (i) sabemos que @\ A € &, asi que usando la Proposicién 1.2.6(ii) podemos
deducir que o\ A = @.

(iii) Supongamos que A \ B = B\ Ay mostremos que A = B probando que los conjuntos A
y B se contienen mutuamente. Sea x un elemento de A: si fuese x ¢ B, entonces tendriamos que
x € A\ By como este ultimo conjunto coincide con B \ A por hipédtesis y sabemos que B \ A € B,
tendriamos que x € B, lo que es absurdo. Vemos asi que x necesariamente pertenece a By, en
definitiva, que A ¢ B. Razonando de manera similar pero intercambiando los roles de Ay de B
vemos que ademads es B C A, asi que, como queriamos, A = B.

(iv) Sea x un elemento de (A \ B) \ C, de maneraque x € AN Byx ¢ C. Como x € A\ B,
entonces x € Ay x ¢ B. En particular, de que x no pertenezca a B deducimos que x ¢ B\ C'y,
juntando todo, que x € A~ (B~ C). O

1.4.11. Observemos que no es cierto que valga la igualdad en la Proposicion 1.4.10(iv). Por ejemplo,
sitomamos A = C = {1} y B = &, entonces el conjunto (A\ B) \ C = & esta contenido propiamente
en A\ (BN C) = {1}. En general, los conjuntos que aparecen en ese enunciado tienen los diagramas
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de Venn siguientes:

C C

(ANB)~C AN (BNC)

Esto nos dice que la operacion de diferencia de conjuntos no es, en general, asociativa y, mds aun,

nos sugiere cuando si lo es.

1.4.12. Ejercicio. Sean A, By C tres conjuntos. Pruebe que (AN B)~ C = A\ (B\ C) siy solamente
siAnC=g.

1.4.13. La siguiente proposicion nos describe algunas de las formas en las que la diferencia interac-
tua con las otras operaciones de conjuntos.

Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) Es(ANB)~C=A~NBuUC.
(i) AN(BNC)=(ANB)u(AnC).
(iii) AU(B~NC)=(AUB)\(C\A).
(iv) An(B~NC)=(AnB)N(AnC).

Demostracion. Probaremos cada una de las cuatro igualdades que afirma esta proposiciéon mos-
trando que los dos conjuntos involucrados se contienen mutuamente.

(i) Sea x un elemento de (A \ B) \ C, de manera que x € A\ By x ¢ C. Se tiene entonces
que x € Ay que x ¢ B, asi que x ¢ BU C vy, por lo tanto, podemos concluir, como queremos, que
x € AN BUC. Vemos asi que (ANB)~Cc ANBuUC.

Sea, por otro lado, x un elemento de A\ Bu C, de forma que x € Ay x ¢ BU C. De esto tltimo
se deduce que x ¢ By que x ¢ C, asi que tenemos que x € A \ By, finalmente, que x € (A~ B) \ C.
Esto nos dice que AN BuC < (AN B) N\ C.

(if) Sea x un elemento de A~ (B\ C). Se tiene entonces que x € Ay x ¢ B\ Cy, por lo tanto, que
x ¢ Box € C. En el primer caso tenemos que x € A \ By en el segundo que x € An C: vemos asi
que en cualquier caso es x € (AN B)U(ANC). Esto muestraque AN (B~ C) € (ANB)U(AnC).

Supongamos, por otro lado, que x es un elemento de (AN B) U (AN C). Six € A\ B, entonces
x € Ayx ¢ B,asi que x ¢ B\ Cyy, en definitiva, x € A\ (B~ C). Si en cambio es x € AnC, entonces
xeAyx¢B~C,asiquex € A~ (B~ C).Esto pruebaque (ANB)U(ANC)<S AN (BNQ)y,
junto con la inclusién que probamos antes, que vale la igualdad del enunciado.
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(iii) Sea x un elemento de AU (B~ C).Six € A, entoncesx € AUByx ¢ C\ Ay, por lo tanto,
x € (AUuB)\ (C\ A). Por otro lado, si x € B\ C, entonces x € B, de maneraque x € AUB,y
x ¢ C, de manera que x ¢ C\ Ay, otravez, x € (AU B) \ (C\ A). Concluimos de esta forma que
AU(BNC)<S(AUB)~N (CNA).

Sea ahorax € (AUB)N (CNA).Esx e AUByx ¢ C\ A.Six € A, entonces claramente
x € AU(B~C).Six ¢ A, entonces debe ser x € B, yaque x € AUB,y, como x ¢ C\ A,
debe ser también x ¢ C, asi que x € B\ Cy, por lo tanto, x € AU (B \ C). Esto nos dice que
AU(BNC) < (AUB)\ (C~ A)y,junto con la inclusion anterior, prueba lo que queremos.

(iv) Sea x un elemento de An (B~ C), de maneraque x € Ay x € B\ C, esdecir,x € By x ¢ C.
Como x € Ay x € B, sabemos que x € AN B; por otro lado, comox € Ayx ¢ C,esx ¢ AnC.
Estas dos cosas implican que x € An B\ An Cy, en definitiva, que An (BN C) CAnB~ AnC.

Sea, para verificar la inclusion reciproca, x un elemento de AnB\ AnC, de forma que x € AnB
yx ¢ An C. Lo primero nos dice que x € Ay x € B, mientras que lo segundo nos dice, dado que
x pertenece a A, que x ¢ C. Tenemos asi que x € B\ C'y, en consecuencia, que x € An (B~ C).
Esto pruebaque ANBNAnC c An (B~ C) y, en vista de la inclusion que ya probamos, que vale
de hecho la igualdad. O

Complemento

1.4.14. Fijemos un conjunto %, al que llamaremos en este contexto el conjunto de referencia
o universal, y representémoslo en los diagramas de Venn por el rectangulo exterior. Si A es un
subconjunto de %, llamamos complemento de A (con respecto al conjunto de referencia %) al
conjunto A® := 7 \ A. El diagrama de Venn de A€ es el siguiente.

Esimportante observar que el complemento A° depende de la eleccion del conjunto de referencia %
y que solamente esta definido para subconjuntos de este.

1.4.15. Proposicion. Sea % un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de % .
(i) BEAUVA =% yAn A° = 2.
() =% y¥U° =.
(iii) (A°) = A.
(iv) ANB=An B

Observemos que si A es un subconjunto de %, entonces su complemento A con respecto
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a % también lo es, asi que tiene sentido considerar su complemento (A€)¢, como hicimos en la

parte (7ii) de esta proposicion.

Demostracién. (i) Es

AUA =AU (%~ A)
=(AuZ)~(ANA) por la Proposicion 1.4.13(iii)

Y@ porque A € %
=U
y
ANA =An (%~ A)
AN NANA por la Proposicion 1.4.13(iv)
ZANVA porque A € %
= .

(ii) Claramente @ =Y NS =UyU = U \ U = 2.

(iii) Es
(AC)C — % N AC
=UN(U~NA)
=(U~NU)u(UnA) por la Proposicion 1.4.13(ii)
=gUA porque A € %
=A.

(iv) Sea x un elemento de A \ B, de manera que x € Ay x ¢ B. Como A € %, de que x € A
obtenemos que x € % y, por lo tanto, que x € % \ B = B®. Asi, x € An B°. Reciprocamente, si x
es un elemento de A N B¢, entonces x € Ay x € B = %/ \ B, de manera que x ¢ B: vemos de esta

forma que x € A\ B. Ol

1.4.16. Las dos afirmaciones de la siguiente proposicion son conocidas como las Leyes de Dualidad
de De Morgan, por Augustus De Morgan, uno de los fundadores de la l6gica moderna.

Proposicion. Sea % un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de % .
(i) (AUB)* = A°n B".
(i) (AnB)°=A°UB".

Observemos que si A y B son subconjuntos de %, entonces A U By A n B también lo son, asi
que tiene sentido considerar, como en esta proposicion, los complementos (AU B)°y (An B)¢
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con respecto al conjunto % .

Demostracién. (i) Supongamos que x es un elemento de (AUB)€, de maneraque x € % yx ¢ AUB,
Y, por lo tanto, x ¢ Ay x ¢ B. Vemos asi que x € % \ A = A° y que x € % \ B = B®y, entonces,
que x € A° n B°.

Reciprocamente, sea x un elemento de AN B°. Esx € A°yx € B, asiquex e Z,x ¢ Ay
x ¢ B: de esto se deduce que x ¢ AU By, por lo tanto, que x € ZZ N\ AuB = (AU B)*.

(#1) Podriamos probar esta afirmacion procediendo de manera totalmente similar a como
probamos la parte (i) — dejamos eso al lector — pero preferimos, para variar, seguir un camino
alternativo. Tenemos que

(AnB) = ((A) N (B))®  porque A= (A°)° y B = (B)°
= ((A“uBY%)" or la parte (i) de la proposicién
p p prop
= A°UB".
Esta ultima igualdad es consecuencia de que (X¢)¢ = X para todo conjunto X y, en particular,
cuando X es el conjunto A° U B°. O

1.4.17. Los resultados anteriores describen de qué manera se relaciona la operacién de tomar el
complemento de un conjunto con las demas operaciones entre conjuntos. El siguiente, por su
parte, nos dice qué hace con las inclusiones: «las da vuelta».

Proposicion. Sea % un conjunto de referencia. Si A y B son dos subconjuntos de % , entonces

ACB <= Bfc A"

Demostracion. Sean Ay B dos subconjuntos de %, supongamos que A C By sea x un elemento
de B. Como x € % y x ¢ B, entonces x ¢ Ay, por lo tanto, x € % \ A = A. Esto prueba que

ACB = Bfc A"

Ahora bien, esto vale cualesquiera sean los conjuntos A y B: en particular, si como A elegimos a B
y como B a A, nos dice que

BC g14(3 —_— (AC)C g (BC)C
y, como (A°)° = Ay (B°)° = B, que
B‘c A = AcB.

Con esto quedan probadas las dos implicaciones de la proposicion. O
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El principio de dualidad

1.4.18. Usando las Leyes de Dualidad de la Proposicion 1.4.16 y la Proposicion 1.4.17 podemos
hacer una observacion ttil, que es conocida como el principio de dualidad. Antes que nada, demos
dos ejemplos para mostrar de qué hablamos.

1.4.19. La primera parte de la Proposicion 1.4.7 nos dice que
si A, By C son tres conjuntos, entonces (ANB)uC=(AuC)n(BnC).

Esto es cierto cualesquiera sean los conjuntos A, By C. En particular, si tenemos tres conjuntos X,
Y yZycomo A, By C elegimos a X, Y y Z¢, respectivamente, entonces sabemos que

(X nYHuZ =(XUuZ)n (Y UuZ).

Ahora bien, usando las leyes de dualidad de De Morgan de la Proposicion 1.4.16 podemos ver que
el lado izquierdo de esta igualdad es

(XNnY)uZ =(XuY)uz*= ((XuY)mZ)C,
mientras que el lado derecho es
(XTuZYN(YuzZ)=(XnZ)n(YnZ)=((XnZ)u(Yn Z))C,
asi que aquella igualdad nos dice que
(XuY)nZ2) =((XnZ)u(Yn2)).
Esto implica — usando otra vez las leyes de dualidad — que
(XuY)nZ-= (((Xu Y)mZ)C)C = (((XmZ)u(YmZ))C)C =(XnZ)u(Yn2).
Hemos probado asi que
si X, Y y Z son tres conjuntos, entonces (XU Y)nZ=(XnZ)u(YnZ).

Esta afirmacion es, mas alld de la eleccion de los nombres de los conjuntos, la segunda afirmacion
de la Proposicion 1.4.7. Vemos asi que podemos deducir la segunda afirmacion de esa proposicion
de la primera usando las leyes de dualidad. Dejamos al lector la tarea de mostrar que usando esas
leyes de dualidad podemos, reciprocamente, deducir la primera de la segunda y, en definitiva, que
esas dos afirmaciones son equivalentes — al menos, si tenemos a mano las leyes de dualidad.
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1.4.20. La Proposicion 1.4.5 afirma en parte que que
si A y B son conjuntos, entonces A © B exactamente cuando An B = A.

Si X e Y son dos conjuntos cualesquiera, entonces podemos elegir en esa afirmaciéon como Ay B a
los conjuntos Y y X: tenemos entonces que

Y€ c X€ exactamente cuando Y n X¢ = Y©.

De la Proposicion 1.4.17 sabemos que la afirmacién Y € X¢ es equivalente a la afirmacion
X ¢ Y. Por otro lado, de acuerdo a las leyes de dualidad de la Proposicién 1.4.16 sabemos que
Y°nX¢ = (YuX)¢, asiquelaafirmacion YN X = Y° es equivalente a la afirmacién (YUX)“ = Y°

¥, por lo tanto, a la afirmacién Y u X = Y. Juntando todo, vemos que lo que tenemos es que
X c Y exactamente cuando Y u X = Y.

En definitiva, hemos probado que
si X e Y son conjuntos, entonces X € Y exactamente cuand YuX =Y,

y esto es esencialmente la tercera afirmacion de la Proposicion 1.4.2.

1.4.21. Estos dos ejemplos son parte de un fendmeno general: siempre que tenemos una afirmacion
sobre conjuntos podemos construir otra usando las leyes de dualidad de De Morgan de la Proposi-
cién 1.4.16 y la Proposicion 1.4.17 de la misma forma en que lo hicimos en estos dos ejemplos, y el
resultado es una nueva afirmacion que es tan cierta como aquella con la que empezamos.

No es dificil probar esto — la dificultad consiste, sobre todo, en describir exactamente qué es
lo que queremos decir cuando decimos «una afirmacién sobre conjuntos» — y nos contentaremos

con usar esta idea como forma de encontrar informacién.

Diferencia simétrica

1.4.22. Si Ay B son dos conjuntos, la diferencia simétrica de Ay B es el conjunto
AAB=AuB\NAnB.

En otras palabras, A A B es el conjunto de todos los elementos de A y de B que no estan simultd-
neamente en Ay en B. Por otro lado, en términos de diagramas de Venn, la diferencia simétrica
de AyBes

A B
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1.4.23. Proposicion. Si A y B son conjuntos, entonces

AAB=(ANB)U (B~ A).

Muchas veces, la diferencia simétrica de dos conjuntos se define usando la igualdad que nos

da esta proposicion.

Demostracién. Sea x un elemento de AA B=AUB\ AnB,de maneraquex €e AUByx ¢ AnB.
Hay dos posibilidades:

o Puede ser que x € Ay, como x ¢ AN B, necesariamente es entonces x ¢ By, por lo tanto,
x € ANB.

« Sino, puede ser que x € B, y entonces de que x ¢ AN B podemos deducir ahoraque x ¢ Ay
quex € B\ A.
En cualquiera de estos dos casos tenemos que x € (A \ B) U (B \ A) y, en definitiva, concluimos
que AABC (ANB)U(B\A).
Para probar la inclusién reciproca, sea x un elemento de € (A\ B) U (B\ A). Otra vez tenemos

que considerar dos casos:

o Sixe AN B,entoncesx € Ayx ¢ B,asiquex € AUByx ¢ An B,y podemos concluir que
x€AUBNANB=AAB.

o Six e B\ A, entoncesx € By x gé Aasiquex e BN Ayx ¢ An By, como consecuencia de
esto, otra vez tenemos que x e AUBNANnB=AAB.

Vemos asi que (AN B)U (B~ A)C AAB. O

1.4.24. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) Ahg=AyALA=0.
(i) AAB=BAA.
(iii) An(BAC)=(AnB) A (ANnC).

El conjunto de la parte (iv) de esta proposicion esta ilustrado en la Figura 1.2 en la pagina

siguiente.

Demostracion. Es

AANZ=AUBNANT=Ag=A

ALMNA=AUANANA=ANA=Q,
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C

An(BAC)=(AnB)A(ANnC)

Figura 1.2. El conjunto de la Proposicion 1.4.24(iii).

y, de manera similar, tenemos que
AAB=AuB~NAnB=BUA~NBnB=BAA.
Por otro lado, es

An(BAC)=An(BuC~NBNnC)
=An(BUC)NAnBnC
=(AnB)U(ANC)~N(AnB)n(AnC)
=(AnB)A(AnC).

Con esto hemos probado todas las afirmaciones de la proposicion. O

1.4.25. Proposicion. Sea % un conjunto de referencia. Si A y B son subconjuntos de % , entonces

(AAB) =A°AB=AAB.

Demostracion. Sean Ay B dos subconjuntos de U. Tenemos que
AAB=(%Z~A)ALB
=(( ~A)NB)U (B~ (Z \A))
=(% ~AUuB)U((BN%Z)uU(ANnB)) por 1.4.13(i) y 1.4.13(ii)

=(%# ~AuB)u (U (AnB)) yaque B<C %
=(Z ~AuB)U(AnB), (8)
que
AAB =B°AA por 1.4.24(ii)
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=(Z ~\BUA)U(BnA) por la igualdad (8)
=(% ~AuB)U(AnB) por 1.4.3(iii) y 1.4.6(iii) (9)
y que

(AAB)=%~AAB
=%~ (AUNANB)

=(% ~AUB)U (% n(AnB)) por 1.4.13(ii)
=(% ~AuB)U(AnB) porque ANBC %. (10)
Comparando (8), (9) y (10) obtenemos las igualdades del enunciado. ]

§1.5. Tablas de verdad

1.5.1. Muchas de las demostraciones que hicimos en la seccion anterior requirieron la consideracion
de varios casos. Cada vez que hacemos eso es importante ser sistematicos, para asegurarnos de
que no estamos dejando de lado alguna posibilidad. Hay varias estrategias para lograr eso. Veamos
una de ellas.

1.5.2. Supongamos que queremos verificar que para cada par de conjuntos Ay B se tiene que
ANAAB=AnNB. (11)

Una forma de hacer esto es mostrar que cualquiera sea un objeto x vale que x pertenecea ANAA B
exactamente cuando pertenece a A N B. Ahora bien: ;cuidndo pertenece a A\ A A B? Sabemos
que pertenece a este conjunto si y solamente si pertenece a A ynoa A A By, mds aln, que no
pertenece a A A B siy solamente si o bien pertenece simultineamente a A y a B o bien no pertenece
a ninguno de esos dos conjuntos. Mas alla de los detalles, es claro de todo esto que para decidir si
x pertenece a A\ A A B o no es suficiente con saber responder a las preguntas de si x pertenece o
no a Ay de si pertenece o no a B.

Ahora bien, ya observamos en la Seccion 1.3 que hay cuatro posibilidades para las respuestas a
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estas dos preguntas, que son las descriptas en cada una de las filas de la siguiente tabla.

sx € A? sx € B?
No No
No Si
Si No
Si Si

En otras palabras, una vez que fijamos un objeto x, hay exactamente una fila de esta tabla que
contiene la respuesta a las dos preguntas. Eso significa, entonces, que solo con saber cual es la fila
de la tabla que corresponde a x podemos decidir si x pertenece a A\ A A B 0 no. Mostremos
cdmo podemos hacer esto en detalle.

Primero, sabiendo qué fila corresponde a x ciertamente podemos decidir si x pertenece o no
a A A B. Extendemos entonces la tabla anterior con una columna que contiene la respuesta:

sx € A? sx € B? sXxe€AAB?
No No No
No St Si
St No Si
St St No

Hecho eso, podemos extender la tabla una vez mas con una columna en la que tabulamos, en cada
uno de los casos representados por las filas de la tabla, la respuesta a la pregunta de si x pertenece
o no a la diferencia AN A A B:

ix € A? 3x € B? ix € AAB? s xe ANAAB?
No No No No
No Si Si No (12)
Si No Si No
Si Si No Si

Podemos hacer, por otro lado, una tabla que nos diga, para cada uno de los cuatro casos
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C

Figura 1.3. El conjunto (A A B) A C, que, de acuerdo a la Proposicién 1.5.3, coincide con
AA(BAC).

representados por las filas, si x pertenece onoa An B:

ix € A? 3x € B? ix € AnB?
No No No
No Si No (13)
Si No No
Si Si Si

Observemos ahora que en las tablas (12) y (13) las columnas «;x € AN A A B y«;x € AN B?»
son iguales: esto significa que en cada uno de los cuatro casos correspondientes a las filas de esas
tablas el elemento x o bien pertenece a los dos conjuntos A~ A A By An B, o bien no pertenece a
ninguno de los dos. El punto de todo esto es, por supuesto, que esto prueba que vale la igualdad (11):
nos dice que no importa cual de los cuatro casos corresponda a x, la respuesta a las dos preguntas
«wx € ANA A Bt y«;x € An B?» es la misma, asi que los conjuntos A\ A A By An B contienen

exactamente los mismos elementos.

1.5.3. Veamos un ejemplo un poco mas complicado de aplicacion de esta idea:

Proposicion. Si A, B y C son tres conjuntos, entonces

AA(BAC)=(AAB)AC.

En la Figura 1.3 ilustramos el conjunto que aparece en esta proposicion.

Demostracion. En este caso tenemos tres conjuntos, A, By C, asi que cuando consideramos las
distintas posibilidades que hay de que un elemento x pertenezca a cada uno de ellos, tenemos
ocho casos distintos. En cada uno de ellos tenemos que decidir si x perteneceonoa A A (B A C)
ya (A A B) A C:sien todos los casos la respuesta de las dos preguntas es la misma, entonces los
dos conjuntos son iguales.
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N § X
(o% ﬁ (Ud)\ $ v (UVV Q/Y"’v Q/\Y:

3 3 3 3 3 3 3
No No No No No No No
No No St Si Si No Si
No Si No Si Si Si Si
No Si St No No Si No

St No No No St Si No

Si No Si Si No Si Si

Si Si No Si No No No

St Si St No Si No Si

Tabla 1.1. La tabla de verdad de la prueba de la Proposicién 1.5.3.

La Tabla 1.1 contiene todos los resultados necesarios. Notemos que incluimos columnas con la
respuesta a las preguntas «;x € A & B?» y «;3x € B A C?» en cada uno de los ocho casos, ya que
estas sirven como pasos intermedios para calcular las columnas que verdaderamente nos interesan,
que son la quinta y la séptima. Esas dos columnas son iguales, y esto significa que un elemento x
pertenecea A A (B A C) siy solamente si pertenece a (A A B) A C. Esto nos dice que estos dos
conjuntos son iguales, como afirma la proposicion. O

1.5.4. Consideremos otro ejemplo de como podemos usar estas «tablas de verdad», esta vez no
para probar que dos conjuntos son iguales, sino que son iguales bajo una hipétesis.

Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos. Si C € A, entonces

(AUB)NC*=(BNC)U(AAC).

Demostracion. Sean A, By C tres conjuntos y supongamos que C ¢ A. Otra vez tenemos tres
conjuntos, asi que hay en principio ocho posibilidades para la pertenencia de un elemento x a
cada uno de ellos. La hipdtesis que hicimos de que C esta contenido en A hace, sin embargo, que
algunos de esos casos sean imposibles: no puede ser que x pertenezca a C y no a A. Esto significa
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S J
C N)
& 3%\ & & o
N — v -
¥ & 0 v Ny % \ N
@ @ @ @ @ 7] @ @
$ 8 & & 5 & & &
Y v Y v v v v v
No No No No No No No No
No No Si No No No Si Si
No Si No Si Si Si No Si
No Si Si Si No No Si Si
Si No No Si Si No Si Si
Si No Si Si No No No No
Si Si No Si Si Si Si Si
Si Si Si Si No No No No

Tabla 1.2. La tabla de verdad de la prueba de la Proposicion 1.5.4. Las filas marcadas en rojo
son aquellas que corresponden a situaciones que no pueden ocurrir bajo la hipdtesis de la
proposicion.

que cuando armemos la tabla que tabule todos los casos posibles hay que excluir todos aquellos en
los que esa condicién no se cumpla, que son dos: las marcamos en rojo en la Tabla 1.2.

Si comparamos la quinta columna de esa tabla con la octava, vemos que coinciden en todas
sus entradas no marcadas en rojo. Esto prueba la proposicion. O

Es importante notar que esas dos columnas no son completamente iguales: sus entradas
correspondientes a las filas rojas son efectivamente distintas, y eso significa que la igualdad

(AuB)nC*=(B~C)u(AAC)

es falsa en general. La tabla nos permite encontrar un ejemplo de esto: las dos columnas difieren en
las entradas correspondientes a la primera de las filas rojas, asi que basta encontrar tres conjuntos
A, By C tales que haya un elemento x que corresponda a esa fila, es decir, tal que x ¢ A, x ¢ B
y x € C. Por ejemplo, podemos elegir A = B =@y C = {1}. En ese caso es (AU B) n C° = C°
mientras que (B~ C) U (A & C) = C, y estos dos conjuntos son efectivamente distintos.

Las columnas también difieren en sus entradas correspondientes a la segunda fila roja, en
laque x ¢ A, x € By x € C: esto nos sugiere otro ejemplo, con A = @y B = C = {1}. Ahora
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(AUB) N C° = @ mientras que (BN C)u (A A C) =C.

1.5.5. Para terminar, demos un ejemplo de cdémo podemos usar tablas de verdad para probar una

inclusién de conjuntos.

Proposicion. Si A, B y C tres conjuntos, entonces (AN B) N CC AN (BN C).

Demostracion. Fijemos tres conjuntos A, By B, y sea x un objeto cualquiera. Como antes, si nos
preguntamos si x pertenece o no a A, a By a B, las tres respuestas que obtenemos determinan una
de ocho posibilidades, y sabiendo las respuestas a esas preguntas podemos decidir si x pertenece o
noa (A B)~ Cysiperteneceonoa A\ (B C).La Tabla 1.3 tiene los resultados de hacer esto.

Sus columnas correspondientes a las preguntas «;x € (AN B) N C?» y «;x € A\ (B~ C)?» son
distintas, y esto nos dice que los conjuntos (A~ B) N\ Cy A\ (B~ C) son, en general, distintos.
Esto no es lo que nos interesa, de todas formas: queremos probar que el conjunto (A \ B) \ C esta
contenido en A \ (B~ C), no que es igual a él. Lo que tenemos que mostrar es que cada vez que
elegimos un objeto x y este es un elemento de (A \ B) \ C, entonces x también es un elemento
de A\ (B~ C). En términos de nuestra Tabla 1.3: lo que tenemos que hacer es verificar que cada
vez que elegimos una fila de esa tabla que tiene un Si en la columna «;x € (A \ B) \ C? también
tiene un Si en la columna «;x € A\ (B \ C)?». Esto efectivamente ocurre — de hecho, la unica
fila que tiene un Si en la columna «;x € (A \ B) \ C?» es que pintamos de verde. Esto prueba la

proposicion. Ol

Como dijimos, los conjuntos (AN B) \ Cy A~ (B~ C) son en general distintos — ya que
las columnas correspondientes en nuestra tabla son distintas. Tiene sentido, de todas formas,
preguntarse cudndo son iguales — ciertamente es posible que lo sean, como ocurre cuando los
tres conjuntos A, By C son vacios.

Supongamos por un momento que los conjuntos A, By C son tales que (ANB)\C = A\ (B\C).
Si elegimos un objeto cualquiera x, entonces las preguntas «;x € (ANB)NC¥» y«;x € AN(BNC)?»
tienen la misma respuesta. Mirando nuestra Tabla 1.3 notamos inmediatamente que no puede
ser que x determine una de las filas que pintamos de rojo: en los casos descriptos por ellas x no
pertenecea (AN B) N\ Cperosia A\ (B\ C).

Vemos asi que (AN B) N\ C = A\ (B~ C), entonces no puede ser que

« haya algin objeto que pertenezca a Ay a C pero no a B, porque a él corresponderia la
primera fila roja, no que

« hay algtin objeto que terminar a A, a Bya C, ya que a él corresponderia la segunda fila roja.

En otras palabras, lo que hemos observado es que

si(ANB)NC=A~N(B\C), entonces ANB°NC=3yAnBnC=g,
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§ 8 N
S & 8 S B

3 3 3 X 3 3 3
No No No No No No No
No No Si No No No No
No Si No No No Si No
No Si St No No No No

Si No No Si Si No Si

Si No Si Si No No Si

Si Si No No No Si No

Si Si Si No No No St

Tabla 1.3. La tabla de verdad de la prueba de la Proposicion 1.5.5. Las filas marcadas en rojo
son aquellas que corresponden a situaciones que no pueden ocurrir bajo la hipdtesis de la
proposicion.

y esto nos da una condicion necesaria para que sea (A \ B) \ C = A\ (B \ C). Esta condicién
también es necesaria, esto es, vale que

siANB NC=gyAnBnC=g,entonces(ANB)\C=A~ (B\C).

Probemos esto, usando otra vez nuestra tabla. Supongamos que ANB°NC=3yAnBnC=3,y
sea x un objeto cualquiera. De acuerdo a que x pertenezca o no a A, a By a C queda determinada
una de las filas de la Tabla 1.3, pero la hipétesis de quees AN B N C =@y An Bn C = @ nos dice
que, en realidad, los casos correspondientes a las filas que pintamos de rojo no pueden ocurrir.
Para saber, entonces, si las respuestas a las preguntas «;x € (AN B) N C» y «;x € AN (BN C)?» son
las mismas lo que tenemos que hacer es ver si las columnas correspondientes a estas son iguales
salvo, posiblemente, en las filas rojas. Como esto es asi, podemos concluir que los dos conjuntos
son iguales bajo nuestra hipoétesis.
Juntado todo, hemos probado el siguiente resultado:

Sean A, B y C tres conjuntos. La igualdad (A~ B) N~ C= AN (BN C) valesiy
solamentesi ANB°NC=3yAnBnC=@.

El siguiente ejercicio da una leve mejora de esto.
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1.5.6. Ejercicio. Sean A, By C tres conjuntos. Pruebe que (AN B) N\ C = A\ (B\ C) siy solamente
siAnC=g.

§1.6. Ejercicios

Identidades

1.6.1. Ejercicio. Sean A, By C tres subconjuntos de un conjunto de referencia % . Pruebe las
siguientes afirmaciones.
(a) AnNB=AN(ANB)=B~(BNA)=ANAAB=AA(A\B).
(b) AuUB=(AAB)UB=(AAB)A(AnB)=(ANB)UB.
() AAB=(AAC)A (BAC)=A° A B
(d) AN\B=A~N(AnB)=An(AAB)=AA(AnB)=BA (AUB).
() ANB=B~A <= A=B.
(f) AcB => AAB=B\A.
(90 An(BAC)=(AnB)A(AAC).
(h) Au(BAC)2(AUB)A(AUC)=(BAC)NA=(BNA)A(CNA).
(i) AN(BNC)2(ANB)N(A~C) = AnC~ B, yestos tres conjuntos son iguales si y solamente
siANB=AnC.
() (ANB)Nn(ANC)=AN(BUC)<cAN(BNC)=(ANC)u(A~C),ytodos estos conjuntos
son iguales siy solamente si AN (BN C) € A~ (BUC).
(k) (AxB)NC=(ANC)* (B~ C) cuando * es cualquiera de las operaciones U, N, A y \.
() (ANB)NC=(A~C)\B.
(m) AN(BNC)SAN(CNB) <= AnCcM «<— A~(C\B)=A.
(n) (AuB) A (BuC)=(AuC)\B.
(0) (AnB)A(BNnC)=(AnB)u(BnC)~(AnBNnC).
(p) (ANB)~N(B~NC)=ANB.
(9 (AuB)A(C~B)=Bu(AAQC).
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Uniones e intersecciones de familias de conjuntos

1.6.2. Si.# es una familia de conjuntos, la union de .7 y la interseccion de .# son los conjuntos
que denotamos con los simbolos

U A y A

AeF AeF

tales que

xe|JA < existeAe F talquexcA
AeF

x€ () A < paracada A € .7 setiene que x € A.
AeF
Estas construcciones generalizan la unién y la interseccion que ya vimos. En efecto, si X e Y son

dos conjuntos, entonces la interseccion y la union de la familia .# = {X, Y} son, respectivamente,

U A=Xuy, NA=XnY.
AeF AeF

1.6.3. Ejercicio. Si .# es una familia de conjuntos y B es un conjunto, entonces

N -(n4)un U@nm-(Ua)ns

AeF AeF AeF AeF

y si todos los miembros de la familia .% estan contenidos en un conjunto de referencia %, entonces
ademas

Sistemas completos de operaciones

1.6.4. Sea 7%/ un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de % . Consideremos el
diagrama de Venn correspondiente a esta situacion:

A B

El conjunto % queda divido asi en 4 regiones:

AN B, BN A, ANB, (AuB)*
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y considerando uniones de ellas podemos armar 16 conjuntos distintos.

g 8|8l
g 88|18
SHSENE
slslElE

Esto significa que podemos describir estos 16 conjuntos a partir de A y de B usando las operaciones

de unidn, interseccion, diferencia y complemento.

1.6.5. Ejercicio.
(a) Muestre que para describir estos 16 conjuntos a partir de A y B es suficiente usar inicamente
las operaciones de unién y complemento, o las de interseccion y complemento.

(b) Si X eY son subconjuntos de %, definimos dos nuevas operaciones | y 1 poniendo
X1lY=(XuY)S, X1Y=(XnY)*

Muestre que es posible describir cada uno de los 16 conjuntos del diagrama anterior a partir
de Ay B usando unicamente la operacién | y también usando inicamente la operacion 1.
Asi, por ejemplo, se tiene que

AnB=(A]}A)|(B]B), AnB=(A1B)1(A1B).
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Capitulo 2

§2.1. El producto cartesiano

2.1.1. Si Ay B son dos conjuntos, el producto cartesiano de Ay B es el conjunto A x B cuyos
elementos son los pares ordenados (a,b) conac Ayb € B.
Asi, por ejemplo, si A = {1,2} y B = {4, ¢, 0, 8}, entonces el producto cartesiano A x B tiene

por elementos a los ocho pares

(L&) (Lo) (L) (1L,a) (2,8) (2,0) (2,9) (2,8).

De manera similar, el conjunto N x R es el de todos los pares (7, ) con n un nimero natural y
r un nimero real, Z x Z es el de todos los pares (a, b) con a y b numeros enteros y R x R es el
conjunto de pares ordenados (x, y) de nimeros reales.

2.1.2. Es facil decidir cuando el producto cartesiano de dos conjuntos es vacio:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. El producto cartesiano A x B es vacio si y solamente si A es

vacio o B es vacio.

Demostracion. Supongamos primero que A x B no es vacio. Esto significa que existe algun par
ordenado (a,b) con a € Ay b € By, en particular, que ni A ni B son vacios, ya que contienen,
respectivamente,aayab.

Reciprocamente, supongamos que A x B es vacio y que A no lo es, de manera que existe un
elemento a en A. Si B no fuera vacio, habria también un elemento b en B y podriamos, por lo
tanto, construir el par ordenado (a, b): este par seria en ese caso un elemento de A x By esto es
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absurdo, ya que estamos suponiendo que el producto cartesiano es vacio. Vemos asi que B debe
ser necesariamente vacio y esto prueba la proposicion. 0

2.1.3. En el caso en que ambos factores son conjuntos finitos, el producto cartesiano es él mismo
finito y podemos precisar su nimero de elementos:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Si A y B son finitos y poseen, respectivamente, n 'y m
elementos, entonces el producto cartesiano A x B es finito y tiene exactamente nm elementos.

Observemos que si A y B son finitos y alguno de los dos es vacio, de maneraque n =00 m =0,
entonces esta proposicion nos dice que A x B tiene nm = 0 elementos; reciprocamente, si A x B
es vacio, es nm = 0y, por lo tanto, alguno de n o m tiene que ser nulo. Esto es compatible, por
supuesto, con lo que afirma la Proposicion 2.1.2.

Demostracion. Supongamos que A y B son finitos y que tienen n y m elementos, respectivamente.
Si alguno de A o B es vacio, de manera que alguno de los dos niimeros 7 o m es nulo, ya sabemos
que A x B es vacio y, por lo tanto, tiene 0 = nm elementos. Nos queda considerar, entonces, el caso
en el que ni A ni B es vacio y, por lo tanto, en el que los nimeros #n y m son positivos.

Sean

a, 4z, ..., dy (1)
los elementos de A listados en algin orden y sin repeticiones, sean

bi, by, ..., by (2)
los de B en algun orden vy, otra vez, sin repeticiones y consideremos los nm pares ordenados

(al,bl), (al,bz), 6009 (al,bm),
(az,:bl), (az,:bz), o 9 (az,:bm), (3)
(an,b1)s (an,b2), ..., (an,bm).

Todos ellos pertenecen a A x By, de hecho, todo elemento de A x B es uno de ellos. En efecto,
si (a,b) es un elemento de A x B, entonces a es un elemento de A, asi que aparece en la lista (1) y
hay un indice i en {1,...,n} tal que a = a;, y b es un elemento de B, asi que aparece en la lista (2)
y hay un indice jen {1,...,m} tal que b = b;: el par (a, b) es entonces el par (a;, b;) y es uno de
los que estan listados en (3).

Por otro lado, los nm pares ordenados que escribimos en (3) son distintos dos a dos. Supon-
gamos, por ejemplo, que los pares x = (a;,b;) e y = (a, b;) son iguales. Eso significa que son
iguales componente a componente: esto es, que a; = a y que b; = b;. Ahora bien, los elementos
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de la lista (1) son distintos dos a dos y entonces como a; y ay son iguales se debe tener que los
indices i y k mismos son iguales. Por la misma razon, los indices j y I son iguales, y vemos asi que
les pares x e y con los que empezamos aparecen en la tabla (3) en la misma posicién.
Concluimos asi que la lista (3) incluye todos los elementos de A x B sin repeticiones: como
hay alli nm elementos, vemos que A x B tiene nm elementos y, en particular, que es un conjunto
finito. Esto prueba la proposicion. O

2.1.4. Observacidn. El lector atento habra notado que en ningtin momento dijimos qué es exacta-
mente un par ordenado. Nos ocupamos aqui de esta cuestion.

Lo que queremos es alguna forma de poder construir a partir de dos objetos x e y un tercero,
al que escribimos (x, y), de manera tal que se satisfaga la siguiente propiedad caracteristica:
cualesquiera sean los objetos x, y, x" e ',

(,9)=(x",y") <= x=x"ey=y

Es importante observar que lo unico que importa es que se cumpla esta propiedad, que esencial-
mente nos dice que podemos recuperar a partir de (x, y) a los objetos x e y.

Una forma de hacer esto es usar una idea propuesta originalmente por Kazimierz Kuratowski
en 1921: si x e ¥ son dos objetos cualesquiera, definimos

()i = {{x), {x, 1)

Veamos que esta definicion tiene la propiedad que nos interesa. Sean x, y, x" e y’ cuatro objetos
cualesquiera. Es claro, por supuesto, que si x = x" e y = y’, entonces

(6 )k = {{xh {3} = { {{x"} ¥} = (¢ )k

Lo realmente interesante es que vale la implicacién reciproca. Supongamos, para verlo, que

(x, )k = (x', 9" )k, esto es, que {{x},{x,y}} = {{x'},{x",y'}}, y consideremos los siguien-
tes dos casos.

« Supongamos primero que x = y. En este caso es

{x" A"y 3 = {eh Aoyt ) = (o {x ) = ({ad {23 = {23},

y, en particular, como {x’, y'} pertenece a {x’, {x’, y'}}, también pertenece a {{x}} y, por
lo tanto, tiene que ser igual a {x}. La igualdad {x’, '} = {x} implica inmediatamente que
x'=xyquey =x=y.

o Supongamos ahora que x # y. Tenemos que {x’} € {{x'},{x',y'}} = {{x},{x, y}}, asi
que {x'} esiguala {x} oa {x, y}. En el segundo caso es {x'} = {x, y}, asi que x = x" = y,
y esto contradice nuestra hipotesis. Debe ser entonces {x} = {x} y, por lo tanto, x" = x.
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De manera similar, tenemos que {x’, y'} € {{x'},{x',y'}} = {{x},{x, y}}, asi que
{x',y"} esiguala {x} oa{x, y}. En el primer caso es {x', y'} = {x}, de manera que x" = x

e y' = x: esto implica que

{x,y} e {{ah {x, y}} = {1 "y} = {{oh {23} = {2}

y, por lo tanto, que {x, y} = {x} y, en definitiva, que y = x, contradiciendo nuestra hipétesis.
La conclusion de esto es que necesariamente vale que {x’, y'} = {x, y}.

En particular, tenemos que y' € {x,y'} = {x,y},asique y =x 0y = .81y = x,
entonces )’ = x', porque ya sabemos que x = x’, y

{x,y} e {{ah {x, y}} = ({3 {3} = ({6},

asi que {x, y} = {x’} y, en consecuencia, x = y: esto otra vez contradice nuestra hipotesis.
Debe ser entonces y' = y.

En cualquiera de los dos casos tenemos que x = x” e y = ', y esto prueba lo que queremos.

2.1.5. Ejercicio. Hay varias formas alternativas de construir pares ordenados a partir de conjuntos.
Pruebe que si para cada para de objetos x e y definimos

(% )w={{{x} o} {{r}}}
vale que
(5w ="y )w == x=xey=y"

Esto nos dice que esta es una definicion alternativa para los pares ordenados en términos de
conjuntos — esta es debida a Robert Wiener.

§2.2. Relaciones

2.2.1. Si Ay B son dos conjuntos, una relacion de A a B es simplemente un subconjunto R del
producto cartesiano A x B. Llamamos a A el dominio de la relacién Ry a B su codominio. Siay b
son elementos de Ay de B, respectivamente, entonces cuando el par ordenado (a, b) pertenece
a R decimos que a estd relacionado con b por Ry escribimos

aRb.

39



Si en cambio (a,b) ¢ R, escribimos

aRb.

2.2.2. Consideremos un ejemplo sencillo. Sean A = {1,2,3,4,5} y B = {#, 4, ¢, V}. El conjunto

R={(1+), (1L9), (2.4), (3,9), (3,4), (3.4), (44)}

es una relacion de A a B. Una forma mas eficiente de describir una relacion como ésta, que va de

un conjunto finito a otro, es dar un diagrama — al que llamamos el grafo de R — construido de la

siguiente manera: ponemos a la izquierda del diagrama los elementos de A encolumnados, a la

derecha los de B y conectamos un elemento a de A con uno b de B con una flecha si y solamente

si el par ordenado (a4, b) estd en R. En el ejemplo anterior, si hacemos esto obtenemos el siguiente

diagrama:

Observemos que en este dibujo bien puede haber elementos de A o de B que no estén conectados

con ningun elemento del otro conjunto y elementos que estén conectados con mas de uno.

También podemos usar para representar graficamente nuestra relacion R un diagrama — el

grdfico de la relacion — como

) o o
Q [
B
&
» [
3 4 5
A

Aqui el eje horizontal y el vertical listan en algiin orden y sin repeticiones los elementos de A'y

de B, respectivamente, y ponemos un punto por cada par ordenado de R de la manera evidente.
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Esta dltima idea, a diferencia de la primera, puede usarse en ciertos casos para representar

graficamente relaciones entre conjuntos infinitos. Por ejemplo, si A = B = IR, entonces el conjunto
R:{(x,y)e]RxR:x2+y2§1}
es una relacion de R a R y podemos representarla graficamente usando el dibujo

B

N
NI

Aqui, como siempre, vemos a los puntos del plano como pares ordenados (x, y) con coordenadas

x € Ay y € B, y pintamos los puntos que pertenecen a la relacion.

2.2.3. Si Ay B son conjuntos, siempre hay relaciones de A a B: esto es simplemente la observacion
de que el conjunto Z?(A x B) de A x B no es vacio. Hay dos ejemplos extremos:

o larelacion vacia de Aa Beslarelacion E =@ C Ax B,y
o larelacion total de A a B es larelacion T = A x B.

Es posible que la relacion vacia de A a B y la relacidn total sean la misma relacion: esto pasa
exactamente cuando alguno de los conjuntos A o B es vacio.

2.2.4. Si A es un conjunto, llamamos a la relacion
In={(a,b)e AxA:a=0b}

de A a A la relacion identidad de A. Si por ejemplo A = {1,2,3,4}, el grafo y el gréfico de la
relacion I4 son, respectivamente,

5 [ ]
5—>5

4 o
4 ——> 4

3 ]
3———> 3

2 ®
2 ——> 2

1 |
] ———m>1
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En cambio, el gréfico de la relacion identidad I del conjunto R de los niimeros reales es

R

§2.3. Operaciones entre relaciones

Composicion de relaciones

2.3.1. Si A, By C son conjuntos,y R € Ax By S ¢ B x C son relacionesde AaBydeBaC,
respectivamente, entonces podemos construir una nueva relacion de A a C, la composicién S o R
de Sy R, poniendo

SoR:={(a,c)e AxC:existebe Btalquea Rbyb S c}.

Es importante observar que solamente consideramos esta construccion cuando el codominio de
la relacién R coincide con el dominio de la relacion S.

2.3.2. Por ejemplo, si A = {#,0,8,0}, B={1,2,3,4,5,6} yC = {@,@,O, @} y tenemos las
relaciones

R={(9,1),(9,4),(9,6),(#,3),(4,6),(#,1),(#,2), (4. 4)}

S= {(1’ .)> (1’ O)’ (2> .)’ (3’ .)’ (5> .)’ (6’ O)}’

entonces la composicion de S y R es la relacion de Aa C

§SoR={(+@).(+.@).(+,0).(v.@),(9,0)}. (4)
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La forma mads sencilla de verlo es construir el siguiente diagrama, que contiene simultaneamente
el grafo de la relacion R y el de la relacion S:

R

(5)

2

/

1

Ahora bien, de acuerdo a la definicion de la composicion So R, un elemento a de A esta relacionado
con uno ¢ de C por la relacién S o R exactamente cuando hay un elemento b en Btalquea R by
b R c. Asi, por ejemplo, el par ordenado (©,() pertenece a S o R porque existe un elemento en B
— asaber, el 6 — tal que (9,6) € Ry (6,) € S: en términos del diagrama anterior, podemos decir
que @ estd conectado con () en la relacion S o R porque se puede llegar del primero al segundo
pasando por 6 a lo largo de las flechas. De la misma forma, como se puede llegar de # a @ pasando
por 1, el par (#, @) pertenece a S o R. Notemos que también es posible llegar de # a @ pasando
por 2, pero esto no es importante: es suficiente con que haya alguna forma de llegar de uno al otro
para que el correspondiente par ordenado esté en S o R. Finalmente, el par ordenado (&, @) no es
un elemento de S o R, ya que no hay forma de ir de # a @ en el diagrama.

Considerando con cuidado todos los pares, facilmente construimos el grafo de la relaciéon So R
a partir del diagrama (5), y obtenemos

SoR
0 @
. O
¢ o
» @

La descripcién de S o R que dimos en (4) es simplemente una transcripcion de esto.

2.3.3. Veamos otro ejemplo: sean los conjuntos A, By C todos iguales a R y sea

R

R={(x,y) eRxR:|x-y| <1},
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que es una relacion de R a R. Si x e y son elementos de R, entonces x R y si y solamente si la
distancia entre x e y es a lo sumo 1. Afirmamos que

RoR={(x,y) eRxR:|x -y <2}. (6)

Llamemos por un momento T a la relacion de R a R que aparece en el miembro derecho de esta
igualdad y probemos que R o R = T probando las dos inclusiones entre los conjuntos Ro Ry T.

Supongamos primero que (x, y) es un elemento de R o R, de manera que, de acuerdo a la
definicion de la composicion, existe z € R tal que x R zy z R y. Esto significa que |x — z| <1y que
|z — y| <1y entonces, gracias a la desigualdad triangular, tenemos que

=yl =l(x=2) = (z= )| <lx -2l + o=yl <T+1=2.

Esto muestra que (x, y) € T'y, en definitiva, que RoR C T.
Reciprocamente, supongamos que (x, y) es un elemento de T, de manera que x, y € Ry
|x — y| < 2. Si ponemos z = (x + y)/2, tenemos que

|x — 2] =

x_y‘:|x_y‘<zzl
2 2 2

X +
=
2

y, de manera similar, que
|z -yl <L

Esto nos dice que x R zy que z R yy, por lo tanto, que (x, y) € R o R. Esto completa la prueba de
nuestra afirmacion (6).

2.3.4. La composicion de relaciones es una operacion asociativa:

Proposicion. Sean A, B, C y D conjuntosy RC AxB,SCBxCy T c C x D relaciones de A a B,
de B a C yde C a D, respectivamente. Se tiene que

To(SoR)=(ToS)oR.

Demostracion. Seana € Ayd € D.

Supongamos primero que (a, d) es un elemento de T o (S o R). Esto significa que existe ¢ € C
tal que (a,c) € SoRy (c,d) € T.La primera de estas dos cosas significa, a su vez, que existe b € B
tal que (a,b) € Ry (b,c) € S. Ahora bien, de que (b,¢) € Sy (¢,d) € T podemos deducir que
(b,d) € ToSydeestoydeque (a,b) €R,que(a,d) e (ToS8)oR.Concluimos de esta forma
que To(SoR)<S(ToS)CR.

Supongamos ahora que (a, d) es un elemento de (T o S) o R, de manera que existe b € B tal
que (a,b) e Ry (b,d) € T o S. Esto ultimo nos dice que existe ¢ € C tal que (b,c) € Sy (c,d) € T.
Como (a,b) € Ry (b,c) € S, sabemos que (a,c) € So Ry de estoy de que (¢c,d) € T, que
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(a,d) € To(SoR).Estopruebaque (ToS)oRCc To(SoR)y,junto con la inclusion anterior,
la igualdad que aparece en el enunciado. O

2.3.5. Las relaciones identidades se comportan como elementos neutros para la composicion:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Si R € A x B es una relacion de A a B, entonces

IBOR:RZROIA.

Demostracion. Mostremos la primera de las dos igualdades — la segunda puede probarse de
exactamente la misma forma. Sean a y b elementos de A y de B, respectivamente, y supongamos
primero que (a, b) € I o R: esto significa que existe b’ € B tal que (b,b’) € Ig y (a,b") € R. Pero
si (b, ") esté en Ip, entonces necesariamente b’ = by, por lo tanto, tenemos que (a, b) € R. Esto
nos dice que Ig o R C R.

Reciprocamente, si (a,b) es un elemento de R, como ademds (b,b) € Iy, tenemos que
(a,b) € Iy o R: vemos asi que R € I o R, y esto prueba lo que queremos. O

Inversion de relaciones

2.3.6. Si Ay B son dos conjuntos y R es una relacion de A a B, la relacion inversa de R es la relacion
deBaA

R'={(x,y) eBxA:yRx}.
Observemos que esto significa que si x € A e y € B, entonces
y R'x < xR y.

El dominio y el codominio de la relacién R™! son, respectivamente, el codominio y el dominio de
la relacion de partida R.

2.3.7. Por ejemplo, si A = {0, 8,0, 8} yB=1{1,2,3,4,5,6}, larelacién inversa de
R={(9,1),(9,4),(9,6),(4,3),(#,6), (#,1), (#,2),(4,4)}

€S

R'={(1,9),(4,9),(6,9),(3,8),(6,8),(1,4),(2,4),(4,4)}.
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Los grafos de estas relaciones son

R R!
6 6
v 5 5\0
. 4 4 .
% 3 3 <¢
» 2 2 s
\1 1/
y sus graficos son
R R
6 o O
5
4 ] @ Q [ ] ]  J
B 3 ] L @ ]
A
2 ® <
1 o (] & o O ]
& & & 0 1 2 3 4 5 6
A B

Es claro que el grafo de R™! se obtiene del de R dando vuelta la direccién de las flechas e intercam-
biando de lugar las dos columnas de elementos, mientras que el grafico de R™! se obtiene del de R
reflejando el diagrama con respecto a la diagonal — la linea punteada roja.

2.3.8. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos. Si R € A x B es una relacion de AaByS < BxC
una de B a C, entonces la relacion inversa de la composicion So R € A x C es

(SoR)'=R1os™.

Demostracion. Sea R unarelacionde AaBySunadeBaC.SeanceCyac€A.

Supongamos primero que (¢, a) es un elemento de (S o R) .. Esto significa que (a,c) € SoRYy,
por lo tanto, que existe b € B tal que (a, b) € Ry (b, ¢) € S. Pero entonces tenemos que (b, a) € R~
y (c,b) € S\, asi que (c,a) € S o R™!. Vemos asi que (SoR) 1 c S1o R7L.

Supongamos ahora que (c, a) es un elemento de R™'oS™!. Esto significa que existe b € B tal que
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(c,b) €Sy (b,a) € R} esdecir, talque (b, ¢) € Sy (a, b) € R. Estas dos cosas implican entonces
que (a, c) € S o R, de manera que (c,a) € (SoR)™, yesto pruebaque R0 ST c (SoR)™L. O

§2.4. Relaciones en un conjunto

2.4.1. Si Aesun conjuntoy R € A x A es una relaciéon de A a A, decimos que R es una relacién
en A. En esta situacion A es tanto el dominio como el codominio de R.
Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6,7}, la relacion

R={(11),(1,2),(2,3), (3,1), (1,4), (4,1), (4,2), (5,6),(6,6) }

es una relacion en A. Su grafo y su grafico, respectivamente, son

7
7 7
6 o O
5 5 41 @
4 4 3 {
3 3 2 o °
® o o
2 2 1
l—>1 1 2 3 4 5 6 7

En este caso, como el dominio y el codominio de R son ambos el mismo conjunto A, podemos
dibujar el grafo poniendo una sola copia de cada elemento de A, de la siguiente manera:

C 1£\2 5\6 =

0

7

No hay ya necesidad de encolumnar los elementos de A y generalmente los ubicamos de la manera
que haga que el diagrama sea lo mas claro posible.
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Casi siempre que hacemos un diagrama para una relacién en un conjunto lo hacemos de esta
forma. Observemos que es importante marcar la direccion de cada una de las flechas: bien puede
ser que una relacion tenga un par (x, y) pero no el par inverso (y, x), como en este ejemplo en el
que (1,2) pertenece a R pero (2,1) no. De manera similar, la relacion de nuestro ejemplo contiene
el par (1,1) pero no el (3,3): marcamos en el diagrama la presencia del primero usando lo que
llamamos un bucle, una flecha que sale y llega al mismo lugar, como 1 ©.

En el grafo de una relaciéon R en un conjunto puede haber a lo sumo dos flechas entre dos
elementos distintos x e y del su dominio: las que van en una y en otra direccion, correspondiendo
alos pares (x, y) e (y, x) que, por supuesto, pueden o no pertenecer a la relacién. Por otro lado,
puede haber a lo sumo una flecha de un elemento x a si mismo, correspondiendo a que el par
ordenado (x, x) puede o no estar en R.

Relaciones reflexivas

2.4.2. Unarelacion R € A x A en un conjunto A es reflexiva si para todo elemento a de A se tiene
que a R a, es decir, que el par (a, a) pertenece a R. En términos del grafo de la relacion R, esto
significa que en cada uno de los puntos que representan a los elementos de A hay un bucle: asi, de
los siguientes dos grafos de relaciones en el conjunto {0,1,2,3,4,5,6}

solo el de la derecha representa una que es reflexiva. En términos de los graficos también es
inmediato reconocer la reflexividad: por ejemplo, las dos relaciones que acabamos de considerar
tienen graficos

6 e ° 6| e ° °

5 o o ° ° 5 e o o

4 [ 4 ° °

3 o o 3 e o o

2 ° ° 2 e o o

1 ° 1 °

o e ° 0 e ° °
0123 456 0123 456
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y que el segundo corresponda a una relacion que es reflexiva mientras que el primero no se refleja
en que todos los puntos que estan sobre la diagonal roja estdn marcados en €I, mientras que ése no

es el caso en el primero.

2.4.3. La siguiente observacion es inmediata:

Proposicion. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacion en A. La relacion R es reflexiva si y
solamente si contiene a la relacion identidad 1,.

Demostracion. En efecto, esto es consecuencia directa de la definicion de I4. O

Relaciones simétricas

2.4.4. Una relacién R € A x A en un conjunto A es simétrica si cada vez que a y b son elementos
de A se tiene que

aRb =— bRa.

En términos del grafo de la relacidn, esto significa que si a y b son dos elementos de A tales que
hay una flecha que va de a a b en el grafo, entonces necesariamente hay también otra que va en la
direccidn contraria, esto es, de b a a.

2.4.5. Los siguientes grafos representan dos relaciones en el conjunto A = {1,2,3,4,5}

2 =
“/_5 “ﬁ5 7
@3—\/4 3,

La primera no es simétrica: contiene la flecha que va de 4 a 3 pero no la que va de 3 a 4. En cambio,
la segunda de estas relaciones es simétrica.

Cuando dibujamos el grafo de una relacién simétrica cada flecha viene acompanada siempre
de su flecha inversa. Para simplificar el dibujo podemos convenir en dibujar simplemente una

linea entre dos elementos, sin direccidn,

en lugar del par de flechas mutuamente inversas
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Usando esta convencion, podemos representar la relacion del segundo diagrama de (7) con el

dibujo mas sencillo

Observemos que aqui también eliminamos la orientacion de las flechas que forman bucles: clara-
mente esa orientacion no agrega informacién alguna.

2.4.6. Proposicion. Sea A un conjunto. Una relacion R € A x A en A es simétrica si y solamente si es
igual a su relacion inversa, esto es, si y solamente si R = R7L

Demostracion. Sea R una relacion en A y supongamos primero que R es simétrica: tenemos que
mostrar que R = R™. Si (a, b) es un elemento de R, de manera que a R b, entonces la simetria
de R nos dice que b R a, esto es, que (b,a) € R: de acuerdo a la definicién de R, entonces,
tenemos que (a,b) € R™!. Vemos asi que R € R™!, y un razonamiento exactamente analogo prueba
que también R™! ¢ R, de manera que R = R™!, como queremos.

Supongamos ahora que R = R™! y probemos que R es necesariamente simétrica. Sean a y b dos
elementos de R tales que a R b, esto es, tales que (a, b) € R. Como R = R™! por nuestra hipétesis,
esto nos dice que (a,b) € R™'y, de acuerdo a la definicién de la relacién R, que (b, a) € R: la

relacion R es por lo tanto simétrica. O

Relaciones transitivas

2.4.7. Unarelacién R € A x A en un conjunto A es transitiva si cada vez que a, b y ¢ son elementos

de A se tiene que
aRbybRc = aRc.

En términos del grafo de R, esto significa que si hay una flecha que va de a hasta b y otra que va
de b hasta ¢, entonces tiene que haber también una flecha que vade a a c:

a/b\c
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Asi, la condicion de transitividad es que si se puede llegar de un vértice a otro en dos pasos
siguiendo las flechas, también se puede llegar en uno — en otras palabras, que siempre podemos

tomar un “atajo”.

2.4.8. Veamos algunos ejemplos. Si A = {1,2,3,4,5,6,7}, la primera de las dos relaciones siguien-
tes es transitiva, mientras que la segunda no lo es.

o

;//i /ﬂ;j\(\/:73

3-—> 4 <« 5 Cl—>2
p AN\ N s
1{:2‘\\7 4

T @)

En efecto, en la segunda tenemos por ejemplo la flecha que vade 2a 4 ylade 4 a 6, pero no la de 2
ab6.

2.4.9. Proposicion. Sea A un conjunto. Una relacion R C A x A en A es transitiva si y solamente si
RoRCR

Demostracion. Sea R € A x A una relacién en el conjunto A.

Supongamos primero que R es transitiva y sea (g, ¢) un elemento de R o R, de manera que
existe b € A tal que (a,b) € Ry (b, c) € R. Como R es transitiva, de esto se deduce que (a, c) € R:
vemos asi que Ro R C R.

Reciprocamente, supongamos que R o R € R y veamos que R es una relacion transitiva.
Supongamos que a, by c son tres elementos de A tales que a R by b R c. Se tiene entonces que
los pares ordenados (a,b) y (b, c) estdn en R, asi que el par (a,c) estd en R o R. Ahora bien,
estamos suponiendo que R o R C R, asi que esto ultimo implica que (a, ¢) € R, es decir, que a R c.
Concluimos de esta manera que R es transitiva, como queremos. g
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§2.5. Relaciones de equivalencia

2.5.1. Una relacion R en un conjunto A es una relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica y

transitiva.

2.5.2.

(a)

(b)

Veamos algunos ejemplos de relaciones de equivalencia:

La relacién identidad I, y la relacion total A x A en un conjunto A son relaciones de
equivalencia.

Si A = {1} tiene un unico elemento, entonces hay dos relaciones en A — la vacia y la
identidad — y la segunda de ellas es la tinica de las dos que es de equivalencia.

Cl

Si A = {1,2} tiene dos elementos, entonces sabemos que A x A tiene 4 elementos v,
por lo tanto, que el conjunto de partes &?(A x A) tiene 2 = 16: esto nos dice que hay 16
relaciones sobre el conjunto A. De todas ellas, hay exactamente dos que son relaciones de
equivalencia: la relacion identidad y la relacién total. En efecto, supongamos que R es una
relacién de equivalencia sobre A. Como es reflexiva, sabemos que los pares (1,1) y (2,2)
estan en R. Por otro lado, puede ser que (1,2) esté o no en R. En el primer caso, como R es
simétrica también estd en ella el par (2,1) y vemos que estan todos los pares: la relacion es,

por lo tanto, la relacién total
—
C le 2 Q

Si en cambio el par (1,2) no estd en R, entonces el par (2,1) tampoco — ya que la relacién

es simétrica — vy, por lo tanto, la relacion es la relacién identidad de A,

G1 2

Razonando de la misma forma, es facil ver que sobre el conjunto A = {1,2,3} hay cinco
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relaciones de equivalencia:

QQ Q QQ

1 1 1

QN
Q
QN

:;35 1}%35
@) @)

En general, si un conjunto A es finito y tiene n elementos, llamamos n-ésimo niimero de
Bell a la cantidad de relaciones de equivalencia que hay en A y lo escribimos B,,. El nombre
recuerda a Eric Temple Bell, matematico y autor de ciencia ficcién. Los primeros niumeros
de Bell son

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B, 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570

Por supuesto, para contar las 115 975 relaciones de equivalencia que hay sobre un conjunto

de 10 elementos se requiere una estrategia mas eficiente que la que usamos arriba! En

[OEI2023, Aooo11o] puede encontrarse mucha informacion sobre esa secuencia de numeros.
(c) Larelacion R € Z x Z en el conjunto Z tal que para cada x, y € Z se tiene que

xRy < |x| =]y

(d) Larelacion R € R x R en el conjunto R tal que cada vez que x e y son elementos de R se
tiene que

xRy — x2—2x+2=y2—2y+2.
(e) Larelacion R € Z x Z en el conjunto Z dada por
R={(x,y)€ZxZ:y—xespar}.

Mas generalmente, si m € N tenemos una relacion de equivalencia R,, € Z x Z en el
conjunto Z dada por

Ry ={(x,y) €eZxZ:mdividea y — x}.

Probemos que esto es, en efecto, una relacion de equivalencia.
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o Si x es un elemento de Z, entonces x — x = 0 - m, asi que m divide a x — x y, por lo
tanto, tenemos que x R,, x. Vemos asi que la relacion R,, es reflexiva.

« Supongamos que x e y son elementos de Z tales que x R,, y, es decir, tales que m
divide a y — x. Esto significa que existe u € Z tal que y — x = u - m. Por supuesto,
tenemos entonces que x — y = (—u) - m, asi que m divide a la diferencia x — y y, por lo
tanto, y R,, y: vemos asi que la relacién R,, es simétrica.

« Finalmente, supongamos que x, y y z son elementos de Z tales que x R, y e ¥y Ry, 2,
de manera que m divide a y — x y a z — y. Esto significa que existen enteros u, v € Z
tales que y —x = u-m ez — y = v- m: usando esto, vemos que

z-x=(z-y)+(y-x)=v-m+u-m=(wv+u) m,
asi que m también divide a la diferencia z — x y, por lo tanto, es x R,, z. Concluimos

de esta forma que R,, es una relacion transitiva.

Cuando x e y son dos enteros y se tiene que x R,, y, decimos que x e y son congruentes
médulo m y normalmente escribimos

x=y modm

en lugar de x R,, y. Esta relacion de equivalencia es de extraordinaria importancia en teoria
de los nimeros enteros. Fue considerada de manera sistematica por primera vez por Carl
Friedrich Gauss en su libro Disquisitiones Arithmeticee — escrito en 1798, cuando tenia 21
anos, y publicado 1801 — que es la fundacion de la teoria moderna de niimeros. La definicion
de la relacidon de congruencia ocupa, de hecho, la primera linea de ese texto — véase la
Figura 2.1 en la pagina siguiente.

Clases de equivalencia

2.5.3. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién de equivalencia sobre A. Si x es un elemento
de A, entonces la clase de equivalencia de x en A con respecto a la relacion R es el conjunto

[x] ={yeA:xRy}.

En otras palabras, la clase de equivalencia de x es el conjunto de todos los elementos de A que
estan relacionados por R con x. Llamamos conjunto cociente de A por R, y escribimos A/R, al
conjunto de las clases de equivalencia de R en A:

AR = {[x]:x € A}.
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DISQUISITIONES ARITHMETICAE

SECTIO PRIMA
DE

NUMERORUM CONGRUENTIA IN GENERE.

Numeri congrut, noduli, residua ef nonresidua.
1.

Sinumerus a numerorum b, ¢ differentiam metitur. b et ¢ secundum a con-
grui dicuntur, sin minus, incongrui: ipsum a modulum appellamus. Uterque nume-
rorum b, ¢ priori in casu alterins residuum, in posteriori vero nonresiduum vocatur.

Hae notiones de omnibus numeris integris tam positivis quam negativis*)
valent, neque vero ad fractos sunt extendendae. E. g. —9 et 416 secundum
modulum 5 sunt congrui; — 7 ipsius 4-15 secandum modulum 11 residuum, se-
cundum modulum 3 vero nonresiduum. Ceterum quoniam cifram numerus quis-
que metitur, omnis numerus tamquam sibi ipsi congruus secundum modulum quen-
cunque est spectandus.

Figura 2.1. El primer parrafo de las Disquisitiones Arithmetice de Carl Friedrich Gauss, con
la definicién de la relacion de congruencia. «Si un numero a divide la diferencia de nimeros

byc, by csedicen congruentes y si no incongruentes. Llamamos a a el médulo y a cada uno
de los numeros b y ¢ residuos del otro en el primer caso y no residuos en el segundo. [...]
Por ejemplo, —9 y 16 son congruentes médulo 5; -7 es residuo de 15 médulo 11y no residuo
modulo 3. Como 0 es divisible por todos los enteros, se sigue que podemos considerar a

todo nimero congruente consigo mismo con respecto a un modulo cualquiera.»
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Asi, por ejemplo, si A es el conjunto {1,2,3,4,5,6,7} y la relacion R es la que tiene grafo
3 < =4
2

que es ciertamente una relacion de equivalencia en A, entonces las clases de equivalencia de los
elementos de A son

[1]=1{1,2,3,4}, [2]={L23,4},  [3]={123,4},  [4]={1,23,4},
[5]=1{56}, [6] = {56}, [7]={7}.

En este ejemplo, entonces, las clases de equivalencia de la relacion R son tres, a saber:
{1,2,3,4}, {5,6}, {7}.

El conjunto cociente de A por R es, por lo tanto,
A/R={{1,2,3,4}, {5,6}, {7} }.

2.5.4. La siguiente es la observaciéon mas importante que podemos hacer sobre las clases de
equivalencia de una relacién de equivalencia:

Proposicion. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacion de equivalencia en A. Si x e y son
elementos de A tales que x € [ y], entonces [x] = [y].

Demostracién. Sean x e y elementos de A tales que x € [ y], es decir, tales que
¥y R x. (8)

Queremos probar que [x] = [ y] y para ello probamos, como es usual, las inclusiones mutuas de los
dos conjuntos [x] e [ y]. Supongamos entonces primero que u es un elemento de [x], de manera
que x R u. Como la relacion R es transitiva, de esto y de la hipétesis (8) tenemos que y R u, esto
es, que u € [ y]: esto muestra que [x] € [y].

Reciprocamente, supongamos que u es un elemento de [y], de manera que y R u y, como
R es simétrica, que u R y. De esto y de la hipdtesis (8) tenemos que u R x y, otra vez por la
simetria, que x R u, es decir, que u € [x]. Esto muestra que [y] € [x] y completa la prueba de la
proposicion. 0
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2.5.5. Vamos cudles son las clases de equivalencia de las relaciones de equivalencia que listamos
en 2.5.2.
(a) Sea A un conjunto y sea R = I4 la relacion identidad de A. Si x € A, entonces la clase de

(b)

(0

(d)

equivalencia [x] es el conjunto {x}. En efecto, si y € A es tal que x R y, entonces se sigue
inmediatamente de la definicidon de la relacién que necesariamente y = x: esto muestra
que [x] < {x}. Por otro lado, como x R x porque R es reflexiva, tenemos que x € [x] v,
en consecuencia, que {x} C [x]. Vemos asi que [x] = {x}, como dijimos. En este ejemplo,
entonces, hay tantas clases de equivalencia como elementos hay en A y el conjunto cociente
es

A/R ={{x}:x e A}.

Sea A un conjunto y consideremos ahora la relacién total R = A x A en A. En este caso,
cualquiera sea el elemento x en A la clase de equivalencia de x es [x] = Ay, por lo tanto,
hay exactamente una clase de equivalencia, todos los elementos de A tienen la misma clase

de equivalencia y el conjunto cociente es
AJR = {A}.

Sea A = Zysea R € 7 x Zla relacién de equivalencia tal que si x e y estan en Z entonces
xRy = x| =yl

Sea x € Z. Un entero y € Z pertenece a [x] si x R y, es decir, si |x| = |y|, y esto ocurre
exactamente cuando o y = x 0 y = —x. Vemos asi que la clase de equivalencia de x es
[x] = {x,—x}. Esta clase tiene dos elementos, x y —x, cuando x es distinto de 0, y uno solo
en caso contrario.

En este ejemplo dos elementos de Z tienen la misma clase de equivalencia si y solamente
si son o iguales u opuestos. La clase de equivalencia de 0 tiene un tnico elemento, ya que
[0] = {0}, mientras que todas las otras clases de equivalencia tienen exactamente dos. El

conjunto cociente es
A/R ={[x]:x e Np}.

Sea ahora A = Ry R ¢ R x R la relacién de equivalencia en R tal que si x e y son dos
elementos de R, entonces

xRy — x2—2x+2=y2—2x+2.

Fijemos x € R y encontremos la clase de equivalencia [x] de x con respecto a R. Un numero
y € R pertenece a [x] siy solamente si x R y, es decir, si y solamente si

x2—2x+2:y2—2x+2.
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(e)

Observemos que podemos reescribir esta igualdad en la forma
(x-1)*+1=(y-1)%+1,

y entonces es claro que esa igualdad se cumple si y solamente si y —1esigualax -1oa
—(x —1), es decir, si y esigual a x 0 a 2 — x. Vemos asi que

[x] ={x,2-x}.

Six # 1, entonces x # 2 — x y la clase de equivalencia [ x] tiene exactamente dos elementos;
si en cambio es x = 1, entonces x = 1 = 2 — x y [x] tiene un unico elemento. Afirmamos que

el conjunto cociente es, en este ejemplo,
AJR={[x]:xeR, x>1}. 9)

En efecto, sea y € R. Si y > 1, entonces claramente la clase [y] es uno de los elementos
del conjunto que aparece a la derecha en (9). Si en cambio y < 1, entonces2 -y > 1y
[y]={»,2—-y} =[2- y], asi que [ y] también es uno de los elementos de ese conjunto.

Sea A =7y R CZ x Z la relacion tal que si x e y son elementos de Z entonces
xRy < y—xespar.

Fijemos un entero x € Z. Si y € [x], entonces y — x es par, es decir, existe k € Z tal que
y—x =2k vy, por lo tanto, y = x + 2k. Vemos asi que [x] € {x + 2k : k € Z} y vale, de hecho,
la igualdad. En efecto, si y es un entero de la forma x + 2k para alguin k € Z, entonces la
diferencia y — x = 2k es un numero par y, en consecuencia, x R y, de manera que y € [x].

Concluimos de esta forma que para cada x € Z la clase de equivalencia de x con respecto
aRes

[x]={x+2k:keZ}.
Afirmamos que el conjunto cociente en este caso es

A/R={[0],[1]}

y que éste tiene dos elementos distintos. Para verlo, tenemos que mostrar, por un lado, que
toda clase de equivalencia de la relacién R es igual o a [0] 0 a [1] y, por otro, que [0] # [1].

Sea y € Z un entero. Si y es par, entonces por supuesto la diferencia y — 0 es par, de
manera que 0 R y vy, por lo tanto, y € [0]: esto implica, como sabemos, que [y] = [0]. Si en
cambio y es impar, entonces la diferencia y — 1 es par y ahora tenemos que y € [1] y que
[¥] = [1]. Esto prueba la primera de las dos cosas que queremos. Para ver la segunda basta
observar que como la diferencia 1 — 0 no es par, entonces 0 R 1y, por lo tanto 1 ¢ [0]: como
1 € [1], es claro que esto muestra que las clases [0] y [1] son distintas.
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2.5.6. Proposicion. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién de equivalencia en A.
(i) Toda clase de equivalencia de R es no vacia.
(ii) Todo elemento de A pertenece a alguna una clase de equivalencia de R.
(iii) Dos clases de equivalencia de R son o bien disjuntas o bien iguales.

Observemos que de (ii) y (iii) se deduce que, de hecho, todo elemento de A pertenece a
exactamente una clase de equivalencia de R.

Demostracién. (i) Si ¢ es una clase de equivalencia de R, entonces existe x € A tal que ¢ = [x] y,
por lo tanto, x € c: en efecto, la relacion R es reflexiva, asi que x R x y, en consecuencia, x € [x].
(ii) Si x es un elemento de A, entonces [x] es una clase de equivalencia de R que contiene a x.
(iii) Sean ¢ y d dos clases de equivalencia de la relacion R, de manera que existen elementos x
e y de A tales que ¢ = [x] y d = [y], y supongamos que ¢ y d no son conjuntos disjuntos. Existe
entonces z € cnd = [x] N [y]y, en particular, z € [x] y z € [ y]. De acuerdo a la Proposicion 2.5.4,
[

esto implica que [z] = [x] y que [z] = [y], asi que, por supuesto, tenemos que [x] = [y]. O

Ejemplos

2.5.7. Ejemplo. En el conjunto A = N x N consideremos la relacién

R={((x.y)h (<)) e Ax Arx ey ="+ y).
Mostremos que se trata de una relacion de equivalencia.

o Si(x,y) es un elemento de A, entonces claramente es x + y = x + y, asi que (x, y) R (x, y).
Esto nos dice que la relacion R es reflexiva.

o Sean (x,y) y (x',y") dos elementos de A y supongamos que (x, y) ( x’,y’), de manera
que x + y' = x" + y. Esto implica, por supuesto, que también x’ + y = x + "y, por lo tanto,
vale que (x', y") R (x, y). Vemos asi que la relacién R es simétrica.

« Sean (x,y), (x',y") y (x", y") tres elementos de Ay supongamos que (x, y) R (x',y")y
que (x',y") R (x”, "), de maneraqueesx + y' = x" + yyx"+ y"” = x" + y'. De esto se
sigue que

x+y"+x vy =x" vy v ry=x"ry+x+y
asiquex +y" =x"+yy (x,y) R(x",y"). Larelacion R es, por lo tanto, transitiva.

Afirmamos que el conjunto cociente A/R tiene como elementos a las siguientes clases de equiva-
lencia

(LD} (D] [GD] [(4D] ... [1L2)] [1L3)] [L4] ... (0o0)
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Y que, mas aun, estas clases de equivalencia son distintas dos a dos — notemos que estas son las
clases de los elementos de A que tienen al menos una componente igual a 1. Esto nos dice que toda
clase de equivalencia de R en A coincide con una y una sola de las clases de estos elementos.

o Sea (x, y) un elemento cualquiera de A. Sabemos que o bien x < y, o bien x > y. Considere-
mos separadamente estas dos posibilidades.

o Six < y, entonces el numero z := y — x pertenece a Ny, asi que (1, z+1) es un elemento
de Ay,comox+z+1=x+y—x+1=y+1, tenemos que (x,y) R (I,z+1) y, porlo
tanto, que la clase de equivalencia de (x, y) coincide con la de (1,z + 1), que es una de
las de (10).

o Six > y,entoncesz = x— yesunelementode Ntalquex+1=x—-y+y+1=z+1+y,
asique (x, y) R (z+1,1) ylaclase de equivalencia de (x, y) coincide conlade (z+1,1),
que es una de las listadas en (10).

Vemos asi que en cualquier caso la clase de (x, y) coincide con alguna de las clases listadas
en (10). Esto prueba, claro, que todas las clases de equivalencia de la relacién R estan en esa
lista.

o Para ver que las clases listadas en (10) son distintas dos a dos es suficiente que mostremos
quesi (x, ¥) y (x, ¥") son dos elementos de A tales que (i) alguno de x e y es igual a 1, y (ii)
alguno de x” e y’ esigual a 1, entonces [(x, y)] = [(x/, y")] solamente si (x, y) = (x', y").

Sean paraello (x, y) y (x, y") dos elementos que satisfacen esas condiciones y supon-

gamos que [(x, y)] = [(x, )], de manera que (x, y) R (x,y’), estoes, x + y' = x" + y.

o Six =1yx’ =1, esto nos dice que y’ = y, asi que (x, y) = (x', ).

o Siy=1yx’ =1, estoimplicaque x+y' =2y, como x e y' pertenecen a N, que también
x =1e y" = 1. Tenemos entonces que (x, y) = (1,1) = (x', ).

o Six=1ey =1, entonces 2 = x’ + y y, como antes, tenemos que x" = 1, que y = 1y, por
lo tanto, que (x,y) = (1,1) = (x', y").

o Finalmente, si y =1e y’ =1, tenemos que x = x’, asi que (x, y) = (x', ).

Asi, en cualquier caso tenemos que (x, y) = (x/, ), y esto prueba lo que queremos.

2.5.8. Ejemplo. Sea ahora A el conjunto Z x N, y consideremos sobre A la relaciéon R ¢ A x A tal

que siempre que (x, ) y (x/, y') son elementos de A se tiene que

(7)) R(x,y) <= xy' =xy.
Mostremos que se trata de una relacion de equivalencia en A.

o Si(x,y) esun elemento de A, entonces ciertamente vale que xy = xy, asi que (x, y) R (x, y).

60



Esto nos dice que la relacion R es reflexiva.

Sean (x, y) y (x', y") dos elementos de A y supongamos que (x, y) R (x/, y"), de manera
que xy" = x"y. Por supuesto, esto implica que x’y = xy" y, por lo tanto, que (x', y) = (x, y).
Vemos asi que la relacion R es simétrica.

Sean finalmente (x, y), (x', y") y (x”, y"") tres elementos de A tales que (x, y) R (x',y") y

1., .,/

(x',¥") R (x", y""). Esto nos dice que xy' = x"y y que x'y" = x"'y’, asi que

nor.!

xy y 5! = xlyyl/xl _ xl/yylxl

y, como y'x" # 0, esto implica que xy"" = x"'y, esto es, que (x, y) R (x”,y"). Podemos

concluir con esto que la relacion R es transitiva.

2.5.9.

Ejemplo. Sea X un conjunto finito y consideremos el conjunto A := &2(X) de sus partes. Por

supuesto, todos los subconjuntos de X son finitos, asi que para cada elemento U de A podemos

hablar del cardinal |U| de U, que es un elemento de Nj.

Consideremos en A la relacion

R:={(U,V)e Ax A:|U A V|es par}.

Notemos que esto tiene sentido: en efecto, si U y V son elementos de A, entonces se trata de

subconjuntos de X, asi que su diferencia simétrica U A V también es un subconjunto de A y tiene,

en consecuencia, cardinal [U A V| finito, que puede ser o no un elemento par de Ny.

Queremos probar que R es una relacién de equivalencia.

Sea U un elemento de A, esto es, un subconjunto de X. La diferencia simétrica U A U es
vacia, asi que su cardinal es |U A U| = 0, que es un numero par. Esto nos diceque U R Uy,

en definitiva, que la relacion R es reflexiva.

Sean ahora U y V dos elementos de A y supongamos que U R V, de manera que el conjunto
U A V tiene un nimero par de elementos. Como V A U = U A V, es claro entonces que
V A U tiene un nimero par de elementos y, en consecuencia, que V' A RU. Vemos asi que

la relacion R es simétrica.

Finalmente, sean U, V y W tres elementos de A y supongamos que U R VyV R W,
de manera que los cada uno de los conjuntos U A V'y V A W tiene un nimero par de

elementos. Sabemos del Ejercicio 1.6.1 que
UAW=(UAV)A(VAW)
Como U A VyV A W tienen cada un nimero par de elementos, esta igualdad junto con

la siguiente observacion implican que U A W también tiene un numero par de elementos,
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de manera que U R W.

si G y H son dos conjuntos finitos y cada uno de ellos tiene un niimero par
de elementos, entonces G A H también tiene un niimero par de elementos.

Para terminar, entonces, tenemos que probar esta observacion.

Consideremos para ello dos conjuntos finitos G y H y supongamos que cada uno de
ellos tiene un numero par de elementos. Sabemos que G = (G - H) u (G n H) y que
(G-H)n(GnH) =@, asi que

|G| =|G - H|+|G n H|. (11)
De manera similar,es H= (H-G)U (GnH)y(H-H)n(GnH) = &, asi que
|H| = |H - G|+|GnH|. (12)

Por otro lado, como GA H = (G-H)U(H-G)y(G-H)n(H-G) = @, también
tenemos que

|G A G|=|G-H|+|H-G|. (13)

El nimero |G n H| puede ser par o no.

o Si es par, como |G| y |H| también son pares, de las igualdades (11) y (12) podemos
deducir que los cardinales |G — H| y |H — G| también son pares, y usando eso y la
igualdad (13) que el cardinal de G A H es par.

o Sien cambio |G N H| es impar, las igualdades (11) y (12) implican que |G — H| y |H - H|
son nimeros impares y, a su vez, la igualdad (13) que el cardinal de G A H es par.

En cualquiera de los dos casos, por lo tanto, el conjunto G A H tiene cardinal par, como

queremaos.

Particiones

2.5.10. Si A esun conjunto, una particién de A es un conjunto .% contenido en & (A) — de manera
que los elementos de .# son subconjuntos de A — que satisface las siguientes tres condiciones:

o« B¢ T
« todo elemento de A pertenece a algtin elemento de .%;
« dos elementos de .# son o bien iguales o disjuntos.

Llamamos a los elementos de .7 las partes de la particion.
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2.5.11. Por ejemplo, el conjunto A = {1,2,3,4,5,6} tiene a

J1={{1,2,5},{4,6},{3}},

T ={{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}}
ya

F5=1{1,2,3,4,5,6)}

como particiones, entre otras. En cambio, ni

Fa={{1,2},{4,6},{3}}

Fs=1{{1,2},{2,3},{3,4,5,6}}

son particiones de A.
2.5.12. El conjunto vacio & tiene exactamente una particion, la particién vacia @. Mostremos esto.

o Primero, supongamos que .# es una particion de @. Todo elemento de .# es un subconjunto
de @, asi que es vacio y, al mismo tiempo, como .# es una particiéon no tiene elementos

vacios: esto nos dice que .# no tiene ningun elemento, esto es, % = &.

o Por otro lado, la familia vacia .% = & es ciertamente una particion de @: no contiene a &,
todo elemento de & pertenece a algun elemento de &, y dos elementos cualesquiera de &
son o iguales o vacios — todo esto por razones triviales.

2.5.13. Larazén que hace que nos interesen las particiones de conjuntos es que estan estrechamente
relacionadas con las relaciones de equivalencia. En primer lugar, podemos obtener una particion

de un conjunto a partir de una relacién de equivalencia:

Proposicion. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién de equivalencia en A. El conjunto
cociente A/R es una particion de A.

Demostracion. En efecto, que las tres condiciones de la definicidn 2.5.10 se cumplen es precisa-
mente lo que afirma la Proposicién 2.5.6. O

2.5.14. Reciprocamente, si tenemos una particiéon en un conjunto, podemos construir de manera

natural una relacién de equivalencia:

Proposicion. Sea A un conjunto y sea .# una particién de A. La relacion R € A x A tal quesix e y
son elementos de A entonces

x Ry < existe una parte P € ¥ talquexcPeyeP
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es una relacion de equivalencia en A y su conjunto cociente es A|R = F.

Demostracion. Mostremos primero que la relacion R definida en el enunciado de esta proposicion

es una relacion de equivalencia.

o Six esun elemento de A, entonces como .# es una particion, existe una parte P € .# tal
que x € Py, por lo tanto, x R x.

o Sean x e y dos elementos de A tales que x R y, de manera que existe una parte P € .# tal
que x € P e y € P. Por supuesto, tenemos entonces que y € Py x € P, asi que y R x.

« Finalmente, sean x, y y z elementos de A tales que x R y e y R z. Existen entonces partes P
y Q en la particién .# tales que x € P, y € P, y € Q y z € Q. En particular, vemos de esto
que y € PN Q, de manera que las partes P y Q no son disjuntas: como .% es una particiéon y
satisface por lo tanto la tercera de las condiciones de la definicién 2.5.10, vemos que tiene
que ser P = Q. Pero en ese caso tenemos que x € Py z € Py, por lo tanto, que x R z.

Como consecuencia de todo esto, la relacion R es reflexiva, simétrica y transitiva y, por lo tanto, se
trata de una relacion de equivalencia.

Veamos ahora que A/R = .%. Para ello, tenemos que mostrar las dos inclusiones entre los
conjuntos A/Ry .Z.

o Sea primero ¢ un elemento de A/R, es decir, una clase de equivalencia de la relacién R, de
manera que existe x € A tal que ¢ = [x]. Como .# es una particion del conjunto A, sabemos
que existe una parte P € .# tal que x € P. Afirmamos que ¢ y P son el mismo conjunto y, en
particular, que ¢ € .%#. Cuando probemos esto tendremos, por lo tanto, que A/R ¢ .%.

Sea y un elemento de ¢ = [x]: esto significa que x R y 'y, de acuerdo a la definicién de la
relacion R, que existe una parte Q € .# tal que x € Q e y € Q. Ahora bien, como x € PN Q,
las partes P y Q no son disjuntas, asi que tienen que ser iguales, esto es, debe ser P = Q. En
particular, como y € Q tenemos que y € P, y en definitiva esto muestra que ¢ € P.

Por otro lado, sea y un elemento de P. Como x € P e y € P, la definicién de R nos dice
que x R y, asi que y € [x]: esto implica que P C c.

o Sea ahora P una parte de .%. Como . es una particion, P no es el conjunto vacio y, por
lo tanto, existe x € A tal que x € P. Para ver que P pertenece a A/R es suficiente con que
mostremos que P = [x].

Si y es un elemento de P, entonces tenemos que x € Pe y € P, asi que x R yy, por
lo tanto, y € [x]. Esto muestra que P C [x]. Reciprocamente, si y es un elemento de [x],
de manera que x R y, entonces existe una parte Q de .# tal que x € Q e y € Q. Como la
interseccion P n Q no es vacia, ya que contiene a x, debe ser P = Q y, por lo tanto, tenemos
que y € P. Concluimos de esta forma que [x] € P.
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Esto completa la prueba de la proposicion. O

2.5.15. Ejercicio. Sea A un conjunto. La Proposicion 2.5.13 nos permite construir una particion
de A a partir de una relacion de equivalencia en A, y la Proposicion 2.5.14 nos permite construir
una relacion de equivalencia en A a partir de una particion de A. Veamos como estan relacionadas
estas dos construcciones.
(a) Sea R una relacion de equivalencia en A, sea & la particion de A que se obtiene a partir
de R como en la Proposicion 2.5.13, y sea R’ la relacion de equivalencia en A que se obtiene
a partir de la particién & como en la Proposicion 2.5.14. Pruebe que R = R’.
(b) Sea ahora &7 una particién del conjunto A, sea R la relacion de equivalencia en A que se
obtiene de & como en la Proposicion 2.5.14, y sea &’ la particién de A que se obtiene de la
relacion R como en la Proposicion 2.5.13. Pruebe que &2 = &',

§2.6. Relaciones de orden

2.6.1. Si A es un conjunto y R € A x A es una relaciéon en A, entonces decimos que R es anti-
simétrica si cada vez que a y b son elementos de A se tiene que

aRbybRa = a=0b.

En términos del grafo de la relacion, esta condicion nos dice que hay a lo sumo una flecha entre
dos elementos distintos de A. De las siguientes dos relaciones en el conjunto {1,2,3,4} sélo la

|

Es importante observar que la propiedad de anti-simetria de una relacién es independiente de

primera es anti-simétrica:

»

3——> 4

AN|

] ——> 2

G ») G

la de simetria y, en particular, que no es lo mismo que la de no ser simétrica. La siguiente tabla
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muestra relaciones que tienen las cuatro posibles combinaciones de estas dos propiedades.

+Es anti-simétrica?

Si No
;Es simétrica?  Si 1 j 17 2
V
2
XY
No 1— 2 l 0
3

2.6.2. Una relaciéon R € A x A en un conjunto A es una relacion de orden si es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

2.6.3. Ejemplo. La relacion identidad I4 en un conjunto cualquiera A.

2.6.4. Ejemplo.

Si A = N, entonces la relacion
R:={(a,b) e NxN:a<b}

en N es una relacion de orden. Podemos reemplazar al conjunto N por Z, por R y, mas generalmente,
por cualquier subconjunto de R. Este ejemplo es el que motiva el nombre de «relacion de orden»
de la propiedad que estamos estudiando.

2.6.5. Ejemplo. Si B es un conjunto, podemos considerar la relacién R ¢ Z(B) x &(B) en el
conjunto de partes &?(B) de B dada por

R:={(X,Y)e 2(B)x Z(B): XcY}.

Es inmediato verificar que se trata de una relacién de orden en Z(B). En efecto, ya sabemos que
es reflexiva y transitiva, y la Proposicion 1.2.4(ii) nos dice precisamente que es anti-simétrica.

2.6.6. Ejemplo.

En el conjunto N consideremos la relaciéon R € N x N tal que si x e y son elementos de N entonces
xRy < xdividea y.
Sabemos que se trata de una relacion reflexiva y transitiva y es, de hecho, una relacién de orden.

Para verlo, bastard que mostremos que es anti-simétrica.
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Supongamos que x e y son elementos de N tales que x R y e y R x, es decir, tales que x | y
e y | x. Existen entonces k y I en N tales que y = [x y x = ky, y se tiene entonces que

x =ky=klx,

de manera que (1 - kI)x = 0. Como x no es nulo, esta igualdad implica que 1 — kI si lo es, es decir,
que kI = 1. Como tanto k como [ estan en N, vemos asi que necesariamente k = 1y, por lo tanto,
que x = ky = y. Esto prueba que la relacion es anti-simétrica, como queriamos.

Notemos que si definimos en Z una relacion R’ € Z x 7 de manera que para cada x e y € Z se
tenga que vale

x R'y < xdividea y,

entonces no obtenemos una relacion de orden: por ejemplo, 2 R’ (-2) y (=2) R’ 2, pero cierta-
mente 2 y —2 no son iguales.

2.6.7. Ejemplo. Sea A = R x Ry consideremos la relacion R € A x A tal que cada vez que (x1, x2)
e (y1, y2) son dos elementos de A se tiene que

X1>nNn
(x1,%2) R (1, 2) — o (14)

X1 =)Y1€X22 )2

Veamos que se trata de una relacion de orden en el conjunto A. Observemos antes que claramente
se tiene que

(x1,%2) R(y1,y2) = x12n (15)

siempre que (x1,x2) e (¥1, y2) son elementos de A.

o Si (x1,x2) es un elemento de A, entonces es claro que (x1,x2) R (x1, x2), asi que la relacién

es reflexiva.

o Sean (x1,x2) € (y1, y2) dos elementos de A para los que se tiene que

(x1,x2) R (y1,92) (16)

(71, y2) R (x1, x2). (17)

De nuestra observacion (15) y de esto deducimos que x; > y; y que y; > xy, asi que, de hecho,
€s X1 = 1.
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Ahora bien, de (16) y de esto vemos que debe ser x, > y;, ya que la primera de las
alternativas de la definicidn (14) no puede valer. De la misma forma, de (17) y de que x; = y;
deducimos que y, > x;. Juntando las dos desigualdades, vemos que, de hecho, x; = y, y,
por lo tanto, que (x1,x2) = (y1, ¥2). Esto prueba que la relacion R es anti-simétrica.

Finalmente, supongamos que (x1, x2), (72, ¥2) v (21, 22) son elementos de A tales que

(x1,x2) R (y1,92) (18)

(71, 72) R (21, 22). (19)

En particular, de acuerdo a nuestra observacion (15), tenemos que x; > y; y que y; > z;. Si
alguna de estas dos desigualdades es estricta, entonces tenemos que x; > z; y, por lo tanto,
que (x1,x2) R (z1,22). Supongamos entonces que ninguna de esas dos desigualdades es
estricta, de manera que x; = y; e y; = z;. De la definicién de la relacion R y de (18) y de (19)
podemos deducir entonces que x; > y, y que ¥, > z;. Tenemos en consecuencia que xj = z
y que x5 > 2, asi que otra vez (x;, x2) R (z1,22).

En cualquier caso, entonces, es (x1,x2) R (z1,22) y; por lo tanto, la relacién R es
transitiva.

Vemos de esta forma que la relacion R es una relacion de orden en el conjunto A, como queriamos.

2.6.8. Sea A un conjunto y consideremos en A una relacion de orden R. Si a y b son dos elementos

de A, decimos que a y b son comparables con respecto a Rsia R b o b R a. En general, este no es

el caso: con respecto a la relacion de divisibilidad en N que vimos en el Ejemplo 2.6.6 los nimeros 2

y 3 no son comparables. Cuando, por el contrario, todo par de elementos de A es comparable con

respecto a la relacion de orden R decimos que R es una relacion de orden total.

La relacion usual de orden sobre el conjunto N es total, por ejemplo.

2.6.9. Cuando tenemos una relacién de orden R sobre un conjunto A y hacemos el grafo de R,

como explicamos en 2.4.1, normalmente hacemos algunas convenciones para simplificar el dibujo

resultando. Supongamos, por ejemplo, que A es el conjunto {1,2,...,15} y que R es la relacion

en A dada por

R={(a,b) e Ax A:adivideab}.
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Si disponemos los elementos de A en un circulo, entonces el grafo de A es el siguiente:

Es claro que este diagrama no es particularmente util...

Una primera convencion que hacemos al dibujar relaciones de orden es omitir todos los bucles:
como una relacion de orden es reflexiva, sabemos que en todo elemento del conjunto tiene que
haber un bucle, asi que incluirlo en el dibujo no agrega nada. En segundo lugar, normalmente
disponemos los elementos de A en el dibujo de manera que siempre que (a, b) es un elemento
de R el elemento a esta mas abajo que el elemento b. En el ejemplo de arriba, si usamos estas dos
convenciones obtenemos un dibujo como el siguiente:

i
l 7

Finalmente, como R es una relacién de orden sabemos que siempre esa R by b R c vale que

a R ¢, asi que convenimos en no poner en el diagrama la flecha que corresponde a esta tltima
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relacion. Asi, por ejemplo, como 1 R 2y 2 R 4, no incluiremos la flecha que corresponde a que

1 R 4. Si hacemos esto sistematicamente obtenemos el siguiente diagrama:

8 12

N
\\//

Por supuesto, este ya no es el grafo de la relacion R, pero podemos reconstruir a R a partir de este
dibujo. Llamamos a este diagrama un diagrama de Hasse del orden R, por Helmut Hasse.

El diagrama de Hasse de una relacién de orden casi siempre es mucho mas sencillo que el
grafo de esa relacion. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6} yR={(a,b) e Ax A:a<b},enel grafo
de R hay 21 flechas, contando 6 bucles, mientras que el el correspondiente diagrama de Hasse hay

solo 5:

—_ = N €— W € S €— 1 €« O\

Por otro lado, el diagrama de Hasse de una relacién de orden usualmente deja de manifiesto
la estructura de este. En la Figura 2.3 damos dos diagramas de Hasse para la situacion en que
A=2({1,2,3,4}) yR = {(X,Y) e AxA: X c Y}. Por otro lado, podemos considerar el

conjunto D de todos los divisores positivos de 210, que es
D= {1, 2,3,5,6,7,10, 14,15, 21, 30, 35,42, 70,105, 210},
y considerar la relaciéon S en D determinada por la divisibilidad, esto es,

S:={(x,y) e Dx D:x divide a y},
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que es una relacion de orden en D. En la Figure 2.2 dibujamos un posible diagrama de Hasse para S.
Comparando este ultimo diagrama con el tercero de la Figura 2.3 vemos inmediatamente ambos
coinciden, salvo por el nombre de los elementos que aparecen en ellos. Este tipo de coincidencia es
extremadamente 1til en muchas situaciones, y los diagramas de Hasse hacen posible encontrarlas
graficamente.

Figura 2.2. Un diagrama de Hasse para la relacion de divisibilidad en el conjunto de los
divisores positivos de 210.
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{1,2,3} (1,24} {1,3,4} {2,

Wi

{1,2}7 {1,3}" {2,3} {14} {2,4} {3,4}

4}

< 2 {3 {4} {1 2,3, 4}

\l/ {123} {234}

{} {2 3}
{1,2,4} {1,3,4}

{1,2} {1,3} {2,4} {3,4}

7 W

(1L,2,3)  {1,2,4) {134} {2,3,4)

{1,2,3,4}

{1,2} {1,3} {2,3} {1,4} {2,4} {3,4}

{ {2} {3} {4}

Ny

{3

Figura 2.3. Dos diagramas para la relacion de orden R = {(X,Y) e Ax A: X € Y} sobre el
conjunto A = 22({1,2,3,4}).
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§2.7. Ejercicios

Independencia

2.7.1. Decimos que una relacién R en un conjunto A es
o irreflexiva si para todo a € A se tiene que (a,a) ¢ R,y que es

o intransitiva si para toda elecciéon de a, by c en A vale que

aRb,bRc = aFRec.

2.7.2. Ejercicio. Si R es una relacion en un conjunto A, entonces puede tener o no cada una de las
siguientes propiedades

reflexividad, irreflexividad, simetria, antisimetria, transitividad, intransitividad.

Sea P el conjunto de estas seis propiedades. Determine para qué subconjuntos S de P existe una
relacion no vacia en algun conjunto que tenga las propiedades de S y no las de P - S.

El conjunto P tiene 2° = 64 subconjuntos, asi que en principio hacer esto requiere examinar
64 casos distintos. De todas formas, hay ciertas combinaciones de propiedades que son incompati-
bles: por ejemplo, una relacién no vacia claramente no puede ser a la vez reflexiva e irreflexiva.
Observaciones como esta permiten reducir la cantidad total de trabajo necesario para hacer este
ejercicio.

Interseccion de relaciones

2.7.3. Ejercicio. Sea A un conjunto.

(a) SiRy S son dos relaciones en A que son reflexivas, simétricas, transitivas o anti-simétricas,
entonces la interseccion R N S, que es una relacion en A, tiene la misma propiedad. SiRy S
son relaciones de equivalencia o de orden, entonces R N S también lo es.

(b) Mas generalmente, si.# esuna familia no vacia de relaciones en A y todos los miembros de .%#

son relaciones reflexivas, simétricas, transitivas o anti-simétricas, entonces la interseccion

M R
ReF
que también es una relacion en A, tiene la misma propiedad. Si todos los miembros de la
familia .%# son relaciones de equivalencia o de orden, entonces la interseccion de la familia
también lo es.
(c) sHay resultados como los de las dos partes anteriores de este ejercicio pero con respecto a la

union de relaciones?
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Productos

2.7.4. Si Ay B son dos conjuntos y R y S son una relacion en A y una relacion en B, respectivamente,
entonces podemos hay una relaciéon T en el conjunto A x B tal que

(a,b) T (a',b') < aRa'ybS¥

cualesquiera sean los elementos (a,b) y (a’,b") de A x B. Llamamos a T el producto cartesiano

de las relaciones Ry S.

2.7.5. Ejercicio. Sean A y B dos conjuntos, sean R y S una relacién en A y una relacién en B,
y sea T la relacion en A x B que es el producto cartesiano de R y S. Pruebe que T es una rela-
cién de equivalencia o de orden si tanto R como S son relaciones de equivalencia o de orden,

respectivamente.

2.7.6. Sean ahora Ay B dos conjuntos y sean Ry S relaciones de orden en Ay en B, respectivamente.
El producto lexicogrdfico de R y S es la relacion T en el conjunto A x B tal que cualesquiera sean

los elementos (a,b) y (a’,b") de A x B se tiene que
aRa'yaz+a
(a,b) T (a',b") — 0
a=a"ybSb'.

2.7.7. Ejercicio. Sean Ay B dos conjuntos, y sean R y S relaciones de orden en A y en B, respecti-
vamente. Pruebe que el producto lexicografico de Ry S es una relacion de orden en A x B, y que

es total si Ry S lo son.

2.7.8. Ejercicio. Sean n y m dos enteros positivos, sean A = {1,...,n} yB = {1,...,m},y
consideremos sobre A y B las relaciones de orden R y S usuales. Dibuje diagramas de Hasse para
estas dos relaciones de orden, y para las relaciones de orden en A x B dadas por el producto
cartesiano y por el producto lexicografico.

Clausura transitiva

2.7.9. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacioén en A.
(a) Lafamilia .# de todas las relaciones S € A x A que son transitivas y tales que R € S es no
vacia, ya que contiene a la relacion total. Podemos entonces considerar la relacion

R=S.

SeF
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Esta relacion R es una relacion transitiva en A que contiene a R y es la menor relacion en A

con esa propiedad, en el sentido de que
si S C A x A es una relacion transitiva en el conjunto Ay R C S, entonces R C S.

Llamamos a la relacién R la clausura transitiva de R.
(b) Sea R ¢ N x Nla relacion en N tal que si x e y son elementos de N entonces

XRy < y=x+1

Describa la clausura transitiva R de R.

2.7.10. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién en A. Consideremos la relacion
R’ ¢ A x Atal quesi x e y son elementos de A, entonces se tiene que

/
xRy
si y solamente si se cumple la siguiente condicion:

existen n € N y elementos zo, zy, ..., zn € A tales que zg = X, z, = y y para cada
ie{l,...,n}eszi1 Rz.

Muestre que R’ es una relacion transitiva en A, que R € R y que, de hecho, R’ es la clausura
transitiva de R.

Relacion de equivalencia generada por una relaciéon

2.7.11. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacion.

(a) Lafamilia .# de todas las relaciones S € A x A que contienen a R y que son relaciones de
equivalencia no es vacia, ya que contiene a la relacion total en A, y podemos, por lo tanto,
considerar la interseccion

R=(S.

SeF

Esta relacion en A es una relacion de equivalencia, contiene a R y es la menor relacion de
equivalencia en A que contiene a R, en el sentido de que

si S € A x A es una relacion de equivalencia en el conjunto Ay R ¢ S,

entonces R C S.
Llamamos a esta relacién R la relacién de equivalencia generada por R.

(b) Sea R’ € A x Alarelacion en A tal que si x e y son elementos de A, entonces se tiene que

xRy
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si y solamente si se cumple la condicion de que

existen n € Ny y elementos zg, zy, ..., z, € A tales que zg = x, z, = y y para

cadaie{l,...,n}eszi 1 Rz;joz; Rz,

Muestre que R’ es una relacion de equivalencia en A, que R € R’ y que R’ es, de hecho, la

relacion de equivalencia en A generada por R.

Relaciéon de orden generada por una relacion aciclica

2.7.12. Si A es un conjunto y R € A x A es una relacién en A decimos que R es posee un ciclo si

existen n € Ny elementos zo, ..., z, € A tales que z;_; R z; paracadai € {l,...,n} yz, R z.

2y <
21

[
) ),
N

7

Si R no posee un ciclo, entonces decimos que R es aciclica.

2.7.13. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién en A.
(a) Silarelacion R posee un ciclo, entonces no existe ninguna relacién de orden S € A x A tal
que R c S.
(b) Supongamos ahora que R es aciclica. Si R" es la clausura transitiva de la relacion R U I,
entonces R* es una relacién de ordenen Ay R € R*.
(c) En particular, esto muestra que si R es aciclica, entonces la familia .% de todas las relaciones
de orden S en A tales que R € S no es vacia y que, por lo tanto, podemos considerar la

interseccién

NS,

SeF

que es una relacion en A. Esta relacion es precisamente la relacion R* construida en la
parte (b) y es la menor relacion de orden en A que contiene a R, en el sentido de que

si S € A x Aes una relacion de orden en el conjunto Ay R € S, entonces R* € S.

Llamamos a esta relacion R* la relacién de orden generada por R.
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La relacion de cubrimiento de una relacion de orden

2.7.14. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacién de orden en A. Definimos una nueva
relacién R° € A x A en A de la siguiente manera: si x e y son elementos de A, entonces x R° y siy

solamente se cumplen las siguientes dos condiciones
e esxRy,y
o cadavezqueze Restalquex Rzyz R ysetienequez=x02z = y.

En otras palabras, si x e y son elementos de A, entonces se tiene que x R° y siy solamente si x R y
y no hay elementos z de R distintos de x y de y que sean «intermedios» entre x e y, en el sentido

que se tengan las relaciones
x R z, ZR y.

Llamamos a la relacion R° la relacién de cubrimiento correspondiente a la relaciéon R de partida.

2.7.15. Ejercicio. Describa en cada uno de los siguientes ejemplos la relacién de cubrimiento
correspondiente.
(a) Sea R € Z x Z la relacién de orden en Z tal que si x e y son elementos de Z entonces

XRy < x<y.

(b) Sea B un conjunto y sea R ¢ Z(B) x & (B) la relacion de orden en el conjunto de par-
tes & (B) tal que si X e Y son elementos de &?(B) entonces

XRY — XcY.
(c) Sea R c Q x QQlarelacion de orden en QQ tal que si x e y son elementos de Q entonces

xRy < x<y.

77



Capitulo 3

§3.1. Funciones

3.1.1. Sean Ay B dos conjuntos. Una relaciéon f € A x Bde A a B es una funcién de A a B si
o paracadaa € Aexiste b € Btal que (a,b) € f,y

e sia€ Ayb, b’ € Bson tales que los pares ordenados (a,b) y (a,b’) estdn en f, entonces
necesariamente b = b’.

En términos del grafo de la relacion f, la primera de estas condiciones dice que de cada elemento
de A sale al menos una flecha, mientras que la segunda que sale a lo sumo una: juntas, entonces, nos
dicen que de cada elemento del dominio de la relacion f sale exactamente una flecha. Observemos
que ambas condiciones son sobre lo que sucede con los elementos del dominio de f: bien puede
suceder que haya elementos del codominio de f, el conjunto B, a los que no llegue ninguna flecha
en el grafo de f o elementos a los que llegue mas de una. Asi, por ejemplo, si A = {1,2,3} y
B ={a,b, c}, entonces la relacion f € A x B cuyo grafo es

—
2/Yb
3 c

es una funcion. En efecto, en este grafo de cada elemento de A sale exactamente una flecha.
3.1.2. Cuando una relacién f € A x B de un conjunto A a otro B es una funcion, escribimos

f:A—B.
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Esta notacion nos dice cual es el dominio de f, cudl es su codominio, y deja en claro que se trata
de una funcioén.

Por otro lado, si f : A - B es una funcién de A a By a es un elemento de A, sabemos que
existe un elemento b en B y uno solo tal que (a,b) € f: a ese elemento lo escribimos

f(a)

y lo llamamos el valor de f en a o la imagen de a por f. En otras palabras, cuando escribimos que

b=f(a)

estamos diciendo, ni mds ni menos, que el par ordenado (a, b) pertenece a f.

3.1.3. Ejemplo. Sean A y B dos conjuntos y probemos que la relacion identidad Iy € A x A es una
funcion, a la que llamamos la funcion identidad de A. Para hacerlo, verificamos las dos condiciones
de la definicién 3.1.1.

o Si a esun elemento de A, entonces el par ordenado (a, a) pertenece a 4.

« Supongamos que a € Ay b, b’ € A son tales que los pares ordenados (a,b) y (a,b’) estén
en I4. De la definicion de I, se sigue, claro, que a = by que a = b’ y, en particular, que
b=V

Esto prueba lo que queremos.

3.1.4. Ejemplo. Sean A y B dos conjuntos, y sea by es un elemento de B. La relacién
f={(a,bp) e AxB:acA}

es una funcion f : A — B, ala que llamamos la funcion constante de valor b. En efecto, si a es un
elemento cualquiera de A, entonces el par (a, by ) pertenece a b, asi que la primera condicion de la
definicion 3.1.1 se cumple. Por otro lado, si a es un elemento de Ay by b’ son elementos de B tales
que los pares ordenados (a,b) y (a, b") estan en f, entonces claramente tiene que ser b = by = b'.
La segunda condicién de la definicidn, por lo tanto, también se cumple.

3.1.5. Ejemplo. Sean A y B dos conjuntos y sea R = @ € A x B la relacién vacia de A a B. Nos
preguntamos cuando R es una funcion.

Supongamos primero que R es una funcién. De acuerdo a la primera condicién de la de-
finicidn 3.1.1, entonces, para todo elemento a de A existe un elemento b de B tal que el par
ordenado (a, b) pertenece a R. Ahora bien, como el conjunto R es vacio, esto implica claramente
que no puede haber en A ningun elemento, esto es, que el conjunto A tiene que ser vacio.

Esto nos da una condicion necesaria para que la relacién vacia de A a B sea una funcion: que A
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sea vacio. También es una condicion suficiente. En efecto, si A vacio, entonces las dos condiciones
de la definicidn 3.1.1 se cumplen trivialmente. Podemos concluir, en definitiva, que

la relacion vacia de A a B es una funcion si y solamente si el conjunto A es vacio.

Notemos que cuando esa condicién se cumple, el conjunto A x B es vacio, asi que la unica relaciéon
de A a B esla vacia.

3.1.6. Ejemplo. Sean otra vez A y B dos conjuntos, consideremos ahora la relacién total R = A x B
de A a B. Si A es vacio, entonces esta relacion R coincide con la relacion vacia de A a By vimos en
el ejemplo anterior que se trata de una funciéon. Supongamos entonces que el conjunto A no es
vacio, de manera que hay algtin elemento a en A.

La primera condiciéon de la definicién 3.1.1 nos dice que hay entonces un elemento b en B
tal que (a,b) € Ry, en particular, que el conjunto B no es vacio. Mas atn, B tiene en este caso
exactamente un elemento. En efecto, si por el contrario hubiera dos elementos distintos b y b’
en B, tendriamos que (a,b) y (a, b") estdn los dos en R, contradiciendo la segunda condicion de
la definicion 3.1.1. Vemos asi que una condicion necesaria para que R sea una funcion es que B
tenga exactamente un elemento. Esta condicion también es suficiente — dejamos la verificaciéon
de esto al lector.

3.1.7. Si f: A— By g:C — D son dos funciones, entonces decimos que f y g son iguales si
« los dominios de f y de g coinciden, esto es, si A = C;
« los codominios de f y de g coinciden, esto es, si B = D;y
 fy g coinciden como conjuntos.

Es importante no olvidar que insistimos aqui en que los dominios y los codominios coincidan. Asi,
por ejemplo, si A = {1,2,3}, B={[0,O, O}y C = {0, O, <>, Y¢ }» entonces hay una funcién
f A — Bcuyo grafo es

1——> [
2 O

/

3 <&
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y hay una funcién g : A - B cuyo grafo es

O

N

¥ O 0

y estas dos funciones son distintas porque sus codominios son diferentes. Notemos que sus domi-
nios coinciden y que tanto f como g corresponden al conjunto

{1L0O),(2.0).6,0)}

3.1.8. En la préctica, usamos casi siempre el siguiente criterio para comparar funciones:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Dos funciones f : A - By g : A — B son iguales si y

solamente si para todo elemento a de A se tiene que f(a) = g(a).

Demostracion. Sean f : A - By g : A — B dos funciones. Que si f es igual a g entonces
f(a) = g(a) para todo elemento a de A es evidente, asi que bastard que probemos la implicacién
reciproca a esta.

Supongamos que f(a) = g(a) para todo elemento a de A. Para ver que f = g, como fy g
tienen el mismo dominio y el mismo codominio, tenemos que probar que f y g coinciden como
conjuntos. Ahora bien, si (g, b) es un elemento de f, entonces a es un elemento de Ay b = f(a):
pero entonces la hip6tesis nos dice que también b = g(a) y, por lo tanto que (a,b) € g. Esto
prueba que f C g. Por supuesto, un razonamiento similar prueba que g € f y, por lo tanto, que
f = g, como queremos. O

§3.2. Formas de describir funciones

3.2.1. Una funcion de un conjunto A a un conjunto B es una relacion de A a B, asi que no es otra
cosa que un subconjunto de A x B. Esto significa que para dar una funcién tenemos a nuestra
disposicion todas las formas que hay para describir conjuntos.
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Asi, podemos describir una funcién por enumeracion. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4} y
B = {#,0,¢,s}, entonces podemos dar una funcién f : A - B dando el correspondiente

subconjunto de A x B por enumeracién, como

f={{1,9),(2,9),(3,4),(4, )}

Por supuesto, como f es una relacién, también podemos describirla dando su grafo, que en este

case es el siguiente:

1 »
2 Q
3 <&
4 )

Muchas veces, en lugar de hacer alguna de estas dos cosas, tabulamos los elementos del conjunto f

en una tabla como la siguiente:

a f(a)
1 v
2 v
3 .
4 S

Cada fila de esta tabla describe uno de los pares ordenados del conjunto f.
Estas estrategias para describir una funcion solo se aplican si su dominio es un conjunto finito,
por supuesto, ya que es exactamente en ese caso que tenemos que dar un nimero finito de pares

ordenados al describirla.

3.2.2. También podemos dar una funcién por comprension. Por ejemplo,

flz{(x,y)erZ:y:xz}

es la descripcion por comprension de un subconjunto de Z x Z, esto es, de una relacion de Z a Z,
y se trata de una funcién. Probémoslo.

« Six es un elemento cualquiera de Z, entonces claramente el par ordenado (x, x?) pertenece
a f, y esto nos dice que la primera condicién de la definicién 3.1.1 se cumple.

« Por otro lado, supongamos que x, y e ¥’ son elementos de Z tales que los pares (x, y)
y (x,y') pertenecen a f. Esto significa que y = x* y que y’ = x*: por supuesto, de estas dos
igualdades podemos deducir que y = y'y, en definitiva, que la segunda condicién de la

definicion 3.1.1 también se cumple.
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Para esta funcion f se tiene claramente que para todo elemento x de Z es

f(x) = x%.

En efecto, lo que estamos afirmando es que para todo elemento x de Z el par ordenado (x, x?)
pertenece a f, y eso es evidente, dada la definicién de f!

3.2.3. Enla practica, casi siempre definimos las funciones como en el ejemplo que acabamos de
ver, aunque usando una notacion distinta para hacerlo. En lugar de describir a una funcién f de
un conjunto A a un conjunto B por comprension en la forma

fz{(a,b)eAXB:bz@}, (1)

con @ alguna expresion conveniente', escribimos

f:aEAH@EB. (2)

Es importante tener siempre en mente que esto ultimo significa exactamente lo mismo que la
descripcién por comprension (1). Podemos leer la expresion escrita en (2) diciendo «la funcién f
que a cada elemento a de A lo manda al elemento @ de B».

Asi, por ejemplo, a la funcion de 3.2.2 podemos describirla escribiendo
fixeZw x*eZ,
y si escribimos
g:neNwn?-10neZ

nos estamos refiriendo a la funcién, a la que llamamos g, de dominio N y codominio Z, dada por
el conjunto

{(n,m) eNxZ:m=n*-10n}.
De la misma forma, si escribimos
h:teR~—senteR
estamos refiriéndonos a la funcién h de R a R dada por el conjunto de pares ordenados

{(t,u) e RxR:u=sent}.

"No entraremos aqui en los detalles sobre qué significa exactamente «conveniente» en este contexto.
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Algo que es muchas veces ttil es que esta notacion nos permite referirnos a una funcion sin
necesidad de ponerle un nombre. Asi, por ejemplo, podemos decir cosas como

las funciones n € N~ n* e Ny n € N n’ € N son distintas.

Otra forma de dar por comprensién una funcién f de un conjunto a A a otro B es describir
explicitamente el valor de f en cada elemento de su dominio. Asi, podemos decir

sea f : N — Z la funcién que en cada elemento n de N toma el valor f(n) = n* —10n.

La funcién a la que nos estamos refiriendo es, claramente, la determinada por el conjunto

{(n,m) e NxZ:m = n?®-10n}, que podemos escribir, como vimos, n € N = n? — 101 € Z.

3.2.4. Recordemos que en 2.3.1 definimos la operacion de relaciones: si A, By C son tres conjuntos
y Ry S son una relacién de A a By una relacion de B a C, respectivamente, entonces construimos
alli una nueva relaciéon S o R de A a C, la composicion de S con R. La segunda parte de la siguiente
proposicién nos dice que si las relaciones R y S son funciones, también lo es su composicion.

Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) La relacion identidad I5 € A x A es una funcion.
(ii) Si f : A— By g: B — C son funciones, entonces la relacion go f ¢ A x C es una funcién
deAaC.

Demostracion. (i) Veamos que I4 es una funcioén, verificando las dos condiciones de la defini-
cion 3.1.1.

« Sia es un elemento de A, entonces el par ordenado (a, a) pertenece a I.

« Supongamos que a € Ay b, b’ € A son tales que los pares ordenados (a,b) y (a,b") estan
en I4. De la definicion de I4 se sigue, claro, que a = by que a = b’ y, en particular, que
b=V

(ii) Otra vez, para mostrar que la relacion compuesta g o f de A a C es una funcion verificamos las
dos condiciones de la definicién 3.1.1.

o Seaa € A. Como f es una funcion, existe un elemento b € B tal que (a,b) € fy, por otro
lado, como g es una funcidn, existe un elemento ¢ € C tal que (b, ¢) € g. De acuerdo a la
definicion de la composicién de relaciones, entonces, se tiene que (a,c¢) € go f.

e Seana € Ay, ¢’ € C tales que los pares ordenados (a,c) y (a,c’) estdn en g o f. Esto
significa que existen elementos b y b’ en B tales que (a,b) y (a,b’) estanen fy (b,c)y
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(b',c") esténen g.

Ahora bien, como f es una funcion, de que los pares (a,b) y (a,b") estén en f se deduce
que b = b’. Tenemos entonces que los pares (b, ¢) y (b, ¢) estdn en gy, como g también es

una funcion, vemos que ¢ = ¢’.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

3.2.5. Si A, By C son tres conjuntosy f : A - By g: B — C son dos funciones, esta proposicién
nos dice que la composicién go f : A - C es también una funcidn. Si a es un elemento de A,
entonces tenemos la imagen de a por f, el elemento b := f(a) de By, a su vez, tenemos la imagen
de b por g, el elemento ¢ := g(b). En otras palabras, tenemos que (a,b) € f y que (b, ¢) € g, asi
que la definicién de g o f implica que (a,c) € g o f. Vemos asi que

(g0 f)(a) =c=g(b) =g(f(a)).

3.2.6. La Proposicion 2.3.4 nos dice que la composicion de relaciones es una operacion asociativa.
Como la composicion de funciones no es mas que la composicion de relaciones, vemos asi que, en
particular, la composicion de funciones es una operacion asociativa. Explicitamente, esto significa
que si A, B, Cy D son cuatro conjuntosy f : A— B, g: B — Cyh: C — D son tres funciones,
entonces vale que

ho(gof)=(hog)ef.

Casi siempre escribimos simplemente s o g o f ala funcion h o (g o g). Su valor en un elemento a
de su dominio es h(g(f(a)).
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§3.3. Inyectividad, sobreyectividad, biyectividad

3.3.1. Sean Ay B dos conjuntos y sea f : A - B una funcién de A a B. Decimos que

o f esinyectiva si cada vez que a 'y a’ son dos elementos de A tales que f(a) = f(a’) se tiene
que a = a’, que

o f essobreyectiva si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b,y que
o f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

En términos del grafo de la funcién f, la condicion de inyectividad es que a cada elemento de b
llegue a lo sumo una flecha desde un elemento de A, mientras que la de sobreyectividad que a cada
elemento de B llegue al menos una flecha.

3.3.2. La definicién que acabamos de dar nos dice que una funcién f : A — B es inyectiva si
siempre que a y a’ son elementos de su dominio A vale que

fla)=f(a') — a=d".

Equivalentemente, la funcién f es inyectiva si siempre que a y a’ son elementos de su dominio

vale que

ata = f(a) = f(a").

En efecto, esta implicacidn es la contrarreciproca de la anterior, asi que es equivalente a ella.

3.3.3. Ejemplo. Si A es un conjunto cualquiera, entonces la funcién identidad I, : A — A es
inyectiva, sobreyectiva y, por lo tanto, biyectiva.

3.3.4. Las tres propiedades descriptas en 3.3.1 se preservan al componerlas:

Proposicion. Sean A, B y C conjuntos y sean f : A - By g: B — C funciones.
(i) Silas funciones f y g son inyectivas, entonces la composicion g o f es inyectiva.
(i) Si las funciones f y g son sobreyectivas, entonces la composicion g o f es sobreyectiva.
(iii) Si las funciones f y g son biyectivas, entonces la composicion g o f es biyectiva.

Demostracién. (i) Supongamos que las funciones f y g son inyectivas, y sean a y a’ elementos de A
tales que (go f)(a) = (go f)(a’), es decir, tales que g(f(a)) = g(f(a")). Como g es inyectiva,
esto implica que f(a) = f(a’) y, a su vez, como f es inyectiva, esto implica que a = a’: vemos asi
que la composicion g o f es inyectiva.

(ii) Supongamos ahora que las funciones f y g son sobreyectivas, y sea ¢ € C. Como g es
sobreyectiva, hay un elemento b de B tal que g(b) = c 'y, por otro lado, como f es sobreyectiva,
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hay un elemento a de A tal que f(a) = b. Tenemos entonces que

(g0 f)(a) =¢(f(a)) =¢(b) = ¢,

y esto nos dice que g o f es sobreyectiva.

(iif) Supongamos finalmente que f y g son biyectivas. Como f y g son entonces inyectivas, la
primera parte de esta proposicion nos dice que la composicion g o f es inyectiva; por otro lado,
como f y g son sobreyectivas, la segunda parte nos dice que esa composicidn es sobreyectiva.
Vemos asi que g o f es biyectiva, como queremos. O

3.3.5. Las implicaciones reciprocas a las de la Proposicién 3.3.4 son falsas. Asi, por ejemplo, la
composicion indicada en el grafico

1><><

b

2 B

3/674y
d

es inyectiva, pero la segunda funcién no lo es. De manera similar, la composicion

1 a

es ciertamente sobreyectiva pero la primera de las dos funciones que estamos componiendo no
lo es. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado parcial:

3.3.6. Proposicion. Sean A, B y C conjuntos y sean f : A - By g: B — C funciones.
(i) Sila composicion g o f es inyectiva, entonces la funcion f es inyectiva.
(i) Sila composicion g o f es sobreyectivas, entonces la funcion g es sobreyectiva.

Demostracion. (i) Probaremos la implicacion contrarreciproca, esto es, que

si f no es inyectiva, entonces la composicion g o f tampoco lo es.
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Supongamos entonces que f no es inyectiva, de manera que hay elementos a y a’ en A tales que
a+a'yf(a)=f(a").Se tiene entonces que

(g0 f)(a) = g(f(a)) = g(f(a") = (g f)(a"),

y, como a # a’, que la composicién g o f no es inyectiva.

(ii) Supongamos que la composicion go f es una funcion sobreyectiva y sea ¢ € C. La hipotesis
nos dice que existe a € A tal que c = (g o f)(a), es decir, que ¢ = g(f(a)). El elemento b = f(a)
de B es entonces tal que g(b) = c: esto muestra que la funcién g es sobreyectiva. O

§3.4. Funciones inversibles y funciones inversas

3.4.1. Sea f : A — B una funcién de un conjunto A a otro B. Decimos que f es inversible si existe
una funciéon g : B -~ Atalque go f = Iy yque f o g = Ig y en ese caso decimos que g es una
funcién inversa de f.

Notemos que en esta situacion el dominio de g tiene que ser el codominio de f y el codo-
minio de g tiene que ser el dominio de f: si no es ese el caso, ni siquiera podemos hablar de las
composiciones go fy fog.

3.4.2. Una observacion importante es la siguiente:

Lema. Si una funcién es inversible, entonces posee exactamente una funcion inversa.

En vista de esto, cuando tengamos una funcién inversible podremos hablar de la funcién

inversa y no solamente de una funcion inversa, ya que esta esta bien determinada.

Demostracion. Sea f : A — B una funcidn, y supongamos que f es inversible y que las funciones
g1, 2 : B — A son funciones inversas de f, de manera que se tiene que

glof:gzof:IA, foglzfogZ:IB,
Usando estas igualdades, vemos que
gi=gielp=gio(fog)=(g1of)og=Iacg =g

Como g1 y g tienen el mismo dominio y el mismo codominio, esto prueba el lema. O
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3.4.3. La siguiente proposicion establece la conexion fundamental entre la condicion de inversibi-
lidad de una funciones y su biyectividad:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Una funcion f : A — B es inversible si y solamente si es
biyectiva. Cuando ese es el caso, la relacion inversa f™' € B x A es una funcion y es, de hecho, la

funcién inversa de f.

Demostracion. Sea f : A — B una funcién y supongamos primero que f es inversible, de manera
que existe una funcién g: B - Atalque go f = I,y f o g = Ig. Como la composicion go f es
inyectiva, ya que es la funcion identidad de A, la Proposicion 3.3.6(i) nos dice que f es inyectiva.
De manera similar, como la composicién f o g es sobreyectiva, ya que es la funcién identidad de B,
la Proposicion 3.3.6(ii) nos dice que f es sobreyectiva. Vemos asi que f es biyectiva.

Supongamos en segundo lugar que f es biyectiva y consideremos la relacién inversa f~! € Bx A.
Se trata de una funcién: para verlo, verificamos las dos condiciones de la definicién 3.1.1.

o Si b es un elemento de B, entonces, como f es sobreyectiva, existe a € A tal que b = f(a),
esto es, tal que el par ordenado (a,b) pertenece a f. Esto significa que el par ordenado
(b, a) pertenece a la relacién .

o Sean b un elemento de By a, a’ elementos de A tales que los pares ordenados (b, a) y (b, a")
estdn en . Esto significa que los pares ordenados (a,b) y (a’,b) estan en f, es decir, que
f(a) = byque f(a") = b. Pero entonces f(a) = f(a’) y, como f es inyectiva, tenemos
necesariamente que a = a’.

Vemos asi que, como dijimos, la relacién f~! es una funcién ' : B — A. Mostremos que ' es
una funcioén inversa de f y, por lo tanto, que la funcién f es inversible.

o Sea a un elemento de A. Pongamos b = f(a), de manera que (a,b) € f y, por lo tanto,
(b,a) € 7, es decir, f(b) = a. Usando esto, vemos que

(fof)a) =f(f(a)) = f(b) = a=1a(a)

y concluimos que las funciones f ™' o f e I, toman el mismo valor en cada elemento de su
dominio comun A: esto significa, precisamente, que f o f = I.

+ Sea ahora b un elemento de B y pongamos a = f !(b), de manera que (b,a) € f 'y
(a,b) € f, es decir, f(a) = b. Tenemos que

(fof)(b) = f(f7(b)) = f(a) = b =Ip(b)

Y, en consecuencia, que f o f‘l = Ip.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

89



3.4.4. Es importante observar que si f : A — B es una funcion que no es biyectiva, entonces la

relacién inversa f~! : B x A no es una funcién. Por ejemplo, las relaciones inversas de las funciones

a
1 1

b \a
2 2/

c b
3 3/
\d

son, respectivamente,

: 1 a/l
2 \2
d

y ninguna de estas dos tltimas es una funcién.

3.4.5. Ejercicio. Pruebe en detalle que una funcién f : A — B es biyectiva, si y solamente si la
relacién f~! € B — A es una funcién de B a A.

3.4.6. Sabemos que la composicion de dos funciones biyectivas biyectivas es ella misma biyectiva,
y acabamos de probar que es entonces inversible. El siguiente resultado nos permite calcular su
inversa.

Proposicion. Sean f : A - By g: B — C dos funciones inversibles, de manera que poseen funciones
inversas f1: B — Ay g C — B. La composicion go f : A — C es inversible y su funcién inversa
es

(gof) ' =fTog™.

Demostracion. Como f y g son inversibles, la Proposicion 3.4.3 nos dice que son biyectivas y
la Proposicion 3.3.4(iii), a su vez, que la composicion g o f es biyectiva. La primera de esas
proposiciones, por lo tanto, implica que esta composicion es inversible. Esto prueba la primera
de las dos afirmaciones del enunciado. Para ver la segunda, es suficiente que mostremos que la
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funcién h = ' o g7! es una funcién inversa de la funcién k := g o f, y para ello tenemos que
probar que ho k =14 yque k o h = Ic. Ahora bien, es

hok=(f"og ) o(gof)=f"o(go(gof))=f"o((g0g)of)
=fTo(pof)=f"of=Ia
y, de manera similar,
koh=(gof)o(flogh)=go(fo(fogh))=go((fof)eog™)
=go(Igog ) =gog =1

y esto prueba lo que queremos. O

§3.5. Ejercicios

Imagen y preimagen de subconjuntos por una funcién

3.5.1. Sean Ay B dos conjuntos y sea f : A — B una funcién de A a B. Si X es un subconjunto
de A, llamamos imagen de X por f al subconjunto

fIX]={f(a):acX}
de B, de manera que si b € B se tiene que
be f[X] < existeac X tal que f(a) = b.

De manera similar, si Y es un subconjunto de B, llamamos preimagen o imagen inversa de Y
por f al subconjunto

fY]={acA: f(a)eY}
de A, y entonces para cada a € A se tiene que

aef[Y] < f(a)eY.

3.5.2. Ejercicio. Sea f : A — B una funcién.
(a) Para cada subconjunto X C A se tiene que X € f'[f[X]] y; mas atn, si la funcién f es
inyectiva, entonces X = f~![ f[X]]. Esta tltima igualdad no vale siempre.
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(b) Para cada subconjunto Y C B se tiene que f[f![Y]] € Y y, més atn, si la funcién f es
sobreyectiva, entonces f[f![Y]] = Y. Esta igualdad no vale siempre.

(¢) SiXjy X; son subconjuntos de A tales que Xj € X, entonces f[X;] € f[X2].

(d) SiY; e Y, son subconjuntos de B tales que Y; € Y3, entonces f'[V1] € [ V2].

3.5.3. Ejercicio. Sean f : A — By g : B — C dos funciones.
(a) Si X es un subconjunto de A, entonces (go f)[X] = g[ f[X]].
(b) SiY es un subconjunto de B, entonces (go f)}[Y] = f g [Y]].

3.5.4. Ejercicio. Sea f : A — B una funcién.
(a) SiX;y X, son subconjuntos de A, entonces

fIXuXa] = fIX]u fX]

fIXinXz] ¢ f[Xi]n f[X2],

Yy, mds aun, si la funcién f es inyectiva entonces de hecho se tiene que

fIXinXz] = f[Xa] n f[Xz].

Esta igualdad no vale siempre, sin embargo. Ademas, se tiene que

fIX-Xa] 2 f[X] - f[X2]

(b) SiY;e Y, son subconjuntos de B, entonces

fau ] = nlo X,
fanY] = nln Y]

4 -Y]=fn]- ]

3.5.5. Ejercicio.Si f : A - Besunafunciény X e Y son subconjuntos de A y de B, respectivamente,
entonces se tiene que

Xcf YY) < f(X)cY
y vale que

fIX]nY = f[Xn f[Y]], fIXJuy 2 f[Xu f[Y]],
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Xnfr[y]e ffIX]nY], Xufy]e ffIX]uY).

Ninguna de las ultimas tres inclusiones es en general una igualdad: encuentre ejemplos en los que
sean estrictas y condiciones sobre f que garanticen las igualdades.

Restriccion y correstriccion de funciones

3.5.6. Ejercicio. Sea f : A — B una funcion y recordemos que, como f es una relaciéon de A a B, se
trata de un subconjunto del producto cartesiano A x B.
(a) Si C es un subconjunto de A, entonces el subconjunto f N (C x B) de A x B es una funcién
de C a B. La llamamos la restriccién de f a C y la escribimos f]c.
(b) Si D esun subconjunto de B tal que D 2 f[A], entonces el subconjunto fn(Ax D) de Ax B
es una funcién de A a D. La llamamos la correstriccion de f a By la escribimos f/P.
(c) Mas generalmente, si Cy D son subconjuntos de A y de B, respectivamente, y se tiene que
f[C] ¢ D, entonces la interseccién f n (C x D) es una funcion de C a D, ala que escribimos

fle.

3.5.7. Ejercicio. Sea f : A — B una funciéon. Muestre que si f es inyectiva, entonces la correstriccion
fIFTAL: A - f[A] es biyectiva.

“Pegado” de funciones

3.5.8. Muchas veces necesitamos construir funciones f : A — B «por partes». El siguiente ejercicio
es la forma mas sencilla en la que podemos hacer eso.

Ejercicio. Sean Ay B dos conjuntos, y supongamos que A; y A; son dos subconjuntos de A tales
que A =AjUA, yA NA; = . Muestre quesi f; : Ay - By f, : A, - B son dos funciones,
entonces hay exactamente una funcién f : A — Btal que fla, = fiV fla, = fo-

3.5.9. Muchas veces necesitamos definir funciones por partes como en el ejercicio anterior pero los
subconjuntos A; y A, que son dominio de las funciones f; y f, no son disjuntos. En general esto
es imposible. Por ejemplo, si A = {1,2,3}, A; = {1,2}, A2 = {2,3}, B= {0, O} y las funciones
fi: A1 = By f,: Ay — Bestan dadas por las siguientes tablas

a f(a) a fa(a)
1 O 2 O
2 O 3 O

entonces es fécil verificar que no existe ninguna funcién f : A - B tal que f|a, = iV fla, = fo-
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Podemos, sin embargo, hacer lo que queremos si hacemos una hipétesis natural.

Ejercicio. Sean A;, A, y B tres conjuntos y sean f : A - By g : A, — B dos funciones. Si las
restricciones f|a,na, ¥ £|4,n4, coinciden, entonces existe una y solo una funcién h : AjU A, — B
tal que h|a, = f v h|a, = g. En esta situacion, decimos que la funcion h se obtiene por “pegado” de
las funciones f y g.

3.5.10. Este ultimo resultado puede generalizarse al caso en que tenemos mas que dos partes
descomponiendo el dominio de la funcién que queremos construir:

Ejercicio. Sean A y B dos conjuntos, sea .% una familia de subconjuntos de A tal que

A= U X,

XeF

y supongamos que para cada X € .# tenemos una funcion fx : X - B. Pruebe que si
siempre que X e Y son dos elementos de .7 tenemos que fx|xny = fy|xny (3)

entonces existe exactamente una funcion F : A — B tal que F|x = fx para todo elemento X de .#.

Llamamos a la condicion (3) la condicién de cociclo o de pegado. Notemos que tiene sentido: si
X e Y son dos elementos de .7, entonces X N Y es un subconjunto tanto de X como de Y, asi que
podemos considerar las restricciones fx|xny ¥ fv|xny de las funciones fx : X - By fy : Y - B
aXnY.

Caracterizaciones alternativas de la inyectividad y la sobreyectividad

3.5.11. Ejercicio. Sea f : A — B una funcion.
(a) La funcion f es inyectiva si y solamente si cada vezque g3 : C - Ay g : C - A son
funciones tales que f o g1 = g o f, se tiene que g = £».
(b) La funcidn f es sobreyectiva si y solamente si cadavezque g; : B> Cy g, : B — C son
funciones tales que gj o f = g, o f se tiene que g; = g.

3.5.12. Ejercicio. Si f : A — B es una funcidn, entonces las siguientes tres condiciones son
equivalentes:

(a) Lafuncién f es inyectiva.

(b) Cadavez que X e Y son subconjuntos de A se tiene que f[XnY] = f[X]n f[Y].

(c) Cadavez que X e Y son subconjuntos de A talesque X € Yes f[Y - X] = f[Y] - f[X].
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Funciones inversas a izquierda y a derecha

3.5.13. Sea f : A - B una funcién. Decimos que una funcién g: B — A es
« una inversa a izquierda de fsigo f =14,y
e unainversa a derechade f si f o g = Ip.

Claramente una funcién g : B — A es una funcién inversa para f si y solamente si es a la vez una

funcién inversa a izquierda para f y una funcién inversa a derecha para f.

3.5.14. Ejercicio. Sea f : A — B una funcién.
(a) Latfuncién f posee una funcién inversa a izquierda si y solamente si f es inyectiva, pero en
general no tiene una sola.
(b) Lafuncién f posee una inversa a derecha si y solamente si f es sobreyectiva, pero en general
no tiene una sola.
(c) Si f posee una inversa a izquierda g : B — Ay una inversa a derecha h : B — A, entonces f
es inversible y se tiene que g = h = f .

Relaciones de equivalencia inducidas por funciones

3.5.15. Ejercicio. Sea f : A — B una funcién. La relacién Ry € A x A en el conjunto A tal que si x e
y son elementos de A entonces

XRpy <= f(x)=f(y)

es una relacion de equivalencia. Llamamos a Ry la relacion de equivalencia inducida por la
funcion f.

3.5.16. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea R € A x A una relacion de equivalencia en A. Hay una
funcién f : A - A/R con codominio en el conjunto cociente de A por R tal que

f(a) =[a]

para cada a € A, esta funci6n es sobreyectiva, y la relacién de equivalencia Ry € A x A inducida
por f es precisamente la relacién R con la que empezamos. Llamamos a la funcién f la proyeccion
candnica de A al cociente A/R.

Observemos que este resultado nos dice que toda relacion de equivalencia es la relacion de
equivalencia inducida por alguna funcién.
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§3.6. Funciones definidas sobre un conjunto cociente

3.6.1. Terminaremos este capitulo probando el siguiente resultado, que tiene un rol verdaderamente
fundamental.

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos, sea R € A x A una relacion de equivalencia en A y sea
f : A — Buna funcién. Si cada vez que a y a’ son elementos de A se tiene que

aRa" = f(a)=f(a"),

entonces existe una y una sola funcién F : AR — B con dominio en el conjunto cociente AJR de A

por R tal que para cada a € A es

F([a]) = f(a).

Demostracion. Supongamos que la hipétesis de la proposicion se satisface y consideremos el
conjunto

F:={([a],b) e A/IRxB:acA,b=f(a)}.

Se trata de un subconjunto de A/R x B, asi que es una relacién del conjunto cociente A/R a B.
Mostremos que es, de hecho una funcion.

o Sea a un elemento de A/R, de manera que existe un elemento a en A tal que « es la clase
de equivalencia de a con respecto a la relacion R, esto es, a = [a]. De la definicion de la

relacion F, entonces, es claro que (¢, f(a)) es un elemento de F.

o Sean ahora a un elemento de A/Ry by b’ dos elementos de B tales que los pares ordena-
dos (&, b) y (a, b") pertenecen a F. Como (a, b) es un elemento de F, existe un elemento a
en Atal que a = [a] y b = f(a); de manera similar, como («, b") es un elemento de F, hay
un elemento a’ tal que = [a’] y b’ = f(b"). En particular, esto nos dice que [a] = a = [a],
asi que a R a’ 'y, de acuerdo a la hipotesis, es también b = f(a) = f(a’) = b’

Esto prueba que lo que tenemos es, como dijimos, una funcién F : A/R — B. M4s aun, si a es
un elemento cualquiera de A, entonces de la definicién misma de F es claro que el par ordenado
([a], f(a)) estd en F, asi que tenemos que F([a]) = f(a). Esto nos dice que la funcién F satisface
la condicion descripta en la proposicion.

Para terminar de probar la proposicion, entonces, tenemos que mostrar que F es la tni-
ca funciéon A/R — B que satisface esa condicion. Sea para ello G : A/R — B otra fun-
cion tal que G([a]) = f(a) para todo elemento a de A. Si a es un elemento cualquiera
de A/R, entonces existe un elemento a de A tal que & = [a], y tenemos en consecuencia que
G(a) = G([a]) = f(a) = F([a]) = F(a). Vemos asi que F y G toman el mismo valor en cada
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elemento de su dominio comtin — como tienen el mismo codominio, esto nos dice que F y G son,

de hecho, la misma funcion. O

Demos un ejemplo de aplicacion de este resultado.

3.6.2. Ejemplo. En el Ejemplo 2.5.7 consideramos el conjunto A = N x N, la relacion
Ri={((x.9), (x2y)) e Ax Az x+y =5+ p},

y mostramos que se trata de una relacion de equivalencia. Consideremos ahora la funcién
fi(x,y)eA»x—yecl

Esta funcidn satisface la condicién de la Proposicion 3.6.1, esto es,

si (x,y) y (x',y") son elementos de A tales que (x,y) R (x',y"), entonces
fley) = f(x 9.

En efecto, si (x, y) y (x',y") son dos elementos del conjunto A tales que (x, y) R (x',y"), de
manera que x + ¥’ = x’ + y, entonces tenemos que f(x,y) =x—y =x"-y" = f(x', y"). La proposi-
cién nos dice, entonces, que hay una y solo una funcion F : A/R — Z tal que F([x,y)]) = f(x, )
para todo elemento (x, y) de A.

Mostremos que esta funcion F es biyectiva.

« Supongamos que a y «’ son dos elementos de A/R tales que F(a) = F(a'). Hay elemen-
tos (x,y) y (x',y") de A tales que « = [(x,y)] y o’ = [(x/,))], y tenemos entonces

que

x-y=f(xy)=F([(x.y)]) = F(a) = F(a') = F([(x",y")]) = f(x,)') = "= y".

Esta igualdad implica que también x + y' = x’ + y y, por lo tanto, que (x,y) R (x',y'),
asique a = [(x,y)] = [(x',y")] = «’. Podemos concluir de todo esto que la funcion F es
inyectiva.

o Seaahora z un elemento cualquiera de Z. Si es z > 0, entonces el par ordenado (z+1,1) es un
elementode Ayz = (z+1)-1= f(z+L1) = F([(z+1,1)]). Si, por el contrario, es z < 0, enton-
ces el par ordenado (1,1-z) esunelementode Ay z =1-(1-z) = f(1,1-z) = F([(1,1-2)]).
En cualquier caso, el elemento z de Z esta en la imagen de la funcién F. Esto prueba que
esta funcion es sobreyectiva.
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3.6.3. Ejercicio. Sean A y B dos conjuntos, sea R € A x A una relacién de equivalencia en A, y sea
F: A/R — B una funcién. Pruebe que la funcién f : a € A~ F([a]) € B satisface la condicién de
la Proposicion 3.6.1, esto es, que cualesquiera sean a y a’ en A vale que

aRa" = f(a)=f(a).

Esto muestra que la condicidon que aparece en esa proposicion es necesaria para la conclusion de
esta. Explicitamente, lo que tenemos es que

si f: A — B es una funcién tal que existe una funcién F : A|R — B con la
propiedad de que F([a]) = f(a) cualesquiera sea el elemento a de A, entonces
la funcion f satisface la condicién de la Proposicion 3.6.1.

3.6.4. Ejercicio. Sea A un conjunto y sea .# una particiéon de A. Hay exactamente una funcién
f:A— Ztalquea e f(a) paratodo a € Ay se trata de una funcion sobreyectiva.
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Capitulo 4

84.1. El principio de induccidén

4.1.1. Decimos que un subconjunto S de N es inductivo si tiene las siguientes dos propiedades:
e« 1€, y

o paracada k € N vale que
keS =— k+1¢€S.

Es evidente que el conjunto N es inductivo y una propiedad fundamental del conjunto N de los
numeros naturales es que, de hecho, este es el tinico ejemplo:

Proposicion. Si S es un subconjunto inductivo de N, entonces S = N. O

Llamamos a este resultado el principio de induccién. Veamos por qué es cierto. Sea S un
subconjunto inductivo de N y supongamos que S no es igual a N, de manera que la diferencia
T := N\ § es un conjunto no vacio. Ahora bien, como T es un subconjunto no vacio de N, posee
un menor elemento m: es decir, existe un elemento m € T tal que para todo n € T se tiene que
m < n. Como 1 pertenece a S, es m # 1y, en consecuencia, el nimero m —1 pertenece a N. Mds atn,
como m — 1 es estrictamente menor que m, la forma en que elegimos a m implica que m —1¢ T,
es decir, que m — 1 € S. Usando esto y el hecho de que S es inductivo, entonces, podemos deducir
que m € S: esto es absurdo, ya que m pertenece a T. Esta contradiccion provino de suponer que S
es un subconjunto propio de N y todo esto prueba, en consecuencia, que S = N, como queremos.

Este argumento es convincente pero adolece de un problema: depende de que sepamos que la
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afirmacion
todo subconjunto no vacio de N posee un menor elemento

es cierta y — mas alla de que es intuitivamente plausible — no sabemos que esto es asi. El problema
es que para poder establecer formalmente el principio de induccién necesitamos hacer antes un
tratamiento formal de qué es el conjunto N y de sus propiedades basicas. En estas notas no haremos
esto. Usaremos, de todas formas, con total libertad ese principio.

4.1.2. La razdn por la que estamos interesados en el principio de induccion es que nos da un
mecanismo muy efectivo para probar que un subconjunto de N coincide con N. Vamos un ejemplo
sencillo de por qué esto es til.

Supongamos que queremos probar la siguiente afirmacion:

para todo n € N se tiene que 2" + 3" < 5". (1)
Esto puede hacerse de muchas formas. Una de ellas consiste en considerar el subconjunto
S={neN:2"+3" <5"

de Ny probar que coincide con N: claramente, esto es lo mismo que probar que la afirmacién (1)
vale. Para ver que S es igual a N es suficiente, de acuerdo al principio de induccién, con mostrar
que se trata de un conjunto inductivo, es decir, que tiene las dos propiedades de la definicién 4.1.1.
Asi, tenemos que probar que 1 € S y que para todo k € N se tiene que

keS = k+1¢€8S. (2)

La primera de estas dos cosas puede verificarse por un calculo directo: en efecto, basta observar
que 2! + 3! = 5 < 51, Veamos la segunda. Para ello, supongamos que k es un elemento de N tal que
k € S, es decir, tal que

2k 4 3k < 5K, (3)
Tenemos que
2k+1+3k+1:2k‘2+3k'3
¥, como 2 <5y 3 <5, esto es
<2k.543k.5=(2F+3k) .5 (4)

Ahora bien, estamos suponiendo que k pertenece a S, asi que vale la desigualdad (3), y entonces
tenemos que el ultimo miembro de la igualdad (4) es

< 5K.5 =5k

Esto nos dice, precisamente, que k + 1 pertenece a S. Hemos probado asi que vale la segunda
condicién (2).
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4.1.3. Demos otro ejemplo de este procedimiento: probemos que

_n(n+1)
T
A laizquierda de la igualdad que aparece en esta afirmacion tenemos la suma de los primeros n

(5)

para todo n € N se tiene que 1 +--- + n

numeros naturales, del 1 hasta n. Como hicimos antes, consideramos el subconjunto

S:{neN:1+---+n:@}

de N, mostramos que es inductivo y entonces gracias al principio de induccién, podemos concluir
que S = N, que es precisamente lo que se afirma en (5).

La verificacion de la primera condicion de la definicion 4.1.1 es, como en el ejemplo anterior, un
simple célculo directo: cuando n = 1, la suma de los primeros n niumeros naturales es claramente
igual a 1y, por otro lado, es

n(n+1) 1-2 .
2 2
Esto muestra que1 € S.

Probemos ahora que la segunda condicion de 4.1.1 también se cumple. Supongamos que k es
un elemento de N tal que k € S, es decir, tal que
_ k(k+1)
==

La suma de los primeros k + 1 nimeros naturales es

1+-+k (6)

I+-+(k+1)=1+-+k+(k+1)

Ahora bien, los primeros k sumandos de esta suma son precisamente los primeros k numeros

naturales y estamos suponiendo que vale (6), asi que

k(k+1)

I+ +(k+1) = +(k+1)

y, observando que k + 1 es un factor comun en los dos términos del miembro derecho de esta
igualdad, podemos reescribirlo:
k+2 (k+1)(k+2)

k
=(k+1)|{=+1)=(k+1
(k+ )(2 " ) (k+1) 2 2
Hemos probado que, bajo la hipdtesis de que vale (6), se tiene que

_(k+1)(k+2)
T,

I+ +(k+1)
y esto nos permite concluir que
keS = k+1¢€S.

Esto completa la prueba de que el conjunto S es inductivo y, como dijimos antes, de la afirmacion (5).
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4.1.4. En estos dos ejemplos el procedimiento que seguimos fue completamente similar. En efecto,
en ambos casos tenemos un predicado P(n) que depende de un nimero natural n y queremos
probar que

para todo n € N vale P(n). )

En el primer ejemplo P(n) es el predicado «2" + 3" < 5"» mientras que en el segundo es
«l + -+ n = n(n +1)/2». Consideramos entonces el subconjunto § = {n ¢ N: P(n)} de N
y mostramos que se trata de un subconjunto inductivo, esto es, que 1 € S y que para cada k € N vale
keS = k+1¢S. Envista de la definicion del conjunto S, esto es lo mismo que mostrar que

o laafirmacion P(1) vale, y que

o para cada k € N se tiene que si la afirmacion P(k) vale entonces también vale la afirmacién
P(k+1).

Hecho esto, el principio de induccién nos permite concluir que S = N, esto es, que vale (7), como
queremos. En la préxima seccion daremos varios ejemplos mas de este procedimiento.

Una demostracion hecha de esta forma es llamada una prueba por induccién. La parte en
que probamos que vale la afirmacion P(1) es llamada el paso inicial o caso base de la induccion,
mientras que la prueba de la implicacion P(k) == P(k +1) para cada k € N es llamada el paso
inductivo. Habitualmente, la prueba del paso inductivo procede de la siguiente forma: elegimos
un numero natural k € Ny suponemos que la afirmacion P(k) se cumple — esta hip6tesis es la
hipétesis inductiva — y de alguna manera, usando esa hipdtesis inductiva, probamos que en ese
caso también vale la afirmacién P(k +1).

84.2. Algunos ejemplos de pruebas por induccion

Sumas geométricas

4.2.1. Fijemos un nimero a € R distinto de 1 y mostremos que

a -1
para cada n € N se tiene que 1+ a + -+ a" ! = = (8)
a_

El miembro izquierdo de esta igualdad es la suma de las primeras n potencias de a, desde la
0-ésima, a° = 1, hasta la (n —1)-ésima, a™ 1 1a llamamos la suma geométrica de razén a. Para
probar (8), para cada n llamamos P(n) a la afirmacion

a -1

a—1

l+a+-+a" 1=
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y procedemos por induccion.

« Vemos que vale P(1) calculando directamente: si n = 1, entonces por un lado es
l+a+-+a" =1

y, por otro, (a” —1)/(a —1) = 1. Esto establece el caso base de la induccidn.
« Veamos ahora el paso inductivo. Sea k un elemento de N y supongamos que vale P(k), de

manera que

k
4 a -1
l+a+-+at=

a-1"

Usando esto, podemos ver que

k
a" -1
lta+-+a=(1+a+-+a"")+a" = 1+ak
a—
_ak—1+ak(a—1)_ak+1—1
- a-1 Ca-1"

y esto significa, precisamente, que vale la afirmacién P(k +1).

La induccion queda asi completa y prueba, como queriamos, la afirmacion (8).

La suma de los cuadrados de los primeros nimeros naturales
4.2.2. Probemos que

n(n+1)(2n+1
pamtodondeNvaleque12+22+32+...+nz: ( )6( )

Para ello, para cada n € N llamemos P(n) a la afirmacion de que

+1)(2n +1
12+22+32+---+n2:n(n )6(11 ),

y probemos que P(n) vale cualquiera sea n por induccidn.

+ Cuando 7 = 1 el lado izquierdo de la igualdad de la afirmacién P(1) es 1 = 1, mientras que

el derecho es

n(n+1)(2n+1) 1(1+1)(2-1+1) 1
6 - 6 -

>

asi que esa igualdad vale.
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o Sea ahora k un elemento cualquiera de N y supongamos que la afirmacion P(k) vale, de
manera que
k(k+1)(2k+1
12+22+32+---+k2:—( )6( )
Tenemos entonces que

P+22 432+t (k+1)2 =12+ 2243+ 4 k2 + (k+1)°

_ k(k+1)(2k +1) 4 (k410
6

(k+1)((k+1)+1)(2(k+1) +1)
5 ,

y esto nos dice que vale la afirmacion P(k +1).

La suma alternada de los cuadrados de los primeros nimeros
naturales

4.2.3. Probemos que

(-D)"n(n+ 1).

3 (9)

n .
para todo n de N vale que Y (-1)'i* =

i-1
Para cada elemento n de N llamemos P(#) a la afirmacién

Zn:(_l)iiZ — (_1)nn(n + 1)
i=1 2
y procedamos por induccién.

o Laafirmacion P(1) vale, ya que
1 .
(1) =1
i=1

(-D1(1+1)
=

« Supongamos que k es un elemento de N y que vale a afirmacion P(k), de manera que

k i (—1)kk(k +1)
;(—1) ==

Separando el dltimo término de la suma, tenemos que

k+1

2(-1)' i” = b_l(—1)1i2 + (-1)** (k +1)?
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y entonces, usando la hipdtesis inductiva, vemos que esto es

(_l)kkz(k + 1) + (_1)k+1(k + 1)2
_ (—1)"(% _ (k+1)) (k+1)
_ (—1)kk_2(2k+1)(k+1)

- (D ey

(-1 (k +1)(k +2)
5 .

Esto nos dice que, bajo la hipdtesis inductiva, vale la afirmacion P(k +1).

De esto podemos concluir, gracias al principio de induccidn, que vale la igualdad (9) para todo
neN.

Una suma de fracciones

4.2.4. Queremos probar que

1 1 n
ara cada n € N se tiene que = :
P 1 ;i(i+1) n+1

De manera similar a lo que hicimos antes, para cada elemento n de Nllamamos P(#) ala afirmacién
de que

z”: 1 n
“i(i+1) n+1
y probamos por induccién que P(n) vale para todo n € N.

« Calculando, vemos que cuando #n = 1es

z”: 1 1 n
i(i+l) 2

n+l

asi que la afirmacion P(1) vale.

o Sea ahora k un elemento cualquiera de N y supongamos que vale la afirmacién P(k), es
decir, que

(10)

1

LS| k
= i(i+1) k+1
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Se tiene entonces que

k+1 1 1

k
; i(i+1) Zz(1+1) (k+1)(k+2)

1

y, en vista de la hipétesis inductiva (10), esto es

_k . 1
Ck+1 (k+1)(k+2)

1 1
_k+1(k+k+2)

_ k(k+2)+1
C(k+1)(k+2)
_k+1
Ck+2
Vemos asi que
Lo k+1

; i(i+1) k+2
y, por lo tanto, que vale la afirmacion P(k +1).

Esto prueba lo que queremos, gracias al principio de induccién.
El producto de los primeros niumeros impares
4.2.5. Mostremos que

z (2n)!
para todo n € N se tiene que H(Zi -1) = B
i=1 n.-

(1)

haciendo induccidn con respecto a n. Para cada elemento n de N sea P(n) la afirmacion de que

(2n)!
H(Zz -1) = o
e Sin =1, entonces

u 2 (2n)!
[[i-1)=1=== (2n) ,
i1 2 nl-2n

asi que vale la afirmacion P(1).

« Supongamos ahora que k es un elemento cualquiera de N y que vale la afirmacién P(k), es
decir, que

k k)!
g(zi—l)z ;E;zz)k
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Separando el ultimo factor del producto, vemos que
k+1 k
[J@i-1)=]]@i-1)-(2(k+1)-1)
i=1 i=1

y, usando ahora la hipétesis inductiva, que esto es

~(2Kk)!

= ok -(2(k+1)-1)
~(2k)!
= ok (2k +1).
Si multiplicamos al Gltimo miembro de esta cadena de igualdades por 1 = ;ZE, vemos
finalmente que
kel (2k)! 2k+2  (2(k+1))!
2i-1) = 2k +1 = >
Df ) = R ) s T G ok
es decir, que vale la afirmacién P(k +1).
Esto completa la induccién vy, por lo tanto, la prueba de (11).
Una sucesion de enteros divisibles por 5
4.2.6. Probemos que
para todo n € N el niimero 8" — 3" es divisible por 5. (12)

Para ello, para cada n € N llamamos P(n) a la afirmacion
8" — 3" es divisible por 5
y procedemos por induccion.

+ Como 8' - 3! =8 — 3 = 5,y esto es evidentemente divisible por 5, es claro que la afirmacién
P(1) vale: esto establece el caso base.

« Sea, por otro lado, k un elemento cualquiera de N y supongamos que la afirmacién P (k)
vale, de manera que 5 divide a 8% — 3K, esto es, que existe un niimero r € Z tal que 8% —3% = 5¢.
Entonces

g+l 3kl _gk.g _gk.348F.3_3F.3
-gk.(8-3)+(8-3%).3
y, de acuerdo a la hipdtesis inductiva, esto es
-8.5+5r-3
= (8 +3r)-5.

8k+1 _ 3k+1

Vemos asi es divisible por 5, esto es, que vale la afirmacion P(k +1).
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Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de (12).

La cardinalidad del conjunto de partes de un conjunto finito
4.2.7. Mostremos que

sin € Ny A es un conjunto finito de n elementos, entonces el conjunto de

partes P (A) tiene 2" elementos. (13)

Para cada n € N sea P(n) la afirmacién
si A es un conjunto finito de n elementos, entonces & (A) tiene 2" elementos

y procedamos por induccién con respecto a .

« Sea A un conjunto que tiene 1 elemento y sea a ese elemento, de manera que A = {a}. Es
claro que Z(A) = {@, A} y, como A # &, que &?(A) tiene exactamente dos elementos.
Como 2! = 2, esto nos dice que la afirmacién P(1) vale.

« Sea ahora k un elemento cualquiera de N y supongamos que vale la afirmacion P(k). Sea
A un conjunto finito con k + 1 elementos y sean ay, ..., di,; esos k + 1 elementos listados
en algin orden y sin repeticiones. Un subconjunto de A puede contener a ay,; o no, y
exactamente una de estas opciones ocurre: esto significa que si ponemos

P={XeP(A):ar¢X}, Q={XecP(A):ar1€X}

entonces tenemos que Z(A) = PuQ y P n Q = @y, en consecuencia, que el numero de
elementos de #7(A) es la suma del nimero de elementos de P y el numero de elementos
de Q.

Los subconjuntos de A que no contienen a ax,; son precisamente los subconjuntos del
conjunto B = {ay, ..., ax}. Como B tiene k elementos, la hipdtesis de que vale la afirmacion
P(k) nos dice que P = &(B) tiene 2 elementos.

Es claro que si X es un elemento de P, entonces X U {aj,;} es un elemento de Q, asi
que hay una funcién

f:XePr Xu{ar}eQ.

Esta funcion es biyectiva. En efecto, si X y X’ son dos elementos de P tales que f(X) = f(X'),
de manera que X U {ay,1}) = X U {ay,1}, entonces tenemos que

X=(Xu{axy)nB=(X"v{ar,})nB=X,

y esto nos dice que la funcién f es inyectiva. Por otro lado, si Y es un elemento de Q, entonces
Y N B es un elemento de P tal que f(Y n B) = Y, asi que la funcién f es sobreyectiva.
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La biyectividad de f nos permite concluir que su dominio y codominio tienen el mismo
numero de elementos y, por lo tanto, que Q tiene 2k elementos. Juntando todo, concluimos
que P (A) tiene 2F + 2F = 25*1 elementos y, por lo tanto, que vale la afirmacién P(k +1).

Queda asi completa la prueba de (13)

Veamos en un ejemplo como funciona este argumento. Sea A = {1,2,3,4}, de manera que
k = 3,y pongamos a; = 1, a; = 2, a3 = 3y as = 4. Dividimos a #(A) en dos partes: Py Q
son los subconjuntos de &?(A) de los subconjuntos X de A que no contienen y que contienen,
respectivamente, a 4. Asi, los elementos de P son

o, {1, {2p {35 {L2h {13 {23 {123}
y los de Q son

{4}, {1,4}, {2,4}, (3,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}.

Es claro que P es precisamente Z?({1,2,3}) y, gracias a la hipétesis inductiva, tiene entonces 2*
elementos. Por otro lado, la funcién X € P — X U {4} € Q es claramente biyectiva y, por lo tanto,
Q tienen la misma cantidad de elementos que P, es decir, 2°.

Subconjuntos de dos elementos de un conjunto finito

4.2.8. Para cada n € N vale que
un conjunto de n elementos posee n(n —1)/2 subconjuntos de dos elementos. (14)

Para verlo, llamemos P(n) a esta afirmacion y procedamos por induccion.

o Siun conjunto A tiene un elemento, entonces por supuesto A no posee ningtin subconjunto
de dos elementos. Como n(n —1)/2 es 0 si n = 1, esto nos dice que el caso base funciona, es
decir, que vale la afirmacion P(1).

« Supongamos ahora que k es un elemento cualquiera de N y que vale la afirmacién P(k),
y sea A un conjunto con k + 1 elementos. Digamos que los elementos de A, listados en
algtin orden y sin repeticiones, son ay, ..., ax;. Hay dos tipos de subconjuntos de A de dos
elementos:

o En primer lugar, estan los subconjuntos de A de dos elementos que no contienen
a ay,;. Estos son, por supuesto, los subconjuntos de {ay, ..., a;} de dos elementos.
Como el conjunto {ay, ..., a } tiene k elementos y nuestra hip6tesis inductiva es que
la afirmacion P(k) vale, hay k(k —1)/2 subconjuntos de este tipo.

o En segundo lugar, estan los subconjuntos de A de dos elementos que si contienen
a ay,. Estos son de la forma {a;, ay,,} con i algin elemento de {1,...,k} y, por lo
tanto, hay k de ellos.
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Concluimos asi que, en total, hay k(k —1)/2 + k subconjuntos de A de dos elementos, y este

numero es igual a (k +1)k/2. Esto muestra que vale P(k +1).

Gracias al principio de induccidn, podemos concluir con todo esto que vale (14).

La dualidad de De Morgan

4.2.9. Fijemos un conjunto de referencia U y mostremos la siguiente generalizacion de la Proposi-

cion 1.4.16(i):

sineNyA,, ..., A, son subconjuntos de U, entonces (Ajn---NA,)° = Afu---UAS.

Procedamos por induccion. En este caso, si n € N la afirmacion P(n) que nos interesa es

si Ay, ..., Ay son subconjuntos de U, entonces (Ayn--NA,)° = A{U - UAS,.

Observemos que la afirmacion P(1) es evidente, asi que el caso base se satisface automaticamente.

Resta entonces probar que vale el paso inductivo. Sea k un elemento de N, supongamos que vale

la afirmacién P(k), y sean Ay, ..., A, subconjuntos de U. Tenemos entonces que

(Arn-nAr) =((A1nnNA)NAg)
= (AN nAR) VAL,
porque vale la Proposicion 1.4.16(i), y esto es, de acuerdo a la hipdtesis inductiva, es
= (AU UAL) U AL,

_ A€ c c
—AIU"‘UAkUAk+1.

Esto completa la prueba de lo que queremos.

El «principio del palomar»
4.2.10. Mostremos que si  es un elemento de N, entonces vale que

si distribuimos m bolas en n cajas y m > n, alguna caja necesariamente contiene
dos bolas o mds.

Por ejemplo, una posible distribucion de 11 bolas en 6 cajas es

y claramente hay cajas que tienen al menos dos bolas.
Llamemos P(n) a la afirmacion (15) y procedamos por induccién.
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« Consideremos primero el caso en que n = 1. Es evidente que si tenemos una sola caja y mas
que una bola, al distribuir las bolas va a haber mas de una bola en esa tinica caja: esto nos
dice que la afirmacion P(1), el caso base, vale.

« Supongamos ahora que k es un elemento cualquiera de N y que sabemos que vale la afirma-
cion P(k). Supongamos que m es un elemento de N tal que m > k + 1y que distribuimos m

bolas en k + 1 cajas, y consideremos tres casos:

o Sila caja nimero k + 1 esta vacia, entonces en realidad lo que hicimos fue distribuir las
m bolas en las primeras k cajas, y la hipdtesis inductiva nos dice, ya que m > k, que
alguna de estas contiene al menos dos bolas.

o Sila caja nimero k + 1 contiene al menos dos bolas, entonces por supuesto alguna de
las cajas contiene al menos dos bolas: por ejemplo, la nimero k + 1.

o Consideremos, finalmente, el caso en que la caja k + 1 contiene exactamente una bola.
En ese caso, distribuimos las otras m —1 bolas en las primeras k cajas, y como m —1 > k,
ya que m > k + 1, la hipétesis inductiva nos dice que alguna de esas primeras k cajas
contiene al menos dos bolas.

Asi, en cualquier caso podemos garantizar que alguna caja contiene al menos dos bolas y,
por lo tanto, que vale la afirmacion P(k +1). Esto completa la induccion.

Un embaldozado

4.2.11. Supongamos que tenemos muchas piezas de la siguiente forma:

Ill (16)

y que podemos rotarlas 9o°, 180° y 270°, de manera que obtenemos

= Al [P

Afirmamos que para cada n € N vale que

si tenemos un tablero de ajedrez de 2" x 2" cuadrados al que le falta uno de los
cuadrados, podemos taparlo con piezas como la de (16) y sus rotaciones (17) sin (18)

que falte cubrir ninguno de los cuadrados restantes ni haya uno cubierto mds de

una vez.

Asi, por ejemplo, si n = 2 y tenemos un tablero de 2% x 2% cuadrados al que le falta un cuadrado
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como en el dibujo de la izquierda

entonces podemos taparlo con fichas como estd indicado en la figura derecha. De manera similar,
el siguiente dibujo indica como tapar un tablero de 2 x 2* al que le falta el cuadrado gris siguiente:

o1

Probemos nuestra afirmacién (18) haciendo induccién sobre n. El caso base, en el que n =1, es

inmediato: si tenemos un tablero de 2! x 2! al que le falta un cuadrado, el tablero tiene la forma es
de una de nuestras piezas, asi que ciertamente podemos taparlo de la manera correcta.

Supongamos entonces que k € N, que la afirmacion (18) vale cuando 7 es k y consideremos un
tablero de tamario 2K*! x 2K*1 al que le falta uno de los casilleros. A ese tablero podemos dividirlo
en cuatro tableros de tamafio 2% x 2k, y el casillero faltante esta en uno de los cuatro:

2k+1 L

2k+1

Podemos poner una de nuestras piezas en la posicion central, de manera que tenga un casillero en
cada uno de los subtableros que no contienen el casillero que falta. Por ejemplo, si el casillero que
falta el el tablero estd en el subtablero que esta en la esquina inferior derecha, ponemos una pieza

en el centro orientada de la siguiente manera:
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Hecho esto, cada uno de los cuatro subtableros es un tablero de tamafio 2% x 2% al que le falta un
casillero, y la hipétesis inductiva nos dice que podemos taparlo con nuestras piezas de manera que
no haya casilleros cubiertos mas de una vez. Si hacemos esto con cada uno de estos subtableros,
vemos que hemos cubierto el tablero original de la manera que queriamos. Esto significa que vale

la afirmacién (18) cuando # es k + 1y completa la induccién.

84.3. Dos variaciones del principio de induccion

Induccidn «corrida»

4.3.1. Muchas veces tenemos una afirmacion P(n) para cada entero positivo n pero, a diferencia
de los ejemplos que vimos antes, queremos mostrar no que vale para todo n € N sino que vale a
partir de algun entero en adelante. Asi, por ejemplo, la afirmacién «n! > 3"» vale para todo entero
n > 7 (yno valesil < n < 6). Para probar cosas como esta podemos usar el principio de induccién

bajo la siguiente forma:

Proposicion. Sea ny un elemento de Z y consideremos, para cada entero n > ng, una afirmacion
P(n). Si

o vale P(ng) y

e para cada entero k > ny se tiene que
P(k) = P(k+1),

entonces la afirmacién P(n) vale para todo entero n > ny.

Demostracién. Para cada n € N sea Q(n) la afirmacién P(n + ng — 1). Las dos condiciones
que aparecen en el enunciado nos dicen que vale Q(1) y que para cada k € N se tiene que
Q(k) = Q(k+1), asi que el principio de induccidn nos dice que la afirmacién Q () vale para
todo n € N: esto significa precisamente que la afirmacién P(n) vale para todo entero n > ng. [

Demos dos ejemplos de como usar este resultado.

4.3.2. Ejemplo. Veamos que, como dijimos antes,

para todo n > 7 se tiene que n! > 3" (19)
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usando esta proposicion. Llamemos P(7) a la afirmacién «n! > 3"».

« Calculando, vemos que 7! = 5040 mientras que 3’ = 2187, asi que claramente vale que
37 < 71, es decir, vale la afirmacién P(7).

« Por otro lado, supongamos que k > 7 y que vale la afirmacién P(k), de manera que 3 < k!.
Entonces se tiene que

o3k 3 <kl (k+1)
usando la hipdtesis inductiva y el hecho de que 3 < k + 1, y esto es
=(k+1)!
Vemos asi que para cada entero k > 7 se tiene que
P(k) = P(k+1).

Estas dos observaciones y la Proposicion 4.3.1 implican que vale (19).

Es de notar que la prueba del segundo punto que hicimos muestra que, de hecho, para todo
entero k > 2 se tiene que P(k) == P(k +1): esto no nos permite concluir que P(r) valga para
todo # > 2, ya que P(2) no vale — en efecto, 2! =2 < 9 = 32.

4.3.3. Ejemplo. Probemos ahora que
para todo n € N tal que n > 5 vale que 2" > n?. (20)
Para cada n € N sea P(n) la afirmacién «2" > n?» y procedamos por induccién.

2

e Cuandon = 5es2" =32y n? = 25, asi que ciertamente vale que 2" > n*, esto es, la

afirmacion P(5) es cierta.

« Supongamos ahora que k es un elemento tal que k > 5 y vale la afirmacion P(k), de manera
que 2% > k?. Como k > 5,es k* > 5k y 3k —1> 35— 1= 14, asi que

k*-2k-125k-2k-1=3k-1214>0

¥, por lo tanto, k% > 2k + 1. Por otro lado, como 2F > k2, tenemos que
2 =2 2k Sk = k2 K2 S K2+ 2k +1= (k+1)%,

y esto nos dice que la afirmacién P(k +1) vale.

Esto completa la induccion y prueba (20). Notemos que el segundo punto que hicimos es la prueba

de que para todo k € N vale
k>5AP(k) = P(k+1).
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y no que vale
P(k) = P(k+1).

De hecho, esta tltima implicacién es falsa: por ejemplo, P(1) vale, ya que 2! = 2 > 1 = 12, pero
P(2) no, ya que 2% = 4 ¥ 22.

4.3.4. La proposicion anterior nos dice, informalmente, que podemos arrancar la inducciéon en
cualquier entero. Es importante, de todas formas, arrancarla en alguno. Por ejemplo, si para cada
n € N llamamos P(n) a la afirmacién

n=n+l,
entonces es cierto que si k € Z vale que
P(k) = P(k+1).

En efecto, supongamos que k es un elemento de Z y que vale P(k), esto es, que k = k + 1. En ese
caso, sumando 1 a ambos lados de esa igualdad vemos inmediatamente que k + 1= (k +1) +1, es
decir, que vale la afirmacion P(k + 1). Por supuesto, no existe ningiin entero ng € Z tal que P(ng)
valga, asi que no podemos usar la Proposicion 4.3.1 para concluir nada.

Induccion «fuerte»

4.3.5. En todos los ejemplos de pruebas por induccién que llevamos vistos hasta ahora, para probar
que una afirmacién P(n) vale cualquiera sea el entero positivo n mostramos que para cada k € N
se tiene que

P(k) = P(k+1).

Al hacer eso, fijamos k € N, supusimos que vale la afirmacién P(k) — esta es la llamada «hip6tesis
inductiva», como dijimos — y de alguna forma, a partir de eso, concluimos que vale la afirma-
cion P(k +1). La razon por la que esto funciona, en todos los casos que vimos, es que saber que
P(k) vale ayuda a probar que P(k + 1) vale. Hay situaciones, sin embargo, en que los que no es
suficiente saber que vale P(k) para probar P(k +1).

4.3.6. Veamos un ejemplo sencillo de esto. Supongamos que tenemos monedas de 3 y de 7 centavos
y tratemos de probar que

para cada n > 12 es posible juntar exactamente n centavos usando estas monedas.

Asi, como 2 -3 + 4 - 7 = 34, podemos juntar 34 centavos usando 2 monedas de 3 centavos y 4 de 7.
Si intentamos proceder por induccidn, es natural llamar P(n), para cada n € N, a la afirmacién

es posible juntar n centavos usando monedas de 3 y de 7 centavos.
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Como 12 = 4 - 3, con 4 monedas de 3 centavos juntamos 12 centavos: esto significa que vale la
afirmacion P(12). Tenemos sin embargo un problema cuando intentamos mostrar que vale el paso
inductivo: si suponemos que k € N es tal que k > 12 y vale P(k), entonces no hay ninguna forma
de concluir que vale P(k +1). En efecto, no es dificil convencerse que no es util saber como juntar
k centavos usando nuestras monedas silo que queremos es juntar k + 1.

De todas formas, podemos hacer la siguiente observacion: si k es un entero positivo, entonces
vale que

P(k-2) = P(k+1). (21)

En efecto, si suponemos que la afirmacion P(k — 2) vale, entonces existen a y b en Ny tales que
k—2=3a+7by,porlo tanto, k +1=3(a + 1) + 7b: esto implica que vale la afirmacion P(k +1).

Usando que vale la implicacion (21) y el hecho de que P(12) vale, podemos concluir que P(15),
P(18), P(21) valen y, mas generalmente, que P(12 + 3¢) vale para todo ¢ € Ny, pero no que P(16)
vale, por ejemplo. Sin embargo, basta observar que 13 =2-3 +1-7y que 14 = 2- 7 para deducir que
P(13) y P(14) valen, y esto junto a la implicacién (21) si nos permite concluir que P(#n) vale para
todo n > 12. El argumento puede representarse graficamente de la siguiente manera

@@@&K&m“
N NA N A A

4.3.7. Estamos en una situacion similar cuando queremos probar el siguiente resultado:

todo entero no negativo n € Ny puede escribirse como suma de potencias distintas de 2.

Asi, 77 =20 +2%2 423426 530 = 21 + 24 +2° y 0 puede escribirse como la suma con cero sumandos
y esa suma es una suma de potencias distintas de 2. Como ocurre en el ejemplo anterior, no es
obvio que saber que el numero k — 1 puede escribirse como suma de potencias distintas de 2 ayude
a escribir a k de esa forma. En este caso, podemos proceder de la siguiente manera.

Sea k € Ny elijamos r € Ny de manera que 2" sea la potencia més grande de 2 que no supera
a k, es decir, tal que 2" < k. El nimero k — 2" es un elemento de Ny. Supongamos por un momento
que vale P(k —2"), es decir, que k — 2" puede ser escrito como suma de potencias distintas de 2.
Todas las potencias de dos que aparecen en esa suma son menores que 2": de no ser asi, tendriamos
que k—2" > 2"y, por lo tanto, que k > 2"*1, lo que contradice la forma en que elegimos el nimero r.
Como

k=(k-2)+2"
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y sabemos ahora que podemos escribir a k — 2" como suma de potencias de 2 distintas dos a dos y
distintas de 27, es claro que k puede ser escrito como suma de potencias de dos distintas dos a dos:
vale por lo tanto P(k).

Lo que esto muestra es lo siguiente: para cada k € N vale que

si r es el mayor elemento de Ny tal que k > 2" y vale P(k — 2"), entonces vale P(k). (22)

No es dificil convencerse que esto es suficiente para probar que P(n) vale para todo n € Ny. Asi,
para ver que vale P(22) observamos que la potencia més grande de 2 menor que 22 es 2%, asi que
basta ver que vale P(22 — 2*) = P(6). Ahora bien, la potencia de 2 mas grande que es menor que
6 es 22, asi que es suficiente verificar que vale P(6 — 22) = P(2): como 2 es él mismo una potencia
de 2, esto es claro. Este razonamiento puede ilustrarse con el siguiente diagrama:

P(0) ~ P(2) ~ P(6) ~ P(22).
De manera similar, para ver que vale P(5785) usando (22) hacemos las siguientes reducciones:
P(0) ~ P(1) ~ P(9) ~ P(25) ~ P(153) ~ P(665) ~ P(1689) ~ P(5785).

En efecto, la potencia de 2 mas grande que no supera a 5785 es 2!? y 5785 — 2!2 = 1689, la potencia
de 2 més grande que no supera a 1689 es 2!° y 1689 — 11 = 665, etc. Lo que es importante es que
(22) permite reducir la verificaciéon de que la afirmaciéon P(k) vale a la verificacién de que P(])
vale para algiin namero [ que es menor que k y entonces iterando este proceso un cierto nimero
finito de veces concluimos que para verificar afirmacién P(k) es suficiente con verificar P(0).

4.3.8. En general, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion. Sea ng € Z y para cada entero n > ng sea P(n) una afirmacion. Si
o vale la afirmacién P(ng) y

o para cada elemento k de Z tal que k > ny se tiene que

si valen las afirmaciones P(ny), P(ng +1), ..., P(k), entonces también
vale la afirmacion P(k +1),

entonces la afirmacién P(n) vale para todo entero n > ny.

Demostracién. Para cada entero n > ng sea Q(n) la afirmacion
las afirmaciones P(ny), P(ng +1), ..., P(n) valen.

y mostremos por induccién que Q(#) vale cualquiera sea el entero n > ny.

o En primer lugar, la afirmacién Q(ng) vale simplemente porque esta afirmacién coincide
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con P(ng) y que esta vale es la primera de las condiciones del enunciado.

« Supongamos ahora que k es un elemento de 7Z tal que k > ng y que vale Q(k), es decir,
que las afirmaciones P(ng), P(ng + 1), ..., P(k) valen. De acuerdo a la segunda condi-
cion del enunciado, esto implica que P(k + 1) vale: vemos asi que si Q(k) vale, entonces
P(nyg), ..., P(k +1) valen, es decir, que Q(k +1) vale.

Ahora bien, es claro que si Q(n) vale para todo entero n mayor o igual que 7 en particular P(n)
vale para todo entero n mayor o igual que n, y esto es precisamente lo que queriamos probar. [

4.3.9. En la seccion siguiente daremos ejemplos de uso de esta proposicion. Por ahora mostremos
como podemos usarla para formalizar los argumentos que hicimos en 4.3.6 y 4.3.7.

o En el primer caso, para cada n > 12 llamamos P(n) a la afirmacion «es posible juntar n
centavos con monedas de 3 y de 7 centavos». Que P(12) vale es consecuencia de que 12 = 4-3,
asi que con 4 monedas de 3 centavos tenemos 12 centavos. Para usar la Proposicion 4.3.8,
tenemos que probar ahora que para cada k € N tal que k > 12 se tiene que

si las afirmaciones P(12), P(13), ..., P(k) valen, entonces también vale P(k +1).
Supongamos entonces que k es un elemento de N tal que k > 12 y que valen las afirmaciones
P(12), ..., P(k). Se nos presentan ahora tres casos.
o Sik =12, entonces de que 13 =2-3 +1-7 es claro que P(k +1) vale.

o Sik =13, entonces de que 14 = 2 - 7 es claro que P(k + 1) vale.

o Finalmente, si k > 14, entonces k —2 > 12 y la hipotesis inductiva nos dice que P(k —2)
vale, asi que hay elementos a y b en Ny talesque k —2 =a-3 + b -7y, por lo tanto
k+1=(a+1)-3+b-7:vemos asi que también en este caso P(k + 1) vale.

Esto prueba el enunciado de 4.3.6.

» Veamos ahora como usar la Proposicion 4.3.8 para probar el enunciado de 4.3.7. En este
caso, para cada n € Ny escribimos P(n) a la afirmacién

n puede escribirse como suma de potencias distintas de 2.

Es claro que P(0) vale, ya que cero es suma de cero potencias de dos. Para el paso inductivo,
supongamos que k es un elemento de Ny y que valen P(0), ..., P(k). Sea r € Ny el mayor
entero no negativo tal que 2" < k + 1. Si k +1 = 27, entonces claramente k + 1 puede
escribirse como suma de potencias distintas de 2. Si en cambio k + 1 > 27, entonces el
numero [ = k+1-2" es uno de los elementos de {0, ..., k} y, de acuerdo a la hipétesis, vale
P(1), es decir, I puede escribirse como suma de potencias distintas de 2. Mas aun, todas
las potencias de dos que aparecen en esa suma son menores que 2": si no fuese ese el caso,
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tendriamos que k +1— 2" > 2" y por lo tanto, k + 1 > 2"*1, lo que es imposible en vista de la

forma en que elegimos a 7. Como
k+1=(k+1-2")+2"

y ahora sabemos que k +1 - 2" puede escribirse como suma de potencias distintas de 2 y
todas distintas de 2", vemos que k + 1 puede escribirse como suma de potencias distintas
de 2, es decir, que vale P(k +1).

Observemos que en ambos casos no estamos usando la hipdtesis inductiva completa: en el primer
ejemplo, la hipétesis inductiva es que valen P(12), ..., P(k), pero s6lo usamos el hecho de que
P(k-2) vale, mientras que en el segundo ejemplo la hipotesis inductiva es que valen P(0), ..., P(k)
pero solo necesitamos que P(k + 1 —2") valga.

4.3.10. Llamamos a un argumento basado en la Proposicién 4.3.8 una induccién fuerte, porque
es una forma de induccién en la que la hipoétesis inductiva es mas fuerte que la usual. De todas
formas, es importante notar que este principio es simplemente una aplicacion del principio usual
que usamos antes — esto queda claro en la prueba que dimos de la Proposicion 4.3.8.

84.4. Tres pruebas por «induccion fuerte»

Potencias de dos

4.4.1. Mostremos que para cada n € N vale que
existen r € No y un entero impar u tales que n = 2"u. (23)

Sea P(n), para cada n € N, esta tltima afirmacion.
« Esclaro que P(1) vale: como 1 = 2° -1, basta tomar r = 0 y u = L en (23).

o Sea k € Ny supongamos que P(1), ..., P(k) valen. Si k + 1 es impar, entonces podemos
tomarr = 0y u = k+1en (23),y P(k +1) vale en ese caso. Si en cambio k +1 es par, entonces
existe k" € N tal que k +1 = 2k". Como k’ = (k +1)/2 < k + 1, la hipdtesis inductiva implica
que P(k") vale, es decir, que existen r € Ny y un entero impar u tales que k" = 2"u. Pero

_ 2T+1

entonces es k +1 = 2k’ u, y esto muestra que P(k + 1) vale también en este caso.

Usando estas dos observaciones y la Proposicion 4.3.8 podemos concluir, como queremos, que
P(n) vale para todo n € N.
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Numeros irreducibles

4.4.2. Decimos que un nimero n € N es irreducible si no puede ser escrito en la forma n = ab
con a y b enteros mayores que 1. Por ejemplo, es facil ver que 2, 3, 5y 7 son irreducibles, pero 6 o
9 no lo son: en efecto,6=2-3y9=3-3.

Queremos probar que

todo elemento de N es producto de niimeros irreducibles (24)

usando la Proposicion 4.3.8 y para ello llamaremos P(#n), para cada n € N, a la afirmacion «n es
igual a un producto de nimeros irreducibles» y probaremos que P(#n) vale cualquiera sea n € N.

o Laafirmacion P(1) vale: en efecto, 1 es igual a un producto con cero factores y — de manera
tautologica — cada uno de esos factores es irreducible.

o Sea ahora k un elemento cualquiera de N y supongamos inductivamente que P(1), ..., P(k)
valen. El nimero k + 1 puede ser o no irreducible. Si es irreducible, entonces ciertamente is
igual a un producto de irreducibles — un producto con un tnico factor, él mismo — asi
que en ese caso P(k +1) vale. Si, por el contrario, k + 1 no es irreducible, entonces existen a
ybenN talesque k +1=abya,b>2. Observemos que

ab k+1<k+1<k+1
a=—=—-< —
b b 2

y, de manera similar, que b < k + 1. De acuerdo a la hipdtesis inductiva, entonces, las
afirmaciones P(a) y P(b) valen: esto significa que a y b son iguales a productos py---py,
Y q1---qy de nimeros irreducibles: se sigue de eso, claro, que

k + 1 — ab — pl...puql...qv,

asi que también k + 1 es igual a un producto de nimeros irreducibles. Vemos asi que la
afirmacion P(k +1) vale.

Estos dos puntos, junto con la Proposicién 4.3.8, nos permiten concluir que la afirmacién (24)
vale.

Caminos

4.4.3. Supongamos que en un pais hay »n ciudades y que entre cada par de esas ciudades hay una
ruta de una sola mano. Por ejemplo, si n = 5y las ciudades se llaman a, b, ¢, d y e, podriamos
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describir las rutas usando el siguiente diagrama

b

AN
X/

e

\

a

/

Observemos que en este caso hay un camino que recorre todas las ciudades avanzando en la
direccion permitida de las rutas, a saber

a—-b—se—>d-c.
No es el tinico, ya que también estd el camino
d—-a—-b—-e—c,

pero lo tinico que nos interesa es que hay alguno.
Queremos mostrar que para cada n € N se tiene, de hecho, que

si hay n ciudades y entre cada dos de ellas hay una ruta de una sola mano,
entonces hay al menos un camino que las recorre todas.

Sea P(n) esta afirmacion y procedamos por induccion en 7.

o Laafirmacion P(1) vale: si hay una sola ciudad, entonces hay un camino que recorre todas
las ciudades, que consiste en empezar en esa ciudad y no moverse.

« Seaahora k € Nysupongamos que todas las afirmaciones P(1), ..., P(k) valen. Supongamos
ademads que tenemos k + 1 ciudades conectadas dos a dos con rutas de una sola mano y
llamemos ¢ a una de esas ciudades.

Sea A al conjunto de ciudades a tales que la ruta que une a y c vadesde aac,y B
al conjunto de ciudades b tales que la ruta que une b y ¢ va desde ¢ hasta b. Podemos
representar esquematicamente esta situacion de la siguiente manera:

A B
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Como cada par de ciudades estd conectado por una ruta, es claro que AU BU {c} es el
conjunto de todas las ciudades; por otro lado, los conjuntos A, By {c} son disjuntos dos a
dos. En otras palabras, el conjunto {A, B, {c}} es una particion del conjunto de nuestras
k +1 ciudades.

Supongamos ahora por un momento que tanto A como B son conjuntos no vacios. Si
r es el numero de elementos de A, entonces claramente 1 < r < k y, de acuerdo a nuestro
hipétesis inductiva, la afirmacién P(r) vale: esto significa que hay un camino — llamémoslo
a — que recorre todas las ciudades de A. De manera similar, si s es el nimero de elementos
de B, entonces 1 < s < k yla hipétesis inductiva nos dice que hay un camino — que podemos
llamar 3 — que recorre todas las ciudades de B. Pero entonces hay un camino que recorre
todas las ciudades: consiste en

- seguir primero el camino «,

- tomar luego la ruta que va desde la tltima ciudad visitada por « hasta la ciudad ¢
(notemos que esto es posible precisamente porque esa tltima ciudad visitada por «
esta en el conjunto Ay, por lo tanto, la ruta que la une con c va en direccién de ¢),

- continuar por la ruta que va desde ¢ hasta la primera ciudad visitada por el camino f3
(y esto es posible porque esta ciudad esta en B) y,

- finalmente, recorrer el camino f.

Si alguno de los conjuntos A o B es vacio, podemos hacer algo parecido. Supongamos,
por ejemplo, que A es vacio. En este caso, B tiene exactamente k elementos y la hipdtesis
inductiva nos dice que hay un camino 8 que recorre esas ciudades. Un camino que recorre
todas las ciudades consiste entonces en empezar en c, tomar la ruta que va desde ¢ hasta el
la primera ciudad visitada por ese camino f3, y luego recorrer el camino f. Por supuesto, si

B es vacio podemos proceder de manera similar.

Esto completa la induccion: gracias a la Proposicion 4.3.8 podemos concluir que P(n) vale cual-
quiera sea n € N.
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84.5. Ejercicios

4.5.1. Ejercicio. Pruebe las siguientes afirmaciones por induccion con respecto a n.

(a) Zi(i+1)=w

L1 (n-1)(3n+2)
(b)z'z—l_ 4n(n+1)

paracadan > 1.

paracadan > 2.

(0 Y (2i+1)= n? paracadan > 1.

i=n

U | 1
(d) Z.—ZSZ——paracadanZI.
i n

Il
—

4.5.2. Ejercicio. Pruebe que para todo entero positivo n vales las siguientes igualdades:
@ 1°+2°+.+n0=n.
(b) 1+2'+ -+ nt=1n(n+1).
() P+22+--+n?=1n(n+1)(2n+1).
d P+ +-4n’ = 1n*(n+1)%
() 1*+2*+-+n*=Ln(n+1)(2n+1) (3n> +3n-1).
() P+2°++n° = Ln?(n+1)*(2n* +2n-1).
(@) 15428+ +n®=Ln(n+1)(2n+1) (3n* + 6n° - 3n +1).
(h) 7427+ +n” = 5-n*(n+1)* (3n* +6n° —n? —4n +2).
() B+28+-+n® = Ln(n+1)(2n+1) (5n° +15n° + 5n* - 15n° — n* + 9n - 3).
() P+2°++n®=5n*(n+1)2(n* + n-1) (2n* + 4n®> - n* - 3n + 3).
(k) 104210441 = Ln(n+1)(2n+1) (n* + n 1) (3n° + 90 + 2n* — 11n’ + 3n% +10n - 5).

Estas identidades son llamadas férmulas de Faulhaber, por Johann Faulhaber, que encontrd la
formula para la suma de las potencias k-ésimas de los primeros n nimeros naturales para cada k
de 1 hasta 17 — esos resultados fueron publicados en 1631. Una férmula valida para todo entero
positivo k fue encontrada por Jacob Bernoulli en 1713, que publicé el resultado en un célebre
trabajo llamado Summae Potestatum. En la pagina 125 puede verse una reproduccion de la pagina
del Ars Conjectandi, el libro péstimo de Bernoulli donde se incluyen estos resultados.
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La primera prueba completa de que la férmula dada por Bernoulli es correcta, sin embargo,
fue dada recién en 1834 — jmas de un siglo después! — por Carl Gustav Jacob Jacobi en [Jac1834].
La dificultad en hacer esto estd en lograr describir los coeficientes de los polynomios de Faulhaber:
la respuesta final es en términos de la sucesion de los llamados niimeros de Bernoulli,

11 1 1 1 5 691 7 3617 0 43867 0 174611

)_70)__70)_)0)__)0)_)0)__)0)_)0)_ > U > Us 3.
26 300 42 30 66 2730 6 510 798 330

Una discusion de la historia de este problema puede encontrarse en el articulo [Knu1993] de Donald
Knuth.

4.5.3. Ejercicio. Muestre que
(a) 2" >nsin>1;
(b) 2" > n’sin > 4;
(c) n!'>2"sin>4;
(d (1-x)">1-nxsin>0yxe(0,1);
() 1+x)">1+nxsin>0yx>0.

4.5.4. Ejercicio. Pruebe por induccion los siguientes enunciados:
(a) El producto de n nimeros enteros impares es impar.

(b) SineNx, ..., x, son naimeros reales, entonces

IN
F’M:
)

5
2

(c) SineNyxeRestal quesin %x # 0, entonces

sin2(n +1)x - sin 2nx

n
Z sinnx =
i=1

1
Slnix
y
: 1
1 & _sin(n+13)x
4+ ) cosnx = ——— >
2 g 2sinSx

(d) SineNyxeRestal quesinx # 0, entonces

_sin 2+l

nsing

H cos2'x

n
4.5.5. Ejercicio. Muestre que para cada entero #n > 0 se tiene que Z i-il=(n+1)! -1 Usando
i=1
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Figura 4.1. La pagina del Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli en la que tabula las primeras
férmulas de Faulhaber.
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eso, pruebe que todo entero positivo m € N puede escribirse en la forma
m=d-Ul+dy- 21+ +d, -1l

paraalginr € Nycond; € {0,...,i} paracadaie {1,...,r}.

4.5.6. Ejercicio.

(a) Todo entero positivo puede escribirse en la forma 3a + 5b con a y b enteros.

+ 54ﬂ+2

(b) Sin €N, entonces el nimero 3" es divisible por 13.
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Capitulo s

§5.1. Sucesiones

5.1.1. Si A es un conjunto, una sucesion de elementos de A es una funcién f : N — A. Casi siempre
que tenemos una tal sucesién y un numero n € N, preferimos escribir f, en lugar de f(n) y
llamamos a f, la n-ésima componente de la sucesion en lugar de «el valor de f en n». Mas atn,
solemos escribir a una sucesion en la forma

(j%)nzl

0, mas explicitamente, listando las primeras de sus componentes

Ju fos S35 fao - -

Por ejemplo, la funcion f : N — R tal que f(n) = 2" para todo n € N es una sucesiéon de nimeros
reales puede ser escrita en la forma

(Zn)nzl
o en la forma
2,4,8,16,32, ... (1)

Es importante observar que esta ultima notacién es solamente indicativa y no determina comple-
tamente a la sucesion. Asi, la sucesion g : N — R tal que

gn = 5 (x* = 6x° +23x* — 18x +24)
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para cada n € N tiene las mismas primeras cinco componentes que f y podriamos escribirla
también en la forma (1). Para evitar ambigiiedades, incluimos frecuentemente en la lista de las
primeras componentes de una sucesion la expresion de tu componente general: escribimos, por

ejemplo,

2,4,8,16,32,...,2",...

2,4,8,16,32,..., 5 (x* — 6x° +23x* —18x + 24), ..

para referirnos a f y a g, respectivamente.

5.1.2. Una pequea variacion de la definicién de sucesion que acabamos de dar es la siguiente.
Si ng € 7Z vy A es un conjunto, una sucesion de elementos de A que empieza en ny es una funcion

0 0
fi{neZ:n>no} - A. Escribimos a una tal sucesién en la forma

(fn)nZno

o listando sus componentes empezando por la ny-ésima,
fno»fn0+1’fn0+2, R

Por ejemplo, la funcién f : Ny — Z tal que f(n) = 2" es una sucesion de enteros
1,2,3,4,...,2",...

que empieza en la componente 0-ésima y la sucesién

1 1 1 1 1 1
24712073607 840°1680° " n(n-1)(n-2)(n-3)""""

empieza en su componente con indice 4.

§5.2. Definiciones por recursion

5.2.1. Muchas sucesiones se dan de manera explicita, como dimos los todos los ejemplos de
sucesiones de la seccion anterior, exhibiendo una férmula que determine los valores de cada
una de sus componentes. También es posible dar una sucesion de manera implicita o recursiva.
Veamos un ejemplo de qué significa esto: afirmamos que hay exactamente una sucesion (a, ) n>o

que empieza en su componente 0-ésima, que tiene
ap = 1 (2)
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y tal que para cada n > 1 vale que
Ap =Ny G)

Observemos que no estamos diciendo con esto cudl es el valor de cada componente a, de la
sucesion, sino que estamos dando un procedimiento o algoritmo que permite calcular esas compo-

nentes:

o Asi, es claro que la 0-ésima componente de la sucesion es ag = 1, porque eso es precisamente
uno de los dos datos que tenemos sobre ella.

« De la componente a; sabemos, gracias a (3), que es igual a1- ag. Como sabemos ya cual es
el valor de ay, esto nos permite determinar de manera univoca el valor de a;: en efecto, es

a1:1-a0:1-1:1.

« Podemos seguir de esta forma: de la componente a, de la sucesion sabemos que es igual
a2-a;ycomo la componente a; estd bien determinada por los datos que tenemos y vale 1,
tenemosque ay; =2-a;=2-1=2.

« Por supuesto, de manera similar vemos que a3 =3-a; =3-2=6,queas =4-a3 =4-6 = 24,
etc.

Vemos asi que los datos que tenemos sobre la sucesion implican que las primeras componentes de

la sucesidn son, necesariamente,
1,1,2,6,24,120,...

Maés atn, deberia ser intuitivamente claro que con este procedimiento podemos determinar de
manera univoca a partir de las ecuaciones (2) y (3) con las que empezamos cualquier componente de
la sucesion: es por eso que hay exactamente una sucesion (a, ) >0 que satisface esas dos ecuaciones.

5.2.2. Veamos otro ejemplo de una sucesion definida recursivamente. Afirmamos que hay exacta-
mente una sucesion de numeros (Cj,) o tal que

Co=1 (4)
Y, para cada entero n > 1,
2(2n -1
"= —(n 1 ¢ (s)

En efecto, claramente toda sucesion que satisfaga esas dos condiciones tiene necesariamente

G=1,  =231De 222270,

0—454 1= 1+1 0o—454 2= 241 1= 4%
2(2-3-1 2(2-4-1

Cszgczzs, C4:¥C3=14, etc.
3+1 4+1
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Es facil ver de esta manera que las primeras componentes de una sucesion que cumple (4) y (5)

necesariamente son

n 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Cy 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786

Estos nimeros se llaman niimeros de Catalan, por Eugene Charles Catalan, y aparecen en los mas
variados contextos. Hay libros enteros dedicados a estudiar esta sucesién de nimeros, como los
libros [Sta2015] y [Kos2009] de Richard Stanley y de Thomas Koshy.

5.2.3. La forma general de las definiciones recursivas de sucesiones del tipo de los dos ejemplos
que acabamos de ver es la siguiente. Empezamos con un conjunto A, un elemento & € A y una
funcién f: Ny x A - A,y consideramos la sucesion (ay,) >0 tal que

ap =« (6)

an = f(n,an-1) (77)

para cada entero positivo n. Asi,

« paraobtener el ejemplo dela sucesion de 5.2.1, podemos tomar A = Z, & :=1y f : NoxZ — 7Z
ala funcion tal que f(n,x) = n- x para cada n € Ny y x € Z, mientras que

« en el ejemplo de 5.2.2 de los nimeros de Catalan se obtiene eligiendo A = Q, « =1y como
f Ny xQ — Qalafuncién que para cada n € Ny y x € QQ tiene

2(2n -
_2@2n-1)
n+1

f(n,x)

Aunque es intuitivamente claro, es sin embargo necesario verificar que una vez que A, a y f estan
fijos existe efectivamente una sucesion que satisface las condiciones (6) y (7) y que, mas atin, existe
una sola: esto es lo que justifica usar esas dos ecuaciones para definir la sucesién (ay),0. De esto
se ocupan las siguientes dos proposiciones.

5.2.4. Empecemos por la unicidad, que es la parte més sencilla:

Proposicion. Sea A un conjunto, sea « un elemento de A y sea f : Ng x A — A una funcion. Existe
a lo sumo una sucesién (an) o de elementos de A tal que

ap = a, an = f(n,an-1)

para cada n € N.

130



Demostracién. Supongamos que (a,)ns0 ¥ (bn)ns0 son dos sucesiones de elementos de A tales
que

ap = a, by =« (8)
y que para cada n € N se tiene que

an = f(n) anfl)x bn = f(n’ bn—l)- (9)

Tenemos que mostrar que en estas condiciones las sucesiones (a5 )0 ¥ (bn)ns0 son iguales: es
decir, que para todo n € Nj se tiene que a, = b,,. Para ello, para cada n € Ny llamemos P(n) ala
afirmacion «a, = b,» y probemos que P(#n) vale para todo n € Ny procediendo por induccion.

+ Que P(0) vale es consecuencia inmediata de las igualdades de (8).
« Supongamos que k es un elemento de Ny y que P(k) vale, de manera que ay = by. En ese

caso, tenemos que

ags = f(k+1,ay) porque vale la primera igualdad de (9)
= f(k+1,by) por la hipétesis inductiva
=brn porque vale la segunda igualdad de (9).

Vemos asi que vale la afirmacion P(k + 1)

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de la proposicion. O

5.2.5. Nuestro siguiente resultado se ocupa de la cuestion de la existencia.

Proposicion. Sea A un conjunto, sea « un elemento de A y sea f : Ng x A — A una funcion. Existe
una sucesion (a, )nso de elementos de A tal que

ag = a, an = f(n,an-1)

para cada n € N.

Daremos dos demostraciones de esta proposicion, basadas en ideas bastante diferentes. Las dos
son de naturaleza técnica — se trata, por lejos, de los argumentos mas dificiles que presentaremos
en estas notas — asi que el lector puede saltarselas sin mucha pérdida.

Primera demostracion. Organizamos esta demostracion en tres pasos.
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PRIMER PASO. Para cada n € Ny sea P(n) la afirmacién

existe una unica funcién funciéon h, : {0,...,n} - Atal que h,(0) = a y

ha(i) = f(i,h,(i-1)) paracadaiec{l,...,n}.

Nuestro primer objetivo es probar por induccion en n que esta afirmacion vale cualquiera sea el

(10)

elemento n de Nj.

 Hay una funcién ho : {0} — A tal que ho(0) = a. Esta funcién satisface las condicio-
nes y claramente es la unica funcién {0} — A que las satisface: esto significa que vale la
afirmacion P(0).

» Sea k € Ny y supongamos que vale la afirmacién P(k), de manera que existe una unica
funcion hy : {0,...,k} > Atal que

hk(O) =

hi(i) = f(i,hg(i—1)) paracadaie{l,...,k}.

Definimos una funcién g : {0, ...,k + 1} — A de la siguiente manera: sii € {0,...,k +1},

ponemos
' hi (i), si0<i<k;
g(i) = N (11)
f(k+1,hg(k)), sii=k+1
Afirmamos que g satisface las condiciones de que
g(0) =« (12)
Y
g(i)=f(i,g(i—1)) paracadaie {l,...,k+1}. (13)

Que la primera se cumple es evidente, ya que g(0) = hx(0) = a. Por otro lado, si i es un
elemento de {1,..., k + 1}, entonces hay dos casos: o bien i < k, y entonces

(i) = he(i) = f(i, he(i = 1)) = f(i, g(i - 1)),
obieni =k + 1,y en ese caso
(i) = g(k+1) = f(k+1 he(k)) = f(k+1,8(k)) = f(i,¢(i 1))

por la forma en que definimos a g.
Veamos ahora que la funcién g : {0,...,k + 1} - A que definimos en (11) es, de
hecho, la #inica funcién {0,. ..,k + 1} — A que satisface las condiciones (12) y (13). Para
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verlo, supongamos que g’ : {0,...,k + 1} — A es otra funcién con g’'(0) = « y tal que
g'(i)=f(i,g'(i-1)) paracadai € {1,..., k +1}, y mostremos que, de hecho, g y ¢’ son la

misma funcion. Si no lo son, entonces el conjunto

X::{ie{0,...,k+1}:g(i)¢g'(i)}

es no vacio y tiene, por lo tanto, un menor elemento j := min X. No puede ser que j sea
igual a 0, ya que g(0) = a = ¢’(0), asi que j es un elemento positivo de {0, ...,k +1}. Se
sigue de eso que j — 1 es un elemento de {0, ..., k + 1} que no pertenece al conjunto X, es
decir, tal que g(j—1) = ¢’(j — 1): pero esto es absurdo, porque en ese caso tenemos que

8()=£0.g(i-1)=f(j:&'(G-1) =8 ()

contradiciendo el hecho de que j pertenece a X.

Hemos probado que la funcion g que definimos en (11) satisface las condiciones (12)
y (13), y que es la tinica que las satisface: esto significa que podemos poner hy; = g para
concluir que la afirmacion P(k + 1) se cumple.

Esto completa la induccion vy, por lo tanto, la prueba de que la afirmacién P(n) de (10) vale
cualquiera sea para todo n € N.
SEGUNDO Paso. El segundo paso de la demostracion consiste en mostrar que

si n € Ny, entonces la restriccién de la funcion hy.y al conjunto {0,...,n} es

hnsilo,...ny = ha s en particular, se tiene que hy1y (1) = hy(n). (14)

Antes de eso, observemos que esta afirmacion tiene sentido: el conjunto {0, ..., n} estd contenido
en el dominio de la funci6n h,,; y podemos entonces considerar la restriccion hy41(o,....n}» y €52
restriccion tiene el mismo dominio y codominio que h,.

Para verificar (14), fijemos # € Ny y llamemos q a la restriccién hy+14q,...,»}> que es una funcién
{0,...,n} > A. Se tiene que

q(0) = hyp11(0) = a.

Por otro lado, si k € {1,...,n}, entonces

q(k) = hnn(k) = f(k, hun(k-1)) = f(k, q(k - 1)).

Esto significa que g tiene las mismas propiedades que, de acuerdo a la afirmacion P(n), caracterizan
univocamente a la funcion h,: se sigue de eso, entonces, que g = h,, como queremos.

TERCER PASO. Estamos por fin en condiciones de definir una sucesion (a,),>0 en A poniendo,
para cada n € Ny,

ay = hy(n).
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Esto tiene sentido precisamente porque a esta altura tenemos determinada para cada n € Ny
una funcion h,, que tiene al nimero 7 en su dominio. Para concluir la prueba de la proposiciéon
es suficiente que mostremos que la sucesion (a, ),»o satisface las condiciones del enunciado.
Procedemos, como siempre, por induccion.

Observemos primero que claramente ag = ho(0) = «, porque ko hace que valga la afirma-
cién P(0). Por otro lado, supongamos que k € Ny es tal que vale que ay = f(k, ax_;) y observemos
que entonces

g1 = i (k +1)
= f(k+1, hg1(k)) porque vale P(k +1)
= f(k+1, hi(k)) gracias a (14)
= f(k+1,ay).

De acuerdo al principio de induccidn, entonces, la sucesion a satisface las condiciones del enun-
ciado. Esto completa la prueba de la proposicion. O

Segunda demostracion de la Proposicion 5.2.5. Digamos que un subconjunto F de Ny x A es bueno
si (0, a) € Fy cada todo elemento (#, a) de Ny vale que

(n,a)eF) = (n+1,f(n+1,a))€F.

Hay subconjuntos buenos de Ny x A, ya que Ny x A mismo es uno de ellos, asi que podemos
considerar la interseccion de todos ellos: escribamosla .% . Mostremos que .% es un subconjunto
bueno de Ny x A.

o Elpar (0, a) pertenece a cada subconjunto bueno de Ny x A, asi que pertenece a la intersec-
cion de todos los subconjuntos buenos de Ny x A, es decir, a .%.

« Supongamos, por otro lado, que (7, a) es un elemento de .%. Si F es un subconjunto bueno
de Ny x A, entonces F contiene a .7 vy, por lo tanto, tenemos que (7, a) € F: como F es bueno,
esto nos dice que también (n+1, f(n+1,a)) € F. Vemos asi que el par (n + 1, f(n +1,a))
pertenece a cada subconjunto bueno de Ny x A, asi que también pertenece a la interseccion .%
de todos ellos.

Mas aun, el conjunto .# tiene la siguiente propiedad:
ningiin subconjunto propio de .7 es bueno. (15)

En efecto, si por el contrario hubiera un subconjunto propio F de .# que es bueno, tendriamos al
mismo tiempo que .%# C F, ya que .% esta contenido en todo subconjunto bueno de Ny x A, y que
F ¢ %, 1o que es absurdo.
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El conjunto .# es un subconjunto de Ny x A y, por lo tanto, es una relaciéon de Ny a A. Queremos
probar que se trata, de hecho, de una funcion de Ny a A. Lo primero que tenemos que probar para
ello es que para todo n € Ny existe a € A tal que (n,a) € .Z o, equivalentemente, que el conjunto

S:={m e Ny : existe a € A tal que (n,a) € F}

coincide con Nj. Es suficiente para ello que probemos que este conjunto S es inductivo.

« Como .# es un subconjunto bueno de Ny x A sabemos que el par (0, a) pertenece a .7 vy,
por lo tanto, que 0 pertenece al conjunto S.

o Sea ahora k un elemento de Nj tal que k € S, de manera que hay un elemento a en A tal
que (k,a) € .. Como .% es un subconjunto bueno de Ny x A, esto implica que el par
(k+1,f(k+1,a)) pertenece también a .7 vy, en consecuencia, que k + 1 es un elemento
de S.

La segunda verificacion que tenemos que hacer para establecer que .# es una funcién de Ny
a A esla de que vale

simeNyyy,y' €Asontales que (m,y) y (m,y") pertenecen a F, entonces y = y'.
Para ello consideraremos el conjunto
T := {m € Ny : siempre que y, y' € A son tales que (m, y)y (m,y') e Zesy=y'}

y mostraremos que coincide con N probando que es inductivo.

o Primero veamos que 0 pertenece a T. Supongamos que y e ¥’ son dos elementos de A tales
que los pares (0, y) y (0, y') estdn en .7 y, para llegar a un absurdo, que y # y’. Claramente
al menos uno de y e y’ tiene que ser distinto de «, y sin pérdida de generalidad podemos
suponer que es )’ # a.

Consideremos el conjunto F = .Z \ {(0, y')}, que es un subconjunto propio de .%.
Mostraremos que F es un subconjunto bueno de Ny x A, y esto es imposible en vista de (15):
esta contradiccion proviene de haber supuesto que y e y’ son distintos, asi que deben ser
iguales y, por lo tanto, 0 pertenece al conjunto T.

Como (0, «) estéen .# y (0,a) # (0, y") porque a # ¥, es claro que (0, «) estéd en F.
Por otro lado, si (7, a) es un elemento cualquiera de F, entonces también es un elemento
de .7 y, como .# es un conjunto bueno, tenemos que (n+1, f(n+1,a)) € #:comon+1+ 0,
claramentees (n+1, f(n+1,a)) € Z~{(0,y")} = F. Esto prueba que F es un subconjunto
bueno, como dijimos.

« Supongamos ahora que m es un elemento de Ty mostremos que m + 1 también lo es. Sean
y ey’ dos elementos de A tales que los pares (m +1, y) y (m +1, y") pertenecen a .# y para
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llegar a una contradiccién supongamos que estos dos elementos y e y" son distintos. Por lo
que ya probamos, sabemos que hay un elemento z de A tal que (m, z) € .Z y esto implica, ya
que .# es un subconjunto bueno de Ny x A, que (m + 1, f(m +1,z)) pertenece a .%. Como
y e y' son distintos, alguno de los dos tiene que ser distinto de f(m +1,z), y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que y' # f(m +1,z).

Consideremos el subconjunto F := . Z \ {(m+1,y")} de &, que es propio, y mostremos
que es un subconjunto bueno de Ny x A: de la misma forma que antes, esto contradice a
nuestra observacion (15), y esta contradiccion prueba que m + 1 pertenece al conjunto T

Como el par (0, a) pertenece a . y es distinto de (m + 1, y), ya que 0 # m + 1, es claro
que (0, ) pertenece a F. Sea, por otro lado, (7, a) un elemento cualquiera de F. Como
(n,a) pertenece a .%, sabemos que (n + 1, f(n +1,a)) es un elemento de .#. Este par
ordenado es distinto de (m + 1, y'):

o Sin # m,entonces n+1# m+1, por supuesto, asi que (n+1, f(n+1,a)) # (m+1,y").

o Sien cambio n = m, entonces (m, a) = (n,a) € F y (m,z) € F,y como m pertenece
a T tenemos que a = z y, por lo tanto que

(n+Lf(n+la))=(m+1,f(m+12))#(m+1y),

yaque f(m+1,z) # y'.
En cualquier caso, entonces, tenemos que (7 + 1, f(n,a)) € F. Esto prueba que F es bueno.

Juntando todo lo que hemos hecho, podemos concluir que el subconjunto .# de Ny x A es
una funcién Ny — A. Vedmosla como una sucesion (a,),»1, de manera que para cada n € N
el elemento a, de A es el unico tal que (n, a,) pertenece a .%. Para terminar la prueba de la
proposicion mostraremos que esta sucesion satisfaces las condiciones descriptas en el enunciado.
Como . es un subconjunto bueno de Ny x A, sabemos que (0, &) pertenece a.# y, por lo tanto, que
ap = a. Por otro lado, si n es un elemento cualquiera de N, entonces n—1esuno de No,y (n-1, a,1)
es un elemento de .%: como .% es un subconjunto bueno, esto implica que (7, (7, a,-1)) también
lo es'y, por lo tanto, que a, = f(n,a,-1). La proposicién queda asi probada. O

5.2.6. Observacion. Una de las razones por las que demostrar en detalle la Proposicion 5.2.5 es
importante es que exactamente las mismas ideas permiten probar algo mucho menos intuitivo,
el llamado principio de recursién transfinita, que extiende el resultado de esa proposicion a las
llamadas «sucesiones transfinitas». El primer uso de este principio de recursion transfinita fue
hecho por Georg Cantor en 1872 en su estudio [Can1872] del problema de la descripcion de los
posibles conjuntos de convergencia de las series de Fourier. Cantor se dio cuenta inmediatamente
que su uso de ese principio era demasiado informal, y con la intencién de hacerlo preciso estudio
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con mayor generalidad la idea de recursion transfinita en [Can1897] y, de hecho, este trabajo es
una de las motivaciones originales del desarrollo de la teoria formal de conjuntos.

La demostracion del principio de recursion transfinita puede hacerse de exactamente la misma
forma en que probamos la Proposicion 5.2.5. La dificultad mas grande reside en encontrar el
reemplazo apropiado para el conjunto Ny que sirva para indexar las componentes de una «sucesion

transfinita».

§5.3. Variaciones sobre la recursion

5.3.1. En la seccion anterior vimos que es posible determinar una sucesion (a,),»o de elementos
de un conjunto A dando la componente inicial ay y describiendo cémo cada una de las demas
componentes puede obtenerse a partir de la inmediatamente anterior. El punto clave que hace que
esta idea funcione es que a pesar de que no damos una féormula explicita para cada componente
de la sucesion, la informacidén que damos es de todas formas suficiente como para determinar
univocamente cada una de esas componentes.

Este idea admite muchas variaciones. Consideraremos en esta seccion algunas.

Recurrencias de orden superior

5.3.2. Existe exactamente una sucesion (F,),>o de elementos de Z tal que

Fy =0,
F=1
Y
Fy=Fy 1+ Fy

para cada entero n > 2. En efecto, Fy y F; quedan completamente determinados por las dos
primeras condiciones y sus valores son 0 y 1, respectivamente. La tercera condicién, por su parte,
nos dice que F, = F; + Fy, asi que la componente F, también esta completamente determinada: su
valor es F, =1+ 0 = 1. Esa misma tercera condicién nos dice que F3 = F, + F; y, de acuerdo a lo
que ya sabemos, es entonces F3 =1+ 1 = 2. Claramente podemos continuar de esta forma: cada
una de las componentes de la sucesion (Fy,),>0 empezando por la segunda estd determinada por
las dos anteriores: es su suma. Asi, las primeras componentes de la sucesion son

0,1,1,2, 3,5, 8, 13, 21, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ...
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Llamamos a esta sucesion la sucesion de niimeros de Fibonacci, por Fibonacci, nombre por
el que es conocido' Leonardo de Pisa. Durante su infancia, Fibonacci acompaiid a su padre, que
era comerciante, en sus viajes por la costa del Mediterraneo, y alli aprendié los métodos de los
arabes para hacer calculos aritméticos. Anos mas tarde, en 1202, escribié un libro titulado Liber
Abaci («El libro del calculo» en latin) en el que explica el sistema de numeracién que hoy llamamos
ardbigo: esta obra tuvo un rol fundamental en convencer a los europeos — tanto a los comerciantes
como a los matematicos — de abandonar el sistema de numeracién romano, que usaban hasta ese
momento, y adoptar el ardbigo, que seguimos usando hasta hoy. En ese libro, Fibonacci plantea y
resuelve un problema sobre el crecimiento de una poblacion de conejos, y es en ese contexto que
estudia la sucesion de numeros que hoy lleva su nombre.

5.3.3. Decimos que la definicion de la sucesion de los niimeros de Fibonacci es por una recurrencia
de orden dos, porque cada una de las componentes de la sucesiéon — a partir de la segunda —
depende del valor de las dos anteriores. Es facil dar muchos ejemplos de sucesiones de esa forma.

Un ejemplo importante y estrechamente relacionado con el de los numeros de Fibonacci es la
sucesion (L, )»o de enteros que estd determinada por las condiciones de que

Ly=2,
Li=1

Ly=Ly1+ Ly
para cada entero n > 2. Las primeras componentes de esta sucesion son
2,1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, ...

Notemos que la relacion de recurrencia que define a esta sucesion es exactamente la misma que
la que usamos para construir la sucesion de los nimeros de Fibonacci: cada componente, desde
la segunda en adelante, es suma de las dos que la preceden. La tnica diferencia entre las dos
definiciones radica en los valores iniciales de la recursion.

Esta sucesion (L, )0 es la de los niimeros de Lucas. El nombre recuerda a Frangois Edouard
Anatole Lucas, que estudi6 con gran detalle a los nimeros de Fibonacci. Uno de sus intereses era
el desarrollo de métodos para verificar si un nimero es primo o no: en 1857, a la edad de 15 afios,
empez6 a probar un algoritmo — llamado hoy el «<método de las secuencias de Lucas» — para

decidir si el ndmero

2127 _1=170141183 460 469 231731 687 303 715 884 105 727

'El apellido de su padre era Bonacci: Fibonacci es una contraccidn de la frase latina filius Bonacci, que significa
«hijo de Bonacci». Es de notar que este sobrenombre le fue puesto recién en 1838 por el historiador francés Guillaume
Libri.
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es primo y en 1879, 19 afios después, concluyé que si lo es. El invento el juego conocido como La
Torre de Hanoi, con el que el autor de estas notas se entretenia cuando era niflo durante los largos
viajes en auto que hacia con sus padres por la Patagonia.

5.3.4. Podemos también dar definiciones por recursion de 6rdenes mas altos. Asi, hay exactamente
una sucesion ( Ty, ) xo tal que

To=T1 =0,
T =1

Ty=Tha+Ty2+Tus
para cada n > 3. Calculando en orden, vemos que las primeras componentes de esta sucesion son
0,0,1,1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, ...

La recursion que define esta sucesion — a la que llamamos, un poco en broma, sucesion de numeros
de tribonacci — es de orden tres: cada uno de las componentes, a partir de la tercera, se calcula a

partir de las tres anteriores.

5.3.5. De manera similar, hay exactamente una sucesion (a, )0 tal que

ag =0, a =1, a =2, a3 =3

Ay = ap_1an-4 + (-1)"
para cada n > 4, y sus primeras componentes son, empezando por la 0-ésima,
0,1,231,0,1,23 -1,0, -1, -2, 1, 1, -2, 5, 4, 5, -11, -54,

Esta es una sucesion dada por una recursidon de orden cuatro: para calcular cada componente

necesitamos conocer las cuatro anteriores — aunque en realidad solo usemos dos de esas cuatro.

5.3.6. En general, para cada k € N podemos considerar sucesiones dadas por relaciones de
recursion de orden k: el siguiente resultado es el analogo de las Proposiciones 5.2.5 y 5.2.4 para
esta situacion:
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Proposicion. Sea A un conjunto, sea k € N, sean «, ..., ay_y elementos de A y sea

fiNxAx--xA->A
—

k factores

una funcion. Existe una y una vinica sucesion (an) o de elementos de A que para cada n € N tiene

ap=0a;si0<n<k

an = f(N,an_k> Ap_ks1>-- > An-2,An-1) Sin > k.

Demostracion. Consideremos el conjunto B := A x---x A, producto cartesiano de k factores iguales
a A, ylafuncion F : N x B — B tal que para cada n € Ny cada elemento b = (xo,...,xx_;) de B

tiene
F(n,b) = (x1,...,x,_1, f(n+k=1,%0,%1,...,%k_1))-
De acuerdo a la Proposicion 5.2.5 hay exactamente una sucesion (b, )0 de elementos de B tal que

b() = ((Xo,(xl,...,ak_l) (16)

bn = F(ﬂ,bn_l) (17)

para cada n € N. Ahora bien, para cada n € Ny la componente n-ésima b, de esta sucesion es un

elemento del conjunto B, asi que la podemos escribir en la forma

bn = (bn,O) bn,b e bn,k—l)

con by, by, ..., by k-1 elementos de A bien determinados. Usando esta notacidn, la ecuacio-

nes (16) dice que
bo.i = ; paracadaie€ {0,...,k -1},
mientras que la ecuacion (17) nos dice que para todo n € N es

(b1,05bn,15+ -5 by k1) = bn
=F(n,b,-1)
= F(n, (bu-1,00bn-1,1>- - > bp_1k-1))
= (bp115bn-22> - s by f(m+ k=1L, bp1,0, 05115+ > bp1k-1))-
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Mirando componente a componente esta igualdad podemos concluir que para todo n € N vale que

byi=by_1iq paracadaic{0,...,k—-2},
bpk=f(n+k—=1Lbu10,bu11,..5bp141)-

De la primera de estas igualdades se deduce que sin € Ny i € Ny son talesque 0 < i < k es
bn,i = bn+i,0-

Consideremos la sucesion (a,) >0 de elementos de A que para todo # € N tiene componente
n-ésima dada por

ay = bn 0-

>

Sea n un elemento cualquierade N. Si0 < n < k, entonces a,, = b,,,0 = by, = ay,. Sien cambio n > k,
entonces a, = by = by_g41,k-1 Y esto es la ultima componente de

bukn=F(n—k+1b, )
=F(n—k+1L(bpr0 bnip>-->bnrk-1))
= (Do oo 00 O 10 0 (0 B oo W ogto o000 B o)1)
= (b1 -+ > bntek-15 f (1, bk,0, Brk41,05 - - > Bn-1,0))

= (bn—k,I’ cees bn—k,k—lrf(n’ An—k>An—k+1>--+> anfl))

asique a, = f(n,ay_, dy_k+1> - - - > An-1). Vemos asi que la sucesion (a,),»1 satisface las condi-
ciones descriptas en la proposicion.

Para terminar la prueba de la proposicion, supongamos que (aj,),>1 es otra sucesion de
elementos de A que satisface esas condiciones. Claramente tenemos que a; = a; para todo
i € {0,...,k —1}. Por otro lado, si n es un elemento de Ny tal que n > k y vale que a} = g;
paratodoie {n—k,n-k+1,...,n—1}, entonces

ay=f(n,a, 1, a0 s 8n1) = f(M, 00 ks Qp ki1 --->an-1) = an.

Podemos asi concluir que las sucesiones (a, )1y (a),)n>1 coinciden, y esto prueba la afirmacién
de unicidad de la proposicion. O

Omitimos la demostracion, porque es enteramente similar a las de aquellas dos proposiciones.
Esta proposicion nos permite justificar la buena definiciéon de los ejemplos que consideramos
arriba:

o La sucesién (F,)»o de los nimeros de Fibonacci se obtiene tomando A = Ny, k = 2,
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=0, =1ycomo f:NxAxA— Aalafuncion tal que f(n,x, y) = x + y para cada
(n,x,y) e Nx Ax A.

o La sucesién (L, ),so de los nimeros de Lucas, por su parte, se obtiene con esa misma
eleccionde A, ky f,perocon ag =2y oy = 1.

o La sucesion (T, )0 de los nimeros de tribonacci se obtiene tomando A = N, k = 3,
ap=a;=0,ay=1ycomo f: NxAxAxA — Aalafunciontal que f(n,x,y,z) =x+y+z
cadavezquen e Nyx, y, z € A.

« Finalmente, la sucesion del ejemplo 5.3.5 se obtiene tomando A = Z, k = 4, a; = i para cada
i€{0,1,2,3} yf:Nx Ax Ax Ax A — Aalafuncién tal que

f(n’ X5 Y, Z,W) =Xxw + (_l)n

cadavezquen eNyx, y,z, w € A.

5.3.7. Es posible definir sucesiones por recursiones mas complicadas que las que se consideran en
la Proposicidn 5.3.6. Veamos dos ejemplos
(a) Hay una sucesion (t,),»>1 que tiene f; = 1y que es tal que, para cada entero n > 2, satisface

la relacién

Iy =

{1 + 1y, Sinespar;

th-1, si n es impar.
Las primeras componentes de esta sucesion son
1, 2, 2,3, 3, 3,3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, ...

(b) Hay una sucesion (uy )0 tal que u; =0y
n-1 5
Up = Y M Uy
m=0
para cada entero n > 1. Las primeras componentes de esta sucesion son

1, 5, 50, 850, 22100, 817700, 40885000, 2657525000, ...

En cada uno de estos dos ejemplos, la relacion de recursiéon que determina cada componente de
la sucesion no depende de un nimero fijo de componentes anteriores: en el primer ejemplo, t,
depende, cuando 7 es par, de ,,,, mientras que en el segundo ejemplo para calcular u, usando la
relacién de recurrencia necesitamos conocer todas las componentes anteriores, uy, ..., Up—_1. De
todas formas, es claro que en ambos casos las sucesiones consideradas estan bien determinadas.
Esto puede formalizarse en una proposicion del mismo estilo que la Proposicion 5.3.6, pero no lo
haremos. Nos tomaremos, de todas formas, la libertad de usar estos y otros tipos de recursiones
para definir sucesiones
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5.3.8. Ejercicio. Sea A un conjunto y para cada n € Ny escribamos I, == {0,...,n} y .%, al
conjunto de todas las funciones I,, -~ A. Supongamos que tenemos

o unelemento a de Ay
o paracada n € N una funcion F, : %, — A.
Muestre que existe exactamente una funcion f : Ng - A tal que
« f(0)=ay
o paratodoneNes f(n) = F,(fl,_,)-

Esto nos da una generalizacion del principio de recursion de las Proposiciones 5.2.5 y 5.3.6.
Por ejemplo, si A es Z, a es 1 y para todo n € N la funcion F,, : .%,_; — Ny es tal que

n-1
Fu(h) = h(i) para toda funcién h : I, > Z,
i=0

entonces este resultado nos dice que hay una funcién f : Ny — Z, esto es, una sucesion (fy, )n>0
tal que

fo=1, fo=fo+ fi++ fo1paracadan e N.

§5.4. Manipulacion de sucesiones definidas
recursivamente

5.4.1. El principio de induccidn es una herramienta natural para probar cosas sobre sucesiones que
estan definidas por recurrencia. El objetivo de esta seccion es usar las sucesiones de los niumeros
de Fibonacci y de Catalan para ejemplificar esto.

Numeros de Fibonacci

5.4.2. Sea (Fy)p»0 la sucesién de numeros de Fibonacci, de manera que

Fy =0,
F=1
y
Fo=F,1+F, (18)
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para cada entero n tal que n > 2.

5.4.3. Si calculamos los primeros nimeros de Fibonacci vemos que crecen con bastante rapidez.
Nuestro primero resultado es que, de todas formas, podemos acotarlos por una exponencial.

Lema. Para todo n € Ny se tiene que F,, < 2".

Demostracién. Procedemos por induccidn, llamando P(#n) a la afirmacién «F, < 2"». Es claro
que Fo = 0 < 2° y que F; = 1< 2!, asi que P(0) y P(1) valen.

Supongamos, para establecer el paso inductivo, que k € N es tal que k > 2 y que las afirmacio-
nes P(k — 1) y P(k — 2) valen. Entonces

Fr=Fr1+ Fr por (18)

<2kl gk=2 por P(k-1)yP(k-2)
<2kl gkt ya que 2k <22
=2.2k1 - gk

Esto nos dice que, bajo la hipétesis inductiva, vale la afirmacion P(k) y, por lo tanto, completa la
induccion. [

5.4.4. Lasuma delos primeros numeros de Fibonacci difiere ella misma de un niimero de Fibonacci
en una unidad:

Lema. Sin € N, entonces F{ + F5 + -+ + F, = Fin — L.

Demostracion. Procedemos por induccion con respecto a n. Si n = 1, el lado izquierdo de la
igualdad que queremos probar es F; = 1y el derecho es F3 —1 = 2 —1 = 1: vemos asi que en ese caso
la igualdad vale.

Supongamos ahora que k € N es tal que k > 2 y que la igualdad del enunciado vale cuando n
es k — 1, esto es, que

F+F+--+ Fk_] = Fk+1 -1
Usando esto, vemos que
F1+F2+---+Fk_1+Fk :Fk+1_1+Fk :Fk+2_1’

asi que la igualdad del enunciado también vale cuando 7 es k. Esto completa la induccién y prueba
el lema. O

5.4.5. La siguiente identidad es conocida como identidad de Cassini, por Giovanni Domenico
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Cassini — cuyo nombre no solo usamos para nombrar una identidad sino también una nave
espacial que fue enviada en 1997 a fotografiar los anillos de Saturno.

Lema. Para cada n € N se tiene que F41F,_1 — F2 = (-1)".

Demostracion. Cuando n =1, el lado izquierdo de la igualdad que queremos probar tiene valor
FyFy - F} =0-1-1=-lyel derecho (-1)' = -1, asi que la igualdad vale en ese caso.

Supongamos ahora que k es un elemento de N tal que la igualdad del enunciado vale cuando
n es k, es decir, tal que

2 k
FynFr - Fi = (-1)%, (19)
y calculemos, usando la relacion de recurrencia que define a los numeros de Fibonacci:

FisaFi = Feop = (Fi + Fi) Fie = Fira(Fioy + Fi)
= F} + FeuaFi — FraFro - FraF
= Ff - FraFr

y esto es, de acuerdo a la hipotesis inductiva (19),
_ (_1)k+1.

Vemos asi que bajo esa hipdtesis la igualdad del enunciado también vale cuando 7 es k + 1. El lema
es consecuencia de esto y del principio de induccién. O

5.4.6. Las sumas de los productos de nimeros de Fibonacci consecutivos tienen también una
descripcidn directa en términos de numeros de Fibonacci:

Lema. Para cada entero n > 2 se tiene que

2 .
F,, sin es par;

FF + F2F3 F oo 9p Fn_lF =
F2 -1, sinesimpar.

Demostracién. Sea P(n) la afirmacion de que vale la igualdad del enunciado. Cuando n = 2,
a izquierda y a derecha en la igualdad del enunciado tenemos FiF, = 1-1=1y F} = 1 = 1,
respectivamente, asi que esa igualdad vale en ese caso: en otras palabras, vale P(2).

Supongamos ahora que k es un entero tal que k > 2 y que vale que
F,f, si k es par;

F1F2 + F2F2 QP 200 qp Fk—le =
F,f -1, sikesimpar.
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Tenemos entonces que

F2 + FiF > Si k €s par;
FiF; + BF) + -+ + FiFyp = k kLk+1 p
Fl% — 1+ FyFyy, sikesimpar.

Ahora bien, es
F} + FyFri1 = Fy(Fi + Frar) = FiFrea = Fpyy + (1)
de acuerdo a la identidad de Cassini 5.4.5, asi que

T 4 (S0, si k es par;
FiF) + BFy + - + FiFiy1 = k+1 ( ) p
Fi+ (1)1 -1, sik esimpar;
y esto es lo mismo que
{FI%H -1, sik+1les impar;

F,fﬂ, si k +1es par.

Hemos mostrado asi que si k > 2, entonces la afirmacién P(k) implica la afirmacion P(k +1). El
lema sigue de esto, gracias al principio de induccién. O

5.4.7. Hasta ahora describimos relaciones entre componentes cercanas de la sucesion de Fibonacci.
La siguiente, por el contrario, establece una relacion sencilla entre componentes alejadas:

Lema. Si n € N y m € Ny, entonces

Fn+m = n—lFm + FnFm+1-

Notemos que esta afirmacion involucra dos nimeros natural m y n.

Demostracién. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion
para todo m € Ny se tiene que Fy 4 = Fy_1Fy, + FyFpi1.

Observemos que es evidente que P(1) vale: es simplemente la afirmacién de que para todo m € Ny
se tiene que Fyy41 = Fyyq1, yaque Fp =0y Fy = 1.

Supongamos entonces, para hacer induccion, que k € N y que vale la afirmacion P(k), de
manera que para todo m € Ny se tiene que Fy,,, = Fx_1Fy, + FxFp+1. Ahora bien, para todo m € Ny

tenemos que

F(k+1)+m = Fk-*—(m+1)
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y, usando la hipétesis inductiva, vemos que esto es

= Fx_1Fs1 + FxFpyo
= I8 B e 4 184 (U8 < B
= Fka + (Fk—l + Fk)Fm+1

= FxFm + FrFma.

Esto nos dice, precisamente, que vale la afirmacion P(k +1), y completa la prueba del lema, gracias
al principio de induccion. O

5.4.8. Este lema tiene el siguiente corolario: las formulas que aparecen en él se llaman formulas de
duplicacion, ya que permiten duplicar el indice.

Corolario. Para todo n € N se tiene que

Bop = Fpyy— Foy = Fa(2F0 - Fy)

n-1-

2 2
Fuia= Fn+l + Fn‘

Demostracion. Sien la identidad del Lema 5.4.7 ponemos m = 1, vemos que

Fop = Fpo1Fp + FuFni
= By(Fu-1+ Fu1) (20)
= (Fn+1 = Fpo1) (Fp-1 + Fuv1)
= Fﬁﬂ - Fﬁ—l’
y esta es la primera de las igualdades del corolario. Volviendo a la igualdad (20), tenemos también
que

Fop :Fn(Fn—1+Fn+l) :Fn(ZFn+l_Fn)>

ya que Fy,_; = F,41 — Fy, v esta es la segunda igualdad del enunciado. Finalmente, si ponemos
m = n +1en el Lema 5.4.7, este nos dice que
Foni1 = FyaFpi1 + FpFyio
= Fn—an+1 +Fn(Fn + Fn+1)
= (Fp1 + Fy)Fp + F;

_ 2 2
_Fn+1+Fn’

que es la tercera de las igualdades del corolario. O
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5.4.9. La siguiente identidad, a la que llamamos identidad de Catalan, generaliza a la de Cassini:

Lema. Si 0 < r < n, entonces

Fy_rFupr — F2 = (-1)" " F2

En efecto, la identidad de Cassini es el caso particular de esta en el que = 1. La prueba de esta
proposicion es un poco mas complicada que las de las anteriores: procederemos por induccioén y
para probar el paso inductivo haremos una induccién.

Demostracién. Para cada r € Ny sea P(r) la afirmacion
. 2 _ —-r+l2
para cada entero n > r se tiene que F,,_F,,, — F; = (-1)""""F;.

Probaremos que para todo r € Ny la afirmacion P(r) vale, procediendo por induccion con respecto
a r: esto demostrara la proposicion. Observemos que la validez de la afirmacion P(0) es evidente,
asi que bastard que nos ocupemos del paso inductivo.

Sea entonces s € Ny y mostremos que P(s) = P(s+1). Para ello, supongamos que P(s)
vale, es decir, que

2 _ (_1)nfs+1F52’ (21)

sin > s, entonces Fy_sFy.s — F,,

y mostremos que entonces también vale P(s + 1), es decir, que se tiene que

sin>s+1, entonces Fy_s_1Fpis41 — F,Z, = (—1)”_5+2F52+1. (22)

Para hacer esto, procederemos por induccion: para cada entero n > s + 1, llamemos Q,(n) a la
afirmacién

Fo s 1FPpyss1 — F721 = (_l)n_s+2F52+1

y mostremos que Q;(7) vale para todo entero n > s + 1. Esto probara (22).
La afirmacién Q,(s + 1) vale, ya que lo que afirma es que

2 —s+2 132
F0F2(5+1) -F,= (—I)SH *°F +1>

S

que es evidente. Supongamos entonces que k € N es tal que k > s + 1y que Qs (k) vale. Sumando y
restando Fy 1, Fi1_s, vemos que

2
Fii1-s1Fki1es41 — Fk+1 (23)

2
= Fryos1Fkvres1 = FrrresFrars + FratesFrrn—s — Fk+1-
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Como k+1 > sy estamos suponiendo que P(s) vale —es decir, que vale (21)— podemos reemplazar

la parte marcada, y ver que esto es
k+l-s+1 132
= Fryos1Fraress1 = FroresFrars + (_1) Fs

y esto, reescribiendo Fj,;.s,; usando la relacién de recurrencia de los nimeros de Fibonacci y
simplificando un poco, es, a su vez,

= kas(Fk+1+s + Fk+s) - Fk+1+st+lfs + (_1)](7st2

= (Fk—s - Fk+1—s)Fk+1+s + Fk—st+s + (_l)k_stz

= —Fr_s1Fks14s + Fr—sFprs + (_l)k_stz :

Como estamos suponiendo que P(s) valey k > s, reemplazando la parte marcada, vemos que esta

ultima expresion es
= —Fj_s_1Fis1as + F?
k—s—15k+1+s k
y, finalmente, como estamos suponiendo que Q;(k) vale, esto es

= (-1)FHEZ (24)

N
Con toda esta cadena de igualdades —que va de (23) a (24)— hemos probado que

Fk+1—s—1Fk+1+s+1 - F]%H = (_1)(k+1)_(s+1)+1F52+1,

es decir, que vale Q(k +1). Esto completa la prueba de la proposicion. O

5.4.10. Todo lo que hemos probado hasta ahora sobre los nimeros de Fibonacci estuvo basado
pura y exclusivamente en el hecho de que satisfacen la relacién de recurrencia que los define.
En particular, hasta ahora no tenemos ninguna férmula cerrada para calcular los nimeros de
Fibonacci, sino solamente un algoritmo para calcularlos. El siguiente resultado, conocido como la
formula de Binet, por Jacques Philippe Marie Binet, nos da una férmula explicita:

1++/5 1-+/5
Lema. Sean « = 2\/_ yB= 2\/_ las dos raices del polinomio X* — X — 1. Para cada n € N se
tiene que
a — A"

V5
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Demostracién. Para cada n € Ny sea G, = («” — f)/\/5. Lo que tenemos que probar es que para

cadan € Ny es
F, =G, (25)

¥, como siempre, procedemos por induccién con respecto a #.
Como Gg = (1-1)/+/5=0y Gy = (a — B)/\/5 = 1, la igualdad (25) vale si n es 0 o 1. Para ver
que vale el paso inductivo, supongamos que k € Ny y que la igualdad (25) valesin es k o k + 1. En

ese caso, tenemos que
V5 Fia = V5 Fiy + V5 Fy = V5 Gy + V5 Gy = (o = By + (aF - gF).

Calculando, vemos que a® = a + 1y % = B + 1, asi que a¥*? = ak*1 4 oF y pk+2 = kel 4 gk 'y
entonces lo que tenemos es que

\/E'Fk+2 _ ak+2 _ ,Bk+2,

es decir, que Fy,, = Gy, ¥, por lo tanto, la igualdad (25) vale si n es k + 2. Esto prueba el lema. [

5.4.11. Un corolario bonito de este lema es el siguiente:

Corolario. Para todo n € N el n-ésimo nuimero de Fibonacci F,, es el entero mds cercano a
1 (1+5)"
VAN

Demostracion. Sea n un elemento de Ny. El lema nos dice que si ponemos a = (1+/5)/2y
B = (1-+/5)/2, entonces F, = (a" — B2)//5, asi que «”*/\/5 — F, = f"//5. Ahora bien, como
B=-1/aya=1++/5>1,tenemos que |3"| = 1/|a|" < 1y, por lo tanto, |3"/\/5| < 1/2, ya que
V/5 > 2. Esto nos dice que F, y a”/+/5 estan a distancia menor que 1/2 y, por lo tanto, que el
entero F, es el més cercano al niimero a” /+/5. O

5.4.12. Ejercicio. Pruebe que, de hecho, para todo n € N vale que

ey
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Numeros de Catalan
5.4.13. Recordemos de 5.2.2 que la sucesién (C, )50 de los nimeros de Catalan es tal que

Co=1

_ 2(2n-1)

Cp_1 (26)
n+1

n
para cada entero positivo n. Calculando, vemos que sus primeras componentes son
1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ... (27)

5.4.14. Una primera observacién que podemos hacer es que la sucesién de niimeros de Catalan
estd, como la de Fibonacci, acotada por una sucesion de crecimiento exponencial:

Lema. Para cada n € Ny se tiene que

4”
n+1

Cp <

Demostracién. Sea P(n) la afirmacion de que vale la desigualdad del enunciado. Como Cy =1
y4°/(0 +1) = 1, es claro que P(0) vale. Por otro lado, si k € N y suponemos que vale P(k — 1),

entonces
2(2n -1 22n-1)4"" 2n-1 4" 4"
¢, -2V, 20n-DA" _2n <—,
n+1 n+1 n 2n n+1 n+l
es decir, vale P(k). El lema es consecuencia de esto y del principio de induccion. O

5.4.15. A partir de la definicion por recursion de los nimeros de Catalan es facil obtener una
féormula explicita:

Lema. Para todo n € Ny es

1 (2n)!
n+1 nln! "’

Demostracion. Es inmediato que la igualdad del enunciado vale cuando #n = 0. Veamos que si
k € Ny es tal que esa igualdad vale cuando 7 es k, entonces ella también vale cuando n es k + 1: el
lema seguira entonces por induccion.

Sea entonces k € Ny y supongamos que
1 (2k)!
T k+2 klkl

k
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En ese caso, en vista de la relacidon de recurrencia que define a los numeros de Catalan, tenemos
que

C2(2(k+1)-1)
Coi= =0 a1

y esto, gracias a nuestra hipdtesis inductiva, es

_2(2k+1) 1 (2k)!
 k+2 k+1 kK

Multiplicando el numerador y el denominador de este cociente por k + 1, vemos que es

C2(2k+1) 1 (2k)k+1
 k+2 k+1 kK k+1
1 (2k +2)!
Ck+2(k+D)(k+1)

y esto completa la induccién. O

5.4.16. Del célculo directo de los niimeros de Catalan, como en (27), vemos que parecen ser todos
enteros: esto no es obvio ni a partir de la relacion de recurrencia (26) que los define ni a partir de
la féormula explicita para ellos que nos da el Lema 5.4.15. Un primer paso para probar que se trata
efectivamente de niimeros enteros es el siguiente resultado, que es fundamental en el estudio de
los nimeros de Catalan:

Lema. Para cada n € Ny se tiene que

n
Cu1= Z CiCp_i.
i=0

Demostracién. Para cada n € Ny, llamemos P(n) a la afirmacion de que vale la igualdad del
enunciado. Es claro que P(0) vale: el miembro izquierdo de la igualdad es C; = 1y el derecho
Yo CiCoi = CoCp = 1.

Sea ahora k € Ny y supongamos inductivamente que P(k) vale. Tenemos que

o~

k k
(k + 2) C,'Ck,,‘ = Z(k + 2)C,~Ck,,~ = Z(l +1+k—i+ I)C,-Ck,,-
i=0 i=0 i=0

k
(i+1)CiCy_; + Z(k —i+1)CiCy_;

[
M=

i=0 i=0
k k-1
= C()Ck + 2(1 + I)Cick_i + Z(k —i+ I)C,‘Ck_,' + CkC()
i=1 i=0
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y, usando la relacion (26), vemos que esto es

k k-1
= CoCx + ».2(2i —1)Ci1Ci + Y. 2(2(k = i) =1)C;iCg_;—1 + CxCo.
i=1 i=0

Si cambiamos el indice i por i — 1 en la primera de las dos sumas, podemos reescribir esto en la

forma
k-1 k-1
CoCr + Y. 2(2(i +1) =1)CiCy1-; + »_ 2(2(k = i) =1)CiCy_;_1 + CxCo
i=0 i=0

¥, una vez hecho eso, juntar las dos sumas en una para obtener
k-1
2CoCk+ Y 2((2(1+1) 1) + (2(k - 1) =1) ) CiCrs.
i=0
Esto es lo mismo que
k-1 k-1
2Ck+ ».2-2k-CiCyy; =2C, +2-2k Y C;iCy;
i=0 i=0

¥, de acuerdo a la hipétesis inductiva, esto es igual a
2Ck +2- chk = 2(2(k + 1) - I)Ck = (k + 2)Ck+1.

Hemos probado de esta manera que

k
(k+2) ) CiCi_i = (k+2)Ciny

i=0

¥, por lo tanto, que la afirmacion P(k + 1) vale. El lema sigue por induccion. O

5.4.17. Una primera consecuencia del Lema 5.4.16 es que podriamos haber definido la sucesién
(Cn)nso de los numeros de Catalan diciendo que

Co=1
Yy que
n
Cn+1 = Z CiCp-i
i=0

para cada n € Ny. De hecho, esta definicion es la mds frecuente en la literatura.

5.4.18. Una segunda consecuencia de ese lema es que podemos ahora facilmente verificar que
todos los nimeros de Catalan son enteros:
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Lema. Para todo n € Ny el n-ésimo niimero de Catalan C,, es un entero.

Demostracion. Esto sigue inductivamente del lema anterior. En efecto, Cy es un entero y si k € Ny
y suponemos inductivamente que cada uno de los niumeros Cy, ..., Ci es un entero, entonces el
Lema 5.4.16 nos dice que

k
Cks1= Y, CiCr_i

i

y claramente esto implica que Cy,; también es un entero. O

Un método rapido para calcular potencias

5.4.19. Fijemos un niimero real & no nulo y consideremos la sucesion (a, ) o tal que

apg=1

an = &dp-1
para cada n € N. Es inmediato que
para todo n € N se tiene que a, = a”.

En efecto, sigue inmediatamente de la definicién de la sucesién que ag = a°, y si k € N es tal
que ak_; = ock’l, entonces claramente se tiene que a; = aag,_; = aak™! = ok, Esto nos da un
procedimiento — el obvio — para calcular las potencias de a: para calcular «” empezamos con
1y lo multiplicamos n veces por a. Es evidente que cuando llevamos a cabo esto hacemos n — 1
multiplicaciones (sin contar la primera, en la que un factor es 1). Hay una forma mucho mas

eficiente para determinar a”, basada en el siguiente resultado:

5.4.20. Lema. Hay una tinica sucesion (b, ) >0 con by =1y tal que para cada n € N se tiene que

) (b)2)? si n es par;

n =
oc(b(n_l)/z)z, si n es impar.

De hecho, si (by,)us0 es una sucesion que satisface estas dos condiciones entonces b, = «™ para todo

ne No.
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Demostracién. Veamos por induccién que si (by,) 0 €s una sucesion que satisface las dos condi-
ciones del enunciado entonces b, = a” para todo # € Ny. Es claro que by = a°. Sea, por otro lado,
k € N'y supongamos que b; = a’ para todo entero i tal que 0 < i < k. Consideramos ahora dos
casos, de acuerdo a la paridad de k.

o Si k es par, entonces k/2 es un entero no negativo menor que k, la hipétesis inductiva nos

dice que by, = ak/? Y, por lo tanto,
by = (bij2)* = (a4?)? = ¥,

« Sien cambio k es impar, entonces (k —1)/2 es un entero no negativo menor que k y otra
vez la hipétesis inductiva nos dice que b(j_yy/, = akD/2 Usando esto, vemos que
2 k-1)/2\2 _ Kk
bi = a(bgryn)? = a(a®D2)? = ok,
Asi, en cualquier caso tenemos que by = a y esto completa la induccién.

Esto nos dice que a lo sumo hay una sucesion que satisface las dos condiciones del enunciado,
a saber, la sucesion (a”),>o de las potencias de «. Para completar la prueba del lema, entonces, es
suficiente con mostrar que esta ultima sucesion satisface efectivamente aquellas dos condiciones:
esto es inmediato. O

5.4.21. Este lema nos dice, por ejemplo, que
& = byg = b2 = (@)’ = (a(8)%)? = (@),

Esta expresion muestra que podemos calcular «'® haciendo cuatro productos: calculamos primero
a?, luego lo elevamos al cuadrado, multiplicamos por « el resultado y elevamos lo que obtenemos
al cuadrado. Esto es menos que la mitad de las multiplicaciones que hacemos si calculamos a'* de
la manera evidente. De manera similar, usando el lema vemos que

ot = (a((a(a((a®)))))*)*)

y la expresion que aparece a la derecha en esta igualdad puede calcularse usando 10 productos:
esto es considerablemente mejor que hacerlo con 154 productos! En general, el lema nos provee
una forma répida de calcular las potencias de @ — en las Figuras 5.1 y 5.2 en la pagina siguiente
damos una implementacion de esto en HASKELL y en PYTHON.

Queremos ahora estimar la cantidad de trabajo que este algoritmo realiza. Para cada n € N sea
M, la cantidad de multiplicaciones que realizamos cuando usamos el Lema 5.4.20 para calcular
a”. De acuerdo a las férmulas que aparecen en el enunciado de ese lema, tenemos que

M1=0
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potencia :: Num a => a -> Integer -> a
potencia a 0 =1
potencia a n | even n = potencia a (n ‘div‘ 2) ~ 2
| odd n = a * potencia a ((n - 1) ‘div‘ 2) ~ 2

Figura 5.1. Un algoritmo rapido en HASKELL para calcular las potencias de un nimero.
La expresion potencia a n seevaliaa a "~ n, asumiendo que n es un entero no
negativo.

def potencia(a, n):
if n ==
return 1
elif n % 2 == 0:
return potencia(a, n // 2) *x* 2
else:
return a * potencia(a, (n - 1) // 2) ** 2

Figura 5.2. Un algoritmo rdpido en PYTHON para calcular las potencias de un nimero. La
expresion potencia(a, n) seevallaa a ** n,asumiendo que n es un entero no
negativo.
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20 [ — 2log(n)
15}
L N Mn
10} — log(n)
5
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200 400 600 800 1000

Figuras.3. Un grafico dela cantidad de multiplicaciones M,, que el algoritmo del Lema 5.4.20
hace al calcular «”.

y para cada entero n > 2 que

1+M, /), si n es par;
M, = { n/2 p

2+ M(y-1)/2>, sinesimpar.
Las primeras componentes de la sucesion (M, ),>1 son
0,0,1,2,2,3,3,4,3,4,4,5,4,5,5,6,4,5,5,6,5,6,6, 7,5,6,6,7,6,7,7, ...

Esta sucesion es bastante irregular —como puede verse en la Figura 5.3— pero podemos acotarla
sin mucha dificultad.

5.4.22. Lema. Para todo n € N se tiene que log, n < M, < 2log, n.

1000000

De acuerdo a esto, el algoritmo que se deduce del Lema 5.4.20 calcula « usando entre

20 y 40 multiplicaciones —ya que log, 1000 000 =19,931...

Demostracion. Cuando n = 1 la desigualdad es inmediata. Sea, por otro lado, k € N tal que
k > 2y supongamos inductivamente que para todo entero i tal que 1 < i < k se tiene que
log, n < M, < 2log, n. Dependiendo de la paridad de k tenemos dos casos.

Si k es par, entonces

k
Mk:1+Mk/231+2Iogzz:1+2Iogzk—2I0922§2logzk,
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yaquel-2log,2=-1<0,y
k

Mk:1+Mk/221+Iogzz =1+log, k —log, 2 = log, k.

Si en cambio k es impar, tenemos que
k-1
My =2+ M1y < 2+2Iong =2+2log,(k-1) -2log, 2
=2log,(k—-1) <2log, k

y que

-1
My =2+ M1y, 22+ log, kT =2+log,(k-1) -log,2
=1+log,(k -1) >log, k,
ya que para todo numero real x > 2 se tiene que 1 + log, (x — 1) > log, x.

Vemos asi que en cualquier caso se tiene que log, k < My < 2log, k, y el lema sigue por

induccion. O

§5.5. Ejercicios

Una cota inferior exponencial para los numeros de Fibonacci

5.5.1. El Lema 5.4.3 nos dice que la sucesién de niimeros de Fibonacci esta acotada componente
a componente superiormente por la sucesion (2"),s1, que crece exponencialmente. También

podemos acotarla inferiormente:

Ejercicio. Muestre que existe un numero real a > 1 tal que para todo entero n > 3 se tiene que
F,>a".
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Subsucesiones de la sucesion de los numeros de Fibonacci

5.5.2. Ejercicio.

(a) Para cadaentero n > 2 se tiene que

Fon =3F(n-1) = Fa(n-2)

Fona1 = 3F(n-1y41 = Fa(n-2)+1-

(b) Sead €{0,1,2}. Para cada entero n > 2 se tiene que

Fnva = 4F3(n-1)4d + F3(n-2)+4-

5.5.3. Ejercicio.

(a) Existe u € Z tal que para cada d € {0,1,2,3} y cada entero n > 2 se tiene que
Fanva = UFy(n-1)+d = Fa(n-2)+d-
(b) Existen u, v € Z tal que para cada d € {0,1,2,3,4} y cada entero n > 2 se tiene que

Fspia = uFs(y_1)+a + VF5(n-2)+a-

Sumas de numeros de Fibonacci

5.5.4. El Lema 5.4.4 nos da el valor de la suma de los primeros numeros de Fibonacci. También
podemos considerar la suma de los de indice par o impar:

Ejercicio. Si n € N, entonces
(a) F;+F4+ -+ F = Fopy1 — L
(l’)) Fi+F+-+Fy = Fy.

5.5.5. Ejercicio. Para cada n € Ny sean

An = FO +F3 + eee F3n’
By =F + Fy+-+ Fauq1,

C,=F+Fs5+--+ F3,,,.
Para cada entero n > 3 se tiene que

Ap=5A41-3Ay 2 - A3,
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Cp=5Cy1-3Cp2—Cy3
y para cada entero n > 2 se tiene que

B, =4B,_; + B,,_;.

La sumas de los cuadrados de los numeros de Fibonacci

5.5.6. El Lema 5.4.6 nos dice que la suma de los productos de los primeros pares de nimeros de
Fibonacci consecutivos es esencialmente el cuadrado de un nimero de Fibonacci. El siguiente
resultado nos da el valor de una suma de cuadrados de numeros de Fibonacci:

n
Ejercicio. Para cada n € N se tiene que Z F,-2 =F,F,1
i=1

Cocientes de numeros de Fibonacci

5.5.7. Ejercicio. Usando la identidad de Cassini 5.4.5 muestre que para todo n € N es

Fn+1_ Fn _ (_l)n

Fn Fn—l Fn—IFn‘

Deduzca de ello que la sucesion (Fay,/Fay-1)us1 €S creciente, que la sucesion (Fa,41/Fan)ns1 €8
decreciente, que ambas tienen el mismo limite y que ese limite es el nimero (1 +/5)/2.

5.5.8. Ejercicio. Muestre que

F FE 1 FE 1 F 1
Z2o141, 0 P=1v— Z2=14 6 S
F2 F3 1+1 F4 1 F5 1

1+1

1+

1+---

con n — 2 fracciones anidadas.
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5.5.9. Ejercicio. Usando ahora la identidad de Catalan 5.4.9 estudie la sucesiéon de cocientes
(Fp+r/Fpn)ns1 paracada r € N.

Numeros de Lucas

5.5.10. Recordemos que la sucesion (L, ),>o de nimeros de Lucas es la sucesion tal que

Ly =2,
L;=1

Ly=Ly1+ Ly

para cada entero n > 2.

5.5.11. Ejercicio.
(@) Ly =Fyy+Fpp.
(b) Ly = L2 +2(-1)"
(¢) Fan = LyFy.
(d) Fsn=Fn(L2p + (-1)").
(@ Fmrn = 3(FmLn+ FnLm) ¥ Em-n = 5(=1)"(FuLn = FaLm)-
(f) L% —5F%=4(-1)".

n
@ > 27'Lj=2"Fu -1
=

5.5.12. Ejercicio. Si n, m € Ny son tales que m < n, entonces
Fuym = LinFy - (_l)an7m~

Observe que esto da una relaciéon de recurrencia de orden dos para la sucesién
Fa, Fnias Fameas Fsmeds Fameds -

cada vez que 0 < d < m. Esto generaliza los resultados de los ejercicios 5.5.4 y 5.5.5.
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La razon aurea

5.5.13. Ejercicio. Sea a = (1+/5)/2.
L, +F.\/5

(a) ParatodoneNesa” =aF,+F,1ya" = 5

(b) Para cada n € Nj se tiene que

a” 1
F":{ﬁJrEJ'

Esto significa que F,, es el entero mas cercano a a™/+/5.

Calculo rapido de los numeros de Fibonacci

5.5.14. La razon por la que las férmulas de duplicacion del Corolario 5.4.8 son importantes es que
nos permiten calcular nimeros de Fibonacci muy rdpidamente. Asi, por ejemplo, nos dice que

Fioo = F50(2Fs; — Fsp)

y entonces para calcular Fjg es suficiente que determinemos primero Fsg y F5;. También tenemos
que

Fs; = Fj — Fas, Fso = Fa5(2F26 — Fas),

asi que basta que encontremos Fy5 y Fa6. Por supuesto, podemos iterar este proceso y usando el
corolario encontrar las siguientes igualdades:

Fy6 = Fi3(2F1s — Fi3), Fys = F123 - Flzz, Fi4 = F;(2Fs - F7),
Fi3 = FZ - FZ, Fiy = Fs(2F; — Fy), Fg = F4(2Fs - Fy),
F; = F} - F2, Fg = F3(2F; - F3), Fs = F} - F2,

Fy= F,(2F; - B), F3=F} - F}, F, = F(2F, - F),
F =F - F;.

Esto significa que para calcular Fjpp podemos ir calculando en orden cada uno de los nimeros
h, F5, B3, Fy4, Fs, Fe, F7, Fs, Fi2, Fi3, Fia, Fas, Fae Fso, Fsi, Fuoo.

usando las igualdades que obtuvimos. De esta forma, vemos que podemos calcular Fjoo determi-
nando solamente 15 otros numeros de Fibonacci y realizando unas 40 operaciones aritméticas.
Esta idea puede extenderse a un algoritmo general. Veamos como.

Para cada n € Ny sea P, el par ordenado (F,, F,,11). La sucesiones de pares ordenados

Py, P, Py, ...
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esta determinada por una relaciéon de recurrencia que permite calcular cada P, en términos
de Pl_i’l/ZJ:

Ejercicio. Muestre que Py = (0,1) y que si n > 1, el par P|,,5) es (a,b) y ponemos ¢ = a(2b - a) y
d = a* + b?, entonces

{(c,d), si n es par;
n =

(d,c+d), sinesimpar.

5.5.15. Ejercicio. Para cada n € Ny llamemos T'(n) al nimero de sumas, diferencias y multiplica-
ciones que hacemos usando esta relacion de recurrencia para calcular el par ordenado P, usando
esta relacion de recurrencia. Mirando las férmulas, claramente tenemos que

T(0)=0

6+ T(in), si n es par;
O S

7+ T(3(n-1)), sinesimpar

Muestre que T'(n) <10log, n para todo n > 3.

Esto implica, por ejemplo, que si calculamos Fj o000 determinando primero el par orde-
nado Pj00000 Y nos quedamos luego con su primera componente, hacemos como mucho 200
operaciones aritméticas. Observemos que Fj ggo 000 €s un nimero de 208 988 cifras decimales.

Fi 000000 = 19532821287077577316------68996526838242546875

208 988 digitos

Silo calculamos usando la recurrencia de orden dos que usamos para definir originalmente a los
numeros de Fibonacci realizaremos un millén de sumas.

Hay que notar que muchas de esas 200 operaciones aritméticas son multiplicaciones y, mas
aun, multiplicaciones de nimeros de muchos digitos, asi que hay que tener cuidado al comparar
con el milléon de sumas: multiplicar lleva bastante mas tiempo que sumar. Hay, de todas formas,
algoritmos muy rapidos para multiplicar nimeros enteros — mucho mas rapidos que el algoritmo
que aprendemos de nifios — y que entonces la determinaciéon de un nimero como F; gg0000 €S
factible. Los mas conocido son el algoritmo de Karatsuba, descubierto por Anatoly Karatsuba en
1960 [KO1962], y el algoritmo de Schonhage-Strassen, de Arnold Schonhage y Volker Strassen,
publicado en 1971 [SS1971]. Una extraodinariamente buena discusion sobre estps algoritmos puede
encontrarse en el libro [Knu1969] de Donald Knuth.

Usando laimplementacion dada en la Figura 5.4 en la pagina siguiente, que es una transcripcion

directa a HASKELL de la recurrencia del Ejercicio 5.5.14, podemos calcular Fj o000 €n todo su
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fibonacci :: Integer -> Integer
fibonacci n | n >= 0 = fst (fib n)

fib :: Integer -> (Integer, Integer)

fib 0 = (0, 1)
fib n
| even n = (c, d)

| otherwise = (d, ¢ + f)

where (a, b) = fib (n ‘div‘¢ 2)
c=ax (2 *Db-a)
d=ax*xa+b=x*xb

Figura 5.4. Un algoritmo rapido en HASKELL para calcular nimeros de Fibonacci, basado en
la recurrencia del Ejercicio 5.5.14. La expresion fib n calcula el par ordenado P, mientras
que fibonacci n esla primera componente de ese par.

esplendor en 43 milisegundos.

Una cota inferior exponencial para los nimeros de Catalan

n-1

5.5.16. Ejercicio. Para todo n € N se tiene que C,, >

Un teorema de Zeckendorf

5.5.17. Ejercicio. Todo numero natural puede escribirse como suma de numeros de Fibonacci
distintos y no consecutivos. Por ejemplo,

278 =1+2+8+34+233=F, + F3 + Fg + Fy + Fy3.

Esta resultado —junto con la afirmacién adicional de que esa escritura es unica— es conocido
como Teorema de Zeckendorf, por Edouard Zeckendorf, ya que este publico ese resultado en su
trabajo [Zec1972], aunque habia sido encontrado antes por Cornelis Gerrit Lekkerkerker en 1952.
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Capitulo

§6.1. La relacion de divisibilidad

6.1.1. Siay b son enteros, decimos que b divide a a, que b es un divisor de a y que a es un muiltiplo
de b, si existe un tercer entero ¢ tal que a = bc y en ese caso escribimos b | a. Obtenemos de esta
forma una relacion | en el conjunto Z de los niimeros enteros.

6.1.2. Una primera observacion que podemos hacer es la siguiente.

Proposicion.
(i) Para todo a € Z se tiene que 1| a y que a | 0.
(i) Si a y b son dos enteros tales que b | a, entonces también (=b) | a, b | (-a) y (=b) | (—a).

En vista de esta segunda afirmaciéon normalmente nos concentramos en estudiar la divisibilidad
entre enteros no negativos.

Demostracién. (i) Si a es un elemento de Z, entonces a =1-ay 0 = a- 0y, por lo tanto, a | a
y a| 0, como queremos.

(ii) Sean a y b dos elementos de Z tales que b | a, de manera que existe ¢ € Z tal que a = bc.
Se sigue inmediatamente de eso que a = (—=b)c, (—a) = b(—c) y (—a) = (=b)c Yy, por lo tanto, que
(=) [a,queb|(-a)yque (-b) | (-a) O

6.1.3. La relacion de divisibilidad en Z no es una relacion de orden porque no es anti-simétrica —
por ejemplo, los numeros 3 y -3 se dividen mutuamente y son distintos. De todas formas, no esta
muy lejos de serlo y si la restringimos al conjunto N o Ny, entonces ese problema desaparece.
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Proposicion.
(i) Larelacion | de divisibilidad en 7 es reflexiva, transitiva y para cada a, b € 7 se tiene que

alb,bla = a=boa=-b. (1)

(ii) La restriccion de la relacién | de divisibilidad a N o a Ny es una relacion de orden, es decir, es
reflexiva, transitiva y anti-simétrica.

Como se trata de una relacion de orden en N, podemos restringirla a cualquier subconjunto
de Ny obtener una relacién de orden. En la Figura 6.1 en la pagina siguiente dibujamos el diagrama
de Hasse de su restriccion al conjunto de todos los divisores de 360.

Demostracién. (i) Si a es un elemento de Z, entonces a = a -1y, por lo tanto, a | a: esto nos dice
que la relacion de divisibilidad es reflexiva. Por otro lado, si a, b y ¢ son enteros y se tiene que
a|byb]|c,de manera que existen enteros x e y tales que b = ax y ¢ = by, entonces claramente
¢ = axyy esto nos dice que a | c: vemos asi que la relacion | es transitiva.

Sean ahora a y b dos elementos de Z y supongamos que a | by que b | a, de manera que
existen enteros c y d tales que b = acy a = bd. Tenemos entonces que a = acd, es decir, que

a(l-cd) = 0. (2)

Sia =0, entonces b = ac = Oc = 0y ay b son iguales. Si en cambio a # 0, entonces de la
igualdad (2) se deduce que 1 — c¢d = 0, esto es, que cd = 1y, por lo tanto, quec =10 ¢ = -1
Correspondiendo a esas dos posibilidades tenemos que b =a-1=aoqueb = a- (-1) = —a. Esto
prueba la implicacion (1).

(if) La restriccion de la relacién | a N o a Ny es reflexiva y transitiva porque la relacion original
en Z lo es, como acabamos de mostrar. Nos queda entonces probar que es anti-simétrica. Sean a
y b dos elementos de Ny tales que a | by b | a. Como en Z vale la implicacién (1), tenemos que
a=>boa=-b.Como ay b no negativo, esto solo puede ocurrir si son, de hecho, los dos nulos y,
en particular, iguales. Esto prueba que la relacion de divisibilidad en Ny es anti-simétrica, y esto
implica inmediatamente que también lo es en N. 0l

6.1.4. Usaremos muchas veces la siguiente observacion, que establece una relacion entre la relacion
de divisibilidad y la del orden usual de los nimeros enteros:

Proposicion. Sean a y b dos enteros. Si b | a y a + 0, entonces |b| < |a.

Notemos que la hipdtesis de que el entero a no sea nulo es necesaria para alcanzar la conclusién
de la proposicion: por ejemplo, es 1| 0 pero ciertamente no vale que 1 < 0.
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Figura 6.1. El diagrama de Hasse de la relacion de divisibilidad restringida al conjunto de
los divisores positivos de 360.

Demostracion. Supongamos que b divide a a, de manera que hay un entero c tal que a = bc. De
esto se sigue que |a| = |b||c|. Si a # 0, entonces tiene que ser ¢ # 0y, por lo tanto, como ¢ es un
entero, |c| > 1: tenemos entonces que |a| = |b||c| > |b|, como afirma la proposicion. O

6.1.5. Otra propiedad basica de la divisibilidad es su compatibilidad con las operaciones aritmé-
ticas:

Proposicion. Sean a, b y c tres enteros.
(i) Sicdividea aya b, entonces también divideaa+byaa—b.
(i) Si ¢ divide a a, entonces también divide a ab.

Las reciprocas de estas dos afirmaciones son falsas. Por ejemplo, 2 dividea 5 + 3y a 5 + 3 pero
no divide ni a 5 ni a 2. De manera similar, 6 divide a 4 - 3 pero no divide a ninguno de los dos
factores. Hay, de todas formas, una situacién importante en la que si podemos garantizar que
la implicacién reciproca de la de (ii) vale: nos ocuparemos de eso en la Proposicién 9.2.2 mas
adelante.
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Demostracion. (i) Supongamos que ¢ divide a a y a b, de manera que hay enteros x e y tales que
a=cxyb=cy Enesecasotenemosquea+b=cx+cy=c(x+y)ya-b=cx—cy=c(x-y):
como claramente x + y y x — y son enteros, esto nos dice que ¢ dividea a + by a a — b. La primera
afirmacion de la proposicion queda asi probada.

(7)) Supongamos ahora que ¢ divide a a4, de manera que hay un entero x tal que a = cx. Por
supuesto, esto implica que ab = cbx y, por lo tanto, que ¢ divide a ab. O

6.1.6. Muchas veces usaremos la Proposicion 6.1.5 via el siguiente corolario:

Corolario. Sean a, b y c tres enteros. Si ¢ divide a a y a a + b, entonces también divide a b.

Demostracién. En efecto, en ese caso de la proposicion se sigue que ¢ dividea (a+b)-a=5b. O

§6.2. El algoritmo de la divisién

6.2.1. Siay b son enteros y b divide a a, entonces hay otro entero c tal que a = bc. Cuando b no
divide a a, esto no es cierto, por supuesto. La Proposicién 6.2.3 que probaremos mas abajo nos
permite describir exactamente qué sucede en el caso general.

6.2.2. Antes de eso, hagamos una observacién que nos sera util varias veces:

Lema. Seabe Nyseani, je Z.Si0<i,j<byb|i- j, entoncesi= j.

Demostracién. Supongamos que 0 < i,j< byb |i— j. Tenemos entonces que
-b<0-j<i-j<b-j<b,

asi que |i — j| < b. Por otro lado, como b divide a i — j, de la Proposicién 6.1.4 sabemos que o bien
i — j=0obien |b| <|i — j|. La segunda de estas dos posibilidades no puede ocurrir, asi que debe
ocurrir la primera: esto nos dice que i = j, como afirma el lema. g

6.2.3. La siguiente proposicion establece una propiedad fundamental de los nimeros enteros:

Proposicion. Sean a € Z y b € N. Hay enteros q y r tales que a = qb +r y 0 < r < b y, mds aiin, estos
enteros q y r estdn univocamente determinados por a y b.

Llamamos a q y a r el cociente y el resto de la division de a por b, respectivamente.
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Demostracion. Consideremos el conjunto
S={a-kb:keZ,a-kb>0}.

Este conjunto no es vacio: si a > 0, entoncesa —0-b =a > 0,asique a € S, y si en cambio a < 0,
entonces a — (2a)b = (1-2b)a > 0, asi que a — (2a)b € S. Como S estd claramente contenido
en Ny, podemos considerar su minimo r := min S.

Como r pertenece a S, es r > 0y existe g € Z tal que r = a — gb, es decir, tal que a = gb + r.
Mostremos que r < b. Supongamos por un momento que esto no es asi, de manera quer > by,
por lo tanto, a — (¢ +1)b = r — b > 0. Como consecuencia de esto, tenemos que 7 — b € S: esto es
absurdo, ya que r — b es estrictamente menor que r, porque b es positivo, y r es el menor elemento
de S. Vemos asi que a = gb + r y que 0 < r < b, y esto prueba la afirmacién de existencia del
enunciado. Veamos la de unicidad.

Supongamos que g, 1, g’ y r’ son enteros tales que

a=qb+r, 0<r<b, (3)

a=qb+r, 0<r <b. (4)
Observemos que
gb+r=q'b+r (5)

y; por lo tanto, que r— ' = (¢’ — q)b. En particular, b divide a r— ": como 0 < r, 7’ < b, de acuerdo
al Lema 6.2.2 tenemos entonces que r = r’. Usando esto en (5), concluimos que gb = g'b y, en
consecuencia, que (g — g')b = 0. Como b # 0, esto nos dice que g — g’ = 0, esto es, que g = q'. Asi,
si se cumplen las condiciones (3) y (4) se tiene necesariamente que g = ¢’ y que r = r’: esto prueba
la afirmacién de unicidad de la proposicion. O

6.2.4. El siguiente corolario de la proposicion es casi inmediato y muestra que podemos ver al

resto de la divisiéon de un numero por otro, en cierta forma, como la tnica “obstrucciéon” a la

divisibilidad.

Corolario. Sean a € Z y b € N. El resto de la division de a por b es 0 si y solamente si b divide a a.

Demostracion. Sean q y r el cociente y el resto, respectivamente, de la divisién de a por b, de
manera que a = gb + ry 0 < r < b. Observemos que es |r| < b.

Sir = 0, entonces tenemos que a = gb y, por lo tanto, que b divide a a. Supongamos, para
probar la implicacion reciproca, que b divide a a. Hay entonces un entero c tal que a = bc y, por lo
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tanto, bc = gb + r. De esta igualdad vemos que r = (¢ — q)b, asi que, en particular, b dividea ry,
de acuerdo a la Proposicion 6.1.4, o bien r = 0 o bien |b| < |r|. Esta segunda posibilidad no ocurre
— en efecto, sabemos que |r| < b = |b| — asi que necesariamente r = 0. Esto prueba el corolario. [

6.2.5. Una observacion importante que debemos hacer es que si a € Z y b € N siempre podemos
encontrar de manera efectiva al cociente q y al resto r de la divisién de a por b. En la base de esto
esta la siguiente descripcion alternativa de ese cociente:

Lema. Sea a un entero no negativo. El conjunto T := {k € Ng : a — kb > 0} es no vacio y finito, y su
elemento mdximo es el cociente de la division de a por b.

Demostracion. El conjunto T no es vacio, ya que contiene a 0. Por otro lado, si k € T, entonces
a—kb > 0y, porlo tanto, k < a/b: esto nos dice que el conjunto T estd contenido en {0, ...,|a/b]}
Y, en particular, que es finito. Tiene entonces sentido considerar su elemento maximo q := maxT.
Pongamos ademas r := a — gb.

Como g € T, es r > 0. Tiene que ser r < b: si no fuese ese el caso, tendriamos que

a-(qg+l)b=a-qb-b=r-b>0

¥, por lo tanto, que g +1 € T: esto es absurdo, ya que elegimos a g como el mayor elemento de T.
Concluimos de esta manera que a = gb + r y que 0 < r < b. De acuerdo a la Proposicion 6.2.3, se
sigue de esto que g y r son el cociente y el resto de la division de a por b y esto prueba el lema. [

6.2.6. Este lema nos dice cdmo encontrar el cociente y el resto de la division de un entero cual-
quiera a por un entero positivo b.

« Si a es positivo, este lema nos dice que para buscar el cociente y el resto de la division
de a por b podemos proceder de la siguiente manera: para cada nimero i € Ny desde 0 en
adelante, en orden, calculamos a — (i +1)b y paramos la primera vez que esa diferencia sea
negativa: el cociente entonces es i y el resto es a — ib.

« Sien cambio a es negativo, podemos usar este procedimiento para encontrar el cociente g
y el resto r de la divisién de —a por b, de maneraque —a = gb+ry0<r <b.Sir =0,
entonces tenemos que a = (—q)b, asi que —q y 0 son el resto y el cociente de dividir a a
por b; si en cambio r # 0, entonceses a = (-q—1)b+ (b-r)y0<b-r<b,asique —qg—1
y b —r son el resto y el cociente de esa division.

En la Figuras 6.1y 6.2 damos implementaciones de este algoritmo en HASKELL y en PYTHON. Es de
notar que virtualmente todos los lenguajes de programacion proveen herramientas para calcular
el cociente y el resto de la division entre dos enteros, usando algoritmos mucho mas eficientes que
este. Asi, en HASKELL, por ejemplo, tenemos las funciones div y mod que hacen precisamente
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eso: las expresiones div a b y mod a b denotan, respectivamente, el cociente y el resto de
dividira a por b cuando b es positivo.
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division :: Integer -> Integer -> (Integer, Integer)
division a b

| a> 0 = buscar 0

| a<o0

let (q, r) = division (-a) b
in if r == 0 then (-q, 0) else (-1 - q, b - r)
where buscar i

| a-(i+1) *xb>0 buscar (i + 1)

| otherwise = (i, a - i * b)

Programa 6.1. Un implementacion del algoritmo de la divisién en HASKELL. La expresion
division a b seevaliaaun par ordenado (q, r) enelque q y r son, respectiva-

mente, el cociente y el resto de la division de a por b.

def division(a, b):
if a >= 0:
i=0
while a - (i + 1) * b >= 0:
i=1i+1
return (i, a - i * b)
else:
q, r = division(-a, b)
if r ==
return (-q, 0)
else:

return (-1 - q, b - 1)

Programa 6.2. Un implementacidn del algoritmo de la divisién en PyTHON. La expresion
division(a, b) seevaltaaun parordenado (q, r) enelque q y r son, respecti-

vamente, el cociente y el resto de la division de a por b.
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§6.3. La notacion posicional

6.3.1. Una aplicacidn simple pero importante de la Proposicion 6.2.3 de la seccion anterior es el

siguiente resultado, que esta en base de la forma en que escribimos normalmente los nimeros.

Proposicion. Sea b un entero tal que b > 2. Si a es un entero positivo, entonces existen k € Ng y
do, ..., dp €{0,...,b—1} tales que

a=dy+dib+dyb?+-+dib*

ydk¢0.

Demostracién. Para cada entero positivo a sea P(a) la afirmacién
existen k € Ng y do, ..., di € {0,...,b—1} tales que a = Y5, d;b* y dy. # 0.

Probaremos haciendo induccidn con respecto a a que P(a) vale cualquiera sea a € N.

« Sia =1, claramente podemos elegir k = 0y do = 1 para tener a = Y% d;b’, y esto prueba
que vale la afirmacién P(1).

« Sea ahora a un elemento cualquiera de N y supongamos que cada una de las afirmaciones
P(1), P(2), ..., P(a) vale. De acuerdo a la Proposicion 6.2.3, existen enteros q y r tales que
a+l=qgb+ry0<r<b.Comoqg=(a+1-r)/b<(a+1)/byb>2, tenemosqueqg<a+l

Si g = 0, entonces a = r y podemos elegir k = 0y dy = r para ver que P(a + 1) vale.
Supongamos entonces que g > 0. En ese caso, nuestra hip6tesis inductiva nos dice que P(q)
vale, es decir, que existen [ € No y e, ..., ¢; € {0,...,b 1} tales que g = X}_, e;b’ y e; # 0.

Como consecuencia de esto tenemos que

1+1

l . l . .
a+l=r+qb=r+ (Zeibl)b=r+2eib’“= r+ >y eiqb.
i=0 i=0 i=1

Podemos entonces elegir k = [ +1,dy = ry d; = e;_; paracada i € {1,...,k} para tener
a+1=Yk d;b'yd+0,yesto muestra que vale la afirmacién P(a + 1) también en este

caso.

La induccién queda asi completa y eso prueba la proposicion. O

6.3.2. Queremos probar ahora que los nimeros k y d, ..., di de la Proposicion 6.3.1 estan bien
determinados por los numeros b y a con los que empezamos.
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Proposicion. Sea b es un entero tal que b > 2. Si a es un entero positivo, entonces hay exactamente
una forma de elegirk e Ny dy, ..., dy € {0, ...,b—1} de manera que se cumplan las dos condiciones
de la Proposicion 6.3.1.

Demostracién. Sean k, 1 € Ngyd,, ..., dy, e, ..., e; € {0,...,b -1} tales que
do+dib+-+dib*=a=eg+eb+-+eb, (6)

di # 0y e; # 0. Probaremos que en esta situacion necesariamente se tiene que k = I yque d; = e;
paratodo i € {0, ..., k}:la proposicion es consecuencia inmediata de esto. Observemos que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que k < [.

De la igualdad (6) se deduce que

l k 1 k
do—eo= eb =D dib' =Y eb™ = dib 'k | b,
i=1 i=1 i=1 i=1
asi que b | dog — eg. Como 0 < dy, eg < b, el Lema 6.2.2 nos permite concluir que dy = €.
Vemos asi que el conjunto
= {ie {0,...,k} :dj=ejparacadaje {0,...,1’}}

no es vacio y podemos, por lo tanto, considerar su maximo m := max S. Tenemos entonces que
m € S, de manera que

dj=ejparacada je {0,...,m},

y que o bien m = k obien m < ky dy41 # 1.
Supongamos que estamos en el segundo de estos dos casos. De la igualdad (6), tenemos que

l

l k k
0= eb' =Y dib'= > eb = > dib’
i=0 i=0

i=m+1 i=m+1
1 - k -
i— i—-
= €m+1 — de +b Z eib - z d,b .
i=m+1 i=m+1

Como la expresion entre paréntesis es un entero, esto nos dice que b divide a dy;,11 — e+1. Como
ademas 0 < dy11, em41 < b, el Lema 6.2.2 nos dice que dp+1 = epm41: esto es absurdo, ya que
contradice nuestra hipotesis.

Debe ser entonces necesariamente m = k. Asi, todos los sumandos que aparecen a la izquierda
de la igualdad (6) también aparecen a la derecha y, por lo tanto, esa igualdad implica que

1

0= Z eibi.

i=k+1
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Si k < I, en esta suma cada uno de los términos de esta tltima suma es no negativo y el ultimo,
e;b', positivo: esto es imposible. Podemos concluir entonces que k = I. Ahora bien, que los tres
numeros m, | y k sean iguales significa precisamente que vale lo que queremos, y esto completa la
prueba de la proposicion. O

6.3.3. Si b es un entero tal que # > 2y a un entero positivo, las Proposiciones 6.3.1y 6.3.2 nos
dicen que hay exactamente una forma de elegir k € Ny y d, ..., di € {0,...,b —1} de manera que
a=Yk,d;b'ydg # 0. Escribimos en ese caso

a= (dk, dk—lr e ,dl,do)b.

Llamamos a esto la representacion en base b del nimero a y alos numeros dy, ..., dg los digitos de a
en base b. Cuando b es 10, 2, 8 0 16, decimos representacion decimal, binaria, octal o hexadecimal
en lugar de representacion en base b. Asi, por ejemplo, es facil verificar que

1234 = (5,4,1,4)6 = (1,6,2,1)9 = (1,18,19)27 = (1,0)1234 = (1234)10000-

6.3.4. Notemos que solo hablamos de los digitos en base b de un niimero cuando la base b es al
menos 2. No tiene sentido hablar de los digitos en base 1 de un nimero positivo a: de acuerdo a la
definicién, deberiamos podemos escribir a a en la forma

do+dy-1+-+d-1F

con dy, ..., dy € {0}, pero esto es claramente imposible.

De todas formas, en varios contextos — como la teoria de la computabilidad — es usual hablar
de la «escritura en base 1» de un nimero». Por esto nos referimos a lo siguiente: si a es un entero
positivo, entonces la escritura en base 1 de a es la expresiéon

11---111

N— ——
aveces

con a unos. Asi, por ejemplo,
I 1111111111111 1111111111111 1111111111111 1111111111111 1111111111111111111111

es la escritura en base 1 de 85. No es evidente que esto pueda llegar a tener alguna utilidad,
ciertamente! Varios sistemas de escritura originalmente usaron ideas parecidas. Por ejemplo, los
siguientes son los simbolos usados para escribir los nimeros 1, 2 y 3 en chino, inclusive hoy en dia,
y en notacién romana:

—— = [ 11111

Es importante tener en cuenta, de todas formas, que esto no es un caso particular de la nocién de
«escritura en base b» que describimos arriba.
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digitos :: Integer -> Integer -> [Integer]
digitos a b
| q == = [r]
| otherwise = r : digitos q b
where q = a ‘div‘ b
r =a ‘mod‘ b

Programa 6.3. Una implementacién en HASKELL del algoritmo para obtener los digitos de
un entero positivo a en base b . El resultado es una lista de los digitos, desde el menos
significativo en adelante. Por ejemplo, digitos 123 10 denota [3, 2, 1].

6.3.5. Estudiando la demostracién que dimos para la Proposicion 6.3.1 se hace aparente que nos
da método efectivo para encontrar los digitos de un nimero entero positivo con respecto a una
base. En efecto, supongamos que a y b son enteros positivos y que b > 2. Sean q y r el cociente y
el resto de dividir a a por b. Si el cociente g es nulo, entonces r # 0 porque a # 0y, por lo tanto,

claramente es

a=(r).

Si en cambio el cociente g no es nulo, y conocemos los digitos de g en base b, de manera que
conocemos k € Ngy do, ..., dg € {0,...,b—1} de maneraque dy # 0y

q= (dk)dk—b'“)dl)do)b’ (7)
entonces
a=(dk,dk_l,...,dl,do,r)b. (8)

En efecto, la igualdad (7) nos dice que g = do + dib + -+~ + dkbk, asi que
a=r+qb=r+(do+dib+-+db")b=r+dob + db*+ - + dib*!

Yy, como dy # 0, esto significa que la igualdad (8) vale.
En las Figuras 6.3 y 6.4 damos implementaciones de esta idea en HASKELL y en PYTHON,
respectivamente. Todos los lenguajes de programacion proveen alguna forma de imprimir nimeros

y todos usan exactamente este algoritmo para encontrar sus digitos.
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def digitos(a, b):

q=a//b
r=ai%b
if q == 0:

return [r]
else:
return [r] + digitos(q, b)

Programa 6.4. Una implementacion en PYTHON del algoritmo para obtener los digitos de
un entero positivo a en base b . Como antes, el resultado es una lista de los digitos, desde
el menos significativo en adelante.

§6.4. Maximo comun divisor

6.4.1. Sean a y b dos enteros y supongamos que no son los dos nulos. Un divisor comiin de a
y b es simplemente un entero d que es tanto un divisor de a como de b. Escribimos D(a, b) al
conjunto de todos los divisores comunes positivos de a y b.

Este conjunto D(a, b) no es vacio: en efecto, el nimero 1 pertenece a D(a, b). Por otro lado,
sid € D(a,b), entonces de la Proposicién 6.1.4 tenemos que o bien a = 0 o bien d < |a|, y que o
bien b = 0 o bien d < |b|. Como a y b no son los dos nulos, se sigue de esto que d < max{|a|, |b|}.
En otras palabras, si ponemos N := max{|al, |b|}, entonces D(a,b) € {1,..., N}. Vemos asi que
el conjunto D(a, b) es finito y, en particular, que podemos considerar su elemento maximo: lo
llamamos mdximo comiin divisor de a 'y b y lo escribimos mcd(a, b).

Esto define el maximo comun divisor de dos niimeros que no son simultdneamente nulos. Si,
por el contrario, es a = b = 0, entonces todo elemento de N es un divisor comtn positivo de a y b
y, por lo tanto, no tiene sentido hablar en este caso del elemento maximo de D(a, b). En este caso
especial definimos mcd(0,0) = 0.

6.4.2. Decimos que dos enteros a y b son coprimos cuando mcd(a, b) = 1. Esta condicion significa,
precisamente, que no son ambos nulos y que el tnico divisor comun positivo que tienen es 1. Asi,

por ejemplo, 2 y 3 son nimeros coprimos, mientras que 6 y 15 no lo son.

6.4.3. El maximo comun divisor de dos enteros es un elemento de Ny y es nulo si y solamente si
esos dos enteros son nulos: esto es consecuencia inmediata de la definicién. Otras observaciones
sencillas que podemos hacer son las siguientes:

Proposicion. Sean a y b dos enteros.
(i) Esmcd(a,b) = mcd(b, a).
(ii) Esmcd(a,b) = |a|si y solamente si a divide a b.
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(iii) En particular, cualquiera sea a se tiene que mcd(a, 0) = |a|.
(iv) Se tiene que mcd(a,b) = mcd(-a,b) = med(a,-b) = mcd(—a, -b).

Demostracién. (i) Sia = b = 0, entonces es evidente que mcd(a, b) = mecd(b, a). Si en cambio
alguno de a o b es no nulo, entonces los conjuntos D(a, b) y D(b, a) coinciden, asi que tienen el
mismo elemento méximo: esto significa, precisamente, que mcd(a, b) = mcd(b, a) también en
este caso.

(ii) Supongamos primero que a divide a b. Si a = 0, entonces también b = 0 y la igualdad
mcd(a, b) = |a| es evidente. Supongamos entonces que a # 0. Sid € D(a, b), entonces d divide
a ay, de acuerdo a la Proposicion 6.1.4, se tiene que d < |a|. Como ademas |a| € D(a, b), vemos
que |a| es el elemento maximo del conjunto D(a, b), es decir, que |a| = mcd(a, b). Esto muestra
que la condicion del enunciado es suficiente.

Veamos que es necesaria. Supongamos que mcd(a, b) = |al. Si b = 0, entonces a divide a b
independientemente de nuestra hipdtesis, asi que supongamos que b # 0. En ese caso, mcd(a, b)
es el elemento méaximo del conjunto D(a, b), y esto significa que, en particular, |a| divide a b, asi
que a divide a b.

(iii) Como a | 0, esto es consecuencia de (ii).

(iv) Sia = b = 0, lo que afirma el enunciado es evidente. Si en cambio alguno de a o b es no
nulo, entonces los conjuntos D(a, b), D(—a, b), D(a,-b) y D(-a,-b) coinciden y, por lo tanto,

tienen el mismo elemento maximo. O

6.4.4. La siguiente propiedad es fundamental:

Proposicion. Si a, b y € son tres enteros, entonces

mcd(a - ¢b,b) =mcd(a,b), mcd(a,b - ca) = mcd(a, b).

Demostracion. En vista de la Proposicion 6.4.3(i) es suficiente que mostremos la primera de las
igualdades del enunciado. Sean a, b y c tres enteros. Si b es cero, entonces esa igualdad evidente.
Supongamos entonces que b # 0. Afirmamos que

D(a,b) = D(a—-cb,b). (9)

En efecto, si d € D(a, b), entonces d es un entero positivo que divide a a y a b y, por lo tanto,
divide a a — bc y a b: esto significa que d € D(a — cb, b). Reciprocamente, si d € D(a — ¢b, b),
entonces d es un entero positivo que divide a a — cb y a b, y por lo tanto dividea a = (a — ¢b) + ¢b
ya b, asi que pertenece a D(a, b).

De la igualdad (9) se deduce que

mcd(a, b) = méxD(a,b) =maxD(a - cb,b) =mcd(a—cb,b)
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y esto prueba la proposicion. O

6.4.5. Una de las razones por las que la Proposicion 6.4.4 es importante es que estd en la base de
un algoritmo para calcular el méaximo comun divisor de dos enteros.

En vista de la Proposicidn 6.4.3(iv), es suficiente que veamos cémo hacer esto cuando los dos
enteros son no negativos. Supongamos entonces que a y b son dos enteros no negativos y que,
por ejemplo, a > b. Si b = 0, entonces sabemos que mcd(a, b) = a y no es necesario hacer mas
nada. Si en cambio b > 0, entonces podemos dividir a a por b. Sean q y r el cociente y el resto,
respectivamente. Como a = gqb + r, la Proposicion 6.4.4 nos dice que

mcd(a, b) =mcd(a — gb,b) = mcd(r, b).

Notemos que r y b son dos enteros no negativosy que a +b >r+b,yaquea > b > r. De esta
forma redujimos el calculo del maximo comun divisor de dos niimeros no negativos al del maximo
comun divisor de otros dos cuya suma es menor que la de los originales. Podemos repetir este
procedimiento: cada vez que lo hacemos la suma de los dos nimeros decrece y es positiva, asi que
el proceso tiene que terminar.

Veamos un ejemplo. Para calcular mcd(385,150), observamos que el cociente y el resto de la
division de 385 por 150 son 2 y 85, respectivamente, de manera que 385 = 2 - 150 + 85 y entonces

mcd(385,150) = mcd (385 — 2 - 150,150) = mcd(85,150).

Tenemos que calcular ahora mcd(85,150). Es 150 = 1- 85 + 65, asi que
mcd(85,150) = mcd(85,150 —1- 85) = mcd(85, 65).

Otra vez, dividiendo vemos que 85 =1- 65 + 20y, por lo tanto, que
mcd(85,65) = mcd(85 —1-65,65) = mcd(20, 65).

Finalmente, como 65 =3-20 + 5,
mcd(20, 65) = mcd(20,65 - 3-20) = mcd(20,5)

y, como 5 divide a 20, este Gltimo maximo comun divisor es 5. Concluimos asi que
mcd(385,150) = 5.

Este procedimiento funciona en todos los casos, como veremos mas abajo. Se lo conoce como
el algoritmo de Euclides, porque Euclides lo describe en el Libro 7 de sus Elementos, publicados
aproximadamente 300 afios a.e.c. — aunque es probable que el algoritmo haya sido conocido
desde mucho tiempo antes. En la Figura 6.2 reproducimos el pasaje relevante.
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Abo Gpiu@y Sodéviwy un TpOTWY TEOC GAMAAOLS TO UEYIGTOV QUTEY XOWOV
uétpov ebpelv. "Eotwoav ol 5odévteg dVo dpriuol un mpétol medg dAAAAoUS o
AB, TA. 8¢l o1 v AB, TA 10 péyiotov xowov yétpov ebpelv. Ei pév obv 6 TA
t0v AB petpel, peteel 8¢ %ol Eautdy, 6 TA dpa v TA, AB xowov pétpov éotiv.
xol avepdy, 6t xol uéyloTov: oldelg yop uellomv o0 I'A tov T'A petprioet. Ei
8¢ o0 petpel 6 A tov AB, v AB, TA daviugapouuévou del tod éAdocovog ano
o) pellovoc hewpdroetal tic dprdude, 6¢ yetprioel OV TpoO EauTtod. Lovog UEv yap
oV Aewpdnoeton: €l 8¢ pr), €oovtan ol AB, T'A mpé&tol npdg dhhihoug: dmep oly
Umoxetton. Aewpdfoetol Tig dpa dprdudeg, O¢ UeTpnoel TOV Tpod EaquToD. xal O UEV
T'A t6v BE petp@v Aeinétw eautod eéhdooova tov EA, 6 8¢ EA tov AZ uetpdv
hewméto eavtol ENdooova tov ZIN, 6 8¢ I'Z tov AE petpeitw. énel obv 6 I'Z tov
AE petpet, 6 8¢ AE tov AZ petpel, xoi 6 I'Z dpa tov AZ petprioet: UeTpeEl 3¢ ol
gauToV: ol Ghov dpa Tov I'A petprioet. 0 8¢ TA tov BE yetpel: xai 6 I'Z dpa tov
BE petpel: uetpel 6e xal tov EA: xol hov dpo tov BA petprioel: petpel 8¢ xol tov
T'A: 6 T'Z dpa tobg AB, TA yetpel. 0 I'Z dpa v AB, TA xowov pétpov éotiv.
Ay O, 6Tl ol péytotov. el yap pn éotwv 0 I'Z wv AB, TA uéyiotov xowov
pétpov, petprioet tic Tobg AB, TA dpripode dpriuoc pelwv dv tob I'Z. petpeitn,
xol éotw 6 H. xol énel 6 H tov TA petpel, 6 8¢ A tov BE petpel, xat 6 H Spa
tov BE petpel: petpel 8¢ xai 6hov tov BA: xal Aownov dpa tov AE petprioet. o 3¢
AE tov AZ peteel: xal 6 H dpo 1ov AZ petprioel: yetpel 8¢ xol Ghov tov Al xol
hownov dpa tov I'Z yetprioet 0 peilwv tov éNdocova: dmep €0ty ABOVATOV: 0UX
Gpa tobg AB, TA dpripolg dprduog tig yetproet peillwv dv 1o I'Z: o0 I'Z dpo tév
AB, TA péyiotév Eott xowvodv pétpov: [Gnep Edet dellou].

Figura 6.2. La proposicion 2 del Libro 7 de los Elementos de Euclides, en el que enuncia el
problema de encontrar el maximo comun divisor de dos niimeros y lo resuelve, presentando
el algoritmo que lleva su nombre. Empieza con «Dados dos nimeros no primos uno al otro,
encontrar su medida mas grande. Sean AB y CD los dos nimeros dados no primos uno al
otro. Si CD mide a AB, y también se mide a si mismo, entonces CD es una medida comtin
de AB, CD. Y es manifiesto que es la mds grande. Pero si CD no mide a AB, entonces, el
menos de los nimeros AB, CD se puede restar varias veces del mas grande, y algun niimero
sera el resto, que medird al que esta antes de él. Etc».
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6.4.6. Describamos precisamente el algoritmo de Euclides en una forma conveniente para probar
que funciona. Empezamos como arriba con dos nimeros enteros no negativos a y b, suponemos

que a > by definimos una sucesion
ro,7,72,735 ...
de enteros no negativos de la siguiente manera. Ponemos rg = a, r; := by, para cada i > 2,

el resto de dividir r;_, por r;_y, siri_1 #0;
ri = (10)
0, en caso contrario.

El algoritmo de Euclides para determinar el maximo comun divisor de a y de b consiste en calcular
las componentes de esta sucesion y quedarse con la ultima no nula. Por ejemplo, si a = 385y
b =150, entonces la sucesion (7;);»o es

385, 150, 85, 65, 20,5,0,0,0,0,0,0, ...

y, por lo tanto, mcd(385,150) = 5.

6.4.7. Proposicion. Sean a y b dos enteros no negativos tales que a > b y sea (r;)iso la sucesién que
acabamos de describir.
(i) Existe N € Ny tal que r; # 0 para todo i < N y r; = 0 para todo i > N.
(ii) Para todo i € N tal que i < N + 1 se tiene que mcd(a, b) = med(ri_1, 7).
(iii) Esmcd(a,b) = ry.

Este resultado nos dice que el algoritmo de Euclides, cuando empezamos con dos enteros no
negativos a y b, se detiene después de un nimero finito de pasos — el nimero N — y el ultimo
numero que produce es precisamente el maximo comun divisor de a y b. En otros palabras, nos
dice que el algoritmo funciona, como queriamos.

Demostracién. Observemos que
ri > 0 para todo i € N. (11)

En efecto, se tiene que r; = b > 0 y para todo i > 2 se tiene que r; > 0 ya que 7; es, de acuerdo a la
definicién (10), o bien el resto de una division, que es siempre un nimero no negativo, o bien 0.
Por otro lado, se tiene que

para todo i € N o bienr; =0 o bien r; > ri1. (12)

Para verlo, basta notar que si i e Ny r; # 0, entonces r;,; es el resto de dividir a un nimero por r;,

que €s necesariamente menor que r;.
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Supongamos por un momento que r; # 0 para todo i € N. De acuerdo a (11), el conjunto
R = {r;: i e N} estd contenido en Ny, asi que tiene un menor elemento: esto es, existe i € N tal
que r; < rj para todo j € N. Esto es absurdo, ya que como r; # 0 por nuestra hipdtesis, de (12)
sabemos que 7; > r;4;.

Esta contradicciéon implica que tiene que existir i € N tal que r; = 0y, por lo tanto, que el
conjunto S := {i € N: r;;; = 0} no es vacio. Como esta contenido en N, sabemos que él también
tiene tiene un menor elemento. Llamémoslo N. Se tiene, claro, que r; # 0si i < Ny ry4; = 0. Mas
aun, en vista de la forma en que esta definida la sucesion (7;);»o, es claro que como ry,; = 0 se
tiene que r; = 0 para todo entero i > N. Esto prueba que vale la parte (i) de la proposicion.

Para cada i € N sea P(i) la afirmacion

i>N+1 0 mcd(a,b) =mcd(r;i_1,1;)

y mostremos que P(i) vale para todo i € N: esto probara la parte (ii) de la proposicion.
Que P(1) vale es evidente, ya que rg = a y r; = b. Supongamos que j € N y que la afirmacion
P(j) vale, es decir,que j > N + 10

mcd(a, b) = med(rj-1, 7). (13)

Si j > N +1, entonces por supuesto es j+1 > N + 1y, por lo tanto, la afirmacién P(j + 1) vale.
Consideremos el caso en que j < N, de manera que vale la igualdad (13). La forma en que elegimos
el nimero N implica que r; # 0, asi que la definicion de la sucesion (7;);> nos dice que rj; es el
resto de dividir a r;_; por ;. Si g es el cociente de esa division, entonces que rj,1 = rj_1 — gr; Y, por
lo tanto,

mcd(rj_1,7j) = mcd(rj1 = grg, 7j) = mcd(rj41,75) = med(rj, 7j41).

Junto con (13) esto nos dice que mcd(a, b) = mcd(rj,7j:1) y; en definitiva, que P(j + 1) también
vale en este caso. La induccidn queda asi completa.
Finalmente, tomando i = N + 1 en la igualdad de la parte (i), vemos que

mcd(a, b) = med(ry, rn+1) = med(r, 0) = n,

como se afirma en la parte (7ii) de la proposicion. O

6.4.8. Esinmediato implementar este algoritmo en HASKELL y en PYTHON. En las Figuras 6.3y 6.4
damos una forma de hacerlo. Este algoritmo es extremadamente importante en las aplicaciones,
asi que hay toda una literatura dedicada a su estudio y mejora — el cédigo que presentamos es la
implementacidon mds sencilla posible. El libro [Knu1969] de Donald Knuth tiene una discusién
detallada de este algoritmo.
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module MCD where

mcd :: Integer -> Integer -> Integer
mcd a 0 = abs a
mcd a b = mecd b (a ‘mod‘ b)

Figura 6.3. Un implementacién en HASKELL del algoritmo de la Euclides. Esto es casi
exactamente el algoritmo que describimos en 6.4.6, salvo que esta modificado para que
cualquierade a o b pueda ser negativo en la expresién mcd a b.

def mcd(a, b):
if b == 0:
return abs(a)
else:
return mcd(b, a % b)

Figura 6.4. Un implementacién en PYTHON del algoritmo de la Euclides.

Casi todos los lenguajes de programacién cuentan con muy buenas implementaciones de este
algoritmo — HASKELL tiene la funcién gcd en su preludio y PyTHON a la funcién gcd en el
moédulo math de lalibreria estandar — y en general uno deberia usarlas.

6.4.9. El maximo comun divisor de dos nimeros que no son los dos nulos es, por definicidn, el
maximo de un conjunto. Nuestro siguiente resultado da una descripcion alternativa de él como el
minimo de otro conjunto.

Proposicion. Sean a y b dos enteros no simultineamente nulos. El conjunto
S(a,b)={xa+yb:x,y€Z, xa+ yb>0}

es un subconjunto no vacio de N y su elemento minimo es mcd(a, b).

Demostracion. Alguno de los cuatro nimeros a, —a, b o —b es positivo y, por lo tanto, pertenece
a S(a, b): esto muestra que este conjunto no es vacio. Como estd contenido en N, podemos
considerar su elemento minimo d := min S. Como d pertenece a S(a, b), es claro que d > 1y que
existen u, v € Z tales que d = ua + vb.

Sean q y r el cociente y el resto de la divisiéon de a por d, de maneraquea =qd +ry0<r<d.
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Si r > 0, entonces como
(1-qu)a—-qvb=r

y 1 — qu y —qv son enteros, se tiene que r € S(a, b): esto es imposible ya que r < d. Vemos asi que
tiene que ser r = 0 y, por lo tanto, d divide a a. Un argumento similar muestra que d divide a by,
por lo tanto, d es un divisor comun de a y b.

Sea ahora e un elemento de D(a,b), de manera que e divide a a y a b. Como d = ua + vb,
es claro que e divide también a d y, como d # 0, la Proposicién 6.1.4 nos dice que e < d. Esto
muestra que d es el mayor elemento de D(a, b) y, por lo tanto, que d = mcd(a, b), como afirma
la proposicion. O

6.4.10. Una consecuencia inmediata e importante de esta proposicion es el siguiente corolario:

Corolario. Si a y b son dos enteros y d = mcd(a, b), entonces hay enteros x e y tales que d = xa + yb.

Llamamos a esta igualdad la identidad de Bézout, por Etienne Bézout, que prob6 un anélogo
de este resultado para polinomios.

Demostracion. Sia =b =0, entonces d = 0y eligiendo x = y = 0 es evidente que vale la igualdad
del enunciado. Si en cambio a y b no son simultdneamente nulos, la Proposicién 6.4.9 nos dice
que el numero d pertenece al conjunto S(a, b) alli descripto y, por lo tanto, existen enteros x e y
tales que d = xa + yb. O

6.4.11. Para muchas aplicaciones, necesitamos no solamente poder calcular el maximo comun
divisor de dos enteros sino que también queremos encontrar nimeros x e y para los que valga la
identidad de Bézout. Veamos cémo podemos hacer esto.
Supongamos como en 6.4.6 que tenemos dos enteros no negativos a y b tales que a > b, sea
d = mcd(a, b) y definamos la sucesién (;)i>o como alli, esto es, poniendo rg = a, 1 = by, para
cadai > 2,
el resto de dividir r;_, por rj_;, siri_; #0;
" 0, en caso contrario.
Sea N el numero que nos provee la Proposicién 6.4.7, de maneraquer; # 0sii < N,r; =0sii > N
y rn = d. Estamos buscando enteros x e y tales que xa + yb = ry. Busquemos, mas generalmente,
pares de enteros X, Yo, X1, Y1, ..., XN, YN tales que paracadai € {0,..., N} se tenga x;a+ y;b = r;.
Observemos que cuando i = 0 0 i = 1 esto es facil: basta poner xg =1, y9 =0, x; =0, y; :=1,
yaquerg = ayr = b. Ahora bien, supongamos que 2 < i < N y que ya encontramos enteros
Xi—1, Yi-1, Xi> yi de manera tal que x;_ja+ y;_1b = ri_1 y xja+ y;b = r;. Sillamamos g;.; al cociente
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de la division de r;_; por r;, de manera que r;_; = gi17; + rit1, tenemos entonces que

Tit1 = Ti-1 — qi+1"i = (xi_1a + yi—lb) - 61i+1(xia + )/ib)

= (xi-1 = qinxi)a + (yi-1 = qinyi)b
Y, por lo tanto, basta que pongamos

Xi+1 = Xi-1 — 4i+1Xi (14)

Vil = Yial — Qiv1Yi (15)

para que se tenga que X;1d + yiq1b = rii1.

De esta manera vamos determinando enteros x; e y; para cada i de 0 hasta N, hasta finalmente
encontrar xy e yn: estos satisfacen la condicion de que xya + ynb = ry = d, que es la identidad
de Bézout.

Veamos un ejemplo de como funciona este proceso. Determinemos los coeficientes de la
identidad de Bézout para a = 385y b = 150. Como en 6.4.6, calculamos las componentes de la
sucesion (r;)i»o pero en cada paso a partir del segundo no solamente calculamos el resto r; de
dividir r;_, por r;_; sino también el cociente g;. La primera componente nula de la sucesion de
restos es rg, asi que sabemos que 75 = mcd(a, b).

i 0 1 2 3 4 5 6

ri 38 150 85 65 20 5 0
qi 2 1 1 3 (16)

xi 1 0 1 -1 2 -7
yi 0 1 -2 3 -5 18

Ahora calculamos en orden los nimeros x; e y;: empezamos poniendo xo = 1, yp = 0, x; = 0
e y1 = 1,y a todos los otros los determinamos usando las férmulas (14) y (15). Encontramos de esta
forma que

(=7) 385 +18-150 = 5,

que es la identidad de Bézout para 385 y 150, como queriamos.

Este procedimiento es conocido como el algoritmo de Euclides extendido y es la forma en que
se determinan los coeficientes de la identidad de Bézout en la practica. Todos los programas de
algebra computacional tienen implementaciones de este algoritmo. En la Figura 6.5 en la pagina
siguiente damos una posible implementacion en HASKELL.
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module EMCD where

emcd :: Integer -> Integer -> (Integer, Integer, Integer)
emcd a b = (d, signum a * x, signum b * y)
where (d, x, y) = paso 1 0 0 1 (abs a) (abs b)

paso x y x> y> a 0 = (a, x, y)
paso x y x> y’> a b = paso x> y’ x’? y’’ b (a ‘mod‘ b)
where q = a ‘div‘ b
x’? =x - q * x’

y’’=y-q*y’

Programa 6.5. Un implementacion en HASKELL del algoritmo de Euclides extendido. Con
estas definiciones. emcd a b esunaterna (d, x, y) talque d esel maximo comin
divisorde a y b,y x e y son tales que ax + by = L. Este algoritmo difiere del que
describimos en 6.4.11. La funcién paso se ocupa de hacer cada paso del algoritmo: la vez
i-ésima que es llamada recibe como argumentos a los numeros x;_1, yi_1, Xi, ¥i> ri-1 Y ti»
en ese orden.

module EMCD where

emcd :: Integer -> Integer -> (Integer, Integer, Integer)
emcd a 0 = (abs a, signum a, 0)
emcd ab=(d, y, x - (a ‘div® b) * y)

where (d, x, y) = emcd b (a ‘mod‘ b)

Programa 6.6. Una implementacion de la version del algoritmo de Euclides extendido
descripta en 6.4.13. Otra vez, el valor de emcd a b esunaterna (d, x, y) talque d
es el maximo comun divisorde a y b,y x e y son tales que ax + by = 1. Esta version
difiere de la anterior en que los coeficientes x e y se obtienen «hacia atras». Este codigo
es bastante mas sencillo que el de la Figura 6.5 pero aquel tiene la ventaja de que usa lo que
se llama recursion de cola y es, por lo tanto, mas eficiente.
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6.4.12. Probemos que este algoritmo funciona en todos los casos:

Proposicion. Sean a y b dos enteros no negativos y supongamos que a > b. Sea (r;)io la sucesion
construida en 6.4.6 a partirde a y b, y sea N € Ng como en la Proposicion 6.4.7, de manera que
ri #0sii <N, r; =0 paratodoi>N yry=mcd(a,b).Sean xo, x1, ..., XN ¥ Yo, Y1 ---» YN las
secuencias de enteros tales que

X0 = 1) )’0 = 0) (17)
x1 =0, n=1 (18)

y, paracadai€{2,...,N},

Xi = Xi-2 = 4iXi-1 Yi=DYi-2—4qi}i-1 (19)
con q; el cociente de dividir a ri_, por ri_;. Se tiene entonces que

ri=xja+ yib (20)
para cada i € {0,..., N} y, en particular, que

mcd(a, b) = xya + ynb.

Demostracién. Es suficiente que mostremos que para cada i € {0, ..., N} vale la igualdad (20),
ya que cuando i es N ésta nos dice que xya + ynb = ry = mcd(a, b).

Sea P(i), para cada i € Ny, la afirmacién «o bien i > N o bien r; = x;a + y;b» y mostre-
mos que P(i) vale para todo i € Ny haciendo induccién. Las afirmaciones P(0) y P(1) valen:
esto es consecuencia inmediata de las igualdades (17) y (18). En efecto, xpa + yob = a = ro y
xia+yb=b=r.

Veamos ahora el paso inductivo. Sea j un entero tal que j > 2 y supongamos que las afirmaciones
P(j—1)yP(j—2)valen.Si j > N, entonces claramente la afirmacién P(j) vale. Consideremos el
caso en que j < N. Que P(j —1) y P(j - 2) valgan, entonces, nos dice que rj_ = xj_1a + yj1by
que rj_y = Xj2a + yj2b. Si q; es el resto de dividir a rj_, por r;_;, tenemos que

rj="T1j-2—=4ilj-1
= (xj2a + yj-2b) — gi(xj1a + yj_1b)
= (xj2 = qixj1)a+ (yj2 - qiyj1)b
y, de acuerdo a las ecuaciones (19), esto es
=xja+y;b.

Vemos asi que P(j) vale también en este caso y esto completa la induccion. O
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6.4.13. Hay una forma alternativa de obtener los coeficientes de la identidad de Bézout que es a
veces mas conveniente y que los encuentra «hacia atras». Supongamos que empezamos con dos
enteros positivos a y b tales que a > b, construyamos como en 6.4.6 la sucesion (7;) 0, y sea N el
numero cuya existencia asegura la Proposicion 6.4.7, de manera que, en particular, ry = mecd(a, b)
y rn+1 = 0. Construimos ahora una secuencia de enteros 2, zi, ..., zy poniendo zy := 0, z; =1y,
para cada i desde 2 hasta N,

Zj = Zj-2 — qN+2-iZi-1>

con g; el cociente de dividir a r;_, por r;_;. Al terminar, ponemos x = zy_j e y = zy y vale que
xa+ yb =mcd(a, b), asi que encontramos la identidad de Bézout.
Por ejemplo, si a = 385 y b = 150 en primer lugar construimos la tabla

i 0 1 2 3 4 5 6

r; 385 150 85 65 20 5 0 (21)
qi 2 1 1 3

de manera que aqui N = 5, y usando esa informacién una segunda tabla

i 01 2 3 4 5

zi 01 -3 4 -7 18

En este caso es x = =7 e y =18 y 385x + 150y = 5 es el maximo comun divisor de 385y 150.

Proposicion. Sean a y b dos enteros positivos a y b tales que a > b y sean N y rq, 11, ..., rn los
ntimeros construidos en la Proposicion 6.4.7. Si zg, zi, ..., ZN €S la secuencia de niimeros construida
arriba, entonces

zn-1a +zyb =mcd(a, b).

Esta proposicion nos dice que el algoritmo descripto en 6.4.13 funciona, esto es, que los da
coeficientes que hacen cierta la identidad de Bézout. En la Figura 6.6 damos una implementacion
en HAsKELL. La diferencia fundamental entre este y el anterior es que cuando llevamos a cabo el
de 6.4.11 es suficiente que en todo momento tengamos las ultimas dos columnas de la tabla (16),
mientras que cuando llevamos a cabo el procedimiento de 6.4.13 es necesario guardar completa la
tabla de (21) para poder empezar a calcular los enteros z;.

Demostracion. Supongamos que el conjunto

S:= {l € {0, R\ 1} ZiTN—i-1 t Ziv1'N=-i ¥ mcd(a, b)}
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no es vacio, y sea j su minimo. Notemos que cuando i = 0 es
ZifN-i-1 + Zi+1TN-i = ZoTN-1 + 217N = Iy = mcd(a, b)

y esto nos dice que 0 no pertenece al conjunto S y, por lo tanto, que j > 0. Ahora bien, como j es
es el menor elemento de Sy 0 < j—1< N —1, la diferencia j — 1 tiene que pertenecer a S, y esto
significa que
mcd(a, b) =Zj1'N-j + ZjTN-j+1
= (Zj+1 + QN+17ij)Tij + Zi"N-j+1 porque zji1 = Zj—1 — qN+1-jZj
=Zj’N-j + Zj(QN+1—er—j + rN+1—j)
=Zj1'N-j + ZjTN-1-j
porque ry41-j = gN-1-jTN+1-j + 'N+2-j» de acuerdo a la definicién de la sucesion (7;);so. Esto es

absurdo porque j no pertenece al conjunto S, y esta contradicciéon provino de haber supuesto que
S no es vacio. Esto significa que silo es y, en particular, que N — 1 no pertenece a S, esto es, que

mcd(a, b) =ZN-1T0 + ZNT1 = ZN-10 + ZNb.

Esto es lo que queriamos probar. O

§6.5. Algunas aplicaciones de la identidad de Bézout

6.5.1. Vamos a usar la identidad de Bézout varias veces en todo lo que sigue. La primera aplicacion
es la siguiente caracterizacion del maximo comun divisor de dos enteros que es extremadamente
util:

Proposicion. Sean a y b dos enteros. El mdximo comiin divisor de a y b es el iinico elemento d de Ny
que tiene las siguientes dos propiedades:

o d esundivisor comindeayb, y

o todo elemento de Ny que es un divisor comiin de a y b también divide a d.

Demostracién. Sea d = mcd(a,b) y sean x e y enteros tales que d = xa + yb. Si e es un divisor
positivo comun de a y b, entonces e también divide a d = xa + yb. Como d es un divisor comin
de ay b, vemos asi que d tiene las dos propiedades del enunciado.
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Supongamos ahora que tenemos otro entero no negativo d’ que tiene esas dos propiedades.
Como d’ es un divisor comtn de a y b y d tiene la segunda propiedad del enunciado, tenemos
que d | d'. Por otro lado, como d es un divisor comun de a y de by d’ tiene la segunda propiedad
del enunciado, tenemos que d’ | d. Podemos concluir entonces que d = d’, ya que tanto d como
d’ son enteros no negativos. Esto prueba la proposicion. O

6.5.2. La caracterizacion del maximo comun divisor de dos enteros que nos da la Proposicion 6.5.1
es extremadamente util. Veamos algunos ejemplos de como podemos usarla.

Corolario. Si a, a’, b y b’ son enteros tales que a | a’ y b | b', entonces

mcd(a, b) | med(a’, b").

Demostracién. Sean a, a’, b y b’ enteros y supongamos que a | a’ y que b | b'. Sea ademds
d :=mcd(a, b). Como d divide a a y a divide a a’, vemos que d divide a a’. De manera similar, d
divide a b": como d es entonces un divisor comtn de a’ y b’, la Proposicién 6.5.1 nos dice que d
divide a mcd(a’, b"). Esto es lo que afirma el corolario. O

6.5.3. Otra aplicacion sencilla y util de la proposicion es el siguiente resultado que nos permite
simplificar expresiones que involucran la funcién mcd.

Proposicion. Si a, b y c son enteros, entonces

mcd(ac, bc) = med(a, b) - c.

Demostracién. Escribamos d = mcd(a, b) y e := mcd(ac, bc). De acuerdo a la identidad de
Bézout 6.4.10, hay enteros x e y tales que d = xa + yb. Como dc = xac + ybcy e dividea acy
a bc, vemos entonces que e divide a dc.

Por otro lado, como d divide a a y a b, es claro que dc divide a bc y a bd, asi que la Proposi-
cion 6.5.1 nos dice que dc divide a e. Como d y e son enteros no negativos, podemos concluir de
todo esto que d = e, que es lo que afirma la proposicion. O

6.5.4. Usando la Proposicién 6.5.3 podemos dar una nueva caracterizacion del maximo comun
divisor de dos numeros:

Corolario. Sean a y b dos enteros y sea d := mcd(a, b).
(i) Los enteros a’ y b tales que a = da’ y b = db’ son coprimos.
(ii) Si e es un entero no negativo tal que existen dos enteros coprimos u y v para los que se tiene
que a = euy a = ev, entonces e = d.
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Demostracion. (i) En la situacion del enunciado, tenemos que
d =mcd(a,b) = mcd(da’,db’) =d-mcd(a’, b"),

asi que necesariamente mcd(a’, b’) = 1.
(ii) Sie € Ngy u, v € Z son tales que a = eu, b = ev y med(u, v) = 1, entonces

mcd(a,b) = mcd(eu,ev) =e-med(u,v) =e

y esto es lo que queremos. O

6.5.5. Nuestro siguiente resultado nos da mas posibilidades de manipulacién de expresiones que
contienen la funcién mcd.

Proposicion. Sean a, b y c tres enteros y supongamos que a y b son coprimos.
(i) Sia | bc, entoncesa | c.
(ii) Sial|cyb]|c, entonces ab | c.
(iii) Esmcd(a, bc) = med(a, c).
(iv) Esmcd(ab,c) = mcd(a,c)-mcd(b,c).

Demostracion. Como a y b son coprimos, existen enteros x e y tales que xa + yb = 1.

(i) Supongamos primero que a divide a bc. Como xac + ybc = c y a divide a los dos sumandos
del lado izquierdo, también divide al lado derecho.

(i) Supongamos ahora que a | ¢ y que b | c. De eso se sigue que ab divide a bc y a ac, asi que
también divide a ¢, porque este nimero es igual a xac + ybc.

(iii) Sean d = mcd(a,¢) y e = mcd(a, bc). Como d divide a a y a ¢, divide a a y a bc: de
acuerdo a la Proposicion 6.5.1, tenemos entonces que d divide a e. Por otro lado, como e divide a a
y a bc, vemos que e divide a ¢ = (xa + yb)c = xac + ybc. Esto nos dice que e es un divisor comtn
positivo de a y ¢, asi que e divide a d. Como d y e se dividen mutuamente y son no negativos,
concluimos de esta forma que d = e, que es lo que queremos.

(iv) Pongamos d = mcd(a, ¢), e := mcd(b,c) y f = mcd(ab,c). Comod | aye|b,se tiene
que de | ab. Por otro lado, como d | ay e | ¢, tenemos que de | ac,ycomod |cye | bquede | be:
usando esto y la igualdad ¢ = xac + ybc, podemos concluir que de | c. Vemos asi que de es un
divisor comun de ab y de ¢, asi que de | f.

Por otro lado, existen enteros u, v, r y s tales que d = ua + vcy e = rb + sc, asi que

de = (ua+vc)(rb+sc) = urab + (usa +vrb + vsc)c.

Como f divide a aby a ¢, vemos entonces que también divide a de. Como f y de son enteros no
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negativos que se dividen mutuamente, tenemos en definitiva que de = f, que es lo que queriamos
probar. O

6.5.6. La ultima parte de la proposicion que acabamos de probar tiene la siguiente generalizacion:

Corolario. Sea r € N. Si ay, ..., a, son enteros coprimos dos a dos y b € 7, entonces

mcd(ay---ar, b) = mcd(ay, b)---mcd(a,, b).

Demostracién. Procedamos por induccidn con respecto a r, notando que cuando r es 1 la afirma-
cion es evidente. Sea entonces s € N, supongamos que la afirmacién del enunciado vale cuando r
es s y mostremos que entonces vale también cuando r es s + 1.

Sean entonces 4y, ..., ds4 enteros coprimos dos a dos y sea b otro entero. Como los s enteros
ai, ..., as son coprimos dos a dos, la hipétesis inductiva nos dice que

mcd(ay---as, ase1) = med(ay, agi1)---med(as, asi1) =1,

asi que los niimeros a;---as y ds1 son coprimos. La Proposicion 6.5.5(iv) nos dice entonces que
mcd(ay---ass1, b) = med(ay---as - asy1, b) = med(ay---as, b) - med(asi1, b)

y usando otra vez la hipétesis inductiva vemos que esto es igual a
mcd(ay, b)---mcd(as, b) - med(ag.1, b).

Esto completa la induccidn. O

6.5.7. El resultado del siguiente ejercicio describe qué ocurre en la situacion del Corolario 6.5.6 si
la hipétesis no se cumple.

Ejercicio. Sea r € N. Muestre que si ay, ..., a, y b son enteros arbitrarios, entonces
mcd(ay---a,, b) | med(ay, b)---mcd(a,, b).

y, dando un ejemplo, muestre que estos dos numeros no son necesariamente iguales.

6.5.8. De manera similar, podemos generalizar la parte (if) de la Proposicion 6.5.5 al caso en que
tenemos varios divisores:

Corolario. Sea r € N. Si ay, ..., a, son enteros coprimos dos a dos y cada uno de ellos divide a un
entero b, entonces el producto a;---a, también divide a b.
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Si los r enteros ay, ..., a, no son dos a dos coprimos la concluimos en general no vale. Por
ejemplo, 6 y 15 dividen a 30 pero su producto no lo hace.

Demostracion. De acuerdo al Corolario 6.5.6, tenemos que
mcd(ay---a,, b) = mcd(ay, b)---mcd(a,, b)

y, de acuerdo a la Proposicion 6.4.3(ii) y la hipdtesis de que cada uno de los enteros ay, ..., a,
divide a b, tenemos que mcd(a;, b) = |a;| paracadai € {1,...,r} y, por lo tanto, tenemos que

med(ay-ay, b) = |ar-ay|.

Esa misma Proposicion 6.4.3(ii) nos dice entonces que a;---a, divide a b. O

6.5.9. Nuestro siguiente resultado afirma que si dos enteros son coprimos entonces dos potencias
de ellos también lo son.

Proposicion. Sean a y b dos enteros y sean k, 1 € N. Simcd(a, b) = 1, entonces med(a*, b') = 1.

Demostracién. Supongamos que mcd(a, b) = 1, de manera que existen enteros x e y tales que
1 = xa + yb. Se sigue de esto y de la formula de Newton que

ikt _ k+1_k+l k+1\ ki i kel-igi
1=1"=(xa+yb)*" =" (" |x""ya b

i=0 \ !

I ksl
_ (Z (k + l)xk+l—iyial—ibi) 2 ( > (k + l)xk+l—iyiak+l—ibi—l) b,

izo\ ! i=l+1 Y !

y las dos expresiones encerradas entre paréntesis son enteros. Sea d = mcd(a¥, b'). Como d
divide a a* y a b, esa igualdad implica que d divide a 1. Por supuesto, esto nos dice que d = 1,

COmo queremos. O

6.5.10. Otra propiedad til al calcular méaximos comunes divisores es la siguiente:

6.5.11. Corolario. Si a y b son enteros y k € N, entonces mcd(a*, b*) = mcd(a, b)*.

Demostracién. Sead = mcd(a,b). Como d divide a a y a b, hay enteros u y v tales que a = du 'y
b = dv. De acuerdo a la Proposicion 6.5.3, tenemos que

d-mcd(u,v) = mcd(du,dv) = mcd(a,b) =d,

de manera que mcd(u, v) = 1. La Proposicién 6.5.9 nos dice entonces que también mcd (¥, vF) = 1
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y usando esto podemos concluir que
mcd(ak, b*) = med(d*u*, d*v%) = d* - med(uk, v¥) = d,

que es lo que afirma el corolario. O

§6.6. Ejercicios

Fracciones reducidas

6.6.1. Ejercicio. Muestre que todo numero racional puede escribirse de una tnica forma como
un cociente a/b con a € Z, b € Nymcd(a, b) = 1. Decimos que esta es la forma reducida de ese

numero.

Una definiciéon uniforme para el maximo comun divisor

6.6.2. Ejercicio. Si a y b son dos enteros cualesquiera, entonces mcd(a, b) es el unico elemento d
de N tal que el conjunto {xa + yb : x, y € Z} coincide con {zd : z € Z}.

Podriamos haber usado esta caracterizacion del maximo comun divisor de dos numeros para
definirlo: tiene la ventaja de que no nos fuerza a considerar por separado en caso en el que los dos

numeros a y b son nulos.

El maximo comun divisor de un conjunto finito de niumeros

6.6.3. Ejercicio.Sean k e Ny ay, ..., a € Z.

(a) Silos enteros ay, ..., ax no todos simultineamente nulos, el conjunto D(4y, ..., ai) de los
enteros positivos que dividen a cada uno de ellos es finito y no vacio. Tiene sentido entonces
considerar su elemento maximo, al que llamamos el mdximo comiin divisor de los enteros
ap, ..., ax y escribimos mcd(ay, . . ., ai ). Si en cambio todos los enteros ay, ..., ax son nulos,
definimos mcd(0,...,0) = 0.

(b) Sik >3, entonces

mcd(ay, ..., ax) = mcd(med(ay, az), as, ..., ax). (22)
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(c) Existen enteros xy, ..., X tales que
x1a1 + -+ + xgar = med(ay, . .., ag). (23)

(d) Elentero mcd(ay,...,ag) es el unico que tiene las siguientes dos propiedades:
« es un divisor comun positivo de los nimeros ay, ..., ak, y
o divide a cada divisor comun de los numeros ay, ..., di.

(e) Elentero mcd(ay, ..., ax) es el inico entero no negativo d tal que el conjunto
{x1a1 + X203 + - + Xp Q) : X1, X2, ..., X € L}

coincide con {yd : y € Z}.
(f) Describa un algoritmo basado en la igualdad (22) y el algoritmo de Euclides para encontrar

tanto a mcd(ay, . .., dx) como a enteros xj, ..., Xx para los que vale la igualdad (23).

El minimo comun muiltiplo de dos enteros

6.6.4. Ejercicio. Sean a y b dos enteros.

(a) Sea M(a,b) el conjunto de los multiplos positivos comunes de a y de b, es decir, de los
ndmeros enteros positivos m tales que a | my b | m. Si a y b no son simultdneamente
nulos, entonces el conjunto M (a, b) no es vacio y podemos entonces considerar su minimo
elemento: lo llamamos el minimo comiin miltiplo de a y b, y lo escribimos mem(a, b). Si
en cambio alguno de a o b es nulo definimos mem(a, b) = 0.

(b) El entero no negativo mcm(a, b) es el tnico que tiene las siguientes dos propiedades:

« esun multiplo comin de ayde b,y
« divide a todo multiplo comtn de a y de b.

(c) Si a y b son no negativos, entonces ab = mcd(a,b) - mecm(a,b). En particular, es
mcm(a, b) = ab siy solamente si mcd(a, b) = 1.

(d) Sia, by cson enteros, entonces
mcm(ac, be) = mem(a, b) - c.
Siademas a y b son coprimos, entonces
mcm(ab, ¢) - ¢ =mcd(a, ¢) -med(b, ¢).
(e) Dé una definicién del minimo comun multiplo de un conjunto finito de enteros, en el

espiritu del Ejercicio 6.6.3, y pruebe sus propiedades basicas. En particular, muestre que si
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n € N es al menos 3 y a1, ..., Ay son enteros, entonces

mcm(mem(ay, a3), as, ..., a,) = mem(ag, az, as, ..., an).

Algunas propiedades del maximo comun divisor y del minimo
comun multiplo

6.6.5. Ejercicio.

(a) Sia, by cson enteros, entonces

mcd(mcd(a, b), c) = mecd(a, mcd(b, ¢))

mcm(mcm(a, b), ¢) = mem(a, mem(b, c)).

En otras palabras, las operaciones mecd(-,-) y mem(-, -) son asociativas.
(b) Sia, b, c son enteros, entonces

mcd(a, mem(b, ¢)) = mecm(mcd(a, b), mcd(a,c))

mcm(a, med(b, ¢)) = med(mem(a, b), mecm(a, c)).

(c) Siay b no son simultdneamente nulos, entonces

mcd a 4 =1
mcd(a,b)’ mcd(a,b) ]
(d) Sia, by cson enteros, entonces
mcm(a, b, c) -mcd(a, b) - med(b, ¢) - med(c, a) = abc - med(a, b, ¢).

Este ejercicio fue uno de los tomados en la primera Olimpiada de Matematicas de Moscu
en 193s.
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La sucesion (a" —1),,59

6.6.6. Ejercicio. Sea a un entero distinto de 0 y de 1.

(a) Six e yson enterosy n €N, entonces

n-2

"=y = (- P)(E"T "2y + 4"y TRy

Yy, en particular, x — y divide a x" — y".
(b) Sin, m e Ny ndivide a m, entonces a” —1dividea a™ — 1.
(c) Sin, meNyreselresto de la division de n por m, entonces

mcd(a” -1,a™ -1) =mcd(a” -1,a™ - 1).

(d) Sin, meN, entonces med(a” -1,a™ -1) = gmed(mm) _ 1

Los numeros de Fibonacci

6.6.7. Ejercicio. Sea (F,) >0 la sucesion de los nimeros de Fibonacci.
(a) Muestre que para todo n € N se tiene que mcd(F,,, F,+1) = 1y encuentre enteros x e y tales
que xF, + yFp =1
(b) Sin, m e Ny ndivide a m, entonces F,, divide a F,,.
(c) Sin, meNyreselresto de la division de n por m, entonces

mcd(Fy, Fy,) = mcd(Fy, Fy,).
(d) Sin, me Ny, entonces
Mcd(Fy, Fm) = Frncd(n,m)-

Sugerencia: Para probar la parte () es til recordar el Lema 5.4.7 del Capitulo 5.

6.6.8. Ejercicio. Sea n € N.

(a) Elalgoritmo de Euclides necesita n + 1 pasos para calcular mcd(F+3, Fpi2).

(b) Siay b son dos enteros positivos tales a > b y para los cuales el algoritmo de Euclides

necesita n + 1 pasos para calcular mcd(a, b), entonces a > F13y b > Fy.

Observemos que la conjuncion de estas dos afirmaciones nos dice que el peor caso — en el sentido
de que tarda la maxima cantidad de pasos — para el algoritmo de Euclides es aquél en el que sus
datos de partida son dos nimeros de Fibonacci consecutivos.

(c) Siay bson enteros tales quel < b, a < N, entonces el numero de pasos que algoritmo de Eu-
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clides requiere para calcular mcd(a, b) no excede a [Iogw(\/gN)] ~2.Aqui ¢ = (1++/5)/2,
log,, denota el logaritmo en base ¢ y para cada nlimero real u escribimos [u] el menor
entero mayor que u.
Este resultado es conocido como Teorema de Lamé, por Gabriel Lamé, quien lo obtuvo en 1844.
Puede encontrarse una discusion detallada del algoritmo de Euclides desde el punto de vista de la
complejidad en el libro [Knu1969].

Los nimeros de la forma 22" +1

6.6.9. Ejercicio. Para cada n € Ny sea F,, = 22" 1.
(a) Muestre que para todo n € Ny y todo k € Nvale F,, | F,, ¢ — 2.
(b) Deduzca de eso que los nimeros Fy, Fy, F,, ... son coprimos dos a dos.

El desarrollo en fraccidon continua finita de un numero racional

6.6.10. Ejercicio. Sea a/b un numero racional positivo escrito de manera irreducible, de manera
que a y b son enteros positivos y mcd(a, b) = 1. Sea (7;)ix0 la sucesion construida por el algoritmo
de Euclides para calcular el maximo comun divisor de a y b, como en 6.4.6, y sea N el nimero
que nos da la Proposicion 6.4.7, de manera que r; # 0sii < N, ry = mcd(a,b) =1yr; = 0si
i > N. Sean, finalmente, g5, ..., gn+1 la sucesion de los cocientes que encontramos al llevar a cabo
el algoritmo: esto es, tales que r;_» = q;r;_1 + rj paracadai € {2,...,N +1}.

Muestre que

a o) 1 1 1
Tt —=q2+ St =92t =
b n r3 1 1
q3 + — q3 +
q4 + — q4 +
r3 rs

y que se puede continuar asi hasta obtener la expresion

1

S| Q
—

qs +
q4 +

.+

1

qN+1

Esta escritura para el nimero a/b se llama su expresion como fraccién continua finita. Asi, por
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ejemplo, tenemos que

77 1 81201 1
— =9 _ =1+
30 1 56 660 1

1+ —— 2+

1+

6.6.11. Sean a y b dos enteros positivo tales que a > b y supongamos que tenemos una cuadricula

de a por b. Por ejemplo, si a = 45y b = 16, tenemos el siguiente diagrama

Nuestro objetivo es cubrir esta cuadrilla con cuadrados de tamanos enteros. Es claro que esto es
posible: basta usar 45 - 16 = 720 cuadrados de 1 por 1. Lo que queremos, sin embargo, es usar la
menor cantidad posible de cuadrados. Una estrategia posible que podemos probar es la de usar la

mayor cantidad posible de cuadrados lo mas grandes que podamos.
En este ejemplo concreto, es claro que el tamafio maximo de un cuadrado de lados enteros que
entra en el diagrama es 16. Ademas, como el cociente de dividir 45 por 16 es 2, el nimero maximo

de cuadrados de lado 16 que podemos poner es 2.

Después de poner esos dos rectangulos, nos queda sin cubrir una region de 13 por 16. El lado del
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cuadrado mas grande que entra en ella es 13 y claramente entra uno solo: si lo ponemos, queda

Quedo libre una region de 13 por 3: el cuadrado mds grande que entra ahi es de 3 por 3 y entran 4
de ellos.

Finalmente, es claro que la regiéon que nos queda sdlo la podemos cubrir con 3 cuadrados de 1
por 1. Al terminar, entonces, tenemos la siguiente situacion:

6.6.12. Ejercicio. Sean a y b dos enteros positivos tales que a > by sean (7;)i>0, N Y q2, ---» qN+1
como en el Ejercicio 6.6.10. Se tiene que

2 2 2
ab = qar] + @315 + - + NN

y es posible cubrir un rectangulo de a por b con g, + g3 + -+ + gn+1 cuadrados de lados de longitud
entera.

Observemos que no es claro que la estrategia que describimos arriba para hacer cubrir el
rectangulo sea una que minimice el nimero de cuadrados y, de hecho, esto no es cierto. El menor
ejemplo de esto aparece cuando consideramos un rectangulo de 6 por 5: de los siguientes dos
diagramas el de la izquierda fue construido usando la estrategia anterior y usa en total 6 cuadrados,
mientras que el de la derecha usa solamente 5.




Si a y b son enteros positivos tales que a > by mcd(a, b), escribamos ¢(a, b) al menor nimero
de cuadrados de lados enteros con los que es posible cubrir un rectdngulo de a por b. Richard
Kenyon mostrd en su trabajo [Ken1996] que hay una constante positiva C tal que

méx{g, log, a} <o(a,b) < % +Clog, b
cada vez que a y b son enteros coprimosy a > b > 0.

En el contexto de este problema, es interesante recordar el siguiente teorema clasico de Max
Dehn [Deh19o3] y Roland Sprague [Sprig4o0], que tiene una demostracion sorprendentemente
dificil: un rectangulo puede ser cubierto con finitos cuadrados sin que estos se superpongan siy
solamente si el cociente de las longitudes de sus lados es un niumero racional. Una demostracion
muy simplificada y mas conceptual de este resultado — en el que el problema se reduce a un
problema sobre el flujo de electricidad en un circuito eléctrico que es luego resuelto usando la Ley
de Kirchoff — puede encontrarse en [BSST1940].

201



Capitulo 7

§7.1. La relacion de congruencia

7.1.1. Sea mg € N. Decimos que dos enteros a y b son congruentes médulo m sim | a — by en ese
caso escribimos

a=b mobd m.

Esto define una relacién en el conjunto Z, la relacién de congruencia modulo m.

Proposicion. Sea m € Ny. La relacion de congruencia modulo m en Z es una relacion de equivalencia.

Demostracién. Verifiquemos que esa relacion tiene las tres propiedades necesarias.
o Sia es un elemento de Z, entonces sabemos que m | 0 = a — a, asique a = a mod m.

o Sean a y b dos elementos de Z tales que a = b mdd m, de manera que m | a — b. De
acuerdo a la Proposicion 6.1.2(ii) tenemos que m | —(a — b) = b — a y, por lo tanto, que
b=a méd m.

o Sean a, by c tres elementos de Z talesque a = b moéd my b = ¢ mdd m, de manera que
m|a—bym|b-c. LaProposicién 6.1.5 nos dice que entonces

m|(a-b)+(b-c)=a-c
Y, en consecuencia, que a = ¢ moéd m.

Asi, la congruencia mddulo m es reflexiva, simétrica y transitiva: esto prueba que es una relaciéon
de equivalencia. O
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7.1.2. El Gnico entero divisible por 0 es 0 mismo, y esto implica inmediatamente que dos enteros
son congruentes modulo 0 exactamente cuando son iguales. En otras palabras, la relacién de
congruencia médulo 0 es la relacién identidad sobre el conjunto Z. Por otro lado, todo entero
es divisible por 1, y entonces dos enteros cualesquiera son congruentes modulo 1. La relacion de
congruencia moédulo 1 es, por lo tanto, la relacion total en el conjunto Z. En vista de esto, la con-
gruencia moédulo uno de estos dos nimeros no es particularmente interesante y nos restringimos
en general a considerar médulos mayores que 1.

Por otro lado, es inmediato verificar que si m es un entero negativo la relaciéon de congruencia
modulo m coincide con al relacion de congruencia médulo —m. Es por esta razén que normalmente

pedimos que el mddulo con el que trabajamos sea no negativo.

7.1.3. La relacion de congruencia esta estrechamente conectada con el algoritmo de la division:

Proposicion. Sea m € N. Dos enteros son congruentes modulo m si y solamente si tienen el mismo
resto en la division por m.

Demostracién. Sean a 'y b dos enteros y sean g y r, por un lado, y 4" y 7/, por otro, el cociente
y el resto de la divisién de a y de b por m, de maneraque a = qm +r,0<r<m,b=q'm+71
yo<r <m.

Supongamos primero que a = b mod m, es decir, que m | a—b. Como m dividea (q—q')my

a-b=(gm+r)-(¢m-r)=(q-qg)ym+r -r,

vemos que m divide a r — r’. Usando el Lema 6.2.2 podemos concluir de esto que r = r’ y, por
lo tanto, que la condicién que da la proposicion es necesaria para que a y b sean congruentes
modulo m.

Supongamos ahora, para probar que esa condicién también es suficiente, que r = 1. En ese

caso tenemos que

a-b=(qm+r)-(dm+r')=(q-q)m+(r-1")=(q-q")m

y es claro que m divide a a — b, es decir, que a = b mod m. La proposicion queda asi probada. [

7.1.4. Usando congruencias, es facil caracterizar al resto de la divisiéon de un numero por otro:

Proposicion. Sea m e N y sea a € Z.
(i) Sir eselresto de dividir a a por m, entonces a = r mod m.
(ii) Reciprocamente, si s es un elemento de {0, ..., m —1} tal que a =s mod m, entonces s es el
resto de dividir a a por m.

Estas dos afirmaciones juntas nos dicen que el resto de dividir a a por m es el inico elemento
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de {0,...,m —1} que es congruente con a mddulo m.

Demostracion. Sea a un entero y sean q y r, respectivamente, el cociente y el resto de dividir a a
por m, de manera que, en particular, a = gm + r. Se sigue de esta igualdad que a — r = gm, asi que
claramente m | a — r, esto es, a = r mod m. Esto prueba la primera parte de la proposicion.
Para ver la segunda, supongamos que s € {0,...,m —1} es tal que a = s mdéd m. Como
ademads a = r mdd m, como acabamos de probar, vemos que r = s mod m, es decir, que m
divide a r — s: de acuerdo al Lema 6.2.2, esto implica que r = s, esto es, que s es el resto de dividir
a a por m. O

7.1.5. La relacion de congruencia es compatible con las operaciones aritméticas en el siguiente
sentido:

Proposicion. Sea m € N. Si a, a’, b y b’ son enteros tales que a = a’ médd m y b = b" moéd m,
entonces

—a=-a moéd m,

a+b=a"+b" méd m

ab=a'b! mod m.

Demostracién. Sean a, a’, b, b’ enteros tales que a = a’ méd myb = b’ mdd m, de manera que
m divide a a —a’ ya b - b’, y hay, por lo tanto, enteros c y d talesque a —a’ = cmy b - b’ = dm.
Por un lado, tenemos que

(-a)=(-a")=-(a-a") = (-c)m
asi que m divide a (—a) — (—a’) y, en consecuencia, —a = —a’ mdd m. Por otro,

(a+b)-(a"+b)=(a-a')+(b-b)=cm+dm=(c+d)m

ab-a't' =ab-a'b+a'b-a'b' =(a-a")b+a (b-b")

cmb +a'dm = (cb+a'd)m.

Esto nos dice que m dividea (a+b) — (a’+b") yaab-a'b’, es decir,quea+b =a’+b" mdd m
y que ab = a’b’ mdd m, como afirma la proposicion. O

7.1.6. La Proposicion 7.1.5 nos dice que la relacion de congruencia es compatible con la suma y
el producto de pares de enteros, pero una induccién mas o menos evidente muestra que esto se
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extiende a sumas y productos de cualquier niumero finito de enteros:

Corolario. Seam e N.SineNyay, ..., au, by, ..., b, € Z son tales que a; = b; mod m para cada
ie{l,...,n}, entonces

aj+-+a,=by+--+b, mod m

ar--a, = by---b, mod m.

Demostracién. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion

siay, ..., an, by, ..., by son enteros tales que a; = b; moéd m paracadai e {1,...,n},
entonces a; + -+ ay = by +--+ b, méd mya;---a, = by---b, mod m.

Mostraremos que P(n) vale para todo n € Ny esto claramente probard el corolario. Observemos
que la afirmacién P(1) vale trivialmente, asi que bastard que establezcamos el paso inductivo.

Sea entonces # un elemento cualquiera de N tal que n > 2, supongamos que la afirmacién
P(n-1)vale,yseanay, ..., dy, by, ..., by, enteros tales que a; = b; moéd m paracadaic {1,...,n}.
En particular, tenemos que a; = b; mod m paracadai € {1,...,n -1}y, por lo tanto, la hipdtesis
inductiva nos dice que

ar+-+ap1=by+--+by.y méd m

aray_1 = by---b,-; modd m.
Como ademas a, = b, mdd m, usando la Proposicion 7.1.5, tenemos que

ay+-+ap=(ag+-+ap1)+an
= (bl P 990 T bn—l) + bn mod m

=b+--+by
y, de manera similar, que

aray, = (al...an_l)an
= (bl'”bnfl)bn mod m
= by--+b,.

Esto significa que la afirmacién P(n) vale y completa la induccién. O

7.1.7. Un caso particular ttil del corolario que acabamos de probar es aquel en que consideramos
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productos en que todos los factores son iguales:

Corolario. Sea m € N. Si a y b son dos enteros tales que a =b mod m y k es un entero no negativo,
entonces a* = b* mod m.

Demostracion. Sik es 0 esto es evidente, y si k es positivo esto es un caso particular de la segunda
afirmacion del Corolario 7.1.6 enelque a; =---=ay=ayb; == by = b. O

7.1.8. Como consecuencia de la Proposicion 7.1.5 y sus corolarios, cuando tenemos una expresion
aritmética construida a partir de enteros usando sumas, productos y potencias y estamos trabajando
modulo algun entero positivo m podemos reemplazar esos enteros por otros congruentes. Asi,
por ejemplo, trabajando mdédulo 7 es

222 +210%2 -297.91=5+02-3.0 =5,

ya que 222 = 5,210 = 91 = 0 y 297 = 3. De manera similar, podemos ver que para todo n € N el
ntimero 10*" + 1 es divisible por 7 si y solamente si 7 es impar. En efecto, trabajando médulo 7
tenemos que 10° = —1, asi que

10" +1=(10°)" +1= (-1)" +1,

y esto es 0 si y solamente si # es impar. Observemos que esto nos dice ademas que cuando # es par
el resto de dividir a 10°” + 1 por 7 es 2.

7.1.9. Veremos muchas aplicaciones de esto en todo lo que sigue, pero mostremos cémo podemos
usar los resultados de esta seccion para resolver una parte del Ejercicio 6.6.6:

Proposicion. Si a es un entero distinto de 1 y n un entero positivo, entonces a — 1 divide a a” — 1.

Demostracién. Sea a un entero distinto de 1y sea 7 un entero positivo. Como |a — 1| dividea a - 1,
trabajando modulo |a — 1| es claro que a = 1. De acuerdo al Corolario 7.1.7, entonces, tenemos que
a" = 1! = 1y esto significa, precisamente, que |a — 1| divide a a” - 1. La afirmacién de la proposicién
sigue inmediatamente de esto. [

Es importante notar cuadl es la diferencia entre esta forma de proceder y la sugerida por el
ejercicio 6.6.6. Alli, para ver que a — 1 divide a a” — 1 mostramos explicitamente cudl es el cociente

— asaber, la suma geométrical+a+---+a"!

— mientras que aqui llegamos a la misma conclusion
sin necesidad de hacer eso. Es mas: el argumento que acabamos de usar no nos da ninguna idea
sobre cual es ese cociente. En la seccién siguiente haremos uso de esta misma idea para obtener

varios criterios de divisibilidad.
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7.1.10. Una altima propiedad extremadamente importante y que nos sera muy util mas adelante
es la siguiente aplicacion de la identidad de Bézout.

Proposicion. Sea m € N y sea a € Z. Existe un entero b € Z tal que ab =1 mod m si y solamente si
a es coprimo con m.

Demostracion. Supongamos primero que a y m son coprimos, de manera que existen enteros b
y c tales que ab + mc = 1. Tenemos entonces que ab =1—-mc =1 mod m y esto muestra que la
condicion del enunciado es suficiente.

Por otro lado, supongamos que existe un entero b tal que ab =1 mod m, de manera que
m divide a ab — 1, esto es, existe x € Z tal que ab — 1 = mx. Si d un divisor comun positivo
de a y m, entonces d divide también a ab — mx = 1: esto so6lo es posible si d = 1 y muestra que
mcd(a,m) =1L O

7.1.11. Por ejemplo, como 7 es coprimo con 152, esta proposicion nos dice que hay un entero b
tal que 7b = 1 mdd 152. Para encontrarlo, usamos el algoritmo de Euclides extendido para
encontrar los coeficientes de la identidad de Bézout entre 152 y 7: encontramos facilmente que
3-152 + (—65) - 7 = 1 y entonces podemos elegir b igual a —65.

Notemos que —65 no es el Gnico entero b con la propiedad de que 7b = 1 méd 152. De
hecho, si b’ es otro entero cualquiera que es congruente con b médulo 152, entonces sabemos que
7b" =7b =1 mdd 152. Nuestro siguiente resultado dice que de esta manera obtenemos todos los
enteros con esta propiedad.

Proposicion. Sea m € N y sean a y b dos enteros tales que ab =1 mod m. Un entero c tiene la
propiedad de que ac =1 mo&d m si y solamente si es congruente con b médulo m.

Demostracion. Sea c¢ un entero. Si ¢ = b mod m, entonces sabemos que ac = ab =1 mod my,
por lo tanto, la condicién que da la proposicion es necesaria. Por otro lado, si es ac =1 madd m,
entonces ¢ = 1c = bac = bl =1 mod m, asi que esa condicion también es suficiente. O

7.1.12. Sim € Ny a es un entero coprimo con m, entonces la Proposicién 7.1.10 nos dice que hay
enteros b tales que ab =1 mod m: los llamamos inversos médulo m de a. Hay, de hecho, muchos,
pero la Proposicion 7.1.11 nos dice que el conjunto de ellos es una clase de congruencia médulo m:
decimos que es «inico médulo m».
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§7.2. Algunos criterios de divisibilidad

7.2.1. Como 10 =1 mdd 9, el Corolario 7.1.7 nos dice que 10" =1" =1 mdd 9 para todo n € N.
De esto obtenemos facilmente el siguiente criterio de divisibilidad por 9:

Proposicion. Sea a un entero positivo. Si a = (dg, . .., do)10 es la escritura de a en base 10, entonces
a es divisible por 9 si y solamente si la suma dg + --- + dy, de sus digitos decimales lo es y, de hecho,
ambos niimeros tienen el mismo en la division por 9.

Asi, por ejemplo, la suma de los digitos decimales de 45261189 es 36, y la suma de los digitos
decimales de este tltimo nimero es 9: vemos asi que 9 divide a 45261189. Esta proposicion es el
primer ejemplo que da Gauss en su Disquisitiones Arithmeticae de una aplicacion de la relacion de
congruencia, y la prueba de damos es exactamente la misma que él da —que reproducimos en la

Figura 7.1 en la pagina siguiente.

Demostracién. Sea (dy, -+, dp)1o la escritura decimal de a, de manera que
a=d0+d1-10+---+dk-10k.

Como observamos arriba, es 10" =1 mod 9 para todo n € N, asi que gracias a la Proposicion 7.1.5
tenemos que d; - 10° = d; -1=d; mdd 9 para cada i € {0,..., k} y entonces, usando el Corola-
rio 7.1.6, que

a=dy+d+10+-+di-10=dy+dy+-+di, mbd 9.

Sabemos que a es divisible por 9 si y solamente si a =0 modd 9y, de acuerdo a lo que acabamos
de probar, esto sucede si y solamente si dj, + -+ d, =0 mod 9, es decir, si la suma do + -+ + dj
es divisible por 9. Esto prueba la proposicion. O

7.2.2. De manera similar podemos obtener un criterio de divisibilidad por 11:

Proposicion. Sea a un entero positivo y sea (dy., ..., do)o la escritura decimal de a. El niimero a es
divisible por 11 si y solamente si 11 divide a la suma alternada de sus digitos decimales,

do—dy+dy—dy+-+ (—l)kdk.

Por ejemplo, el nimero 64 320 883 es divisible por 11: en efecto, la suma alternada de sus digitos
decimaleses3-8+8-0+2—-3+4 -6 =0, que es divisible por 11.
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12.

Theorematibus in hoc capite traditis complura quae in arithmeticis doceri
solent Innituntur, e. g. regulae ad explorandam divisibilitatem numeri propositi
per 9, 11 aut alios numeros. Secundum modulum 9 omnes numeri 10 potestates
unitati sunt congruae: quare si numerus propositus habet formam a—--10b4100¢
~+- etc., idem residuum minimum secundum modulum 9 dabit, quod a4 b+4c¢
+ ete.  Hinc manifestum est, si figurae singulae numeri decadice expressi sine
respectu loci quem occupant addantur, summam hane numerumque propositum
eadem residua minima praebere. adeogue hunc per 9 dividi posse, si illa per 9-sit
divisibilis, et contra. Idem etiam de divisore 3 tenendum. Quoniam secundum
modulum 11, 100=1 erit generaliter 10¥=1_10%"" =10=—1, et numerus
formae a-+10b-+100¢c+ ete. secundum modulum 11 idem residuum minimum
dabit quod a— b—-¢ etc.; unde regula nota protinus derivatur. Ex eodem prin-
cipio omnia similia praecepta facile deducuntur.

Figura 7.1. El parrafo 12 de las Disquisitiones Arithmeticae de Carl Friedrich Gauss, en el
que enuncia y prueba nuestra Proposicion 7.2.1.

Demostracién. Como 10 = -1 mdd 11, para todo n € Ny es 10" = (-1)" mdd 11, asi que, como
en la prueba de la proposicion anterior, tenemos que

k k
a=Yd;-10"=>"d;-(-1)" mod 1L
i=0 i=0

De esto se deduce que 11 divide a a si y solamente si divide a Z?:o d; - (-1)", que es lo que afirma
la proposicion. O

7.2.3. El siguiente resultado es similar al de la Proposicion 7.2.1, pero ahora tomando los digitos
en bloques de a tres:

Proposicion. Sea a € N y sean (dy .. ., do)1o la escritura decimal de a. El niimero a es divisible por
27 si y solamente si la suma de los niimeros que se obtienen agrupando sus digitos de a tres desde la
derecha,

(da,di1,do)1o + (ds, da, d3)10 + (ds, d7,de )10 + -+

es divisible por 27.

Asi, el nimero 12492 342 315 es divisible por 27 porque 315 + 342 + 492 +12 = 1161 lo es, y esto
es asi porque 161 +1 =162 =27 -6 lo es.
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Demostracién. Seal = |k/3]y, paracadaie€ {0,...,1},seae; = (dsis2, d3is1, d3i)10- Sabemos que
a=(ej,...,e0)1000 Y la proposicion es consecuencia de que

1 1
a=Y e -1000'=% e; mod 27,
i=0 i=0

ya que 1000 =1 mod 27. O

7.2.4. Hay muchos criterios de divisibilidad que miran solamente los tltimos digitos del nimero.
Algunos de ellos son los siguientes:

Proposicion. Sea a € N y sea (dy, .. ., do)1o la escritura decimal de a.
(i) Elntimero a es divisible por 2 si y solamente si dy es par, y es divisible por 5 si y solamente si
do € {0,5}.
(ii) El niimero a es divisible por 4 o por 25 si y solamente si el niimero (dy, dy)10 lo es.

Usando esta proposicion vemos inmediatamente que 12 326 es divisible por 2, que 101436 no
es divisible por 5, que 874 917 no es divisible por 4 y que 1927 225 es divisible por 25.

Demostracién. Como 10 = 0 méd 2y 10 = 0 mdd 5, para todo n € N se tiene que 10" = 0
maéd 2y 10" =0 mdd 5. Esto implica que

k
QZZd,"IOI Edo
i=0

tanto modulo 2 como moédulo 5. La primera afirmacion de la proposicion es consecuencia de
esto. Por otro lado, como 10> = 0 médulo 4 y médulo 25, tenemos que para cada entero n > 2 es
10" =10?-10"2 = 0-10""2 = 0 tanto médulo 4 como médulo 25 y, por lo tanto,

k .
a= Zd,lol Ed0+d1'10: (dl’dO)IO
i=0

modulo 4 o moédulo 25. De esta congruencia se deduce la segunda afirmacion de la proposicion. [

7.2.5. Un tercer tipo de criterio de divisibilidad puede deducirse usando las mismas ideas.

Proposicion. Sea a € N y sea (dy, ..., do )10 la escritura decimal de a. El niimero a es divisible por 7
si 2(dk, 000y d2)10 T (dl, dO)lO lo es.

El interés de esto es que el numero 2(dy, ..., dz)10 + (d1, do)10 €s mads chico que a y, por lo
tanto, que podemos usar el criterio recursivamente. Por ejemplo, para ver que 96 502 es divisible
por 7 basta observar que 2- 965 + 2 =1932 1o es, y para esto que 2-19 + 32 = 70 lo es.
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Demostracién. Sib = (dx,...,dz)10y ¢ = (di, do)10, entonces
a=100b+c=2b+c mbd7,

ya que 100 =2 mdd 7. La proposicion es consecuencia de esta congruencia. 0l

7.2.6. Es natural preguntarse si para todo entero m hay un criterio de divisibilidad por m del estilo
de los que vimos.

7.2.7. Proposicion. Sea m un entero positivo. Hay dos enteros positivos N y M tales que para todo
n € N vale

n>N = 10" =10""™ méd m.

Demostracion. Consideremos la sucesion de nimeros
rm(10%), 7, (10Y), 7, (10%), 7, (10%),

Todos estos numeros pertenecen al conjunto {0, ..., m — 1} asi que no pueden ser distintos: esto
nos dice que existen dos enteros ug y vo tales que ug < vo y 7,,,(10*°) = r,,(10).

Como consecuencia de esto, el conjunto S de los enteros positivos u tales que existe otro
entero v tal que u < v y r,,(10*) = r,,(10") no es vacio, ya que contiene a uy. Podemos entonces
considerar el nimero N := min S. Ahora bien, como N pertenece a S, el conjunto

T:={veN:r,(10N) =r,(10N*")}

no es vacio y, otra vez, podemos considerar su elemento minimo M := min T.
Sea ahora n un entero positivo tal que #n > N y sean q y r el cociente y el resto de dividiran— N
por M, de maneraquen — N =gqM +ry0<r < M.Siq =0, de manera que n = N + r, entonces

10™M = 1oN+M*r — 10N+ M7 = 10N10" = 10N = 10" mod m.
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§7.3. Los enteros modulo m

7.3.1. Sim € N, escribimos Z,, al conjunto cociente de Z por la relacién de congruencia médulo m
y lo llamamos el conjunto de los enteros modulo m. Es importante recordar que a pesar de este
nombre, los elementos de Z,, no son enteros sino clases de equivalencia, es decir, conjuntos de

enteros.

7.3.2. Una consecuencia importante de la Proposicion 7.1.3 es la determinacién de la cantidad de
elementos de Z,,;:

Proposicion. Sea m € N. La relacion de congruencia médulo m parte a Z en m clases de equivalencia,
que son

[0], [1], ..., [m-1].

Demostracién. Seaa € Zyseanqe Zyr € {0,...,m—1} el cociente y el resto de la division de a
por m. Como a — r = gm, tenemos que a = r mod m vy, por lo tanto, que [a] = [r]. Esto nos dice
que todas las clases de congruencia médulo m aparecen en la lista del enunciado. Para terminar,
entonces, bastara que probemos que las m clases alli listadas son distintas dos a dos.

Sean i, j € {0,...,m — 1} y supongamos que [i] = [j], de manera que i = j méd m. La
Proposicién 7.1.3 nos dice entonces que i y j dan el mismo resto al ser divididos por m: como
0 < i, j < m, esto implica que i = j y prueba lo que queriamos. O

7.3.3. La compatibilidad entre la relacién de congruencia y las operaciones aritmética que afirma
la Proposicién 7.1.5 se ve reflejada en el siguiente resultado:

Proposicion. Sea m € N. Hay funciones S, P : Zyy X Ly, — Ly, tales que cada vez que a y b estd
en 7 se tiene que

S([a],[b]) = [a +b]

P([a],[b]) = [ab].

Demostracion. Consideremos el subconjunto
S= {(([a]’ [b])’ [a + b]) € (Zm X Zm) XL :a,be Z}

del conjunto (Z,; x Zp ) X Zy,. Se trata, por supuesto, de una relacion de Zy, x Zy, a Zy,. Mostremos
que se trata, de hecho, de una funcion.

o Sea x € Zy x Ly, de manera que existen a y f8 € Z,, tales que x = (a, ). Como Z,, es

212



el cociente de Z por la relaciéon de congruencia médulo m, existen enteros a y b tales
que a = [a] y B = [b] y, de acuerdo a la definicion del conjunto S, el par ordenado
(x,[a+b])=(([a],[b]),[a+ b]) pertenece a S.

« Supongamos, por otro lado, que x € Zy x Zpy € y, ¥ € Z,, son tales que los pares
ordenados(x, y) y (x, y) estén en S. Como recién, existen enteros a, b, ¢ y ¢’ tales que
x = ([a],[b]), y = [c] ey’ = [¢].

Ahora bien, como (x,y) = (([a],[b]),[c]) estd en S, existen aj, by € Z tales que
[a] = [a1], [b] = [b1] ¥ [c] = [a@1 + b1]. Esto nos dice que modulo m se tiene que a = ay,
b=byyc=a;+b yporlotanto,c=a+b.

De manera similar, como (x, y') = (([a], [b]),[c]) estd en S, existen ay, b € Z tales
que [a] = [a2], [b] = [b2] Y [¢'] = [a2 + b2], de maneraque a = ap, b= by y ¢’ = ay + by:
esto implica que c = a + b.

Juntando estas dos cosas, concluimos que ¢ = ¢’ y, como consecuencia de ello, que
/

y=lel=[T=y"
Si a y b son enteros, entonces es claro que (([a],[b]),[a + b]) estd en S y esto significa, precisa-
mente, que S([a],[b]) = [a + b]. Esto muestra que la funcién S satisface la condicion que aparece
en el enunciado.

Para ver el resto de la proposicion, basta considerar el subconjunto
P ={(([a]. [b]), [ab]) € (Zm X Zm) X Zm : a,b € Z}

de (Zm x Zm) x Zy y mostrar que es también una funcion Z,, x Z,, — Zn y que satisface la
condicién del enunciado. Esto puede hacerse de exactamente la misma forma a lo que acabamos
de hacer: dejamos los detalles al lector. O

7.3.4. Normalmente escribimos a las funciones S y P que nos da la proposicion que acabamos de
probar usando los simbolos + y - de suma y producto: si « y  son dos elementos de Z,,, escribimos

a+pya-BenlugardeS(a,B)yP(a,p).
Asi, si a y b son dos enteros, usando esta notacion tenemos que

[a] +[b] =[a+b] (1)

[a]-[b] = [a-b].

Es importante observar que los simbolos + y - en estas igualdades denotan cosas distintas a la
izquierda y a la derecha del signo de igualdad: a la derecha + y - denotan las operaciones usuales
entre enteros, mientras que a la izquierda denotan las operaciones que acabamos de definir entre
elementos de Z,,. Esto introduce, por supuesto, una ambigiiedad en lo que escribimos, pero el
contexto es siempre suficiente para resolverla.
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7.3.5. Las operaciones de suma y producto que hemos definido en el conjunto Z,, tienen muchas
de las mismas propiedades formales que las usuales de Z:

Proposicion. Sea m € N.
(i) Sia, Byy son elementos de Z,, entonces

(@+B)+y=a+(B+y) (a-B)-y=a-(B-y) (2)
a+f=B+a, a-f=Pa, (3)
a+[0]=a=[0]+a, a-[l]=a=[1] a,

y
(@+p)-y=a-y+p-y. (4)

(ii) Para cada o € Ly, existe 3 € Ly, tal que a + =+ a = [0]. Mds atin, si a es un entero tal
que o = [a], entonces podemos elegir f = [—a].

Las identidades de (2) nos dicen que las operaciones + y - son asociativa, las de (3) que son
conmutativas, las de (3) que las clases [0] y [1] son elementos neutros para ellas, y la de (4) que el
producto - se distribuye sobre sumas +. Por otro lado, la segunda parte de la proposicion nos dice
que todo elemento de Z,, posee un opuesto con respecto a la suma +.

Demostracion. Cada una de estas afirmaciones es consecuencia de la correspondiente afirmacién
sobre las operaciones entre enteros y de la observaciéon de que todo elemento de Z,, es de la
forma [a] para algun a € Z.

Por ejemplo, si « y  son dos elementos de Z,,, entonces existen enteros a y b tales que o = [a]
y B = [b] v, por lo tanto,

a+f=[a]l+[b]=[a+b]=[b+a]=[b]+[a]=PB+a,

de manera que la suma en Z,, es conmutativa. La segunda y la cuarta de estas igualdades son
consecuencia directa de la relacidn (1) y la tercera de la conmutatividad de la suma de enteros.
Dejamos al lector la verificacion de las demas afirmaciones de la proposicion. O

7.3.6. A pesar de esta proposicion, que nos dice que las operaciones de suma y producto en Z,,
funcionan en muchos aspectos como las de Z, hay diferencias importantes. Mencionemos las dos

que son probablemente las principales:

o En Z el producto de dos enteros no nulo es siempre no nulo. En Z,,, por otro lado, esto no
es siempre cierto. Por ejemplo, si m = 6 sabemos que las clase [2] y [3] no son la clase nula
[0], pero su producto es [2] - [3] = [2-3] = [6] = [0].

« En Z los dos tnicos elementos inversibles son 1y —1. En Z,, esto puede no ser cierto. Si
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m =11, por ejemplo, la clase [4] es inversible, ya que el producto [4] - [3] = [12] = [1] esla
clase unidad [1]: esto nos dice que [4] es inversible en Zy; y, sin embargo, [4] no es ni [1] ni
[-1].
Con la informacién que tenemos disponible en este punto podemos caracterizar qué clases de Z,,
son inversibles:

7.3.7. Proposicion. Sea m un entero positivo y sea a un entero. La clase de congruencia [a] es
inversible en Z,, si y solamente si el entero a es coprimo con m.

Demostracion. Si el entero a es coprimo con m, la Proposicién 7.1.10 nos dice que hay un entero b
tal que ab =1 mdd m y, por lo tanto, tal que [a]- [b] = [ab] = [1]. Reciprocamente, si la clase [a]
es inversible en Z,,, entonces hay otra clase 8 en ese conjunto tal que [a]- 8 = [1]. Si b es un entero
tal que 8 = [b], esto nos dice que [ab] = [a] - [b] = [a] - B = [1], de manera que ab=1 mdd my,
de acuerdo a la Proposicion 7.1.10, entonces a es coprimo con m. g

§7.4. Ejercicios

Algunos criterios de divisibilidad

7.4.1. Ejercicio. Sea a € Ny sean (dy ..., do) la escritura decimal de a. El nimero a es divisible
por 7 si y solamente si la suma alternada de los nimeros que se obtienen agrupando sus digitos de
a tres desde la derecha,

(d2, dv, do)1o — (ds, da, d3)10 + (ds, d7,de )10 + -+

es divisible por 7. Asi, por ejemplo, para ver que 13476 066 723 es divisible por 7 observamos que
723 -66+476-13=1120yque120-1=119=7-17.

215



El algoritmo de Luhn

7.4.2. Por lo general, el nimero de una tarjeta de crédito tiene 16 digitos y, de acuerdo al estandar

ISO/IEC 7812, tiene a siguiente estructura:

MmO [frfafa] [alafa[a] [a]a]a]c]

« El primer digito identifica la categoria de entidad que emiti6 la tarjeta. Por ejemplo, si es

un 1 la tarjeta fue emitida por una aerolinea, y si es un 4 o un 5 por un banco.
« Los siguientes cinco digitos forman un nimero que identifica al emisor de la tarjeta.
o Los siguientes nueve forman el nimero de cuenta.
« El tltimo es el llamado digito de control.
Este ultimo digito queda determinado por los demas de acuerdo al llamado algoritmo de Luhn

de la siguiente manera. Supongamos que djs . . . d»d; son los quince primeros digitos del nimero.
Definimos una funcién p : {0,...,9} — {0,...,9} poniendo, paracada i € {0,...,9},

0 sii=0;
p(i)=1{re(2i) si0<i<9;
9 sii=09.

Es facil tabular los valores de p:

i 01 2 3 4 5 6 7 8 9

p(i) 0 2 4 6 8 1 3 5 7 9
Si ahora
s=p(di) +dy+ p(ds) +ds + -+ p(diz) + dia + p(dis),

entonces el digito de control dj es el resto de dividir por 10 a —s. El nimero completo de la tarjeta

es, entonces, djs . . ., dad1dy. Por ejemplo, en el nimero de tarjeta de crédito
5204 7400 0990 0014 (5)
el nimero s es
p(5)+2+p(0)+4+p(7)+4+p(0)+0+p(0)+9+p(9) +0+p(0) +0+ p(1) =36

y el resto de dividir a —36 por 10 es 4, que es precisamente el ultimo digito de (5).
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7.4.3. Ejercicio.

(a)

(b)

(0

Muestre que si dj5di4 . . . didy es un nimero de tarjeta de crédito con d, calculado a partir
del algoritmo de Luhn, entonces

do+p(di) +dy+ p(ds) +ds + -+ p(diz) + dia + p(dis) =0 mdd 10.

Cuando esta condicion se cumple decimos que el numero es vdlido.
Pruebe que si disdys . ..dido es un numero de tarjeta de crédito, entonces un nimero
disdj, ...d[d] se obtiene de él cambiando cualquier digito no es valido.

Por ejemplo, como 5204 7400 0990 0014 es un nimero valido, ninguno de los si-
guientes nimeros lo es

1204 7400 0990 0014, 5604 7400 0990 0014,
5294 7400 0990 0014, 5203 7400 0990 0014,
5204 6400 0990 0014, 5204 7401 0990 0014.

Pruebe que si disdys . ..dido es un numero de tarjeta de crédito, entonces el niumero
disdy, . ..dd] se obtiene de él intercambiando dos digitos contiguos que son distintos
entre si y que no son 0 y 9 no es valido.

Por ejemplo, como 5204 7400 0990 0014 es un nimero valido, ninguno de los si-
guientes numeros lo es

2504 7400 0990 0014, 5024 7400 0990 0014,
5240 7400 0990 0014, 5204 7040 0990 0014,
5204 7400 0990 0041, 5207 4400 0990 0014.

De todas formas, los nimeros
5204 7400 9090 0014, 5204 7400 0909 0014,

que se obtiene intercambiando en el niumero original un 0 y un 9 contiguos si son validos.

Estos resultados nos dicen que si copiamos mal un nimero de tarjeta de crédito porque

copiamos un digito mal o porque intercambiamos (casi) cualquier par de digitos contiguos,

podemos darnos cuenta. Esto nos permite reconocer cuando hubo un error de esos dos tipos,

aunque no arreglarlo.

Esta idea es debida a Hans Peter Luhn, que la patentd en 1960 en Estados Unidos [Luh1960].

Hoy pasé al dominio publico y esta especificada formalmente en el estandar ISO/IEC 7812-1
[IOfS-IEC2017].
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ISBN |978| 3H6|1“.841 0-0
9783161484100
Figura 7.2. El c6digo ISBN de un libro y un cédigo de barras que lo representa.

El c6digo ISBN

7.4.4. Normalmente, cuando un libro es publicado el editor contacta a una agencia llamada
International ISBN Agency y solicita que le asignen un numero que lo identifique de manera tnica,
llamado en niimero ISBN de libro, por las iniciales de International Standard Book Number. E1
formato de estos nimeros fue cambiando desde que fueron creados en 1970. Hoy en dia consiste
de una tira de 13 digitos, con el siguiente formato:

978-81-7525-766-5
— — —— —
o 3 5 ° 5
§ 3z = ERE
s © 3 = g
=
%
>

Los primeros tres digitos forman el llamado prefijo, que hoy puede ser solamente 978 o 979.
Los siguientes dos digitos dan informacién sobre el grupo de registro, que normalmente esta
determinado por el pais de origen de la publicacion o su idioma. Después hay digitos que identifican
el editor de la publicacion y al titulo registrado. Finalmente, el ltimo digito es el llamado digito
de verificacién. Frecuentemente las distintas partes del nimero ISBN se escriben separadas por
guiones, como en el ejemplo de arriba, pero no tienen longitudes fijas.

Decimos que un numero ISBN dj3d),---d,d;, de manera que cada digito d; es un elemento
de {0,1,...,9}, es valido si

d12+3d11+d10+3d9+d8+3d7+d6+3d5+d4+3d3+d2+3d1EO mod 10.

Los coeficientes que aparecen aqui son alternadamente 1y 3.

Ejercicio.

(a) Muestre que si dj3---d, los doce digitos determinados por el prefijo, el grupo de registro, el
editor y el titulo, entonces hay exactamente una forma de elegir un digito més d; € {0,...,9}
de manera que dj3---d,d; sea un numero ISBN valido.

(b) Pruebe que si dj3---d2d; es un nimero ISBN valido, entonces cambiar cualquiera de sus
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digitos por uno distinto, o intercambiar cualquiera de sus pares de digitos adyacentes que
no difieran en 5 resulta en un namero que no es valido.

7.4.5. Hasta 2007 se usaba un formato distinto de numeros ISBN con solamente 10 «digitos», en el
que los nueve primeros son digitos decimales, es decir, elementos de {0, ...,9} y el décimo es un
elemento de {0, ...,9,10}. Cuando este dltimo digito es diez, lo escribimos con una letra X. Por
ejemplo, los siguientes son nimeros ISBN de 10 digitos:

0-8044-2957-X 1-84356-028-3 93-86954-21-4 0-9752298-0-X

Como antes, en uno de estos numeros djody---d,d, los primeros 9 digitos djo---d, se determinan a
partir de informacién como el editor de la publicaciéon y su proveniencia, y el dltimo digito d;,
llamado de control, se determina a partir de los demas, pero en este caso se elige de manera que
10
> (11-i)d;=0 mod 11

i=1

Cuando esta condicién se cumple decimos que el nimero djgdy---d,d; es valido.

Ejercicio.
(a) Muestre que si djody---d, es un namero de 9 digitos decimales hay una tinica forma de elegir
dyen {0,1,...,9,10} de manera que el nimero djody---d,d; sea vélido.
(b) Muestre que si en un namero de estos que es valido cambiamos cualquiera de los digitos por
otro distinto o intercambiamos dos digitos distintos adyacentes cualesquiera obtenemos un

numero que no es valido.

Notemos que la segunda parte de este ejercicio nos dice que este método de verificacion es
mejor que el que describimos arriba para los nimeros ISBN de trece digitos, ya que permite
detectar cualquier transposicion de digitos. La razén por que la que este sistema fue abandonado
y remplazado por el actual es la necesidad de usar codigos de barra para simplificar la lectura
automdtica de estos numeros: los c6digos de barra normalmente usados solo permiten codificar
digitos decimales.

219



Ecuaciones
diofanticas

§8.1. Ecuaciones diofanticas

8.1.1. En el sentido mas general, una ecuacion diofdntica es una ecuacion en la que buscamos
soluciones con valores enteros. El nombre de estas ecuaciones recuerda a Diofanto de Alejandria,
conocido como “el padre del algebra” y autor de una serie de libros, la Arithmetica, sobre la solucion
de ecuaciones algebraicas.

8.1.2. Vamos algunos ejemplos.
(a) Ecuaciones diofdnticas lineales. Sir e Ny ay, ..., a,, b € Z, la ecuacion diofanticas lineal

consiste en decidir si existen r-uplas (x1, ..., x,) de enteros tales que
axy++ax,=b

y, cuando ese es el caso, encontrarlos.
(b) La ecuacién de Pitdgoras. En este caso, buscamos las ternas (x, y, z) de enteros tales que

X2+}/2:ZZ,

a las que llamamos ternas pitagoricas.
(¢c) La ecuacion de Pell. Fijamos n € N. El problema de encontrar enteros x e y tales que
x*—n y2 =1

es una ecuacion dioféntica, la ecuacion de Pell, por John Pell, aunque esta ecuacién fue
estudiada mucho tiempo antes — de hecho, la ecuacién se conoce con el nombre de Pell
porque Leonhard Euler equivocadamente atribuy6 a este un método para su solucién que
fue en realidad fue desarrollado por William Brouncker.
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(d) La ecuacion de Fermat. Fijemos un entero positivo n. La ecuacion de Fermat de exponente n
es el problema de encontrar enteros x, y y z tales que

x" 4yt =2" (1)
Famosamente Fermat hizo la siguiente anotacién en un margen de su copia del libro de
Diofanto, al lado de donde est4 enunciado el Problema VIII, que es precisamente el de la
ecuacion de Pitagoras, que mencionamos recién:

Es imposible separar un cubo en dos cubos, o una potencia cuarta en dos
potencias cuartas, o en general cualquier potencia mds alta que la segunda
en dos potencias similares. He descubierto una demostracion verdadera-
mente maravillosa de esto, pero este margen es demaciado angosto para

contenerla.

Lo que ahi afirma Fermat es que la ecuacidn (1) no tiene soluciones (salvo las “triviales”)
cuando n > 3. Hoy hay acuerdo en que Fermat no tenia ninguna prueba de esto y fue recién
en 1993 que Andrew Wiles pudo probar que la afirmacion de Fermat es cierta —aunque
hubo muchos resultados parciales antes.

(e) La ecuacion Ramanujan—Nagell. Asi es conocido el problema de encontrar enteros x y n
tales que

2" —7 = x2,

Notemos que en esta ecuacion, a diferencia de todas las anteriores, hay una incégnita
que aparece como un exponente. El problema fue planteado originalmente por Srinivasa
Ramanujan en 1913, quien ademas conjeturd que hay exactamente diez soluciones, y esta
conjetura fue probada por Trygve Nagell en 1948. Las diez soluciones (x, n) de la ecuacion
son los pares

(£1,3),  (£3,4),  (£5,5),  (&11,7),  (&181,15).

La ecuacion de Ramanujan-Nagell parece a primera vista bastante exdtica y antojadiza,
pero aparece en realidad en varios contextos. Por ejemplo, es equivalente al problema de
encontrar los numeros de Mersenne, es decir, de la forma 2% — 1 con a € Ny, que son
triangulares, esto es, de la forma b(b +1)/2 con b € Ny. En efecto,

27 -1

_ _b(b;l) > 8(2°-1) =4b(b+1)

— 293 _8=4b>+4b
— 290 _7=4b® +4b +1
— 2% _7=(2b+1)%
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Esto nos dice que el nimero de Mersenne 2% — 1 es igual al nimero triangular b(b +1)/2 si
y solamente si el par (x,n) = (2b + 1, a + 3) es una solucion de la ecuacion de Ramanujan-
Nagell. Por supuesto, el problema de encontrar nimeros de Mersenne que son triangulares
no parece mucho menos antojadizo que la ecuacion de Ramanujan-Nagell! En el trabajo
[BS1956] de Georges Browkin y André Schinzel hay un estudio de este problema.

De todas formas, la ecuaciéon de Ramanujan-Nagell aparece de forma natural en el
estudio de los cddigos con correccion de errores [SS1959], en teoria de dlgebra diferencial
[Mea1973] y en computacion cuantica [PR2013]. No podemos aqui explicar como.

§8.2. Ecuaciones lineales con dos incognitas

8.2.1. Como dijimos, una ecuacion diofdntica lineal es un problema de la siguiente forma: dados
reNvyay, ..., ar, b € Z, decidir si hay r-uplas de enteros (x;, . .., x,) tales que

aixp+-a;x, = b

Y, si ese es el caso, encontrarlas. Supondremos siempre que todos los coeficientes a4y, ..., a, son
no nulos, ya que esto no nos restringe en nada. Nuestro objetivo en esta seccion es resolver este
problema completamente.

8.2.2. Empecemos por el caso mas sencillo: aquel en que r = 1y hay, por lo tanto, una sola incognita.
Asi, tenemos dos enteros a y b y queremos determinar si existen enteros x tales que ax = by,
cuando los hay, encontrarlos. Reconocemos inmediatamente aqui el problema de la division entera,
que ya sabemos resolver:

Proposicion. Sean a y b dos enteros y supongamos que a # 0. Consideremos el problema de encontrar
enteros x tales que

ax =b.

Hay soluciones si y solamente si a divide a b. Si ese es el caso, entonces hay exactamente una solucion,
que es x = b/a.

Demostracion. Si hay una solucion al problema, esto es, si existe un entero x tal que ax = b,
entonces a divide a b simplemente por definicion: esto muestra que la condicién del enunciado
es necesaria para que exista una solucion. Reciprocamente, si suponemos que esa condicion se

cumple, de manera que a divide a b y existe un entero c tal que ac = b, entonces claramente ese

222



entero ¢, que es b/a, es una solucién a la ecuacion. Esto muestra que la condicién es también
suficiente.

Supongamos ahora que x y x” son dos soluciones a la ecuacién. En ese caso, tenemos que
ax =b=ax’ Yy, por lo tanto, a(x —x') = (0. Como a no es nulo, esto es solo posible six—x' =0, esto
es, si x = x’. Vemos asi que cuando a # 0 y hay soluciones, hay de hecho una unica solucién. [

8.2.3. Consideremos ahora el caso en que hay dos variables, es decir, en que r = 2 en la situacion
de 8.2.1. Asi, tenemos tres enteros a, b y ¢ con ab # 0 y buscamos pares ordenados (x, y) de
enteros tales que

ax + by =c.

Empezamos analizando el caso homogéneo, es decir, aquel en el que ¢ = 0.

Proposicion. Sean a y b dos enteros no nulos, sea d := mcd(a, b), y sean a’ y b’ los enteros tales
que a =da’ y b =db’. Las soluciones de la ecuacion

ax +by =0, (2)

son los pares de la forma (tb’,—ta’) con t € Z.

Demostracién. Supongamos que (x, y) es una solucion de la ecuacién (2), de manera que
O=ax+by=da'x+db'y=d(a'x+b'y).

Como d # 0, esto nos dice que a’x + b’y = 0, asi que b’y = —a’x. En particular, el entero b’ divide
a —a’x y, como es coprimo con a’, divide a x: existe entonces un entero ¢ tal que x = tb’. Usando
esto vemos que también b’y = —a’x = —a’b’t, asi que, como b’ # 0, es y = —a’t. Se sigue de esto
que todas las soluciones de la ecuacion son de la forma (tb’, —ta’) con t € Z.

Por otro lado, si ¢ es un entero, entonces a - (tb’) + b - (~ta’) = 0, asi que el par (tb’, —ta’) es
una solucion de la ecuacion (2). Esto prueba la proposicion. Ol

8.2.4. Podemos enunciar esta proposicion de una forma equivalente que es a veces util. Digamos
que un par de enteros (x, y) es primitivo si mcd(x, y) = 1. Notemos que si (x, y) es un par de
enteros cualquiera no simultdneamente nulos y ponemos d := mcd(x, y), entonces hay enteros x’
e y' tales que x = dx" e y = dy’ y es, por lo tanto, (x, y) = (dx’,dy") y el par (x', ") es primitivo:
esto nos dice que todo par distinto de (0,0) es un multiplo de un par primitivo.

Proposicion. Sean a y b dos enteros no nulos, y sean a’ y b’ los enteros tales que a = da’ y b = db’.
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(i) La ecuacion
ax+by=0, (3)

tiene exactamente dos soluciones primitivas, (b’,—a’) y (=b’,a").
(i) Si (x0, yo) es una solucion primitiva de esa ecuacion, entonces las soluciones de la ecuacién
son todos los pares de la forma (txo, tyo) con t € Z.

Demostracién. Sabemos de la Proposicion 8.2.3 que los pares (b, —a") y (=b’, a’) son soluciones
dela ecuaciony, como mecd(a’, b”) = 1, se trata de soluciones primitivas. Mds atin, como a’ y b’ son
no nulos, ya que a y b son no nulos, estas dos soluciones son distintas. Por otro lado, si (x, y) es una
solucion primitiva de la ecuacion (3), entonces esa proposicion nos dice que (x, y) = (tb’, —ta")
para exactamente un entero ¢, y es

1=mcd(x, y) = mcd(tb’,~ta") = |t|mcd(b’, -a’) = |t],

asi que (x,y) eso (b',—a’) o (=b,a’). Esto prueba la primera afirmacién de la proposicion.
La segunda afirmacion, por su parte, es ahora consecuencia inmediata de la descripcion de las
soluciones de la ecuacidon dada por la Proposicion 8.2.3. O

8.2.5. Nos ocupamos ahora del caso general de la ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas:

Proposicion. Sean a, b y c tres enteros tales que ab # 0 y consideremos el problema de encontrar
pares de enteros (x, y) tales que

ax + by =c. (4)

(i) Hay soluciones a este problema si y solamente si el entero d := mcd(a, b) divide a c.
(ii) Sieseeselcasoya’, b, ¢’ enteros tales que axy + byy = d, a=da’ y b = db’, entonces el par
(x0c’, yoc”) es una solucién de (4).
(iii) Mds ain, si (xo, yo) es una solucion cualquiera de la ecuacién (4), entonces toda solucion esa
ecuacion es de la forma (xo + x1, Yo + ¥1) con (x1, y1) una y solo una solucién de la ecuacion
homogénea

ax +by=0. (5)

La primera parte de esta proposiciéon nos permite decidir cuando una ecuacién diofanticas
lineal no homogénea tiene soluciones. Por otro lado, la segunda nos permite encontrar una solucion
particular de la ecuacidn, y la tercera nos dice que si tenemos una solucién cualquiera, entonces el

problema de resolver la ecuacion (4) se reduce al de resolver la ecuacion homogénea (5) asociada
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— y a este ultimo problema sabemos resolverlo, de acuerdo a la Proposicion 8.2.3.

Demostracién. Supongamos primero que el problema (4) tiene soluciones y sea (x, y) una de ellas.
En ese caso, como d divide a a y a b, tenemos que d | ax + by = c: esto muestra que la condicién
del enunciado es necesaria para que existan soluciones.

Supongamos ahora que d divide a ¢ y sean xo, yo, a’, b’, ¢’ enteros tales que axo + by = d,
a=da',b=db yc=dc. Como

axoc' +byoc’ = (axg +byo)c' =dc’ =¢,

es claro que (xoc’, yoc") es una solucion al problema (4). Esto prueba que la condicién del enun-
ciado es también suficiente para la existencia de soluciones y, por lo tanto, completa la prueba de
las partes (i) y (ii) de la proposicion.

Probemos ahora la parte (iii). Sea (xo, yo) una solucion cualquiera de la ecuacion (4). Si (x, y)

es otra solucién de esa ecuacidn, entonces tenemos que
O=c-c=(ax+by)-(axo+byy) =a(x—x0)+b(y—yo),

y esto nos dice que (x1, y1) = (x — X0, ¥ — ¥o) es una solucion de la ecuacién homogénea (s) tal
que (x,y) = (xo + x1, yo + y1)-

Reciprocamente, si (x1, 1) es una solucion cualquiera de la ecuacién homogénea (5), de
manera que ax; + by; = 0, entonces tenemos que

a(xo+x1) +b(xo +x1) = (axo + byo) + (axy +by1) =c+0=c,

asi que el par (xo + x1, ¥o + y1) es una solucién de la ecuacion (4). Esto prueba (iii). O

8.2.6. De acuerdo a esta proposicion y su demostracion, para resolver una ecuacion de la forma
ax+by=c (6)

con a, by c tres enteros tales que ab # 0 podemos proceder de la siguiente manera.

« En primer lugar, calculamos d := mcd(a, b). Si d no divide a ¢, entonces sabemos que no
hay soluciones de la ecuacién y no hay mas nada que hacer.

« Supongamos entonces que d si divide a ¢. Usando el algoritmo de Euclides extendido
buscamos enteros u y v tales que ua + vb = d, y dividiendo buscamos el entero ¢’ tal que
¢ = c’d. El par (c'u, c'v) es entonces una solucion de la ecuacion (6)

« Dos divisiones nos dan enteros a’, b’ tales que a = a’d, b = b'd, y sabemos que las soluciones
de la ecuacion homogénea ax + by = 0 son las de la forma (b't,—a’t) con t € Z.

« Con todo esto podemos concluir que todas las soluciones de la ecuacion (6) son las de la
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import EMCD

resolverH :: Integer -> Integer -> (Integer,Integer)
resolverH a b = (b ‘div‘ d, - a ‘div‘ d)

where (d, x, y) = emcd a b

resolverNH :: Integer -> Integer -> Integer -> Maybe (Integer, Integer)
resolverNH a b ¢

| ¢ ‘mod¢ 4 /= 0 = Nothing

| otherwise = Just (c * u, c * v)

where (d, u, v) = emcd a b
c ‘div¢ d

c’

Programa 8.1. Un programa en HASKELL para resolver ecuaciones diofanticas lineales
con dos incognitas. Cuando a y b son enteros no simultaneamente nulos, la expresion
resolverH a b tiene como valor un par ordenado (x, y) que es una solucién primi-

tiva de la ecuaciones diofantica homogénea ax + by = 0. Por otro lado, cuando a y b
son enteros no simultineamente nulos, la expresion resolverNH a b c tiene o valor

Just (x, y) ,yenesecasolaecuacion ax+by = ctiene solucionesy (x, y) esunade
ellas, o valor Nothing , y en ese caso esa ecuacion no tiene ninguna solucion. Este codigo
necesita alguna implementacion del algoritmo de Euclides extendido.

forma (c'u + b't,c'v—at) cont € Z.

El programa 8.1 da una implementacién de esto en HASKELL.

§8.3. Ecuaciones lineales con un nimero arbitrario de
incognitas

8.3.1. Exactamente las mismas ideas nos permiten estudiar las ecuaciones diofanticas lineales en

un numero arbitrario de variables.

Proposicion. Sea r € N, sean ay, ..., a, enteros todos distintos de 0, sea b un entero, y consideremos
la ecuacién

axy+ -+ apx, = b. (7)
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(i) Hay soluciones a esta ecuacién si y solamente si el entero d = mcd(ay, ..., a,) divide a b.
(ii) Sieseeselcasoyay, ..., a,yb' son los enteros tales que a; = da;; para cada i € {1,...,d}
yb=db',yu, ..., u, son enteros tales que ajuy + -+ + a,uy = d, entonces (uyb’, ..., u,b") es
una solucion de la ecuacion (7).
(iii) Mds atn, si (x{), xg, ..., x") es una solucién cualquiera de la ecuacién (7), entonces toda
solucién de esa ecuacion es de la forma (x) + x}, ..., x% + x1) con (x{, ..., x}) una solucién
de la ecuacion homogénea

ar1xy + -+ ayx, = 0. (8)

Demostracién. Si hay una solucion (xi, . .., x,) ala ecuacidn (7), entonces claramente el entero
d = mcd(ay,...,a,) divide a ajx; + -+ + a,x, = b. Para ver que vale la implicacion reciproca,
supongamos que d divide a b y sea b’ el entero tal que b = db’. La identidad de Bézout nos dice que
existen enteros uy, ..., u, tales que aju; + -+ + a,u, = d y entonces ajuyb’ + -+ + a,u,b’ = db’ = b,
asi que la r-upla (u1b’, ..., u,b") es una solucién de la ecuacion. Esto prueba las afirmaciones (i)
y (ii) de la proposicion.

Sea ahora (x},xJ,...,x") una solucién cualquiera de la ecuacién (7). Si (xi, . . ., x,) es otra
solucion, entonces la r-upla (xll, e xl) = (g - x{) s> Xy — x0) es una solucién de la ecuacién
homogénea (8), ya que

a(xy — x0) + -+ ap (%, — x0) = (ayxy + - + ayx,) + (arxp + -+ a;x0) =b—b =0,

yes (x1,...,%) = (x¥ +x{,...,x2 + x1). Esto prueba la afirmacién (iii) de la proposicién. [

8.3.2. Una diferencia entre la situacién de la que se ocupa esta ultima proposicion y la de la
Proposicién 8.2.5 es que no tenemos una formula explicita para las soluciones de la ecuacién
homogénea como la que da la Proposicion 8.2.3 en el caso en que solo hay dos incdgnitas. Podemos
describir, de todas formas, un procedimiento para resolverla. Veamos esto.

Supongamos que r > 2, que 4y, ..., d, son enteros no nulos, y que buscamos las soluciones de
la ecuacion diofantica lineal homogénea

aix;+ -+ ayx, =0. (9)

Escribamos Sol(ay, . .., a,) al conjunto de todas las r-uplas (xy, ..., x,) de enteros que son solu-
ciones de esta ecuacion. Nuestro objetivo, entonces, es describir este subconjunto de Z'.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que mcd(ay, ..., a,) = 1. En efecto, si ese no es
el caso, podemos poner d := mcd(ay,...,a,) ya; = a;/d paracadai € {1,...,r} y considerar en
lugar de (9) la ecuacion ajx; + - + a,x, = 0, que tiene exactamente las mismas soluciones que la

ecuacion original y cuyos coeficientes son tales que med(aj, ..., a;) = L
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Sea e == mcd(ay,...,d,) y supongamos que (xi,...,x,) es una solucién de la ecuacidn (9).
Como mcd(ay, e) =mced(ay,...,a,) =1y

el ayxy + -+ arx, = —ayxy,

el entero e divide a x; y existe un entero t tal que x; = et. Por otro lado, el algoritmo de Euclides

extendido nos permite encontrar r — 1 enteros u, ..., u, tales que
Ayly + -+ + a,u, = e.

Calculando vemos que

az(xz + artuy) + - + a,(xp + artu,) = (ax + -+ + a,x,) + art (axuy + -+ + a,u,)

=—aix; +aite =0,
y esto nos dice que la (r — 1)-upla (x, + ajtuy, ..., x, + artu,) es una solucioén de la ecuacion
aryr+-+ayy, =0 (10)

en r —1incognitas y,, ..., Yr.
Reciprocamente, cada vez que (y,,. .., y,) es una solucién de esta ultima ecuacion (10) e t es

un entero cualquiera, tenemos que

aret + ax(y2 — artuy) + -+ + a,(y, — artu,)

= eart — ayt (aguy + -+ asuy) + (a2y2 + -+ aryy) =0,

y esto nos dice que la r-upla (et, y, — artua, ..., yr — artu,) es una solucion de la ecuacion (9),
que es claramente equivalente a

Hemos probado la siguiente proposicion.

8.3.3. Proposicion. Supongamos que r y ay, ..., a, son enteros tales que r > 2 ymecd(ay, ..., a,) =1,
sea e = mcd(ay,...,a,) y sean u, ..., u, enteros tales que auy + - + a,u, = e. El conjunto
Sol(ay, ..., a,) de las soluciones de la ecuacion ajx; + --- + a;x, = 0 es

{(et,zp — aytuy, ..., z, — aytu,) : t € Z,(23,...,2,) € Sol(az/e, ..., a,/e)}. O

El punto de esto es que nos permite reduce el problema de encontrar todas las soluciones de
una ecuacion diofantica lineal homogénea con r incdgnitas al de encontrar todas las soluciones de
una ecuacion del mismo tipo pero con una incégnita menos. Repitiendo esto podemos resolver

completamente el problema.
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8.3.4. Veamos un ejemplo de este procedimiento. Consideremos la ecuacion
6-x1+105-x,+30-x3+70-x4 =0. (11)

Los coeficientes son coprimos, es mcd(105,30,70) = 5, y usando el algoritmo de Euclides extendi-

do encontramos que
1-105 + 20 - 30 + (~10) - 70 = 5.

La proposicién nos dice entonces que Sol(6,105,30,70) es el conjunto de las 4-uplas de la forma
(5:t1,y2-6-1,y3—120- 11, y4 + 60 - 1) (12)

con t € Zy (y2, ¥3, ya) € Sol(21,6,14).
Tenemos ahora que resolver la ecuacion

21y +6-y3+14-y4 =0, (13)

que tiene coeficientes coprimos. Es mcd(6,14) = 2 y el algoritmo de Euclides extendido nos dice

que
(-2)-6+1-14=2,

Usando el resultado de la proposicion, podemos concluir entonces que las soluciones de la ecua-
cidén (13) son las 3-uplas de la forma

(2- t),z3+42-ty,24 —21- tz) (14)

con t; € Z'y (z3,24) un elemento de Sol(3,7).
Finalmente, tenemos que resolver la ecuacion

3-23+7-24=0
en dos incdgnitas: sus soluciones son los pares de la forma
(7-t3,-3-13)

con t3 € Z. Usando esto en (14) vemos que las soluciones de la ecuacion (13) son las 3-uplas de la
forma

(2'1’2,7'f3+42'f2,—3't3—21‘t2)

con 1, t3 € Z. A su vez, usando esto en (12) vemos que las soluciones de la ecuacién (11) con la
que empezamos son las 4-uplas de la forma

(5't1,2't2—6'1'1,7'1'3+42'1'2—120't1,—3'f3—21't2+60't1)
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con 1y, t, t3 € Z. En otras palabras, las soluciones de la ecuacion (11) son todas las que 4-uplas

(x1, X2, X3, x4) que se obtienen eligiendo tres enteros f1, t5, y t3 y poniendo

X] = 5-1,

Xy =— 6:Hh+ 2-1, (15)
x3 =—120-H4+42-t, + 7 t3,

X4 = 60-t1 — 21-t, —3-13

8.3.5. Las soluciones de una ecuacion homogénea siempre tienen una forma similar a la de las del

ejemplo que acabamos de dar:

Proposicion. Sear € N tal que r > 2, y sean ay, ..., a, enteros no nulos tales que med(ay, ..., a,) = 1.

Hay r — 1 elementos
uy = (ul,l,...,ul,r), Up = (uz,l,...,uz,r), 0009 Upr_1 = (u,,l,l,...,ur,l,,)
de Z tales que las soluciones de la ecuacion homogénea
aixp+-+ayx, =0 (16)

son todas las r-uplas (xi, . . ., x,) que se obtienen eligiendo r — 1 enteros t, ..., t,_1 y poniendo

X1 =t + g + o + LU

Xy = huyp + tatpp + - + L1Up-12,

Xy = hy + faUpy + o + LUy,

En el ejemplo que hicimos arriba sobre la ecuacion (11) es ¥ = 4 y como los 3 elementos v, u;
y uz alos que se refiere esta proposicion podemos elegir a

(5,-30,90,6),  (0,2,42,-21),  (0,0,7,-3).

Demostracion. Demostraremos esto procediendo por induccién con respecto al numero r de
incognitas de la ecuacion (16).

Supongamos primero que r = 2. Tenemos entonces dos enteros a; y a, que son nulos y tales que
mcd(ay, ay) = 1. De acuerdo a la Proposicion 8.2.3, las soluciones de la ecuacién a;x; + axx; = 0
son todos los pares ordenados (x1, x2) de la forma (142, —f1a1) con #; un entero, y esto nos dice
que si ponemos u; = (az, —ajp) entonces la afirmacién de la proposicién vale.

Supongamos ahora que es r > 3. Sean ay, ..., a, enteros tales que mcd(ay,...,a,) =1,y
consideremos el nimero e := mcd(ay, ..., a,). La ecuacion

aj a
_)/2+"‘+_ryr:O (17)
e €
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tiene r —1 incognitas y sus coeficientes son coprimos, asi que la hipétesis inductiva evidente implica

que hay r — 2 elementos
V2 = (V2,2,V2,3, .- -,Vz,r), V3 = (Vs,z,V3,3, - ’V3,r)’ e V1 = (Vr—l,Z’Vr—l,Z’n .- -’Vr—l,r)

de Z' tales que las soluciones de la ecuacién (17) son las (r—1)-uplas (32, ..., y,) que se obtienen

eligiendo r — 2 enteros t5, ..., t,_; y poniendo

Y2 =1tVap + 13V30 + - + Lr1Veo12s

Y3 =1tVa3 + t3V33 + o + 1Ve13,

Vr=1tVor+ t3V3, + o+ L1 Veo1r

Por otro lado, como mcd(ay, . .., a,) = 1, hay enteros wy, ..., w, tales que wia; + -+ + wya, = 1yla

Proposicion 8.3.3 nos dice que

las soluciones de la ecuacion (16) del enunciado son las r-uplas de la forma
(et,y2 — artwa, ..., yr — artw,) cont € Z e (ya, ..., y,) una solucion de (18)

la ecuacion (17).

Consideremos ahora los r — 1 elementos

uy = (6, —aipwa, —aiws, ..., —alwr),
uy =0, v22, Va3 ...r  Var)
us =0, V32 V33, ..., Vi),
Up_1 = (0> Vr-1,2> Vr-1,3> -+ > Vrfl,r)

de Z" yparacadaie {l,...,r—1} ycada je {I,...,r} escribamos u; j a la componente j-ésima
de u;. Unos momentos de reflexion deberian ser suficientes para convencer al lector que las r-uplas
(x1,...,x,) que se obtienen eligiendo r — 1 enteros #, ..., t, y poniendo

X1 =ty + bugy + o+ b1l

Xy =ty + U + o+ fr1Upo12,

Xy = hyy + faUpy + o + LqUr1,y.

son precisamente las soluciones de la ecuacién (16), de acuerdo a (18). Esto completa la induccién

¥, por lo tanto, la prueba de la proposicion. O
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import EMCD

resolverH :: [Integer] -> [[Integer]]
resolverH [a] =[]
resolverH (a : as) = primera : [ 0 : s | s <- resolverH as]

where (e,us) = emcdN as
d,_,.) = emcd a e
primera =e ‘divi d : [ - u*a ‘dive d | u <- us]
resolverNH :: [Integer] -> Integer -> Maybe [Integer]

resolverNH as b
| r /=0 = Nothing
| otherwise = Just (map (q *) us)
where (d, us) = emcdN as
(q, r) = divMod b d

emcdN :: [Integer] -> (Integer, [Integer])

emcdN [a] = (a, [1D)

emcdN (a:as) = (d, x : [y * u | u <- us])
where (e, us) = emcdN as

(d, x, y) = emcd a e

Programa 8.2. Funciones en HASKELL que resuelven ecuaciones diofanticas lineales ho-
mogéneas y no homogéneas con una cantidad arbitraria de incégnitas. Ambas asumen
que todos los coeficientes son distintos de 0. Usamos aqui el codigo del Programa 6.5 en la
pagina 186 para calcular los coeficientes de la identidad de Bézout.

8.3.6. Ejercicio. Muestre que en la situacion de la proposicién que acabamos de probar los r — 1
elementos uy, ..., u,_; de Z" pueden elegirse de manera que para toda elecciéonde ien {1,...,r—1}

ydejen{l,...,r} valga
1<j<i = Uji = 0.

Esto es la generalizacion del hecho observado en nuestro ejemplo de 8.3.4 de que la solucién

final (15) de la ecuacion alli considerada es «triangular»

8.3.7. El programa 8.2 da una implementacion sencilla de este algoritmo para resolver ecuaciones
diofanticas lineales homogéneas y la correspondiente aplicacion para encontrar una solucién

particular de las no homogéneas. Por ejemplo, podemos evaluar
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*Ecuaciones> resolverH [6, 105, 30, 70]
[fs,-6,-120,601,[0,2,42,-21]1,[0,0,7,-3]]

El resultado es la lista de las 4-uplas que encontramos en 8.3.4, de manera que las soluciones de la

ecuacion
6x1 +105x, + 30x3 + 70x4 =0

que consideramos ahi son las 4-uplas (x1, X2, x3, X4) que se obtienen eligiendo f;, t yt3enZy

poniendo
X1 = 5't17
Xy =— 6:-t1+ 2-1,
x3 =—120-t; +42-t) + 7 - 13,
X4 = 60-t1— 21-tp —3-13

Las tres listas del valor de resolverH [6, 105, 30, 70] sonlos coeficientes de t;, £, y t3 en
estas formulas.
De manera similar, las soluciones de la ecuacidn

30x; + 14x +105x3 + 231x4 =0

son las 4-uplas (x1, X2, x3, x4) que se obtienen eligiendo #;, t; y t3 en Z y poniendo

7H

X3 30t + 3t

x3 = — 60t +4t, +11t3
- 30t — 2t, — 513

X1

X4

ya que evaluando resolverH [30,14,105,231] obtenemos

Ecuaciones*> resolverH [30,14,105,231]
(f7z,30,60,-301,[0,3,4,-21,[0,0,11,-5]1]

Por otro lado, la funcién resolverNH nos da una soluciéon de una ecuacién no homogénea,

si es que hay alguna: podemos evaluar

*Ecuaciones> resolverNH [90, 15, -78] 24
Just [24,360,72]

y esto nos dice que una solucion de la ecuacion
90x7 +15x, — 78x3 = 24
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es (x1, x2, x3) = (24,306, 72). Por otro lado,

*Ecuaciones> resolverNH [30, 14, 106] 7
Nothing

y esto nos dice que la ecuacion
30x; + 14, + 106x3 = 7

no tiene soluciones.

§8.4. Ecuaciones lineales en congruencias

8.4.1. En esta seccion nos ocupamos de siguiente problema: dados m € Ny enteros a y b, queremos
decidir si hay enteros x tales que

ax=b moéd m

y, cuando los haya, encontrarlos.

Proposicion. Sea m € N, sean a y b dos enteros y sea d = mcd(a, m). Hay enteros x tales que
ax=b mod m (19)

siy solamente si d divide a b. Si ese es el caso y si ug, vo, a’, m’ y b’ son enteros tales que aug+mvy = d,
a=da’,m=dm’yb=db, entonces los d enteros

ugb' + 0m’,  ugb’ +1m’,  ugb’ +2m’, ..., uob’+(d—1)m’.

son soluciones de la ecuacion no congruentes médulo m dos a dos y toda otra solucién es congruente

a una de ellas.

Demostracion. Si existe un entero x tal que ax =b maod m, entonces m divide a ax — by, por lo

tanto, existe un entero y tal que ax — b = my. Se tiene entonces que
d|ax-my=0b.

Supongamos, para ver la reciproca, que d divide a b. La Proposicion 8.2.5 nos dice que hay dos
enteros x e y tales que ax + my = b: como entonces se tiene que ax = b mod m, vemos que la
ecuacion (19) tiene soluciones. Esto prueba la primera afirmacién del enunciado.
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Sean ug, vo, a’, m’ y b’ enteros tales que aug + mvy = d, a = da’, m = dm’ y b = db’. Para
cada entero x tenemos que

ax=b moéd m < dx = upax = uph = updb’ mod m

< x=ugh’ moéd m'.
Esto nos dice que toda solucion de la ecuacion (19) es de la forma
x =ugh' + m't

para un t univocamente determinado.
Més aun, las soluciones ugb’ + m't y ugb’ + m’s correspondientes a dos enteros t y s son
congruentes modulo m si y solamente si

m'd=m| (xob" + m't) — (xob" + m's) = m'(t - s),

lo que ocurre si y solamente si ¢ y s son congruentes modulo d. Esto implica inmediatamente que
las d soluciones

uob' + 0m’,  ugb’ +1m’,  ugb’ +2m’, ..., uob’+(d—1)m'

son no congruentes mdédulo m dos a dos y que toda solucién de la ecuacion es congruente a una
de ellas, O

8.4.2. Proposicion. Sean my, my € N, sean by, by € Z y sea d = mcd(my, my). Existen enteros x
tales que

X = bl mod my, ( )
20

XEbz mod my

si y solamente si by = b, mod d. Mds atin, si ese es el caso y m, ny son enteros tales que
mmy + nymy = d y M = mem(my, my), entonces el niimero

n2m2b1 aln n1m1b2
d

es entero y el conjunto de soluciones de (21) es precisamente la clase de congruencia de u médulo M.

Demostracion. Supongamos primero que hay un entero x que satisface las dos ecuaciones (20).
En ese caso, como d divide tanto a m; como a m, tenemos que también x = by méd dy x = b,
mod d, de manera que by = b, mod d.
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Supongamos ahora que b; = b, mod d. Un entero x satisface la primera de las ecuaciones
de (21) si y solamente si existe un entero ¢ tal que x = b; + m;t, y entonces también satisface la
segunda de esas ecuaciones si ademas by + m;t = b, mod m;, esto es, si

myt = bz = bl mod mj.

Como d divide a b, — by, esta ecuacion tiene soluciones, en vista del criterio que nos da la Proposi-
cidn 8.4.1, asi que el sistema (20) también. O

8.4.3. La generalizacion del resultado de la Proposicion 8.4.2 al caso de sistemas de un nimero
arbitrario de congruencias es conocida usualmente como el Teorema Chino del Resto. El nombre
con el que es conocido el teorema se debe a que la primera aparicion registrada de este resultado
es en el libro Sunzi Suanjing, escrito en China en algun momento entre el siglo Il y el V de la era
cristiana. En el libro se plantea y se resuelve el siguiente problema:

Hay ciertas cosas cuyo niimero se desconoce. Si las contamos de a tres, sobran dos; si de
a cinco, sobran tres; y si de a siete, sobran dos. ;Cudntas cosas hay?

que es equivalente al de resolver el sistema de congruencias
x=2 mobd 3,
x=3 mod5,
x=2 mod?7.

De todas maneras, no menciona ni el enunciado general ni una demostraciéon. Brahmagupta, en el
siglo VII en la India, también conocia casos particulares y en su libro Brahmasphutasiddhanta
plantea el siguiente problema:

Una anciana va al mercado y un caballo pisa su canasta y aplasta los huevos que llevaba.
Eljinete ofrece pagarle los huevos y le pregunta cudntos tenia. Ella no recuerda el niimero
exacto, pero si que cuando los habia ordenado en filas de dos habia sobrado uno, y que
lo mismo habia ocurrido cuando habia intentado ordenarlos en filas de tres, de cuatro,
de cinco y de seis, y que solo cuando habia intentado ponerlos en filas de siete habian
quedado parejos. ;Cudl es la menor cantidad de huevos que pudo haber tenido?

Por supuesto, lo que quiere Brahmagupta es la menor solucion positiva del sistema de congruencias

x=1 mdd 2,
x=1 madd 3,
x=1 mod 4,
x=1 médS5,
x=1 mbd 6,
x=0 mod7.
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Mas tarde, Fibonacci da varios ejemplos en su libro Liber Abaci de 1202. Uno de ellos es el siguiente:
se le pide a alguien que piense un nimero y que nos diga el resto de dividirlo por 5, por 7 y por 9y
el problema consiste en «adivinarlo».

El primero en enunciar el teorema con total generalidad y probarlo fue Gauss, en sus Dis-
quisitiones de 1801. Gauss plantea, a partir del parrafo 33, el problema general de «encontrar los
nimeros que tienen residuos dados, con respecto a modulos cualesquiera» y después de explicar
un método general para resolver ese tipo de problemas y dar varios ejemplos numéricos, plantea
la siguiente aplicacion practica a un «problema de cronologia»:

Encontrar el niimero de un afio del que se conoce la indiccion, el niimero dureo y el ciclo
solar.

La indiccion de un afio es el resto de dividir por 15 la suma de su numero mas 3 (por ejemplo, la
indiccion del afo 2018 es 11) y es uno de los periodos del calendario bizantino, junto con el mesy
el afio, y que se usaba para la liquidacion de impuestos. Por otro lado, el niimero dureo de un ano
(que no tiene nada que ver con el nimero (1++/5)/2) es 1 més el resto de dividirlo por 19: este
numero se us6 desde el afio 432 a.C. para poder calcular los ciclos lunares con precisiéon, usando
un amétodo debido al griego Metdn. Finalmente, el ciclo solar de un afo A es uno mas el resto de
dividir A +1por 28. Asi, el problema que plantea Gauss es el de determinar el afio x con indiccién i,

nimero aureo a y ciclo solar s es equivalente al de resolver el sistema de congruencias

x=zi—-3 mobd 15,
x=a-1 mod 19,
x=s-1 mod 28.

El minimo comun multiplo de 15,19 y 28 es 7980: veremos mas abajo que eso implica que cada
afio desde el primero hasta el 7979 estd completamente determinado por su indiccién, su nimero
aureo y su ciclo solar.

El problema que plantea Gauss parece hoy bastante extrano, pero en su época era de gran
interés. Gauss habia tenido un gran éxito un afio antes de la publicacion de sus Disquisitiones al
hacer conocer un método algoritmico —el primero en la historia— para el célculo de la fecha de
Pascua. Ese método tenia ciertas falencias y en 1816 publicé finalmente un algoritmo mejorado
que permitia calcular exactamente la fecha de Pascua de todos los afos a partir del ano 1583 del
calendario gregoriano.

8.4.4. Empecemos con un caso particular del Teorema Chino del Resto, aquel en el que lo médulos
son coprimos dos a dos. La demostracion de este caso es mas sencilla que la del general y, a la vez,

es el que mas usamos en la practica:
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Proposicion. Sea r € N, sean my, ..., m, enteros positivos coprimos dos a dos y sean by, ..., b,
enteros. Hay enteros x tales que

X = bl mod my,

(21)

x=b, méd m,

y el conjunto de tales enteros es una clase de congruencia moédulo my---ms.

Demostracion. Sea M = m;y---m,. Veamos primero que si hay soluciones al sistema de congruen-
cias (21), entonces el conjunto de esas soluciones es precisamente una clase de congruencia moédu-
lo M. Esto probara la segunda afirmacion del enunciado.

Supongamos entonces que hay un entero x, tal que xo = b; mdd m; paracadaie€{l,...,r}.
Si x es otro entero que satisface las mismas congruencias, entonces tenemos que x — xo = b;-b;
maéd m; y, por lo tanto, la diferencia x — x, es divisible por cada uno de los numeros m;, ..., m,.
Como estos ¥ numeros son coprimos dos a dos, el Corolario 6.5.8 nos dice que su producto M
también divide a x — xq y, por lo tanto que x = xo méd M.

Reciprocamente, si x es un entero que es congruente con xo médulo M, entonces para cada
i€{l,...,r} tenemos que x = xp mdd m;, porque m; divide a M, y entonces que x = xg = b;
mod m;. Asi, x es una solucion del sistema de congruencias (21).

Concluimos de esta forma que si x¢ es una solucion del sistema (21) entonces el conjunto de
todas las soluciones es precisamente la clase de congruencia de xo médulo M, como queriamos.

Veamos ahora que existen soluciones. Procederemos por induccion. Para cada r € N sea P(r)
la afirmacién

simy, ..., m, son enteros positivos coprimos dos a dos y by, ..., b, son enteros, entonces
existe un entero x tal que x = b; mdéd m; paracadaiec{l,...,r}.

Que P(1) vale es evidente y que P(2) vale es un caso particular de la Proposicion 8.4.2. Sea, para
hacer induccién, s un entero tal que s > 2, supongamos que P(s) vale y mostremos que entonces
P(s +1) también vale. Sean, para eso, my, ..., ms4; enteros positivos coprimos dos a dos y sean
by, ..., bsy1 enteros.

Como my; y ms41 son coprimos, la Proposicion 8.4.2 nos dice que hay un entero a tal que para
cada x € Z se tiene que

] x = b mod myg,
x=a moéd mm, <— ] (22)
x=bgr méd mgp

Por otro lado, la hipétesis inductiva implica que existe un entero xy que satisface el sistema de
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s congruencias

X0 = by mod my,

x0 = bs_; mbéd m,_

Xo=a mod mgm;

ya que los enteros my, ..., ms_1, msmg,; son coprimos dos a dos, y de esta tltima congruencia y
de (22) deducimos que ademas xo = by mod m; y xg = bsy1 = M. Asi, tenemos que

X0 = bl mod my,

X0 = b1 méd mpy
si y solamente si satisface el sistema de s congruencias

x=b; mod my,

X =bgy moéd mey

y, en definitiva, el entero x, es una solucion al sistema de congruencias (21) del enunciado. Esto
prueba que este sistema posee soluciones, por supuesto. O

8.4.5. La prueba de existencia que acabamos de hacer nos da un algoritmo que podemos usar

en la préactica. Por ejemplo, supongamos que queremos encontrar un entero x que satisfaga las
congruencias

x=1 mod 2,
x=2 mobd 3,
) (23)
x=3 mbd>5,
x=4 mod7.

La identidad de Bézout para2y3es2-(-1)+3-1=1y
3-1:1+2-(-1):2=-1=5 mod 6,
asi que la Proposicion 8.4.2 nos dice que para cada x € Z es

. x=1 mod 2,
x=5 moéd 6 —
x=2 mobd 3.
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El sistema (23) es por lo tanto equivalente a

x=5 mobd 6,
x=3 mod5, (24)

x=4 mod7.
Otra vez, la identidad de Bézout para6y5es6-1+5-(-1) =1,y
5-(-1)-5+6-1-3=-7=23 méd 30.
De acuerdo a la Proposicion 8.4.2, entonces,

x=5 mod 6,

x=23 mbd 30 —
x=3 mods

y el sistema (24) es equivalente a

(25)

x =23 mod 30,
{x =4 méd7.
Finalmente, la identidad de Bézout para30y7es30-(-3)+7-13=1y
7-13-23+30-(-3)-4=1733=53 mod 210,
asi que el sistema (25) es equivalente a la congruencia

x =53 mad 210.

Esta es entonces la solucién del sistema (23) con el que empezamos.

8.4.6. El procedimiento para resolver un sistema de congruencias que se deduce de la prueba que
dimos para la Proposicion 8.4.4 es iterativo: vamos resolviendo parcialmente el sistema de a una

congruencia por vez. También podemos construir una solucién de una sola vez:

Proposicidn. Sea r € N, sean my, ..., m, enteros positivos coprimos dos a dos y sean by, ..., b,
enteros. Pongamos M = my---m, y para cada i € {1,...,r} sea q; = M[m;. Paracada i € {1,...,r}
existen enteros s; y t; tales quesiq; +tim; =1y el entero

x=s1q1by + -+ + 5.9, by
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es una solucion del sistema de congruencias

x=b; mobd my,
(26)

x=b, mod m,

Demostracién. Sea i € {1,...,r}. Como q; = my---mj;_ymj---m, y los r — 1 factores en este
producto son coprimos dos a dos, tenemos que

mcd(m;, q;) = mcd(m;, my)---mecd(m;, m;_y) med(m;, mi)---med(m;, m,)
=1L

De la identidad de Bézout, entonces, sabemos que existen enteros s; y t; tales que
siqi +tim; = 1.

Esto prueba la primera afirmacién del enunciado.
Sea, por otro lado, x = s1q1b; + -+ + s,q,b,, como en el enunciado de la proposicién, y sea
i€{l,...,r}.Sijesotro elemento de {1,..., r} distinto de i, entonces m; divide a g;, asi que

X =s1q1by + - + 5,q,br = 5iqibi(1 - t;m;)b; =b; mdd m;.

Vemos asi que x es una solucion a cada una de las congruencias del sistema (26). O

8.4.7. Resolvamos el sistema de congruencias (23) de 8.4.5 usando esta vez el resultado que acaba-
mos de probar. Tenemos r =4y

m1=2, T’YI2=3, H’I3=5, 1’}’14=7, b1=1, b2=2, b3=3, b4=4.

Ponemos q; =3:5-7=105,q2=2-5-7=70;q3=2-3-7=42yq4 =2-3-5 =30y, usando el
algoritmo de Euclides extendido cuatro veces encontramos que

01 + (—52)1’)’11 = 1, qz2 + (—23)1’”2 = 1,
(-2)(]3 +17m3 =1, (—3)Q4 +13my =1,

asi que podemos elegir s; = s, = 1, s3 = =2y s4 = —3. La proposiciéon nos dice entonces que el
entero

x=1-q-1+1-q2-2+(-2)-q3-3+(-3)-qa-4=-367

es una solucion del sistema (23). Esto es consistente, por supuesto, con lo que hicimos antes, ya
que —367 =53 moéd 2-3-5-7.
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En la préctica, el procedimiento iterativo para resolver sistemas de congruencias es mas
conveniente, ya que generalmente puede llevarse a cabo sin necesidad de considerar en el proceso

enteros tan grandes como los que aparecen usando la idea de la Proposicion 8.4.6.

8.4.8. Consideremos ahora la version general del Teorema Chino del Resto. Cuando los médulos
de las congruencias no son coprimos dos a dos, es necesario imponer una condicién aritmética

para que existan soluciones:

Proposici(')n. SeareN. Simy, ..., m, son enteros positivos y by, ..., b, € Z, entonces hay enteros x
tales que

X = bl mod my,
(27)

x=b, méd m,

si y solamente si se tiene que b; = b; moéd mcd(m;, m;) para cada eleccibn de iy jen {l,...,r}.
Cuando ese es el caso, el conjunto de los tales enteros es una clase de congruencia modu-
lomem(my, ..., m,).

Demostracion. Seanr e N, my,...,m, e Nyby,..., b, € Zysupongamos que existe un entero x
tal que x = by mod m paracadate {l,...,r}.Siiy json doselementosde {1,...,r}, tenemos
en particular que

X = b,’ mod mi,

XEbj mod m;

y la Proposicién 8.4.2 nos dice que b; = b; méd mcd(m;, m;). Esto muestra que la condicién
del enunciado es necesaria para que existan soluciones del sistema de congruencias (27).
Probemos que también es suficiente y la tltima afirmacién del enunciado haciendo induccién
conrespectoar.Siresl, esto es evidente, y sires 2 esto es parte de lo que afirma la Proposicion 8.4.2.
Supongamos que s es un entero tal que s > 2 y que lo que afirma la proposicién es cierto
cuando r es s, y sean my, ..., mgy1 enteros positivos y by, ..., by enteros tales que b; = b;
méd gcd(m;, m;) cada vez que i y j son elementos de {1,...,7}.
La Proposicién 8.4.2 nos dice que hay enteros x tales que

x = b mod m, (28)
28
x = bsyy Mod mq

y, mds aun, que el conjunto de tales enteros es una clase de congruencia médulo mem(mg, m;41):
asi, existe a € Z tal que un entero x satisface las congruencias (28) si y solamente si x = a
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moéd mcm(ms, mgy; ). Observemos que, en particular, tenemos que a = by, mdd m; y a = bsyy
méd merl.
Como consecuencia de esto, es claro que un entero x satisface el sistema de s + 1 congruencias

X = bl mod m,

X =bgyn moéd mgy
si y solamente si satisface el sistema de s congruencias

x=b mod 1y,

X = bs—l mod Ms_q,

x=b;, mod g

en el que
bl = bl, ooy bs—l = bS—l’ bs =a,
y
my=my, ..., Ms1=Ms1, M= mcm(ms, m5+1).
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module TCR where
import EMCD

resolverTCR :: [(Integer, Integer)] -> Maybe (Integer, Integer)

resolverTCR [(a, m)] = Just (a ‘mod‘ m, m)

resolverTCR ((a, m) : (b, n) : eqgs)
| (a - b) ‘mod® d ==

resolverTCR ((c, p) : egs)

| otherwise = Nothing
where (d, x, y) = emcd m n
c =(x*mx*xDb+yx*xn*a) ‘divt d

) =mx*n ‘div‘ d

Programa 8.3. Con esta definicion, si eqs es una lista de pares de enteros de la forma
[(al,m1), ..., (ar,mr)],entonce s la expresién resolverTCD egs se evalua o

biena Just (c,s) ,encasodeque elsistema de congruenciasx = a; méd my,...,x = a,
mod m, tenga como soluciones a los enteros congruentes con ¢ moédulo s, o bien a

Nothing , en caso de que ese sistema de ecuaciones no posee ninguna solucion. Este codigo
depende del Programa 6.5 en la pagina 186.

§8.5. Ejercicios

Una demostracion alternativa del Teorema Chino del Resto
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8.5.1. Ejercicio. Sea r € N, sean mj, ..., m, enteros coprimos dos a dos y pongamos M = my---m,.
Para cada m € Ny a € Z escribamos [a], a la clase de congruencia de a médulo m, que es un
elemento del conjunto Z,,.

(a) Lafuncion ¢ : Zpg — Zyy X Ly X - X Ly, tal que

o([alm) = ([a]m> - - [a]m,)

para todo a € Z es inyectiva.

(b) El dominio y el codominio de la funcién ¢ tienen el mismo cardinal, asi que ¢ también es
sobreyectiva.

(c) Siby, ..., b, son enteros, entonces existe un entero x tal que

o([x]m) = ([b1)mys - - [br]m, )

y si y es otro entero con la misma propiedad entonces [x ] = [ ] m. Deduzca de esto que el
Teorema Chino del Resto 8.4.4 vale.
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Numeros primos

§9.1. NUmeros primos

9.1.1. Si a es un entero, llamamos a todo numero b € Z tal que b | a un divisor de a. De acuerdo a
la Proposicion 6.1.4, si a es distinto de 0 y b es un divisor de g, entonces |b| < |a|. Esto implica que
si queremos buscar los divisores de un numero a no nulo basta buscarlos entre los elementos del
conjunto {i € Z: —a < i < a}. Esto es importante, ya que este conjunto es finito: para encontrar
todos los divisores de a hay que hacer un nimero finito de calculos.

Si a es positivo, entonces a tiene por lo menos a1y a a como divisores positivos. Una conse-
cuencia inmediata de esto es que el inico entero positivo que tiene exactamente un divisor positivo
es 1: todos los otros enteros positivos tienen al menos dos. Decimos que un nimero entero positivo
p es primo cuando tiene exactamente dos divisores positivos. Un entero positivo mayor que 1 que

no es primo es compuesto. Observemos que el entero 1 no es ni primo ni compuesto.

9.1.2. Una observacién inmediata sobre los primos es la siguiente:

Proposicion. Sea p un niimero primo y sea a un entero cualquiera. El mdximo comun divi-
sormcd(p, a) esolo p, y el segundo caso ocurre si y solamente si p divide a a.

Demostracién. En efecto, el nimero mcd(p, a) es un divisor de p, asi queeso 10 p, y es p
exactamente cuando p divide a a. O

9.1.3. Para determinar si un entero a > 1 es primo, hay que verificar en principio que ningin
entero b tal que 1 < b < a divide a a. El siguiente resultado implica que basta verificar que ningtn
primo p tal que 1 < p < a divide a a.
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Proposicion. Un entero mayor que 1 es o primo o divisible por un niimero primo menor que él.

Una forma equivalente de decir esto es que todo un nimero mayor que 1 que tiene por lo

menos tres divisores tiene uno que es primo.

Demostracién. Para cada entero n sea P(n) la afirmacién
n es primo o divisible por un niimero primo menor que él

y mostremos por induccién que P(n) vale para todo entero n > 2. El nimero 2 es primo, ya que
ningun entero b tal que 1 < b < 2 lo divide: de hecho, no hay ningtin entero que satisfaga ni siquiera
la primera de esas condiciones. Vemos asi que la afirmacion P(2) vale y esto nos da el paso inicial
de la induccioén.

Supongamos ahora que k es un entero tal que k > 2 y que las afirmaciones P(2), P(3),
..., P(k —1) valen. Si k es primo, entonces P(k) vale. Si en cambio k no es primo, como es mayor
que 1 tiene mas que dos divisores positivos: esto implica que tiene un divisor positivo / distinto
de 1y de k. Por supuesto, esto implica que 1 < I < k y entonces nuestra hipétesis inductiva nos
dice que la afirmacion P(1) vale.

Ahora bien, este numero ! puede ser primo o no. Si es primo, entonces es un divisor primo de k
menor que k y vemos que P(k) vale. Si en cambio ! no es primo, la validez de P(I) implica que
existe un primo p menor que [ tal que p | I. Como ! | k, gracias a transitividad de la divisibilidad
tenemos que p | k: vemos asi que p es un primo que divide a k y, como es menor que [, que es
menor que k. Esto muestra que en cualquiera de los dos casos la afirmacion P(k) vale y completa
la induccion. O

9.1.4. Un corolario inmediato pero util de la proposicién que acabamos de probar es:

Corolario. Todo entero mayor que 1 es divisible por un niimero primo.

Muchas veces usamos esto para probar que un numero positivo es igual a 1: mostramos que
no es divisible por ningtin niimero primo.

Demostracion. De acuerdo a la proposicion un nimero entero mayor que 1 es primo o tiene un
divisor primo menor que él: en cualquiera de los dos casos tiene un divisor primo. O

9.1.5. Apoyandonos en la Proposicion 9.1.3, podemos describir un algoritmo para obtener la lista
de los nimeros primos menores que un nimero entero positivo dado N. Empezamos escribiendo
la lista en orden de los niimeros enteros desde el 2 hasta N. A medida que vayamos avanzando,
vamos a ir tachando alguno de estos nimeros y marcando otros con un circulo. Llevaremos a cabo
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el siguiente paso repetidas veces, mientras podamos:

encerramos con un circulo el primer niimero de la lista que no esté ni tachado ni
encerrado con un circulo y a continuacién tacharemos todos los niimeros mds

grandes que él y que son sus multiplos.

El procedimiento se detiene cuando no podamos realizar esto: cuando no quede ningun nimero
que no esté ni tachado ni encerrado en un circulo.
Veamos como funciona esto cuando N es 59. Empezamos con la lista de los nimeros de 2
al 59:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

El primer paso es localizar el primer niimero de la lista que no esta ni tachado ni encerrado en
un circulo: como no hay ninguno tachado ni marcado con un circulo, es claro que se trata del 2.
Ahora encerramos al 2 con un circulo y tachamos todos sus multiplos: nos queda

@3/{5/6/7/8/9/]{0/11/14/13)(15}517%19
2021 27 23 24 25 26 27 28 29 30 31 37 33 34 35 36 37 38 39
40 41 47 43 44 45 46 47 48 49 50 51 57 53 54 55 56 57 58 59

En este momento, el primer nimero que no estd ni tachado ni encerrado en un circulo es el 3, asi

que lo encerramos en un circulo y tachamos sus multiplos:

QA s 87 8 9060 Z s u 560 Ko
26 2 37 25 2 25 26 37 26 29 36 w0 3 35 0 35 36 7 K
40 41 47 43 44 45 46 47 48 49 50 51 57 53 54 55 56 57 58 59

Observemos que al tachar los multiplos de 3 volvimos a tachar algunos niimeros que ya estaban
tachados, como el 6 o el 12. Para el tercer paso, el primer entero libre es el 5y lo que nos queda
después de encerrarlo en un circulo y tachar sus multiplos es

QOAG)S 7 8 5 06 u f 5 i 56 17 8
26 2 37 25 2 B 26 7 38 29 36 5 3 35 34 35 36 5 6
46 a1 41 43 4 45 46 47 38 49 50 st 5L 5 56 55 56 57 56 59

Continuamos de esta forma: en sucesivos pasos encerramos en circulos al 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41, 43, 47, 53, y al 59, tachando en cada paso los multiplos de estos numeros. Al terminar de
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module Primos where

primos :: Integer -> [Integer]
primos n = cribar [2 .. n]
cribar :: [Integer] -> [Integer]
cribar [] =[]

cribar (x : xs) = x : cribar [i | i <- xs, i ‘mod® x /= 0]

Programa 9.1. Una implementacién de la criba de Eratostenes en HaskerL. El valor

de la expresion primos n es la lista creciente de los primos menores o iguales que

n . Es interesante observar que con estas definiciones, la expresiéon cribar [2..]
se evalua a la lista de todos los primo y entonces, por ejemplo, podemos calcular
takeWhile (<1000) (cribar [2..]) paradeterminar lalista de los primos menores

que 1000y cribar [2..] !! 100 para determinar el centésimo primo.

hacer eso, lo que tenemos es:

Q) A ()6 (D) 5 (W) (1) 4 38 36 (17) 38 (19)
20 2 27 (233) 04 25 26 27 26(29) 30 (31) 37 35 34 3 36(37) 36 39
46 (11) 47 (13) 4 35 26 (17) 48 48 56 51 57 (53) 54 55 56 57 56(59)

Como ya no quedan nimeros que no estén ni tachados ni encerrados en un circulo, el algoritmo

termina. Los nimeros que quedaron encerrados en circulos son
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

y estos son precisamente los nimeros primos menores o iguales a 59.

Este procedimiento se llama la criba' de Eratéstenes, por Eratdstenes de Cirena, a quien se le
atribuye desde principios de la era cristiana su invencion. Eratdstenes llego a ser el bibliotecario de
la Biblioteca de Alejandria, en Egipto. Su mas célebre logro es la determinacion de la circunferencia
de la Tierra “sin haber salido de su biblioteca”. En la Figura 9.1 damos una posible implementacion
de este algoritmo en HASKELL. En la computadora del autor, esta implementacion determina la
lista de los primos menores que 100 000, que son 9 592, en 20 segundos.

9.1.6. Imaginemos que empezamos con la lista infinita de fodos los enteros mayores que 1y
realizamos el proceso de cribado tal cual como lo describimos arriba: al comenzar cada paso,

"La palabra criba designa el utensilio que se usa para cribar, es decir, para filtrar y seleccionar semillas o minerales.
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identificamos el primer entero de la lista que no estd ni tachado ni encerrado en un circulo, lo
encerramos en un circulo y tachamos todos sus (jinfinitos!) multiplos. Una cosa que podria ocurrir,
a priori, es que lleguemos a un punto — después de realizar un cierto nimero de pasos — en el
que no podamos continuar porque ya no quedan nimeros que no estén ni tachados ni encerrados
en circulos y, entonces, no podamos realizar el paso siguiente.

Si esto ocurriera, en ese momento tendriamos un numero finito de niimeros encerrados en
circulos (ya que en cada uno de los pasos que si pudimos hacer encerramos exactamente un
numero en un circulo) y todos los otros nimeros estarian tachados. Claramente, esto nos diria
que hay un nimero finito de nimeros primos.

Una observacion fundamental — debida a Euclides — es que esto no ocurre:

Proposicion. Existen infinitos niimeros primos.

Asi, el proceso de cribado de la lista de todos los enteros mayores que 1 nunca se detiene. La
demostracidon que daremos es de esta proposicion es debida a Euclides mismo.

Demostracion. Supongamos que, por el contrario, hay un niimero finito de nimeros primos, sea

P1s P25 -5 Pm (1)

la lista de todos ellos y consideremos el nimero N = p;---p,, + 1. Como los numeros primos
son todos positivos, es claro que N > 1y la Proposicion 9.1.3 nos dice entonces que N tiene un
divisor primo. Ese divisor primo tiene que ser uno de los numeros de la lista (1), asi que existe
ie{l,...,m}talque p; | p1--pm + 1. Como claramente p; también divide al producto p;---pm,
el Corolario 6.1.6 nos dice que p; divide a 1: esto es, por supuesto, absurdo. Esta contradiccion
muestra que nuestra hipétesis es insostenible y, por lo tanto, que el conjunto de los nimeros primos
es infinito, como afirma la proposicion. O

9.1.7. Otra consecuencia importante de la Proposicién 9.1.3 es:

Proposicion. Todo entero positivo es igual a un producto de niimeros primos.

Demostracién. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion
el niimero n es igual a un producto de niimeros primos.

Mostremos que P(n) vale para todo #n € N por induccion. Que P(1) vale es claro, ya que 1 es igual
al producto de cero factores primos, y esto establece el paso base.

Supongamos ahora que k € Ny que las afirmaciones P(1), ..., P(k — 1) valen, y mostremos
que entonces también vale P(k). Ahora bien, si k es primo, entonces es claro que P(k) vale, ya que
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20 40 60 80 100

Figura 9.1. La funcion 7 en el intervalo [0,100].

k es igual a un producto de nimeros primos con un sélo factor. Supongamos entonces que, por el
contrario, k no es primo. La Proposicion 9.1.3 nos dice que hay un nimero primo p menor k tal
que p | k y, en consecuencia, que hay entonces un entero positivo [ tal que k = pl. Como p > 2y,
por lo tanto,

I = §E<k,
2

k
p
tenemos que 1< I < k. En particular, nuestra hipotesis inductiva nos dice que la afirmaciéon P(1)
vale, es decir, que [ es igual a un producto de nimeros primos: existen r € Ny y nimeros primos
P> ..., pr tales que I = p;---p,. Como entonces k = pl = pp;---p,, vemos que k es igual a un
producto de niimeros primos, es decir, que P(k) vale. Esto completa la induccion. O

9.1.8. LaProposicion 9.1.6 nos dice que hay infinitos nimeros primos. Podemos ser mas ambiciosos
y hacernos la siguiente pregunta: si x es un nimero real positivo, ;cuantos numeros primos que
menores que x? En otras palabras, esta pregunta pide determinar el entero

n(x)={neN:nesprimoyn<x}|

Notemos que de esta forma obtenemos una funcién 7 : [0, +o0) — R. Si tenemos a nuestra dispo-
sicién una tabla de nimeros primos o, mejor, una computadora, podemos evaluar 7 facilmente.
En la Figura 9.1 podemos ver el gréfico de la funcién 7 en el intervalo [0,100].

La Proposicion 9.1.6 nos dice que la funcion 7 no esta acotada superiormente y si analizamos
la forma en la que la probamos podemos obtener también una cota inferior para ella:

Proposicion. Para todo n > 2 vale que m(n) > Inln n.
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Esta cota inferior crece de manera extremadamente lenta con 7 y resulta no ser particularmente
buena. Nos dice, por ejemplo, que 7(10”°) > InIn10" = 3,542082..., lo que es cierto, ya que
n(10%) = 29 844 570 422 669, pero claramente no es muy informativo!

Demostracion. Sea pi, pa2, p3» ..., lalista en orden creciente de los nimeros primos. Mostremos
que para cada n € N vale que

pn<2? (2)

Esto ciertamente es cierto cuando n es 1, ya que p; = 2 < 227 Supongamos, por otro lado, que k es
un elemento cualquiera de N mayor que 1 y que sabemos que la desigualdad (2) es cierta siempre
que 1< n < k. El nimero p;---py_; + 1 es mayor que 1, asi que es divisible por algin primo: como
no es divisible por ninguno de los primos py, pa, ..., px_1, tiene que ser divisible por algiin primo
mayor o igual que py vy, en particular,

Pr < piprproa +1< 22 2220 L o g2 02
Comok>2es2kt—1>21-1=1, as.iqueZZH_1 >1>1y

k—1_ k—1_ k—1_ k—1_ k-1
p X P LA N i e R S L

Esto nos dice que la desigualdad (2) vale cuando 7 es k. Esa desigualdad es, por lo tanto, cierta
para cualquier n € N. Notemos que esto nos dice que 7 es un elemento cualquiera de N, entonces
pn <22y, porlo tanto, 7(22") > n.

Sea ahora n un entero mayor que 2 y sea m = |log, log, n|. Es m < log, log, n < m + 1, asi
que 2™ < log, n, 22" < n <y, por lo tanto,

log, log, n < m+1< 7(2*") < n(n). (3)

Es0 < In2 < 1,yaque2 < e,asi que para todo numero real x mayor queleslog, x = Inx/In2 > In x.
Como la funcién log, es creciente, esto implica a su vez que para todo niimero real x tal que Inx
es mayor que 1 es

log, log, x > log, Inx > InInx.

Combinando esta desigualdad con la de (3) obtenemos la de la proposicion. O

9.1.9. Un resultado fundamental de la teoria de niimeros es el siguiente teorema, usualmente
llamado el teorema de los niimeros primos:

252



] . q X
Teorema. Si x es un niimero real suficientemente grande, entonces 7(x) ~ e O
nx

Explicitamente, lo que queremos decir aqui es que cuando el numero x es grande el cociente
de 71(x) y de x/In x se aproxima a 1, esto es, que

lim 7(x) =

1.
xtroo x/Inx

El primero en conjeturar que la funcién 7 puede aproximarse por una expresion como la que
aparece en el teorema fue Adrien-Marie Legendre, en 1797, en base a la consideracion de tablas de
primos elaboradas por Anton Felkel y Jurij Bartolomej Vega®

El problema de aproximar 7 fue considerado desde entonces por muchos matematicos — Carl
Friedrich Gauss, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Patnuty Chebyshev, Leonhard Euler, Bernhard
Riemann, entre muchos otros — pero el teorema de los niimeros primos fue probado por primera
vez recién por Jacques Hadamard [Had1896]y Charles Jean de la Vallée Poussin [dLVP1896a,
dLVP1896b,dLVP1896¢, dLVP1897a,dLVP1897b] en trabajos independientes y casi simultaneos
basados de manera esencial en ideas de Riemann. Hoy se conocen varias pruebas del teorema
y todas son largas y complicadas. La mas sencilla fue encontrada por Donald Joseph Newman
en 1980 [New1980]; una version de esta de Don Zagier puede encontrarse en [Zag1997].

Una consecuencia directa del teorema es la observacion de que cuando 7 es un entero positivo

grande podemos dar una aproximacion para el n-ésimo primo p,:

pn~ninn. (4)
Por ejemplo, el primo 10>-avo es

Pros = 37124508 045 065 437
mientras que

10” In10™ ~ 34538776 394 910 685,260 269 ... .

La diferencia entre p;gis y 10" In10" es grande, del orden de 10", pero el error relativo de la
aproximacion es pequefo y menor que el 7 %:
p1015 - 1015 In 1015
P1os

=0,0696503...

*Felkel habia publicado entre 1776 y 1777 una tabla [Fel1776] que daba la factorizacion de todos los numeros
coprimos con 30 entre 1y 10 000 000. En la Figura 9.2 puede verse una pagina de este trabajo. El trabajo matematico mas
famoso de Vega, por su parte, es una serie de volimenes con tablas de logaritmos decimales y funciones trigonométricas,
en los que trabajo durante toda su vida. Ademas de eso, Vega se dedicé a la astronomia, a la fisica y a la balistica. Hay
un crater en la luna que lleva su nombre, con coordenadas 45.4°S 63.4°E.
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Figura 9.2. Una pagina de la tabla de Anton Felkel con la factorizacion de todos los enteros
positivos coprimos con 30 y menores que 10 000 000. El libro puede encontrarse entero en
version electronica en la URL incluida en la referencia [Feli776]. La computadora del autor
de estas notas puede generar esa tabla completa en 16 segundos.
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Es en este sentido que debe entenderse la aproximacion (4): el limite cuando # crece del error
relativo de la aproximacion es 0.

Es de notar que se conocen aproximaciones al n-ésimo primo mucho mejores que la de (4),
que se deducen de resultados mas precisos que el teorema de los nimeros primos. Por ejemplo,
Ernesto Cesaro prob6 en [Ces1894] que para cada entero positivo #n es

Pn

Inlnn-2  (Inlnn)?>-6Inlnn+11
—=lnn+Inlnn-1+ - + &4,
n Inn 2(Inn)?

con &, un numero tal que

lim —" _—0
n—oo 1/(Inn)2

Esto nos dice que 10”°-avo primo p;gs es aproximadamente igual a
37124545467703 341,527 861. ..

Esta aproximacion tiene un error relativo de 0,000 100 8 %, remarcablemente mejor que la anterior.

Una segunda consecuencia del teorema es que si N es un entero positivo grande, entonces la

proporcion de nimeros primos en el conjunto {1,..., N} es aproximadamente

a(N) N/IhN 1
N N  InN’

(5)

Esto nos dice que cuando N crece cada vez hay relativamente menos y menos primos en el conjun-
to {1,..., N}, porque sabemos que limy_, o In N = +00. De todas formas, como la funcién In crece
de manera muy lenta con su argumento, esta proporcion decrece muy lentamente. Por ejemplo,
hay 7(10”) = 29844 570422669 y m(10%°) = 2220 819 602 560 918 840 primos en los conjuntos

{1,...,10®} y {1,...,10%°}, asi que las proporciones de primos en esos conjuntos son
n(10%) m(10%0)
=0,029844 ... =0,022208...
1015 1020

mientras que las estimaciones dadas por (5) para esas proporciones son

1
W = 0,028 953 e m = 0,021714 e
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§9.2. El Teorema Fundamental de la Aritmética

9.2.1. En la seccidn anterior probamos la Proposicion 9.1.7, que nos dice que todo entero positivo
es igual a un producto de nimeros primos. Nuestro objetivo en esta es mostrar que, de hecho, ese
producto de primos es esencialmente unico.

9.2.2. El primer paso para eso es establecer la siguiente caracterizacién de los nimeros primos,
usualmente conocida como el Lema de Euclides — es la Proposicidn 30 del libro VII de sus
Elementos.

Proposicion. Un niimero p mayor que 1 es primo si y solamente si cada vez que divide al producto
de dos enteros divide a alguno de ellos.

Demostracion. Veamos primero que la condicion del enunciado es necesaria. Sea p un entero
mayor que 1 que es primo, sean a y b dos enteros tales que p divide al producto ab, supongamos
que p no divide a a y mostremos que entonces p necesariamente divide a . El maximo comun
divisor de p y a es 1: en efecto, si d es un divisor comun positivo de p y a, entonces en particular
divide a p y, como p es primo, es o bien 1 0 bien p, pero como estamos suponiendo que p no divide
a a, esta segunda posibilidad no ocurre. Por otro lado, de acuerdo a la identidad de Bézout 6.4.10,
existen entonces enteros x e y tales que xp + ya = 1. Si multiplicamos esta igualdad por b, vemos
que xpb + yab = b. Como p divide tanto a x pb como a yab, deducimos de esto que p divide a b,
como queriamos.

Probemos ahora que la condicién del enunciado es suficiente para que p sea primo. Esto es,
supongamos que p es un entero mayor que 1 tal que cada vez que divide a un producto de dos
enteros divide a uno de los factores y mostremos que p debe ser entonces primo.

Supongamos para ello que, por el contrario, p no es primo. En ese caso, como es mayor que 1,
posee un divisor d tal que 1 < d < p. Si e es el cociente de la division de p por d, tenemos entonces
que p = de. En particular, vemos que p divide al producto de y, de acuerdo a la hipétesis, divide
entonces a alguno de los factores: esto es absurdo, ya quel1 < d < py1< e < p. Esta contradiccion
provino de haber supuesto que p no es primo, asi que debe serlo. Esto completa la prueba de la
proposicion. O

9.2.3. La siguiente generalizacion de parte de la proposicion anterior nos sera ttil:

Corolario. Sea p un niimero primo, sear € N y sean ay, ..., a, enteros. Si p divide al producto a,---a,,
entonces existe i € {1,...,r} tal que p divide a a;.
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Demostracién. Para cada r € N sea P(r) la afirmacion

si p divide a un producto ay---a, de r enteros ay, ..., a,, entonces existe i € {1,...,r} tal
que p divide a a;.

Que P(1) vale es evidente. Supongamos, para hacer induccidn, que k es un elemento cualquiera
de N tal que P(k) vale, y mostremos que entonces P(k + 1) también vale: esto probara el corolario.

Sean entonces ay, ..., dx,1 enteros, supongamos que p divide al producto a;---ay,; y mostremos
que p divide a alguno de los k + 1 factores. Ahora bien, si llamamos b al producto a;---aj, entonces
tenemos que p divide a bay,: de acuerdo a la Proposicion 9.2.2, se sigue de esto que p divide
a b o a ag,;. Si la segunda de estas posibilidades ocurre, entonces claramente p divide a uno
de los factores del producto a;---ax,;. Si en cambio p divide a b = a;---ay, entonces la hipdtesis
inductiva P(k) nos dice que p divide a alguno de los factores ay, ..., ay de b. En cualquier caso,
vemos que la afirmacion P(k + 1) vale, como queriamos. 0

9.2.4. De acuerdo a la Proposicion 9.1.7, un entero positivo # es igual a un producto de nimeros
primos, esto es, existen r € Ny y numeros primos pi, p2, ..., p; tales que

n=prpr (6)

Los numeros primos que aparecen en esta factorizacién no son necesariamente distintos. De
todas formas, como la multiplicacidon de enteros es conmutativa, reindexandolos apropiadamente
podemos suponer que p; < ps < --- < p,. Mostraremos ahora que, bajo esta condicion extra, hay
exactamente una factorizacion de n como la de (6).

Proposicion. Sir, s e Ng y p1, ..., pr ¥ qu, ..., qs Son niimeros primos tales que

plg...gpr’ QISSQS y pl...pr:ql...qs)

entoncesr =sy p; =q; paracadaic{l,...,r}.

Demostracién. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion

sit,s€Noy pr, ..., Pry qu ..., gs son niimeros primos tales que py < -+ < py, q1 < -+ < g
Yy n=prpr=qi-qs entoncesr =sy p; = q; paracada i€ {1,...,r}.

Vamos a mostrar que P(n) vale cualquiera sea n € N haciendo induccién.

Empecemos por P(1). Supongamos que 7, s € No y que p1, ..., pr Y qu, ---»> gs SON nUmMeros
primos tales que p; < -+ < pp, g1 < - < gsy1 = p1o--pr = q1--+qs. Si v > 0, entonces el nimero
primo p; divide al producto p;---p,, que es igual a 1: esto es absurdo y esta contradiccion nos dice
que debe ser r = 0. De manera similar podemos ver que s = 0y, por lo tanto, tenemos que 7 = s
y, de manera tautoldgica, que p; = q; paratodo i € {1,...,r}. Concluimos de esta forma que la
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afirmacion P(1) vale.
Sea ahora k un elemento cualquiera de N, supongamos que para cada entero i tal que1 < i < k
la afirmacién P(i) vale, y mostremos que entonces la afirmacién P(k) también vale. Para ello,

supongamos que 1, s € Ng y que py, ..., pr Y 41, - - -» gs Son numeros primos tales que p; < --- < py,
Qi< <qsy
k:pl...pr:ql...qs' (7)

No puede ser que se tenga que p, < q. En efecto, si fuera ese el caso, como g, dividea k = p;---py,
el Corolario 9.2.3 nos diria que existe i € {1,...,r} tal que g5 divide a p;, y esto es imposible
porque p; < p, < ¢s. De manera similar podemos ver que no puede ser que se tenga que p, > ¢s, y
concluir, en definitiva, que p, = g;. Si ponemos I := k/p,, de la igualdad (7) deducimos, dividiendo
en cada miembro por p,, que

l=prpra=q1qsa. (8)

Ahora bien, este entero [ es positivo y estrictamente menor que k (porque p, > 2), asi que nuestra
hipétesis inductiva nos dice que la afirmacién P(I) vale. Usdndola en (8), vemos que r —1=s — 1,
es decir, que r = s,y que p; = q; paracadai € {1,...,r—1}.Junto con el hecho que ya establecimos
antes de que p, = g, esto muestra que vale la afirmacién P(k), como queriamos. O

9.2.5. Podemos ahora enunciar y probar el llamado Teorema fundamental de la aritmética:

Proposicion. Si n es un entero positivo, entonces existen
o un entero no negativo s € Ny,
o NUmeros primos pi,..., ps ¥y
« enteros positivos ay, ..., ds

tales que py < --- < psy n = pi'---p& y, mds aiin, todos ellos estdn univocamente determinados por n.

Demostracion. Sea n un entero positivo. De la Proposicion 9.1.7 sabemos que existen r € No y
ndmeros primos qj, ..., q, tales que n = p;---p,. Mds atin, como observamos en 9.2.4, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g; < - < ¢,, ya que si no es ese el caso basta reindexar
apropiadamente los primos qj, ..., g;.

Los primos 4, ..., g, no son necesariamente distintos dos a dos. Sea s la cantidad de elementos
del conjunto {qi, ..., q,}, sean py, ..., ps los elementos de este conjunto listados en orden estricta-
mente creciente y para cada i € {1,...,s} sea a; la cantidad de veces que el primo p; aparece en la
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lista gy, ..., g es decir, el cardinal del conjunto {j € {1,...,r} : qj = p;}. Es claro, entonces, que

— — N | as
n=qp-qr= pr—pr pa-paz - Dsps = Ppiiepst
—— N—— N———
ay factores a, factores as factores
Esto prueba la afirmacion de existencia de la proposicion.
Para ver la de unicidad, supongamos que r, s € Ny, que py,..., pr Y qis ..., gs son dos secuencias
estrictamente crecientes de nimeros primos, y que ay, ..., dr, by, ..., bs € N son tales que

_ ay ar _ bl hs
n=py=pr =4q 4s -

Podemos reescribir esta tltima igualdad en la forma

pl...pl ...... pr...pr = ql...ql ...... qs...qs
ay factores a, factores b factores b, factores

A la izquierda tenemos un producto de a; + -+ + a, numeros primos y los factores estan en orden
no decreciente, mientras que a la derecha tenemos un producto de b; + --- + by numeros primos
también listados en orden no decreciente. De acuerdo a la Proposicién 9.1.7, entonces, a ambos
lados de la igualdad tenemos la misma cantidad de factores, asi que a; + ==« + a, = by + ==+ + b5, y
los factores son los mismos en el mismo orden. Es inmediato entonces que r = sy que p; = q; y
a; = b; paracadai € {1,...,r}. La proposicion queda asi probada. Ol

9.2.6. A pesar de que este Teorema fundamental de la aritmética es en efecto fundamental, fue
recién Gauss en 1801, en sus Disquisitiones Arithmeticae, el primero en enunciarlo precisamente y
probarlo. El teorema no aparece en los Elementos de Euclides: aunque ciertamente aparecen ahi
nuestro Corolario 9.1.4, que usamos para probar la existencia de una factorizacion en factores
primos, y nuestra Proposicion 9.2.2, que esta en la base de nuestro argumento para probar la
unicidad, ninguna de las dos partes de la Proposicion 9.2.5 puede leerse en los Elementos.

Luego de Euclides, el siguiente en ocuparse de la cuestion fue Kamal al-Din al-Farisi, un gran
matematico, fisico y astrénomo persa que muri6 hacia 1320. al-Farisi escribié un libro sobre los
“niimeros amigos” en el que aparece el primer enunciado y la primera prueba de la afirmacion
de existencia de factorizaciones con factores primos de la que se tiene registro. Después de él,
Jean Prestet en 1689, Leonhard Euler en 1770 y Adrien-Marie Legendre en 1798 hicieron ciertos
avances en el estudio de estas factorizaciones pero no llegaron a enunciar ni probar la afirmacién
de unicidad, aunque la usaron implicitamente. Como dijimos, el teorema aparece en toda su gloria
recién en 1801 en las Disquisitiones Arithmeticae, donde Gauss lo enuncia esencialmente igual que
nosotros y lo prueba de una manera muy parecida a la nuestra, aunque con menos detalles. En la
Figura 9.3 en la pagina siguiente reproducimos el pasaje relevante.
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1€.

Tueorema. Numerus compositus quicunque unico tantum modo in factores primos
resolvi potest.

Dem. Quemvis numerum compositum in factores primos resolvi posse, ex
elementis constat, sed pluribus modis diversis fieri hoc non posse perperam ple-
ramque supponitur tacite. Fingamus numerum compositum A, qui sit —a* biet
ete., designantibus @, b, ¢ etc. numeros primos inaequales, alio adhuc modo in fac-
tores primos esse resolubilem. Primo manifestum est. in secundum hoe factorum
systema alios primos quam a, b, ¢ etc. ingredi non posse. quum quicunque alius
primus numerum A ex his compositum metiri nequeat. Similiter etiam in secun-
do hoe factorum systemate nullus primorum a, b, ¢ etc. deesse potest, quippe qui
alias ipsum A non metiretur (art. praec.). Quare hae binae in factores resolutio-
nes in eo tantummodo differre possunt, quod in altera aliquis primus pluries quam
in altera habeatur. Sit talis primus p, qui in altera resolutione m, in altera vero
n vicibus occurrat, sitque m>>n: Jam deleatur ex utroque systemate factor p,
n vicibus, quo fiet ut in altero adhuc m—n vicibus remaneat, ex altero vero omnino
abierit. 1. e. numeri “* duae in factores resolutiones habentur, quarum altera a
factore p prorsus libera, altera vero m—n vicibus eum continet, contra ea quae

modo demonstravimus.

Figura 9.3. El parrafo 16 de las Disquisitiones Arithmeticae de Gauss, en el que enuncia
y prueba el Teorema Fundamental de la Aritmética. El enunciado dice: «Todo niumero
compuesto puede resolverse en factores primos de una unica manera».

En el trabajo [AO2001] puede encontrarse una descripcién detallada de la historia de la

correspondiente cociente.

Por ejemplo, supongamos que nos proponemos factorizar el entero

29822 375. Los primeros primos son 29 822375
6

2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, ... 5904475

1192 895

Probamos dividir nuestro niumero por 2 y por 3, sin éxito. Es divisible 238579

por 5, y el cociente es 5964 475; este es otra vez divisible por 5, con 21689

943
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Proposicién 9.2.5 y en [AO1997] una revista de las muchas pruebas que han sido dadas de ella.

9.2.7. Siuno tiene acceso a la lista de los nimeros primos menores que un entero positivo #, es
facil — aunque laborioso — encontrar la factorizacion de n como producto de nimeros primos.
Basta ir recorriendo la lista de los primos desde 2 en adelante y para cada uno de ellos determinar
cuantas veces lo divide. Una simplificacién de este proceso consiste en observar que cada vez
que encontramos un primo que lo divide, es suficiente continuar buscando una factorizacién del

11
23
23
41



cociente 1192 895, y este también, con cociente 238 579. Ya 5 no divide
a este nimero: probamos entonces con 7, que no lo divide, y con 11, que
si funciona. El cociente es 21 689. Este nimero no es divisible por 11, asi
que continuamos probando con 13, 17 y 19, que no lo dividen, y con 23, que si lo hace. El cociente
es 943, que es otra vez divisible por 23, con cociente 41. Como 41 es primo, aqui termina el proceso.
Concluimos asi que la factorizacién que buscabamos es 29 822375 = 5° - 11- 232 - 41.

En la Figura 9.2 en la pagina siguiente damos una implementacion en HASKELL de este
algoritmo. Con esas definiciones, podemos evaluar en un intérprete

*Main> factorizar 29822375
[5,5,5,11,23,23,41]

*Main> pares 29822375
[(5,3),(11,1),(23,2),(41,1)]

El primer resultado nos da la lista de primos con repeticiones que aparecen en la factorizacion de
29 822375 mientras que el segundo nos da los pares (p, a) de primos y exponentes que aparecen
en esa factorizacion.

9.2.8. Demos una aplicacion sencilla y bonita del teorema fundamental de la aritmética:

Proposicion. Para todo n € N el n-ésimo niimero primo p,, es menor que 4".

Demostracion. Sea n un entero positivo, sean p, ..., p, los primeros n numeros primos listados
en orden creciente y sin repeticiones, y sea sea I el conjunto de todos los enteros de 1a p,,.

Sea m un elemento cualquiera de I. Los primos que dividen a m pertenecen a I, porque son
menores o iguales que p,, asi que hay enteros no negativos a4y, ..., a, tales que

_ a) az a
m=pypy P

Dividiendo estos enteros por 2 vemos que hay otros enteros no negativos by, ..., b, y elementos
C1> --.» €y del conjunto {0,1} tales que a; = 2b; + ¢; paracadai € {1,...,n} y, por lo tanto, que

2b1+61

_ 2b2+62 an +cy
m=p :

b bo e\ e e

= 1 2 n 1 2 n

2 “Pn = (Pl Py Pn ) Py Py P

Asi, todo elemento de I es igual al producto de un cuadrado — necesariamente menor que p, —y

un elemento del conjunto

F={pi'p2-p:0<cr,cp,...,Cn <1}

El nimero de cuadrados menores que p,, es, como mucho, \/p,, y el conjunto F tiene, de acuerdo
al teorema fundamental de la aritmética, exactamente 2" elementos. La cantidad de elementos
de I es, por lo tanto,

P =1l <\/pPn-2".
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module Factorizar where

factorizar :: Integer -> [Integer]
factorizar n = reducir n (primos n)

reducir :: Integer -> [Integer] -> [Integer]
reducir 1 (p : ps) = []
reducir x (p : ps)

| x ‘mod¢ p == p : reducir (x ‘div‘ p) (p : ps)

| otherwise = reducir x ps

pares :: Integer -> [(Integer, Integer)]
pares n = [(p, count p factores) | p <- nub factores]
where factores = factorizar n

count x ys = length [y | y <- ys, y == x]

sigma :: Integer -> Integer -> Integer
sigma 0 n = product [a + 1 | (p,a) <- pares n]
sigma k n = product [f (p, a) | (p, a) <- pares n]
where f (p, a) = (p = (k * (a+1)) - 1) ‘div‘ (p ~ k - 1)

Programa 9.2. Una implementacion en HASKELL del algoritmo trivial de factorizacion de
un entero positivo como producto de numeros primos y de las funciones oy de la secciéon 9.4,
usando las definiciones de la Figura 9.1 en la pagina 249.
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Dividiendo por \/p, a ambos lados de esta desigualdad y elevando luego al cuadrado vemos que
pn < 4", que es lo que la proposicion afirma. O

9.2.9. Usando la misma idea que usamos para probar esta proposicién encontrar una cota para la

funcion m:

Inn
2In2°

Corolario. Para cada entero n es n(n) >

Esta cota es mejor que la que nos da la Proposicion 9.1.8. Por ejemplo, es posible calcular que
m(10%) = 29 844 570 422 669: la cota que nos da aquella proposicion es

7(10”) > InIn10"” = 3,542082. ..

mientras que el corolario nos dice que

In10®

—— =24,914460...
2In2

m(10%) >

De todas formas, vemos con esto que se trata de una cota muy grosera. Sin embargo, cuando n
crece la nueva cota es mucho mejor que la que teniamos, ya que

. Inlnn
lim | =0.
n—oo 1NN
2In2

Demostracién. Sea n un entero tal que n > 2, sea N := 7(n), y sean py, ..., pn los primos menores
o iguales que n. En la demostracion de la proposicion vimos que todo elemento de {1,...,n}
puede escribirse como un producto de un cuadrado menor o igual que #, de los cuales hay como
mucho /7, y un numero que es un producto de la forma p{'---p¥ con ¢y, ..., ey € {0,1}, de
los que hay 2V. Esto implica, claro, que n < /7 - 2V, asi que /7 < 27("): tomando logaritmos
obtenemos la desigualdad del enunciado. O

Tanto la Proposicién 9.2.8 como el Corolario 9.2.9 son debidos a Paul Erdés [Erd1938].

9.2.10. Es importante notar que para probar el Teorema fundamental de la aritmética 9.2.5 no
usamos nunca el hecho de que hay infinitos nimeros primos. Leonhard Euler aprovech¢ esto en
su célebre articulo [Eul1744] para dar una prueba alternativa de que hay infinitos numeros primos.
Supongamos, siguiendo a Euler, que, por el contrario, hay un nimero finito de ellos, y sea
P1> P2> ---» pn lalista de todos en orden creciente y sin repeticiones.
Sea m un entero positivo. Si distribuimos el producto de N factores

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1+—+—2+--~+—m)(1+—+—2+---+—m)-~(1+—+—2+---+—m) (9)
Pt pr 21 P2 P )2 PN Py PN
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el resultado es la suma de (m + 1)V fracciones de la forma
1
by b by’
pllpzz...pNN

una para cada forma de elegir elementos by, ..., by en el conjunto {0,...,m}. Ahora bien, si
n es un elemento de {1,...,m}, entonces segun el teorema fundamental de la aritmética hay
exactamente una forma de elegir ay, ..., ay en Ny tales que n = p{* p32---p3¥, y es claro que todos
ellos pertenecen a {0, ..., m}, ya que n < m: esto nos dice que exactamente una de las fracciones
de la gran suma descripta arriba es igual a 1/n. Esto prueba que el producto (9) es mayor o igual
que la suma

1 1 1
I+ -+-++—.
2 3 m

Notando que cada uno de los factores de ese producto es una suma geométrica, concluimos

asi que

1 1
1+ -+=-+-+
2 3

1
m = 53 1-1/p; i1 1-1/pi

Esto es cierto cualquiera sea m en N. Supongamos ahora que k es un entero positivo y pongamos
m = 2% — 1. Tenemos entonces que

1 1
1+ =+=-+--+
3 2k -1

(1 1) (1 1 1 1) (1 1) ( 1 1 )
=l+lz+z )+ =+ttt =+t =)
2 3 4 5 6 7 8 15 2k-1 2k 1

Paracadaie€ {1,...,k} el i-ésimo sumando de esta tltima suma es él mismo una suma de 2i-1

términos todos mayores o iguales que 1/2', asi que es mayor o igual a 2:™!-1/2/ = 1/2. Como hay
en total k de esos sumandos, esto nos dice que

k 1 1 1 N
— <1+ -+ -+t SH .
2 2 3 2k 17 301-1/p;

Esto no puede ser cierto para toda eleccién de k en N, por supuesto. Esta contradiccién provino
de haber supuesto que hay un nimero finito de nimeros primos: podemos concluir, entonces, que
hay infinitos, y esto es lo que queriamos.

Esta demostracion de la Proposicion 9.1.6 es considerablemente mas compleja que todas las que
vimos antes! El argumento de Euler es importante, sin embargo, porque es el inicio de la llamada
teoria analitica de niimeros, que consiste en el uso de técnicas del andlisis real y complejo para
estudiar propiedades de los numeros enteros. La elaboracion de esas ideas es lo que eventualmente
llevé a la prueba del teorema de los nimeros primos.
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9.2.11. Ejercicio. Sea py, pa, ps, ...la lista en orden creciente y sin repeticiones de los nimeros
primos. Muestre que si k un entero positivo, entonces existe un entero positivo N tal que

2%k fi[ 1
e < _—
i1 1-1/pi

Tomando logaritmos y recordando que —In(1 - x) < 2x para todo x € (0, 3], concluya que

JZV: 1
k<) —
i=1 Pi
Esto nos dice que el conjunto {YV, 1% : N € N} no estd acotado superiormente y, en el lenguaje

del andlisis, que

= +00.

Ngk

1

4
pi

I
—_

Este es un célebre teorema de Leonhard Euler publicado en [Euli744].

9.2.12. Ejercicio. Sea py, p,, p3, ...lalista en orden creciente y sin repeticiones de los nimeros
primos, y para cada n € N sea

Pruebe que para ningtin #n € N el niimero s,, que es ciertamente racional, es entero. Para hacerlo,
muestre haciendo induccion que si a, /by, es la expresién de s, como cociente de dos enteros
coprimos, entonces uno de los nimeros a, y b, es par y el otro impar.

§9.3. Valuaciones

9.3.1. Fijemos un niimero primo p y sea n un entero no nulo. Si k € Ny es tal que p* divide a n,
k . . .
entonces p* < |n| y, por lo tanto, k < log,|n|. Esto implica que el conjunto

Vp(n) = {k eNg: p*|n}

estd contenido en {0,...,[log,|n|]} y es, en consecuencia, finito. Como ademds no es vacio,

tiene sentido entonces considerar su maximo elemento, al que escribimos v,,(7) y llamamos la
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valuacion p-ddica de n. Se trata, de acuerdo a esta definiciones, del exponente mds grande k tal
que p* divide a n. Asi, por ejemplo, v,(168) = 3y v5(50) = 2.

9.3.2. Una observacion inmediata que podemos hacer es:

Lema. Sea p un niimero primo. Si n es un entero no nulo, entonces
Vp(n) ={keNp:0<k<v,(n)}.

En otras palabras, una potencia entera p* de p divide a n si y solamente si 0 < k < vp(n). En

particular, p divide a n si y solamente si v,(n) > 0.

Demostracion. Sea n un entero no nulo. Si k es un entero tal que 0 < k < v,(n), entonces
Pk | pr(™ y, como pU?(™) | n, tenemos que p* | n, es decir, que k € Vp(n). Esto muestra que
{keNo:0<k<vp(n)} c Vy(n).Por otro lado, como v, (1) es el maximo elemento de V,(n),
es claro que V,,(n) esta contenido en {k € No : 0 < k < vj,(n)}. Vale, en definitiva, la igualdad del
enunciado. Ol

9.3.3. Podemos dar una caracterizacion alternativa sencilla de la valuacién p-adica:

Proposicion. Sea p un niimero primo y sea n un entero no nulo. La valuacién p-ddica v,(n) de n
es el tinico entero no negativo k tal que hay un entero m no divisible por p tal que n = p*m.

Demostracion. Como v, (n) es un elemento del conjunto V,(#), tenemos que (" | ay, por
lo tanto, que existe hay un entero m tal que n = p?»(Dm, Supongamos por un momento que p
divide a m, de manera que existe u € Z tal que m = pu. En ese caso tenemos que n = p“P(“)“u
v por lo tanto, que p*»("*! divide a 1, es decir, que vp(n) +1¢€ Vy(n): esto es imposible, ya que
vp(n) es el mayor elemento del conjunto V,(n). Vemos asi que p no divide a m, y esto prueba
que el nimero v,(n) tiene la propiedad descripta en el enunciado de la proposicion.

Para ver que esa propiedad la caracteriza, supongamos ahora que k € Ny es tal que existe
m € 7 para el cual se tiene que n = p*m y p + m. Esto nos dice, en particular, que p* divide a n,
asi que k € V,(n) y, por lo tanto, que

k <vp(n), (10)

ya que v,(n) es el mayor elemento de V,,(#n). Supongamos que la desigualdad (10) es estricta,
de manera que k + 1 < v,(n). Tenemos entonces que p**! | p'*( | n = pkm, asi que existe
u € 7 tal que p*m = p**lu. Esto implica que p*(m — pu) = 0y, como p # 0, que m = pu, es
decir, que p divide a m: esto contradice a nuestra hipotesis. Esta contradiccion provino de suponer
que la desigualdad (10) era estricta y podemos concluir entonces que k = v,(#), como afirma el

enunciado. O
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9.3.4. Si p es un numero primo, entonces la valuacién p-ddica es una funcién vy, : Z \ {0} — N,
La siguiente proposicion describe sus propiedades fundamentales.

Proposicion. Sea p un niimero primo.
(i) Sin esun entero no nulo, entonces v,(n) € Ny y

vp(—n) = vp(n).
(ii) Si ny m son dos enteros no nulos, entonces nm no es nulo y
vp(nm) = vy(n) + vy(m).

(iii) Si n y m son dos enteros no nulos tales que n + m + 0, entonces

vp(n+m) >min{v,(n),v,(m)}.

Demostracion. (i) Sea n un entero no nulo. Como v,(#n) es el méximo elemento del conjunto
finito V},(n) y este esta contenido en Ny, es evidente que v, () > 0. Por otro lado, es evidente que
Vyp(=n) = V,(n), asi que claramente v,(—n) = v,(n).

(ii) Sean n 'y m dos enteros no nulos, de manera que en particular, nm # 0. La Proposicion 9.3.3
nos dice que existen enteros n’ y m’ tales que n = p*?™n’, m = p»™m’ p + n'yp + m'. Se
sigue de esto que

e pvp(n)+vp(m)nlml

y, gracias a la Proposicion 9.2.2, que p + n’m’. La Proposicion 9.3.3 nos permite entonces concluir
que v, (nm) = vy(n) +vy(m).

(iif) Sean n'y m dos enteros no nulos tales que n + m # 0 y consideremos el entero no negativo
k = min{v,(n), vy(m)}. Como k < v,(n) y k < v,(m), sabemos que p* divide a nya m,y se
sigue de eso que p* divide a n + m y, por lo tanto, que k € V,(n + m). Como v,(n + m) es el
maximo elemento de V},(n + m), vemos asi que k < v,,(n + m): esto es precisamente lo que afirma
el enunciado. O

9.3.5. Una de las razones por las que nos interesan las valuaciones de un niimero es que nos dicen
exactamente cudles son los exponentes en la factorizacion de este como producto de potencias de
primos distintos dos a dos.

Proposicion. Sea n un niimero entero positivo. Si py, ..., py son todos los niimeros primos que dividen

a n listados sin repeticiones, entonces

(1), 0o (),

n=p,
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Demostracion. Sean py, ..., py los nimeros primos que dividen a » listados sin repeticiones y sea

.por

i un elemento de {1,...,r}. Sabemos que hay enteros positivos aj, ..., a, tales que n = p{*---pf.

Como p; es distinto de todos los primos py, ..., pi-1, Pi+1>.--» Pr» €S coprimo con todos ellos, asi
g2 9 ? ay Ai-1 i+l a
que también es coprimo con los numeros p;", ..., p;’;', pii's..., py" Y, finalmente, con el producto

de todos estos,
a1 Ai-1 Ait+1 a
m=preepi pi by

_ a; . ’ o o7 . q
Tenemos entonces que n = p;'m y que p; + m, asi que la Proposicion 9.3.3 nos permite concluir
que a; = Up, (n). Como esto es cierto cualquiera sea el elemento i de {1,. .., n}, tenemos entonces

que
n= pill...p?’ = pijpl(n)...p:‘”’(n)’
como afirma la proposicion. O

9.3.6. Mas generalmente, tenemos lo siguiente:

Corolario. Sea n un entero positivo. Si p, ..., p, es una lista de primos dos a dos distintos que incluye
a todo primo que divide a n, entonces

opy(n) gy (n).

n=p, “Pr

A diferencia de lo que ocurre en la Proposicién 9.3.5, los exponentes que aparecen en esta

factorizacidn pueden ser nulos.

Demostracion. Supongamos que py, ..., p, es una lista de primos dos a dos distintos que incluye a
todo primo que divide a n. Reordenandola si es que es necesario, podemos suponer que hay un
entero s con 0 < s < r y tal que los primos py, ..., ps dividen a n y los primos ps,y, ..., ps no lo
hacen. Como py, ..., ps son entonces todos los primos que dividen a # listados sin repeticiones,
sabemos que

UPl(n)' Ups (n)

n= pl ..ps
Por otro lado, como ninguno de pg,1, ..., p, divide a n, sabemos que v,,(n) = 0 para cada
ie{s+1,...,r}y porlo tanto, que

UPs+1(n)' UPr(n)

1= Psi “Pr
Juntando todo, vemos que

UPl(n). vPs(n) UPXH("). vPr(")

n:n.lzpl ..ps .ps+1 ..pr R

y este ultimo producto es el mismo que aparece en el enunciado del corolario. O
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9.3.7. Las valuaciones nos dan un criterio sencillo de divisibilidad:

Proposicion. Sean n y m dos enteros. Una condicion necesaria y suficiente para que n divida a m es
que para todo niimero primo p se tenga que vp(n) < vp(m).

Demostracion. Sean py, ... p, los primos que dividen a # listados sin repeticiones. De acuerdo a
la Proposicién 9.3.5 tenemos que

vpy (1),

n=p,

vp, (1)

.prp i

Supongamos primero que se cumple la condicion del enunciado, de manera que para cada ele-
. UP;' (n)

mento i de {I,...,r} tenemos que vy, (n) < vy, (m) y, por lo tanto, que p, | m. Como los

numeros pf hn (n), s PP ™) son coprimos dos a dos, el Corolario 6.5.8 nos permite deducir de

eso que 1 = plv (), pr *(") también divide a m. La condicion es por lo tanto suficiente para que
n divida a m.

Para probar la necesidad, supongamos que n divide a m y sea p un nimero primo. Como
p»(" divide a n, la transitividad de la divisibilidad implica que también divide a m y, por lo tanto,

que v, (1) < vp(m): vemos asi que la condicion se satisface. O

9.3.8. De manera muy similar, podemos usar valuaciones para dar expresiones para el maximo

comun divisor y el minimo comun multiplo de dos enteros que son muchas veces utiles.

Proposicion. Sean n y m dos enteros positivos y sean py, ..., py los primos que dividen a nm listados
sin repeticiones. Se tiene entonces que

mcd(n, m) = p*---py, mem(n, m) = Pfl‘”PIrjr

a; = min{vp, (n), vy, (m)}, bi = méx{up, (n), vy, (m))

paracadaic{l,...,r}.

Demostracion. Sead = p{'---p#". Para cada i € {1,...,r} pongamos
si = vp,(n) - aj, ti = vp,(m) — aj,

y observemos s; y t; son los dos no negativos y que alguno de los dos es nulo. Consideremos,

finalmente, los niimeros x = pi'---p§" e y = pil---pr. Se tiene que

op (1)

xd = pypy o prepy =p P

yaque a; +s; = vp,(n) paratodo i € {1,...,r}. De manera similar, es yd = m.

vp, (1)
rr =n,
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Por otro lado, es mcd(x, y) = 1. En efecto, sea f ese maximo comun divisor. Si p es un primo
y p divide a f, entonces p divide tanto a x como a y y, por lo tanto, existe i € {1,...,r} tal que
p = pi>si > 0y t; > 0: esto es imposible, ya que alguno de los dos niimeros s; o ¢; es nulo. Vemos
asi que ningun primo divide a f y, como f es un entero positivo, que f = 1.

Juntando todo, vemos que tenemos dos enteros coprimos x e y tales que n = xd y m = yd. De
acuerdo al Corolario 6.5.4(ii), podemos concluir que d = mcd(n, m). Esto prueba la primera de
las igualdades de la proposicion.

Sea ahora e = pi"m pf'. Tenemos que

d-e= p?l...pff pi’lpi’f

= p{’“’bl...pf”b'
_ pupl (n)+vp, (n)...pUP’ (n)+vp, (n)
1 r >

porque a; + b; = vy, (n) + vy, (m) paratodo i € {1,...,r}, yesto es
= prn (o) pen(m)

=n-m.

Upr (m)

Asi, tenemos que mcd(n, m) - e = n - m 'y, gracias al Ejercicio 6.6.4(c), podemos concluir que
e = mcm(n, m). Esto prueba la segunda de las igualdades de la proposicion. O

9.3.9. La descripcion que nos da la tltima proposicién del maximo comin multiplo nos permite
probar facilmente el siguiente resultado, que nos sera util mas tarde.

Proposicion. Si n y m son dos enteros positivos, entonces existen enteros coprimos u y v tales que
mem(n,m) =uv, u|nyu| m.

Demostracion. Sean n'y m dos enteros positivos y sean py, ..., p, los primos que dividen al
producto nm, listados sin repeticiones. Para cada i € {1,...,r} sean

vp (1), sivy (n)>vy (m);
a; =
l 0, en caso contrario

vp,(m), sivp (n) <vy(m);

0, en caso contrario.

b;

a
r

Consideremos finalmente los enteros u = p{'---pf y v = pi’l---pr'. Para todo i € {1,...,r}

tenemos que
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o Vp,(u) =a; <vp,(m)yvp,(v) = bi <vp,(m),
o gy () + vy (v) = a1 + by = MEX(vp, (1), v, ()}, y
« min{v,, (u),vp;(v)} = min(a;, b;) = 0.

De la primera de estas observaciones y la Proposicion 9.3.7 vemos que u | n'y que v | n. De la
segunda y de la tercera, usando la Proposicion 9.3.8, que mcd(u, v) = 1y que uv = mem(n, m).
La proposicion queda asi probada. Ol

9.3.10. Antes de cambiar de tema, probemos un resultado bien conocido y util de Adrien-Marie
Legendre que determina las valuaciones de los factoriales. Se lo conoce habitualmente como
formula de Legendre o de Polignac, por Alphonse de Polignac.

Proposicion. Si n es un entero positivo y p un niimero primo, entonces

=&

En esta situacion es facil ver que hay un entero positivo [ tal que n < p', asi que para todo
entero k tal que k > I se tiene que | n/p* | = 0. Esto nos dice que en la suma de esta proposicién
hay un nimero finito de sumandos no nulos: es por eso que tiene sentido.

Demostracion. De acuerdo a la segunda parte de la Proposicién 9.3.4, tenemos que
vp(n!) = vp(1-2---n) = v,(1) + vy (2) + - + vy(n). (11)

Sabemos que hay un entero positivo [ tal que 7 < p', y esto implica inmediatamente que todos los
n sumandos de esta suma son menores que /.

Para cada k € Ny escribimos m a la cantidad de términos de la suma de (11) que son mayores
o iguales a k. Para cada k € Ny, entonces, el nimero de términos de esa suma que son iguales a k
es exactamente my — My, Yy, por lo tanto, tenemos que

vp(n!) =0-(mo—my) +1-(my—my)+2-(my—my)+--+1-(m;—myp)

=0-mog+(1-0)-m+Q2-1)-my+--+(I-(I-1))-my—1-my
y como mj,; = 0 por la forma que elegimos a /, esto es
= my+ my + -+ my. (12)

Ahora bien, si k € Ny, entonces un elemento i de {1,...,n} tiene v,(i) > k si y solamente si i
es divisible por p¥, y esto nos dice que my es el nimero de elementos del conjunto {1,...,n}
divisibles por p*, esto es, | n/p¥ |. La igualdad (12) es, por lo tanto, la que afirma la proposicién. [
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9.3.11. Daremos una aplicacion de la formula de Legendre. Para eso necesitamos la siguiente
propiedad sencilla de la funcion «parte entera».

Ejercicio. Muestre que si x e y son dos nimeros reales entonces

[x]+ Iy <lx+y]<[x]+[y]+1

¥y que, en particular, 0 < [2x| - 2| x| < L

9.3.12. La férmula de Legendre nos da una expresion para la valuacioén p-adica de un nimero
factorial y usandola podemos obtener informacién sobre los nimeros binomiales, que se expresan
de manera sencilla usando factoriales. El siguiente resultado se ocupa de los llamados niimeros
binomiales centrales.

. , . . ") 2
Corolario. Sea p un niimero primo. Si n es un entero positivo y N := ( o ), entonces

p* ™ <on.

Si escribimos log,, al logaritmo en base p, este corolario nos dice que vp(N) < log 21

Demostracién. Sea n un entero positivo y sea N := (2:) = (2n)!/n!?. La multiplicatividad de la
valuacion p-adica implica que

20,(n!) + vp(N) = v,(n1*N) = v,((2n)!),

asi que usando la férmula de Legendre 9.3.10 vemos que

o0 st -z - J5 | G -B (5] o

pe] Lo
Si I es un entero tal que I > log, 2n, entonces p' > 2n, asi que 0 < n/p' < 2n/p' < 1y, por lo

tanto, |2n/p'| — 2| n/p'| = 0. Esto nos dice que en la suma de (13) todos los términos que tienen
k >1og, 2n se anulan y que, por lo tanto,

a5 51430

Por otro lado, el resultado del Ejercicio 9.3.11 nos dice cada uno de los |log, 21| términos de esta
suma vale como mucho 1, asi que v,(N) < |log s 21|y, en definitiva,

pvp(N) Sp[Iog“,ZnJ Splogp2n =2n,

como afirma el corolario. O
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§9.4. Sumas de divisores

9.4.1. Si n es un entero positivo, escribimos gy (7) al nuimero de los divisores positivos de #n. Por
ejemplo, los divisores positivos de 300 son

1, 2,3, 4,5, 6,10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 150, 300

y, por lo tanto, 0y (300) = 18.

Para calcular gy(#), en principio, hay que determinar todos los divisores positivos de 7, pero
mostraremos mas abajo en la Proposicion 9.4.2 que es suficiente encontrar la factorizacion de n
como producto de primos. Veamos antes un ejemplo.

La factorizacién de n = 172772 como producto de primos es 2° - 3> - 74, Si d es un divisor
positivo de n, entonces los primos que dividen a d necesariamente estan entre 2, 3 y 7: esto significa
que d = 2% - 3% . 7% para ciertos enteros no negativos aj, a, y as. Mas atn, como d divide a n, la

Proposicién 9.3.7 nos dice que
0<a <3, 0<ay <2, 0<as<4. (14)

Por supuesto, el divisor d queda completamente determinado por estos tres exponentes y un mo-
mento de reflexion es suficiente para convencernos de que cualquier eleccion de tres enteros aj, a;
y a3 que satisfagan las condiciones (14) produce un divisor de n. Como hay 4 formas de elegir a a;,
3 de elegir a, y 5 de elegir a3, y dos elecciones distintas de estos exponentes producen divisores
de n distintos — esto es consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritmética — podemos
concluir que 7 tiene 4 - 3-5 = 60 divisores. Probaremos el resultado general siguiendo exactamente
esta misma idea.

9.4.2. Proposicion. Sea n un entero positivo, sean py, ..., p, los primos que dividen a n, de manera

que se tiene n = pf"l(n)---plr}"r("). La cantidad de divisores positivos de n es

oo(n) = (vp,(n) +1)--(vp,(n) +1).

Asi, por ejemplo, como 300 = 2% - 3 - 5%, esta proposicién nos dice que
00(300) = (2+1)(1+1)(2+1)=3-2-3=18.

Esto coincide con nuestro ejemplo de 9.4.1. De manera similar, como 172772 = 22.32.74 1a

proposicion nos dice que
00(172772) = (3+1)(2+1)(4 +1) = 60,

como dijimos.
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Demostracién. Consideremos para cada i € {1,...,r} el conjunto
Ii={teNg:0<t<v,(n)}.

Si d es un divisor de n, entonces los primos que dividen a d son algunos de los primos py, ..., pr V;

por lo tanto,

vpy(d)

d
d=P1 ‘p:Pr( )'

Mas aun, como d divide a # la Proposicién 9.3.7 nos dice que 0 < v,,(d) < vy, (n) para todo
i€{l,...,r},yentonceslar-upla (vp, (d),...,vp,(d)) pertenece al producto cartesiano Iy x---xI;.
Si escribimos D(#) al conjunto de todos los divisores positivos de 7, podemos definir entonces

una funcién
p:deD(n) = (vp(d),...,vp(d)) e x - x1,

Mostremos que esta funcion es una biyeccion.

o Sea(ay,...,a,) unelemento de I; x - x I, y consideremos el entero e := p;*---p#". Como los
primos que dividen a e estan entre py, ..., p, yparacadai € {1,...,r} se tiene evidentemente
que vy, (e) = a; < vp,(n), la Proposicién 9.3.7 nos dice que e € D(n). Como ¢(d) es
precisamente la r-upla (a, . .., a,) con la que empezamos, esto muestra que la funcién ¢

es sobreyectiva.

o Supongamos, por otro lado, que d y e son dos elementos de D(n) tales que ¢(d) = ¢(e).
Esto significa precisamente que

paracadaie{l,...,r} setiene que vy (d) = vy, (e). (15)
Ahora bien, como d y e son divisores de #, los primos que los dividen estan entre py, ..., p;,
asi que la Proposicién 9.3.5 nos dice que d = pf“(d)---pf"’(d) ye = plum(e)---pf"’(e). En

vista de (15) es claro que los miembros derechos de estas dos igualdades coinciden, asi que

d = e. Vemos asi que la funcién ¢ es inyectiva.

Como ¢ es biyectiva, su dominio y su codominio tienen el mismo cardinal, asi que
[D(m)| = [l < | = [L]-|L| = (vp, (1) +1)-(vp, (1) +1),

y esto es lo que afirma la proposicion. O

9.4.3. Decimos que un numero # € N es altamente compuesto si tiene mas divisores que cual-
quier otro entero positivo menor que él. Usando la Proposicion 9.4.2, es facil ver (jusando una
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computadora!) que los primeros numeros altamente compuestos son
1,2,4,6,12, 24, 36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 1260, 1680, 2520, 5040, . ..

Esta definicién fue dada por Srinivasa Ramanujan en 1915 pero es probable que ya los griegos
hayan considerado estos nimeros. Platon, por ejemplo, explica en Las Leyes — el ultimo y el mas
largo de sus didlogos, en el que expone sus ideas sobre como deben organizarse las sociedades —
que el niamero ideal de ciudadanos® de una ciudad es 5040, precisamente porque este nimero

tiene muchos divisores.

9.4.4. Ademads de la funcién gy que definimos arriba, se estudian otras funciones de tipo similar.
Si k € R, para cada n € N escribimos 0y (7) a la suma de las potencias k-ésimas de los divisores
positivos de n. Por ejemplo,

03(24) =1 +2° +3° + 4> + 67 + 8% +12° + 24° = 16 380.

Observemos que d° = 1 para todo entero positivo d, y entonces do(#) es simplemente la suma
de muchos unos, uno por cada divisor de 7 y esto es lo mismo que el nimero de divisores que n
tiene: vemos asi que esta definicion para oy coincide con la que dimos en 9.4.1. Nos proponemos
obtener un resultado similar al de la Proposicidn 9.4.2 para 0. Como el argumento que usamos
para probar esa proposicion es bastante flexible, haremos antes algunas consideraciones generales
que nos serviran también mas adelante.

9.4.5. Decimos que una funcién f : N — A con valores en un subconjunto A de R es multipli-
cativa si cada vez que n 'y m son enteros positivos coprimos se tiene que f(nm) = f(n) f(m).
Un ejemplo sencillo de esto es el siguiente: la funcién identidad Iy : N — N es multiplicativa.
Obtenemos otro ejemplo, un poco mds interesante, fijando un entero a y considerando la funcion
fa:neNw~mcd(n,a) e Ny: que esta funcién es multiplicativa es precisamente lo que afirma la
Proposicién 6.5.5(iv).

9.4.6. Que una funcién sea multiplicativa nos da una forma de evaluarla en un producto de dos
numeros coprimos. El siguiente resultado extiende esa propiedad a productos de un nimero
arbitrario de factores.

Lema. Sea f : N — R una funcién multiplicativa. Sir e N y ny, ..., n, son enteros positivos coprimos
dos a dos, entonces f(ny---n,) = f(n1)---f(n,).

Demostracion. Procedemos por induccién con respecto a r. Si r es 1, entonces no hay nada que

probar, y si es 2, lo que se afirma es cierto precisamente por la definiciéon de multiplicatividad.

Supongamos entonces que r > 3 y sean #y, ..., 1, enteros positivos coprimos dos a dos. De acuerdo
1 r

3Para Platén no todos los habitantes de una ciudad son ciudadanos.
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al Corolario 6.5.6, tenemos que
mcd(ny---n,-1, n,) = med(ny, n,)---med(n,-1, n,) =1,

porque 7, es coprimo con cada uno de los nimeros ny, ..., n,_;. Como la funcién f es multiplicativa,
tenemos entonces que

f(meeong) = f(me-ne) f(nr).

Ahora bien, la hipétesis inductiva nos dice que f(ny---n,—1) = f(n1)---f(n,-1) y si usamos esto en
la igualdad que acabamos de obtener vemos que

f(mnp) = f(m)-f(nr),

y esto completa la induccién. O

9.4.7. Elinterés de que una funcién f : N - R sea multiplicativa reduce en que podemos calcular
suvalor f(n) en un nimero n € N usando la factorizacién de n como producto de potencias de

numeros primos distintos dos a dos:

Proposicion. Sea f : N - R una funciéon multiplicativa. Sin e Ny py, ..., p, son los primos que

o . v n v n
dividen a n, de manera que n = plpl( )---pr“( ), entonces

F(m) = £(p7 )1 (o2 ™).

Demostracion. Sean € Nysean py, ..., pr los primos que dividen a #n. Como los numeros py, ..., pr

son coprimos dos a dos, la Proposicion 6.5.9 nos dice que también los nimeros pf h (n), s PrPT ()
son coprimos dos a dos y, por lo tanto, gracias al Lema 9.4.6 tenemos que
(n) r (n) r
()= f}mpr ) = £y )£ (77 ),
como afirma el enunciado. Ol

9.4.8. Vamos a necesitar un par de veces un resultado sencillo sobre divisores, que probamos
ahora. Para cada entero positivo # escribamos, como antes, D(7) al conjunto de todos los divisores
positivos de n.

Supongamos que n 'y m son dos enteros y que mcd(n, m) = 1. Sid y e son un divisor positivo
de n y uno de m, respectivamente, entonces d y e son divisores coprimos de nm y, por lo tanto, su
producto de es un divisor positivo de nm. Esto nos dice que hay una funcién

P:(d,e) e D(n) x D(m) ~ de € D(nm).
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Lema. Si n y m son dos enteros coprimos, entonces la funcion
P:(d,e) € D(n) x D(m) ~ de € D(nm)
es una biyeccion y su funcion inversa es

Q:u e D(nm)~ (mcd(u,n),mcd(u, m)) € D(n) x D(m).

Demostracién. Sean n'y m dos enteros coprimos. Si u € D(nm), entonces mcd(u,n) € D(n) y
mcd(u, m) € D(m), asi que hay una funcién

Q:ueD(nm)~ (mcd(n,u),mcd(m,u)) € D(n) x D(m).

Mostremos que esta funcion Q es inversa de P.

o Siu es un elemento cualquiera de D(nm), entonces
P(Q(u)) = P(mcd(n,u), mcd(m,u)) = med(n, u) med(m, u)
y, de acuerdo a la Proposicion 6.5.5(iv) y gracias a que n y m son coprimos, esto es
=mcd(nm,u) = u,

ya que u es un divisor positivo de nm. Esto significa que P o Q es la funcién identidad
de D(nm).

o Sea, por otro lado, (d, e) un elemento de D(n) x D(m). Es

Q(P(d,e)) =Q(de) = (mcd(n,de),mcd(m, de)). (16)

Como e divide a m, el Corolario 6.5.2 nos dice que mcd(n, e) | mcd(n, m) =1, asique ny
e son coprimos: usando ahora la Proposicion 6.5.5(iii), vemos que

mcd(n,de) = med(n,d) =d,
ya que d divide a n. De manera similar, vemos que mcd(m, de) = ey, volviendo a (16), que
Q(P(d,e)) =(d,e).

Esto significa que Q o P es la funcién identidad de D(n) x D(m).

Como Py Q son funciones inversas, la funcion P es biyectiva. O

9.4.9. Volvamos ahora a nuestro problema de calcular las funciones oy.
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Proposicion. Sea k € R. La funcién oy : N — R es multiplicativa. Si k no es nulo, n e Ny py, ..., p,
son los primos que dividen a n, entonces

k(vp, (n)+1) k(vp, (n)+1)
1 k -1
ox(n) == L

pr-1 pk-1

Observemos que es necesario excluir el caso en que k = 0 en la segunda afirmacién de esta
proposicion: en ese caso los denominadores que aparecen en la féormula se anulan, asi que la
férmula no tiene sentido.

Demostracion. Probemos primero que la funcién oy es multiplicativa. Sea n y m dos enteros
positivos coprimos y recordemos las funciones Py Q del Lema 9.4.8. Tenemos que
or(n)-ox(m)y= > d*- > k= D drek = D P(d,e)*
deD(n)  eeD(m) (de)eD(n)xD(m) (d,e)eD(n)xD(m)
y, usando el hecho de que P y Q son funciones inversas, podemos ver que esto es
- Y PQW = Y = a(nm).
ueD(nm) ueD(nm)
Concluimos asi que oy es una funcién multiplicativa, como queriamos.
Ocupemos ahora de la segunda afirmacion de la proposicién. Supongamos que k # 0, sea
n € Nysean py, ..., pr los primos que dividen a n. En vista de la Proposicién 9.4.7, tenemos que

ox(n) = Uk<P1UP1(n))"'Gk(pr'(n))- (17)

Ahora bien, si p es un nimero primo y a € Ny, entonces de acuerdo a la Proposicién 9.3.7 los
divisores positivos de p? son los a + 1 enteros

2 a
1) P) p > r ) p b
asi que la suma de las potencias k-ésimas de estos divisores es
a k 2k ak
or(p®) =1"+ p™ + -+ p*".

Esta suma es una suma geométrica de razén p¥, asi que, como vimos en 4.2.1 en el Capitulo 4, es

igual a

pk(a+1) -1

pr-1
Siusamos esta observacion con cada uno de los factores que aparecen a la derecha de la igualdad (17),
vemos que
k(vp, (n)+1) k(vp, (n)+1)
on(n) = P I s -
pr-1 pr-1

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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9.4.10. Usando la Proposicion 9.4.9 podemos calcular facilmente las funciones oy. Por ejemplo,
como 317765539 = 72 -13 - 23 - 41, tenemos que

73(2+1) _ 1 133(1+1) _ 1 233(3+1) _ 1 413(1+1) _ 1
03(317765539) = : - :
73 -1 133 -1 233 -1 413 -1

=117993-2198 -1801300709 520 - 68 922
= 32197935268 666 697 933108 160.

§9.5. NiUmeros perfectos

9.5.1. Un niimero # es perfecto si 01(n) = 2n. Por ejemplo, 6 y 28 son niimeros perfectos, ya que

01(6)=1+2+3+6=2-6

01(28) =1+2+4+7+14+28=2-28.

Como 7 siempre es un divisor de #, la condicién de que # sea perfecto es equivalente a que la
suma de los divisores propios de n sea igual a n.

Esta definicion aparece en el Libro VII de los Elementos de Euclides. Desde la época de Euclides
hubo siempre una peculiar fascinacién por estos nimeros y un gran empefio en encontrarlos en los
contextos mas diversos. Asi, por ejemplo, Philo de Alejandria explicaba, hacia el afio 100 d.C., que
el mundo habia sido creado en 6 dias y que la luna tarda 28 dias en dar una revolucidén alrededor
de la tierra precisamente porque 6 y 28 son nimeros perfectos.

Los primeros diez nimeros perfectos son

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056, 137438691328,
2305843008139952128, 2658455991569 831744 654 692 615953 842176,
191561942 608236107 294 793 378 084 303 638 130 997 321548 169 216

Sélo los primeros cuatro eran conocidos por los griegos clasicos: recién en el afio 100d.C. el
matematico Nicomaco de Gerasa, que escribié un célebre tratado de aritmética, se dio cuenta
que 8128 es perfecto. Los siguientes tres fueron encontrados més de mil afos después por el
matematico Ismail ibn Fallas, quien también list6 varios mads, que ahora sabemos que no son

perfectos.
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El 29 de septiembre de 2023 se conocian 51 nimeros perfectos*. El mas grande de ellos es el

numero

282 589932 (282 589933 1)

>

que tiene 49 724 095 digitos. No sabemos si hay infinitos nimeros perfectos o no, aunque se cree
que si los hay: esta afirmacion es conocida como la conjetura de Lenstra, Pomerance y Wagstaff.
Por otro lado, todos los niimeros perfectos que conocemos son pares y no sabemos si existe alguno
impar. Decidir si existen o no numeros perfectos impares es uno de los problemas mas viejos de la
aritmética — Euler afirmé que se trata de «un problema de la mayor dificultad» y viniendo de él
esto es muy significativo!

9.5.2. La siguiente observacion, que nos provee de una forma de construir numeros perfectos,
aparece ya en el libro de Euclides:

Proposicion. Si n € N es tal que 2" — 1 es primo, entonces el niimero 2" (2" — 1) es perfecto.

La demostracion que da Euclides de esto es bastante laboriosa. Nosotros podemos hacer otra
mucho mas sencilla usando los resultados que obtuvimos en esta seccion.

Demostracion. Si2" —1es primo y ponemos
N=2"12"-1),

entonces lo que aparece a la derecha de esta igualdad es la factorizacién de N como producto de
primos. La Proposicion 9.4.9 nos dice, en consecuencia, que

2"-1 (2"-1)%-1
0(N) = : =(2"-1)2" =2N
1( ) 21 (27[ . 1) -1 ( )
Vemos asi que N es perfecto, como queriamos. Ol

9.5.3. Observando que 3 = 22-1,7=22-1,31=2"-1 y 127 = 27 —1son primos, concluimos

gracias a esta proposicion que los numeros
2'(22-1)=6, 2%2(2°-1)=28, 2*(2°-1)=496,  2°(2"-1)=8128

son perfectos. Estos son los primeros cuatro numeros perfectos y los unicos que los antiguos
griegos conocian. Los siguientes niimeros perfectos provistos por esa proposicion son

2228 -1) =33509381,  2%(27 -1) = 8589869056

“En una version anterior de este libro deciamos que el 10 de enero de 2018 se conocian 50 numeros perfectos: el 7
. . . . ; : 77232916 1477232917
de diciembre de ese afio se encontrd uno mas. Hasta ese momento el mas grande conocido era 2 -(2 -1)

que tiene 46 498 850 digitos.
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218(2% —1) = 137438 691328,

ya que 8191 = 28 — 1,131071 = 27 — 1y 524287 = 2" — 1 son primos. Estos son los tres nimeros
perfectos encontrados por ibn Fallais aproximadamente en el ao 1200. El octavo es

292 —1) = 2305843008139 952128,
pero este no fue encontrado hasta el afio 1772, cuando Euler pudo determinar que
2147483647 = 2°' -1

es primo.

9.5.4. La Proposicion 9.5.2 nos da una manera de construir nimeros perfectos, pero para usarla
necesitamos numeros primos de la forma 2" — 1. Estos primos se llaman primos de Mersenne, por
Marin Mersenne.

Una observacion sencilla que podemos hacer es que si un niamero de la forma 2" — 1 es primo,
entonces n mismo tiene que ser primo. Esto es consecuencia de la afirmacion del Ejercicio 6.6.6(b):
si 7 no es primo y m es un divisor de #n tal que 1 < m < n, entonces 2" — 1 es un divisor propio
de 2" — 1 distinto de 1. Gracias a esto, para encontrar primos de Mersenne tenemos que decidir,
para cada primo p, si 2 —1es o no primo. El problema con esto es que cuando p crece el valor de
2P —1 crece mucho més répido y decidir si es primo es muy laborioso. Por lo pronto, no es cierto
que sea siempre primo: el ejemplo mas chico de esto es

21 _1=2047 =23-89.

De los numeros de la forma 2" — 1 el mas grande que es compuesto y que sabemos factorizar es
2193 _ 1 (que tiene 360 digitos). Por otro lado, sabemos que el ntimero 2!%’” — 1 (que tiene 385
digitos) es compuesto pero no conocemos ninguno de sus divisores propios — esto es un poco
sorprendente: se debe a que conocemos algoritmos que nos permiten decidir si uno de estos
nimeros es compuesto o no pero que no nos dan ninguno de sus factores en caso de que lo sea.
Desde 1996, un esfuerzo colaborativo y distribuido llamado Great Internet Mersenne Prime
Search (GIMPS) busca primos de Mersenne y desde su fundacion hasta septiembre de 2023

encontro 18 primos, el mas grandes de los cuales es

282 589933 1

>

que es, de hecho, el numero primo mas grande que conocemos — tiene 24 862 048 digitos decima-
les.

9.5.5. Los numeros perfectos que nos permite construir la Proposicion 9.5.2 son todos pares. Euler
probo en 1899 que de esa forma obtenemos, de hecho, todos los nimeros perfectos pares.
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Figura 9.4. En el episodio The Duh-Vinci Code, el quinto de la sexta temporada de Futurama,
el equipo de Planet Express viaja a Roma y encuentra la inscripcion

¥ — (XXIII + LXXXIX)

grabada en una tumba.

Proposicion. Si n es un niimero perfecto par, hay un niimero primo p tal que n = 2P71(2F - 1).

Demostracién. Sean un numero perfecto par y sea k = v(#), que es un numero positivo. Sabemos
que hay un entero impar m tal que n = 2¥m. Como # es perfecto y la funcién oy es multiplicativa,

tenemos que
20m = 2n = 6y(n) = 01(2¥m) = 1 (2F) o (m) = (251 = 1) oy (m).

Como mcd(25*1, 2541 — 1) = 1, de esto se deduce que 25*! —1 divide a m y que, por lo tanto, el

2k+l

namero 7 = m/( —1) es entero y divide a m; observemos que como k > 1, se tiene que r < m.

Si dividimos a ambos lados de la igualdad 2¥*'m = (28! — 1)y (m) por 2¥*! - 1, vemos que
k+1,, _ _

2" r=q(m)=m+r+8
con S la suma de todos los divisores positivos de m distintos de m y de r, y esto es

=" - Dr+r+5=2rss.

Asi, es 2Kl = 2M*1r 4 §: ]a tnica forma en que esto puede ocurrir es que sea S = 0. En otras
palabras, los unicos divisores positivos de m son m mismo y r. Como m # r, m tiene exactamente
dos divisores positivos, es primo y el menor de esos divisores es 1: esto nos dice que 1 = m/25*! — 1
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v, por lo tanto, que m = 2¥*! — 1. Como observamos arriba, que 2¥*! — 1 sea primo implica que
p = k +1es primo. Como nuestro niimero perfecto de partida es entonces n = 25m = 2P71(2F - 1),

esto prueba la proposicion. O

§9.6. Ejercicios

Numeros perfectos multiplicativos

9.6.1. Ejercicio. Muestre que un numero a es igual al producto de sus divisores propios si y
solamente si es de la forma p? para algin primo p, o de la forma pq para dos primos distintos py g.
Esto nos dice que el analogo «multiplicativo» de la definicién de nimeros perfectos no es muy

interesante.

La funcion de Mobius

9.6.2. Sin es un entero positivo y pi' p3*---pf7, con r € Ny, p1, pa, ..., p» primos distintos dos a
dosyay, ..., a, enteros positivos, es su factorizacién usual, entonces escribimos
0 si alguno de los nimeros 4y, as, ..., 4, €s mayor que 1;
1, 42 r
pu(n) = . _
(-1)" en caso contrario.

Obtenemos de esta forma una funcion y : N — Z llamada la funcién de Mobius, por August

Ferdinand Mobius que la estudio en 1832.

9.6.3. Ejercicio.
(a) Muestre que p(n) = 0 siy solamente si n es divisible por un cuadrado mayor que 1.
(b) Prueba que la funcion p es multiplicativa, esto es, que si n y m son dos enteros positivos
coprimos entonces y(nm) = p(n)u(m).
(c) Muestre que para todo entero positivo n vale que

1 sin=1

0 sin>1

> u(d) ={
d|n

Notemos que esta suma tiene un término por cada divisor positivo de n.
(d) Sea f : N — R una funcién cualquiera. Si g : N — R es la funcién que en cada entero
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positivo n toma el valor

g(n) =2 f(d),

dn

entonces para todo entero positivo n vale que
n
7(n) = L utdrg(%).
d|n d

Esta es la llamada formula de inversion de Mébius.
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Capitulo 10

§10.1. El pequeno teorema de Fermat

10.1.1. Nuestro primer objetivo en este capitulo es probar el llamado pequefio teorema de Fermat.
Se conocen varias formas de llegar a ese resultado — aqui elegiremos una que es puramente
algebraica. Empezamos con una observacién puramente aritmética.

Proposicion. Sea p un niimero primo. Si i es un entero tal que 0 < i < p, entonces p divide a (1: )

Demostracién. Sea i un entero tal que 0 < i < p. Claramente p no dividea i! nia (p — i)!, ya que
no divide a ninguno de los factores de esos dos factoriales y es primo. Por otro lado, es evidente
que divide a p!. De esto se sigue, por supuesto, que divide al cociente

woom )

y esto es lo que afirma la proposicion. O

10.1.2. Una consecuencia inmediata de esta proposicion y de la formula de Newton es que esta
ultima se simplifica considerablemente si trabajamos médulo un nimero primo:

Corolario. Sea p un niimero primo. Si a y b son dos enteros, entonces

(a+b)P =a? +b? mod p.
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Figura 10.1. El tridngulo de Pascal médulo 2 y médulo 3. Se trata de las primeras 64 y 81
filas del triangulo, respectivamente, y en los dos casos el magenta representa los nameros
que tienen resto 0.
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Demostracion. Sean a y b dos enteros. La férmula de Newton para las potencias de un binomio
nos dice que

(a+b)f = i(‘?)a}’_ibi.

Ahora bien, de acuerdo a la Proposicion 10.1.1 el numero p divide a los sumandos de esta suma que
corresponden a valores del indice i tales que 0 < i < p, y entonces la suma completa es congruente
modulo p ala suma de los dos términos restantes:

(a+b)? =af +b? mod p.

Esto es precisamente lo que afirma el corolario. O

10.1.3. Gracias a esta simplificacion de la formula de Newton podemos probar lo que es casi el
teorema que estamos buscando.

Proposicion. Sea p un niimero primo. Para todo entero a se tiene que a = a mod p.

Demostracién. Para cada a € Z sea P(a) la afirmacién «a? = a mdd p». Mostremos primero
que P(a) vale para todo a € Ny haciendo induccién con respecto a a. Notemos que P(0) vale por
razones triviales. Supongamos entonces que a € Ny y que la afirmacién P(a) vale. De acuerdo al
Corolario 10.1.2, tenemos que

(a+1)?=a?+1 mdd p
y la hipétesis inductiva nos dice que a? = a mdd p asi que, juntando todo, vemos que
(a+1)?=a+1 mod p,

es decir, que P(a + 1) vale. Esto completa la induccion.
Nos queda mostrar que P(a) vale también cuando a es negativo. Ahora bien, si a es negativo,
entonces a — ap es positivo y congruente con a médulo p, asi que

af=(a-ap)f=a-ap=a mdd p,

usando, en la segunda congruencia, que ya sabemos que P(a — ap) vale. Esto termina la prueba
de la proposicion. O

10.1.4. La siguiente proposicion es generalmente conocida como el Pequerio Teorema de Fermat,

por Pierre de Fermat, quien lo enuncié por primera vez en una carta a un amigo. El primero
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en publicar una prueba, sin embargo, fue Euler en 1736. Gauss lo describe en sus Disquisitiones
— donde lo demuestra de varias maneras— como un resultado «remarcable tanto por su elegancia

como por su utilidad».

Proposicion. Sea p un niimero primo. Si a es un entero coprimo con p, entonces

a?=1 méd p.

Demostracién. De acuerdo a la Proposicion 10.1.3 tenemos que a” = a mdd p, es decir, que p
dividea a? —a = a(aP™' - a). Como p no divide a a y si a este producto, tiene que dividir a a?™! -1
esto significa, precisamente, que a?! =1 mdd p. g

10.1.5. Una aplicaciéon muy sencilla del Teorema de Fermat 10.1.4 es al célculo de potencias
modulo un nimero primo: tenemos un nimero primo p, un entero a coprimo con p y un entero
no negativo n, y queremos determinar a” moédulo p. Sillamamos g y r al cociente y al resto de la
divisién de n por p — 1, de manera que n = q(p — 1) + r, tenemos que

a" = (a?")1a"=a" méd p,

ya que, de acuerdo al teorema de Fermat 10.1.4, es a? ' =1 mod p. Por ejemplo, 11 es primo y
coprimo con 2,y es 100 = 9(11 — 1) + 4, asi que

210 = (22t =2t =16=5 méd 11,

De manera similar, el nimero 541 es primo y coprimo con 123, asi que el teorema de Fermat nos
dice que 132°#71 =1 méd 541y, por lo tanto, que

132999548 = 1321851 (54148 = 1358 = ((132)2)2)% = (112%)2 = 1012 = 463 m6d 541.

10.1.6. El teorema de Fermat solo se aplica cuando estamos trabajando médulo un numero primo,
pero junto con el teorema chino del resto podemos extender su aplicabilidad.

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular el resto de dividir a 2!?* por 15. Se trata del
tinico entero r tal que 2'%> = mdd 15y 0 < r < 15, como sabemos, y esa congruencia implica que
también es 22 = r mdd 3y2' =r mdd 5. El teorema de Fermat nos permite calcular que

2B = (227 H%.2=2 méd 3, 2P = (2271)0.2°=8=3 moads,
y entonces el nimero r es una solucion del sistema de congruencias

{x =2 méd 3,

x=3 mod 5.
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Claramente 8 es una solucion de este sistema, y esto implica que el conjunto de todas las solu-
ciones es la clase de congruencia de 8 médulo 15. La tinica de esas soluciones que pertenece al
conjunto {0, ...,14} es 8, y podemos concluir entonces que el resto que buscamos es r = 8.

De manera similar, podemos calcular el resto r de dividir a 599 por 1178 = 2-19 - 31. En efecto,

esr =5 mod 2-19-31, asi que

r=5°=1 mod 2,
r=59=551-D+9 - 59 -1 q4d 19,

r=52=530GID _ 59 -1 med 31,
y esto nos dice que r es una solucién del sistema de congruencias

x=1 mod 2,
x=1 mod 19,
x=1 mod 3l1.

Ahora bien, es evidente que 1 es una solucion de este sistema de congruencias, y sabemos que
todas sus soluciones son entonces congruentes a 1 médulo 2 -19 - 31. La tnica de esas soluciones
que estd en el conjunto {0,...,2-19-31 -1} es 1y, por lo tanto, ese es el resto que buscamos.

10.1.7. Deberia ser claro para el lector en este punto que esta idea funciona siempre que queremos
calcular el resto de dividir una potencia por un numero que es producto de primos distintos dos a
dos. Usando la misma idea, por otro lado, podemos probar la siguiente generalizacion del teorema
de Fermat:

Proposicion. Sean p y q dos primos distintos. Si a es un entero coprimo con pq, entonces

a?P D@D =1 mod pg.

Demostracion. Sea a un entero coprimo con pg. Como a es a la vez coprimo con p y con g, el
teorema de Fermat nos dice que a?! =1 mdd py que a9 =1 méd g, asi que tenemos que
a® DD = (gP 141 =1 méd pyaP D@D = (g271)P! =1 méd g. Esto nos dice que el
entero a(?P~)(471) es una solucién del sistema de congruencias

x=1 mdd p,
x=1 modd gq.
Es claro que 1 es una solucion de este sistema y, como p y g son primos distintos, sabemos que

entonces todas las soluciones del sistema son congruentes entre si médulo pg: podemos concluir
entonces que a1 =1 méd pg> como afirma la proposicion. O
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10.1.8. Por supuesto, podemos generalizar esto a la situacion en que tenemos mas que dos primos:

Ejercicio. Sea r un entero positivo y sean py, p2, ..., p» numeros primos distintos dos a dos. Muestre
que si a es un entero coprimo con el producto p; p,---p,, entonces

aPDE D 21 méd preepy.

10.1.9. Veamos qué podemos decir cuando trabajamos mddulo un nimero que no es producto de
primos distintos dos a dos. Empecemos considerando un ejemplo.

729

Calculemos el resto de dividir a 72° por 52, que es el tnico entero r tal que

r=7" méd 52, 0<r<52. (1)

Como vale esa congruencia, también es r = 72 madd 5 y el teorema de Fermat nos permite

729 = 77(5—1)+1 =

calcular que 7 =2 mod 5, asi que es r = 5s + 2 para algun entero s. Volviendo a

la congruencia de (1) vemos que 5s +2 = 72 méd 5%, asi que 55 = 7% — 2 méd 5.

§10.2. La funcion de Euler

10.2.1. Sin € N, escribimos ¢(n) a la cantidad de elementos del conjunto {1,...,n} que son
coprimos con #, es decir, el cardinal del conjunto

C(n)={ieN:1<i<n,mcd(i,n) =1}.

Esa cantidad es positiva, ya que 1 € C(n). De esta manera obtenemos una funcién ¢ : N - N, ala
que llamamos funcion de Euler. Por ejemplo, los enteros positivos que no superan a 20 son

(1]203]4 5 6[7]8[9]w0|n|12][]u 15 16|17]18]19]20

y los que son coprimos con 20 estan marcados con un cuadrado: vemos que ¢(20) = 8. Por otro
lado, si p es un numero primo entonces todo elemento de {1,..., p}, salvo p mismo, es coprimo

con py, por lo tanto, ¢(p) = p— 1.

10.2.2. Veremos mds abajo, en la Proposicion 10.2.3, cdmo calcular ¢ (n) a partir de la factorizacion
de n como producto de primos. Para llegar a eso necesitamos el siguiente resultado preliminar:

Proposicion. La funcion de Euler ¢ : N — N es multiplicativa: si n y m son dos enteros coprimos,
entonces ¢(nm) = ¢(n)p(m).
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Sin imponer la condicién de coprimalidad entre n y m no podemos en general llegar a la
conclusion de la proposicién: por ejemplo, ¢(2 - 10) = ¢(20) = 8, como vimos arriba, pero
¢(2)p(10) =1-4=4.

Demostracion. Sean n'y m dos enteros coprimos. Probaremos la afirmacion de la proposicion en

varios pasos.

Primer paso. Empezamos construyendo dos funciones
f:C(n)x C(m) - C(nm), g:C(nm) —» C(n) x C(m).

Sabemos que existen dos enteros x e y tales que xn + ym = 1.

e Seana € C(n)yb € C(m), de maneraquel < a < n,1 < b < m,mcd(a,n) =1y
mcd(b, m) =1, y consideremos el entero ¢ = xnb + yma. Se tiene que

mcd(c,n) = med(xnb + yma,n) = med(yma,n) =1,

ya que cada uno de los enteros y, m y a es coprimo con n. De manera similar, tenemos que
mcd(c, m) =1y, por lo tanto,

mcd(¢, nm) = med(¢, n) med(m) = 1.

Si escribimos ,,,, (¢) al resto de dividir a ¢ por nm, tenemos entonces que también 7, (¢) es
coprimo con nm y que, ademads, 0 < r,,,,(c) < nm: esto nos dice que r,,,,(¢) es un elemento
de C(nm). Hay por lo tanto una funcién f : C(n) x C(m) - C(nm) tal que

f(a,b) = rym(xnb + yma)

para cada (a,b) € C(n) x C(m).

o Seac € C(nm) yseaa = ry(c) el resto de dividir a ¢ por . Si q es el correspondiente
cociente, de manera que r,(c) = ¢ — gn, se tiene que

mcd(r,(c),n) = med(r,(c) + gn,n) = mcd(c,n) | med(c,nm) =1,

asi que r,(c) € C(n). De manera similar podemos ver que r,,(c) € C(m) y, por lo tanto,
que hay una funcién g : C(nm) — C(n) x C(m) tal que para cada c € C(nm) se tiene que

g(c) = (rn(c), rm(c)).

Segundo paso. En segundo lugar, probaremos que las funciones f y g que construimos son

mutuamente inversas.
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o Sea(a,b) e C(n) x C(m) yseac=xnb+ yma, de manera que f(a,b) = ry,(c). Sea g el
cociente de dividir a ¢ por nm. Como xnb + yma = ¢ = qnm + rpm(c), tenemos que

ram(c) = (xb—qm)n+ yma = (xb—gqm)n—xna+a

asi que, como 0 < a < n, es r,(rym(c)) = a. De manera similar podemos ver que
rm(7am(c)) = by entonces que

g(f(a,b)) = g(rum(c)) = (ra(ram(c)), rm(ram(c))) = (a, b).
Esto nos dice que g o f es la funcion identidad de C(n) x C(m).
o Sea ahora ¢ € C(nm), de manera que g(c) = (r,(c),rm(c)), y pongamos
d = xnry(c) + ymr,(c).
Sean g, y qm los cocientes de la division de ¢ por n y por m, respectivamente. Tenemos que
¢ =Xxnc+ ymc
=xn(qmm + rm(c)) + ym(gun + rp(c))

= (Xqm + yqn)nm + xnrpy(c) + ymry(c)

= (xqm + yqn)nm +d

asi que ¢ = rym(c) = ram(d) = f(g(c)). Vemos de esta forma que f o g es la funcién
identidad de C(nm).

Tercer paso. Ahora que sabemos que f y g son funciones mutuamente inversas, sabemos en
particular que f es biyectiva y, por lo tanto, que su dominio y su codominio tienen el mismo
cardinal, esto es, que |C(n) x C(m)| = |C(nm)|. Usando esto, vemos que

¢(n)p(m) =[C(n)|-|C(m)| =[C(n) x C(m)| = |C(nm)| = ¢(nm),

que es lo que queremos probar. O

10.2.3. Usando la multiplicatividad de la funcién de ¢ podemos, como con toda funcién multipli-
cativa, calcularla a partir de la factorizacion de su argumento como producto de primos:

Proposicion. Sea n € N, sean py, ..., p, los primos que dividen a n, listados sin repeticiones, y sean
ai, ..., ar € N tales que n = pi*---p?. Se tiene que

o(n) = (pf' =pi ™) - (pF = p7 ), ¢(n) = "(1_ 1%1) (1— pi)
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La segunda expresion que nos da esta proposicion para ¢(n) se llama el producto de Euler
para ¢.

Demostracién. Sea p un nimero primo y sea a € N. Un numero k € {1,...,p% — 1} tiene
mcd(k, p®) # 1siy solamente si es divisible por p, y esto ocurre si y solamente es de la forma pm
conm e {l,..., p" '} Esto nos dice que en {1,..., p? —1} hay p*~! nimeros que no son coprimos
con p“ vy, por lo tanto, que hay p? — p~! ntimeros que si lo son. En otras palabras, tenemos que
-1

o(p") =p" - p"".
Sea ahora n = p{' - ... - p¥ como en el enunciado de la proposicién. Como la funcién ¢ es
multiplicativa, la Proposicién 9.4.7 nos dice, en vista de lo que ya hicimos, que

o(n) = p(PD) ... o(p™) = (PP — pey. .. (p% - ror ),

Esta es la primera igualdad que aparece en el enunciado. Para ver la segunda observamos simple-
mente que esta ultima expresion es igual a

pfl(l—i)~...-p‘,"(1—i)
P pPr

y reordenamos los factores, recordando que el producto p{* -... - p#" es igual a n. O

10.2.4. Sinesun entero positivoy py, ..., pr son los primos que dividen a » listados sin repeticiones,
la proposicion que acabamos de probar nos dice que

M:(l_i).....(l_i). @)
n P Pr

La fraccién que aparece a la izquierda en esta igualdad es el cociente entre el numero de enteros
coprimos connde {1, ..., n} sobre el numero total de elementos de este conjunto: en otras palabras,
es la proporcion de numeros coprimos con # que hay en el conjunto {1, ..., n}. Podemos hacer
algunas observaciones sencillas sobre esta proporcion:

o Paracadaiec{l,...,r} el factor 1 —1/p; que aparece en (2) es menor que 1 pero mientras
mas grande es p; mas cerca de 1 estd. Esto nos dice que la proporciéon de nimeros coprimos
disminuye si aumenta el nimero de divisores primos de 7 y aumenta si esos divisores primos

son mas grandes.

o La proporcién ¢(n)/n depende solamente de qué primos dividen a n y no de con qué
potencias aparecen en la factorizacion de n. Asi, por ejemplo, en proporcién hay tantos

ntimeros coprimos con 2 - 5 - 7 como con 2% . 512 7201,
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 Para n como en (2) se tiene que

000 (1) (1 L)oo -2

ya que todo primo es mayor o igual que 2. De esto se deduce que los numeros de la forma 24
son los que mas nimeros coprimos tienen, en proporcion: la mitad de los enteros positivos

que no superan a 2% son coprimos con él.

« Si € es un numero real positivo, sabemos, por un lado, que existe r € N tal que ¢ < 27"y, por
otro, que hay r primos py, ..., p, distintos dos a dos —esto ultimo porque sabemos que hay,
de hecho, infinitos numeros primos. Se sigue de esto que si n = p;---p, es el producto de
esos 7 primos, entonces ¢(n)/n <277 < e.

Vemos asi que hay nimeros 7 para los que la proporcion ¢(n)/n de nimeros coprimos
con n 'y menores que ¢l es tan baja como queramos. Es posible cuantificar esto de manera
muy precisa: para todo nimero positivo ¢ hay infinitos positivos n para los que

M-Ioglognz i—s

n ev
y el nimero 1/e? es el mas chico con esta propiedad. Aqui y ~ 0,577216... la llamada
constante de Euler—Mascheroni, de manera que e? ~1,781072... Puede encontrarse una
prueba de esto, junto con mucha mds informacion sobre la funcion ¢, en [HW2008, §18.4].

10.2.5. La siguiente observacion es debida a Gauss, y describe una propiedad de la funcién de
Euler que resulta ser fundamental.

Proposicion. Si n € N, entonces

> o(d)=n.

din

Los términos de la suma que aparece en el enunciado estan indexados por los divisores positivos
de n. Por ejemplo, los divisores de 30 son 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 y 30, y la proposicion nos dice que
9(1) +9(2) + ¢(3) + ¢(5) + ¢(6) + ¢(10) + ¢(15) + ¢(30) = 30.

Demostracion. Para cada n € N escribamos

y(n) =3 o(d).

dln

Obtenemos de esta forma una funcién y : N — N. Mostremos que es multiplicativa.
Sean n y m dos enteros positivos coprimos. Es

y(m)y(m)= > o(d)- > ¢(e)= > o(d)g(e).

deD(n) eeD(m) (d,e)eD(n)xD(m)
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Ahora bien, si (d, e) es un elemento del conjunto D(n) x D(m), entonces d | nye | m,
asi que med(d,e) | med(n,m) = 1y, como la funcién ¢ es multiplicativa, tenemos que
¢o(d)p(e) = ¢(de). Usando esto en cada uno de los términos de la ultima suma que obtuvi-
mos, y recordando las funciones Py Q del Lema 9.4.8, vemos que

y(n)y(m) = > ¢(de) = > ¢(P(d,e))

(d.e)eD(n)xD(m) (d,e)eD(n)xD(m)
= Y 9(P(Q))= > o(u)=y(nm).
ueD(nm) ueD(nm)

Esto muestra que ¥ es multiplicativa, como queriamos.
Sea ahora p un numero primo y sea a € N. Los divisores positivos de p? son los numeros

1 p, p% ..., p°7L, p? asi que

y(p®) = 9(1) + @(p) + @(p*) +++ 9(p*7) + 9(p*)
=1+ (p-D)+ (P —p)++ (" =p* )+ (p* - p*) = p*.

Finalmente sea n un entero positivo cualquiera, sean py, ..., p, los primos que dividen a n listados
sin repeticiones, y sean ay, ..., a, los enteros tales que n = p{*---p#". Usando la multiplicatividad
de la funcién y podemos calcular ahora que

y(n) =y(pipi) = v(p)--y(py) = pi'-py" = n.

Esto prueba la proposicion. O

10.2.6. Una consecuencia importante de la proposicion que acabamos de probar es la siguiente
relacion de la funcién ¢ de Euler y la funcién y de Mdbius que vimos en 9.6.2.

Corolario. Para todo entero positivo n se tiene que

¢(n) = u(d)-

n
d|n d

Demostracién. Consideremos la funcién id : n € N — n € N. La Proposicion 10.2.5 nos dice que
paratodo n € Nes

g(n) =Y ¢(d),

dn

y entonces la férmula de inversiéon de Mobius que vimos en en Ejercicio 9.6.3 nos dice que para
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todo n € N es

¢(n) =) u(d) -g(g) = ;M(d) : g,

dn

y esto es lo que afirma el corolario. O

§10.3. El Teorema de Euler

10.3.1. El Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que si p es un nimero primo y a un entero coprimo
con p entonces aP! =1 mdd p. Esto no es cierto si p no es primo: por ejemplo, 3 es coprimo
con 4 pero 3*™1 =3 #£1 mod 4. El siguiente teorema de Euler generaliza al de Fermat a médulos
compuestos:

Proposicion. Sea m € N. Si a es un entero coprimo con m, entonces a®™ =1 maéd m.

Observemos que como ¢(p) = p — 1 para todo primo p, este resultado tiene como caso
particular al Teorema de Fermat 10.1.4. De manera similar, si m = p;p,---p, es un producto
de r primos distintos dos a dos, entonces ¢(m) = (p1 —1)(p2 —1)---(pr — 1), y esta proposicién
tiene entonces también como casos particulares los resultados de la Proposicion 10.1.7 y del

Ejercicio 10.1.8

Demostracién. Sea a un entero coprimo con m y sean x e y enteros tales que xa+ ym = 1. Para cada
k € Z escribamos qm (k) y rm(k) al cociente y al resto de la divisién de k por m y consideremos el

conjunto
C(m)={keN:1<k<m,mcd(k,m) =1}.
Si k € C(m), entonces k = kxa + kym y, por lo tanto,
mcd(ka, m) | med(kxa, m) = mcd(k — kym, m) = med(k,m) =1,

de manera que ka es coprimo con m: se sigue de esto que r,,(ka) es un elemento de C(m). Como
consecuencia de esto, vemos que hay una funcién 7 : C(m) - C(m) tal que para todo k € C(m)
es (k) = ry(ka). Afirmamos que se trata de una biyecciéon. Como I es finito, para verificar esto
suficiente con que mostremos que es sobreyectiva.

Sea entonces k € C(m). Como k = kxa + kym, tenemos que

mcd(kx, m) | med(kxa, m) = mcd(k — kym, m) = med(k, m) =1,
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asi que el numero [ = r,,,(kx) pertenece a C(m). Es kx = q,,,(kx)m + 1, asi que
k —kym =kxa = aqm(kx)m + al.

Tomando restos a ambos lados de esta igualdad vemos que
k=ru(k)=rn(al)=mn(l).

Esto muestra que k esta en la imagen de 7'y, por lo tanto, que esta funcioén 7 es sobreyectiva, como
queriamos.

Sean ahora

U, Uz, ..y Ug(m) (3)

los ¢(m) elementos del conjunto C(n) listados sin repeticiones. Como la funcion 7 es biyectiva,
tenemos entonces que

rm(aur),  rm(auz), ..., rm(aUg(m))

son esos mismos elementos, otra vez sin repeticiones, salvo que listados en otro orden, y cada uno
de ellos es congruente médulo m con el correspondiente entero de la lista

auy, auy, cees AUg(m)- (4)

Se deduce de esto que el producto de los enteros listados en (3) es congruente moédulo m con el
producto de los enteros listados en (4), es decir, que

Uity Uy () = AU1aU2 AU mod m.

¢(m)
Sillamamos w al producto u-+ 1), esto nos dice que

w=wa?™  mod m. (5)

El nimero w es coprimo con m. Existen entonces enteros « y 8 tales que aw + fm = 1y, en
particular, aw =1 mdd m. Multiplicando ahora a cada lado de la congruencia (5) por & vemos

que
1= aw = awa®™ = 2" méd m

y esto prueba la proposicion. O
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Numeros racionales periodicos

10.3.2. Mostremos una aplicacion sencilla del Teorema de Euler 10.3.1. Supongamos que a/b es
un numero racional entre 0 y 1 cuyas cifras decimales son periddicas, esto es, tal que si escribimos

g = 0.dydydsdydydy iy

al desarrollo decimal de a/b, hay un entero positivo N tal que d;,;n = d; para todo i € N. Esto
nos dice que lo que estd después de la coma en la escritura decimal de a/b se obtiene repitiendo
indefinidamente el bloque de digitos did,---dy, al que llamamos un periodo del numero a/b. Por
ejemplo, con

9
— =0.234 234 234 234 ...
37 [ s

podemos tomar N = 3, de manera que el periodo es 234, y con

1
——— =0.00041 00041 00041 00041 ...
2 439 L 1L 1L 1L 1

elegir N = 5, con periodo 00041. Notemos que el nimero N no esta completamente determinado
— en el primer ejemplo podriamos haber elegido también N = 6 — aunque es facil ver que siempre
hay un periodo mas corto que todos los otros y que la longitud de este divide a la de todos los
otros. Por supuesto, no es cierto que todo numero racional sea periddico en este sentido: asi, no lo
es

1
- =0.5000...
2

Ahora bien, si multiplicamos a a/b por 10V, obtenemos

10N.Z = dl"'dN'ldl'“le .dl"'dN. .dl"'dN.

S| Q

asi que si llamamos ¢ al nimero (dy, -+, dy )10, tenemos que

a a
10V~ —c=—
b b

0, equivalentemente, que

a c

b 108N -1

Como 0 < a/b<1,esclaroque 0 < ¢ < 10N — 1. Tenemos, de hecho, el siguiente resultado:
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Proposicion. Un niimero racional entre 0 y 1 es periddico si y solamente si es de la forma

c
10N —1

para algin N € N y algin entero c tal que 0 < ¢ < 10N — 1, y en ese caso tiene un periodo de
longitud N.

Demostracion. Vimos arriba que un niimero racional entre 0 y 1 que es periddico es de esa forma,
asi que la condicidn es necesaria. Veamos que también es suficiente.

Sea N € N, sea ¢ un entero tal que 0 < ¢ < 10¥ —1ysea g = ¢/(10Y —1). Es evidente que q es
un numero racional y que 0 < g < 1, asi que tenemos que mostrar solamente que es periddico. De
la forma en que definimos a g es claro que

10V . g=c+q. (6)
Sila expansion decimal de g es

0.dydads. .., 7)
entonces la de 10V - g es

di---dn.dnadnsz ...

Esto es, de acuerdo a (6), igual a ¢ + g: como ¢ es un entero y 0 < g < 1, es claro que debe ser
c= (dla---adN)IOY

q=0.dndNs2dNys ...

Comparando esto con (7) vemos que dy+; = d; para todo i € N, asi que g es periodico de periodo
dy---dy de longitud N. O

10.3.3. Aunque la Proposicion 10.3.2 describe todos los numeros racionales periédicos entre 0 y 1
no es muy util para reconocerlos. Por ejemplo, como vimos arriba el niimero 9/37 es periddico:
asi como lo escribimos no esta escrito como una fraccion con denominador de la forma 10V — 1,
pero de todas formas

9 234

37 103-1

Lo que aqui sucede es que el denominador de la fraccién de la derecha es un multiplo de 37, ya
que 10° — 1 = 37 - 27: si multiplicamos el numerador y denominador de 9/37 por 27 obtenemos esa
fraccién y esto hace evidente que el numero 9/37 es periddico.
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Asi, el problema de decidir si un nimero racional a/b entre 0 y 1 es periddico se reduce
inmediatamente al de decidir si b divide a un nimero de la forma 10" — 1. Es con este tltimo que
el Teorema de Euler nos ayuda:

Proposicion. Un niimero racional a/b entre 0 y 1 escrito en forma reducida es periddico si y solamente
si su denominador es coprimo con 10, y en ese caso la longitud de su periodo mds corto es menor o

igual a ¢(b).

Es importante aqui que la fraccion a/b sea reducida: el nimero 2/18 = 0,111111. . . es periddico
pero su denominador 18 no es coprimo con 10 — lo que sucede en este ejemplo es que 2/18 puede
simplificarse a1/9 y 9 si es coprimo con 10.

Demostracién. Sea a/b un ntimero racional entre 0 y 1 escrito en forma reducida. Si b es coprimo
con 10, entonces 107®) =1 maéd b por el Teorema de Euler 10.3.1, asi que b divide a 109(%) — 1. Si
qes el correspondiente cociente, entonces

a_ qa

b 109(®) -1

y, de acuerdo a la proposicion anterior, tenemos que a/b es periddico y que tiene un periodo de
longitud ¢(b).

Reciprocamente, si el nimero a/b es periddico con un periodo de periodo de longitud N,
entonces hay un entero ¢ tal que 0 < ¢ < 10V -1 y

a c

b 10N-T

asi que bc = (10N - 1)a. Como a y b son coprimos, esto implica que b divide a 10V - 1. Si
d = mcd(b,10), entonces d divide a 10 y a 10N — 1, asi que divide a 1: por supuesto, esto nos dice
que d =1, es decir, que b es coprimo con 10. O
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§10.4. Dos aplicaciones al problema de decision de
primalidad

El algoritmo de decision de primalidad de Fermat

10.4.1. El Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que si p es un nimero primo y a es un entero tal que
0 < a < p, entonces se tiene que a? ! =1 mdd p. Esto nos da una condicién necesaria para que
un numero sea primo. Por ejemplo, consideremos el nimero n = 2534 968 907. Usando el algorit-
mo que describimos en el Lema 5.4.20 para calcular potencias, podemos ver — haciendo unas
2log, n ~ 62.47 ... multiplicaciones, que en la computadora del autor toman 0,000 2 segundos —

que
222349689071 - 1475261599 #1 méd n.

Como consecuencia de esto podemos concluir que # no es primo — notemos que, a pesar esto,
seguimos sin conocer siquiera un divisor propio de n. Factorizarlo es mucho mas dificil: en este
caso, resulta que # es el producto de los primos 40283 y 62929, pero esto no se deduce para nada
de la cuenta que hicimos®.

Esta idea es conocida como el algoritmo de Fermat para el problema de decidir si un numero
positivo 7 es primo o no: si encontramos un entero a talque 0 < a < nya™ ! #1 mdd n, entonces
podemos concluir con toda certeza que la respuesta a la pregunta es no. Llamamos a todo niimero
a con esa propiedad un certificado de que n es compuesto. Asi, vimos arriba que 2 es un certificado
de que 1475261599 es compuesto

10.4.2. En la Figura 10.1 en la pagina siguiente damos una implementacion sencilla de esa idea en

HaskeLL. Con esas definiciones, podemos evaluar

*Main> fermatRandom 3 1475261599
False

Esto nos dice que usando el algoritmo de Fermat y haciendo 3 intentos, alguno de los tres certifica
que el nimero 1475261599 que consideramos antes es compuesto. De manera similar, evaluando

*Main> fermatRandom 3 1020928802728505074582154940524117

False

vemos que ese nimero, que tiene 34 digitos, es compuesto. De hecho, usando MATHEMATICA
podemos ver que su factorizacion como producto de primos es

32452843 - 86028121 - 179424673 - 2038074743.

'De hecho, armamos el ejemplo eligiendo primero estos dos primos y multiplicindolos para construir el nimero ».
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import System.Random

potencia :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer
potencian a 0 =1
potencia n a k

| even k = potencia n a (k ‘div‘ 2) ~ 2 ‘mod‘ n
| odd k a * potencia n a ((k - 1) ‘div¢ 2) ~ 2 ‘mod‘ n

fermat :: Integer -> Integer -> Bool
fermat n a = gcd n a == 1 && potencian a (n - 1) ==

fermatRandom :: Int -> Integer -> I0 Bool
fermatRandom k n = fmap (all (test n) . take m . randomRs (2, n-2)) newStdGen

Programa 10.1. El algoritmo de Fermat para decidir si un numero es primo.

Por otro lado, podemos calcular:

*Main> fermatRandom 10000 2038074743

True

Esto eligio al azar 10000 numeros entre 1 y 2038 074 743 y ninguno de ellos certificd que este
ultimo es compuesto: podemos sospechar entonces que 2 038 074 743 es primo. En este caso, esa
sospecha es buena: el numero es efectivamente primo.

10.4.3. Si a es un entero positivo mayor que 1, decimos que un entero positivo n es un pseudo-
primo en base a si es compuesto y divide a a”~! - 1. Esto significa precisamente que a es una base
que no sirve para certificar usando el algoritmo de Fermat que n es compuesto. Por ejemplo, 341
es un pseudo-primo en base 2: es 341 = 11 - 31 y usando el teorema de Fermat podemos ver que

234112 9341 - ed 11, 3411 2 QUGBI-DHO0 _ a3

ya que 2!° = 1 mdd 31, y usando el teorema chino del resto podemos concluir que 234! = 1
mod 11 - 31. Por el contrario, 341 no es un pseudo-primo en base 3, asi que 3 sirve para certificar
que 341 no es primo: es

334112 33400 - ed 11, 33411 2 UGN _ 95 neq 3]

porque 3 =25 mad 31, y de esto podemos deducir que 3*47! =

56 mod 11- 31. El primero en
observar la existencia de ndmeros pseudo-primos fue Pierre Frédéric Sarrus, que encontrd el
ejemplo del 341 que acabamos de analizar. Con una computadora es facil ver que los primeros

pseudo-primos en base 2 son

341, 561, 645, 1105,1387,1729, 1905, 2047, 2465, 2701, 2821, 3277, 4033, 4369, 4371,
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4681, 5461, 6601, 7957, 8321, 8481, 8911, . ..

En [OEI2023, Aoo1567] puede encontrarse mas informacion sobre esta sucesion de nimeros, que
se llaman también niimeros de Sarrus o de Poulet, por Paul Poulet.

10.4.4. La existencia de numeros pseudo-primos implica que para un nimero compuesto # no
necesariamente todo nimero entre 1y n es un certificado de que # es compuesto. Mas aun, nuestro
siguiente lema implica inmediatamente que cualquiera sea el entero a mayor que 1 hay infinitos
pseudo-primos en base a, y como consecuencia de esto podemos concluir que no hay ningun
numero a que tenga la propiedad de que para todo # € N valga

a"'=1 méd n = nesprimo,

y, de hecho, que ni siquiera hay un entero a para el que esto sea cierto salvo para finitos elecciones
de n. En otras palabras, no hay ningtin nimero que sirva como certificado para casi todos los
numeros compuestos. Es esto lo que nos fuerza, si queremos usar el algoritmo de Fermat para
decidir que un numero es compuesto, a usar muchos valores distintos de a.

Lema. Si a es un entero mayor que 1, entonces para cada primo p mayor que a + 1 el niimero

afl -1 aP +1
a-1 a+1

(8)

es un pseudo-primo en base a.

Por ejemplo, si elegimos a = 2y p = 5, el pseudo-primo en base 2 que nos da el lema es 341. Este
resultado es debido a Michele Cipolla [Cip19o4]. En la seccién 2 del capitulo VIII del libro [Rib1996]
de Paulo Ribenboim se describen varios otros resultados de este tipo.

Demostracion. Sea p un nimero primo mayor que a +1, que necesariamente es impar. Escribamos
n41y n- alos dos factores del producto (8) y pongamos # = n,yn_;.
Sea ¢ € {+1}. Es

La suma que aparece aqui tiene p — 1 sumandos todos congruentes a a médulo 2, asi que es
un numero par: esto implica que el cociente (a? — ¢)/(a — ¢) es impar. Por otro lado, como
p>a+1>a—¢ elentero a— € es coprimo con p y existe un entero u tal que (a —e)u =1 mod p.
Usando esto y el teorema de Fermat vemos que

afl —¢ af -

8-(a—8)uz(ap—s)uz(a—e)uzl mod p,
a-&¢ a-¢

Vemos asi que n, =1 mod 2y que n, =1 mod p, asi que n, =1 maod 2p.
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Esto implica, claro, que n = nyyn_; =1 mdd 2py, por lo tanto, que hay un entero g tal que
n —1=2pq. Ahora bien, es

a? -1
— =n,
az-1

asi que a*’ =1 mod n, y esto nos permite concluir que a” ™ = (a?)7 =1 madd n, es decir, que n

es un pseudo-primo en base a. O

10.4.5. Hemos visto que si un nimero # es compuesto no necesariamente todo entero entre 1y n
sirva como certificado de que lo es. De todas formas, podemos ilusionarnos y esperar que para
cada numero compuesto # exista algun certificado de que lo es. Lamentablemente esto no es asi.

Decimos que un entero positivo n es un numero de Carmichael si es compuesto y para
todo entero a tal que 1 < a < n'y coprimo con # se tiene que a” ' =1 mdd n. Estos nimeros
fueron estudiados originalmente por Alwin Reinhold Korselt en [Kor1899] y por Robert Daniel
Carmichael en [Car1912]. El mas chico de estos nimeros fue encontrado por Carmichael: es el 561,
que tiene por factorizacién a 3 - 11 - 17. Mostremos que este nimero tiene esa propiedad.

Sea a un entero coprimo con 561. Del teorema de Fermat sabemos que a*> =1 méd 3, de

manera que a'° = (%) =1 méd 3,y a!® =1 méd 11, y entonces a’® =1 méd 3-11y
a® = (a®)®%=1 moéd3-11. (9)
8)2

Por otro lado, el teorema de Fermat nos dice que (a®)? = a!® = 1 mdd 17 y es facil® ver que

entonces a® = +1 mdd 17 y, por lo tanto, a®® =1 mdd 17. Esta congruencia junto con (9) nos

permiten concluir que
a®=1 méd3-11-17.

Por otro lado, el resultado del Ejercicio 10.1.8 nos permite concluir que
@320 = gCDADO7-D) -1 med 3.11-17

y entonces que

a*11 = 760580 = 4640 = (3202 =1 mod 3-11-17.

Esto prueba que 561 es un nimero de Carmichael, como queremos. En particular, el algoritmo de
Fermat no nos permite certificar que se trata de un niimero compuesto.

>Si x es un entero tal que x> =1 mdd 17, entonces 17 divide a x> —1 = (x — 1)(x +1) y, como es primo, divide
ax—loax+1,demaneraquex =1ox =-1 méd 17.
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10.4.6. En [AGP1994] William Robert Alford, Andrew Granville y Carl Pomerance probaron que

existen infinitos numeros de Carmichael. Los primeros son

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041, 46 657,
52633, 62745, 63973, 75361, 101101, 115921, 126 217, 162401, 172081, 188461, ...

En [OEI2023, A002997] puede encontrarse mas informacion sobre esta sucesion. El nimero de
Carmichael mas grande conocido fue encontrado por William Robert Alford, Jon Grantham,
Steven Hayman y Andrew Shallue en [AGHS2014]: tiene 295 486 761 787 digitos y es el producto
de 10333 229 505 primos distintos dos a dos.

No solamente hay infinitos nimeros de Carmichael sino que, en cierto sentido, hay muchos.
En [Har2008] Glyn Harman probd, por ejemplo, que cuando 7 es grande hay al menos n'/>
numeros de Carmichael menores o iguales que n. Se conocen, ademas, varios resultados sobre la
distribucion de los nimeros de Carmichael. Recientemente, Daniel Larsen probd en 2021 [Lar2023]
para estos numeros un resultado similar al llamado postulado de Bertrand — Larsen tenia 17 afos

en ese momento.

10.4.7. La existencia de nimeros de Carmichael implica que el algoritmo de Fermat no puede
responder con certeza la pregunta de si un numero es primo o no. Ahora bien, si suponemos que
n es compuesto y no es un numero de Carmichael, entonces sabemos que existen certificados de
que es compuesto: ;cuantos hay?

Proposicion. Sea n un entero positivo compuesto que no es un niimero de Carmichael. Entre los
¢(n) elementos de {1, ..., n} que son coprimos con n al menos la mitad son certificados de que n es
compuesto.

Demostracion. Consideremos los conjuntos

A={ae{l,...,n}:mcd(a,n) =1,a""'#1 moéd n}

B={ae{l,...,n} :mcd(a,n)=1,a" =1 méd n}.

Claramente A y B son disjuntos, y su unién es el conjunto de elementos de {1,...,n} que son
coprimos con #, asi que |A| + |B| = |[AU B| = ¢(n).
Como 7 no es un nimero de Carmichael, el conjunto A no es vacio. Sea x uno de sus elementos.

n-1,n-1 _

Si y pertenece a B, entonces (xy)" ™! = x"1y x" 141 mdd n, asi que xy € A. Esto nos dice

que hay una funcién
f:yeBrxyeA.

Esta funcion es inyectiva. En efecto, como mcd(x, n) =1, hay un entero u tal que ux =1 mod n:
si y e ¥’ son dos elementos de B tales que f(y) = f(3'), entonces y = uxy =uxy’ =y modd ny,
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como 1< y,y" <n,y=y" Ahorabien, como la funcién f es inyectiva claramente tenemos que
|B| < |A] y, por lo tanto, que 2|A| > |A| + |B| = ¢(n), de manera que |A| > ¢(n)/2. Esto es lo que
afirma la proposicion. O

Esta proposicion nos dice que si n es un entero positivo que es compuesto y no es un nimero de
Carmichael y elegimos al azar un elemento de {1, ..., n} coprimo con #, entonces la probabilidad
de que no sea un certificado de que n es compuesto es como mucho 1/2. Se sigue de esto que si
elegimos k tales elementos la probabilidad de que ninguno de ellos sea un certificado es como
mucho 1/2* y esta probabilidad decrece exponencialmente con k. Asi, por ejemplo, es suficiente
elegir 34 candidatos para que la probabilidad de que ninguno sea un certificado sea menor que
0,000 000 0001. En 10.4.2 hicimos 10 000 intentos de encontrar un certificado de que 2 038 074 743
es compuesto y no lo encontramos: si suponemos que este niimero no es un numero de Carmichael
(y no lo es), entonces la probabilidad de que no sea primo es menor® que 1/2109%0 ~ 1073000,

De todas formas, hay — como observamos arriba — relativamente muchos nimeros de
Carmichael y no es facil determinar si un numero es o no de estos. Esto hace que, en la practica,
no usemos solamente el algoritmo de Fermat para decidir si un nimero es probablemente primo y
que, entonces, lo combinemos con otro posiblemente mas costoso computacionalmente pero que
no tenga «excepciones».

El algoritmo de decision de primalidad de Miller-Rabin

10.4.8. En [Mili976] Gary Miller describié un algoritmo completamente deterministico para
decidir si un niimero es primo o no, pero que es «condicional»: esto significa que su correcciéon
depende de la validez una conjetura — la llamada hipétesis de Riemann generalizada — que no
esta probada. Cuatro afios mas tarde, Michael Oser Rabin mostr6 en [Rab1980] como modificar el
algoritmo para que funcione incondicionalmente pero en forma probabilistica.

10.4.9. Para describir este algoritmo necesitamos la siguiente observacion bien sencilla:

Lema. Sea p un niimero primo. Si x es un entero tal que x> =1 mod p, entonces x es congruente
aloa—1moddulo p.

En otras palabras, 1 tiene como mucho dos raices cuadradas moédulo p — vy, de hecho, tiene
exactamente dos si p es impar, ya que en ese caso 1 # -1 mdd p.

*En realidad, para poder afirmar esto con toda certeza habria que analizar en detalle la forma en que elegimos los
candidatos al azar.

306



Demostracion. Si x es un entero tal que x> =1 mdd p, entonces p | x*~1= (x—1)(x+1) y, como
p es primo, esto nos dice que p divide a x —1 0 a x +1. La afirmacion del lema sigue inmediatamente
de esto. O

10.4.10. En base a este lema podemos probar el resultado que esta en la base del algoritmo de
Miller-Rabin

Proposicion. Sea p un niimero primo impar y sean s y d enteros positivos tales que p = 2°d +1y d es
impar. Para todo entero positivo a menor que p vale alguna de las siguientes dos afirmaciones:
(a) Esa?=1 mod p-

(b) Hay exactamente un elemento r de {0, ..., s — 1} tal que a* @ =

-1 modd p.

En la Figura 10.2 ilustramos este resultado cuando p = 41.

Demostracion. Sea a un entero positivo menor que p. Como p es primo a es coprimo con p 'y, de

2°d _

acuerdo al teorema de Fermat 10.1.4, tenemos que a aP1=1 méd p- Esto nos dice que el

conjunto
S={ie{0,...,s}: a*?=1 moéd p}

no es vacio, ya que contiene a s: podemos entonces considerar su menor elemento. Simin S = 0,
esa? =1 mod p y vale la primera de las dos afirmaciones de la proposicion. Si, por el contrario,
es min S > 0, entonces el numero r := min S — 1 pertenece a {0,...,s—1} ynoa S,y r+1¢€ S: esto

2d)2 = 424 = | méd p,y el Lema 10.4.9 nos permite

nos dice que a*? #1 moéd py que (a
concluir que a¥4=-1 mod p»> de manera que vale la afirmacion de existencia de (b).

Para verificar la afirmacién de unicidad de (b) supongamos ahora que hay dos elementos
distintos r y 7’ de {0,...,s -1} tales que a>¢ = -1 méd py a4 = 1 mod P> ¥, sin pérdida de

generalidad, que r < 7/, de manera que u := ' — r es un entero positivo. Tenemos entonces que
!
r r u u M
-1za? 1= (a¥)? = (-1)* =1 méd p,

y esto es absurdo, ya que p es un entero impar. O

10.4.11. Esta proposicion nos da una condicién necesaria para que el numero p sea primo, y

podemos entonces usarla para probar que un nimero no lo es. Por ejemplo, si tomamos
n =28393021 = 227098255 + 1

podemos calcular facilmente que médulo # es

27098 255 # 1 27 098 255 % -1, 22-7 098 255 % -1
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a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

s 1 2 o0 1 2 2 1 1 @ 2 2 2 2 2 @ 2 g 2 1

a 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 2 0 2 o0 2 2 2 2 2 0 1 1 2 2 1 g 2 1 0

Figura 10.2. Elegimos aqui p = 41 = 2* - 5 + 1y para cada entero positivo a menor que p
tabulamos el entero s € {0,1,2} tal que a* % = -1 madd p, si es que hay alguno, o ponemos
un simbolo @.

y esto es suficiente para concluir que 7 no es primo. De manera similar, si
n=9629970333103 = 2- 4814985166 551 + 1,

entonces mddulo 7 es
2481498316651 2 8 956 534 393 410,

y esto no es congruente ni con 1 ni con —1, asi que podemos concluir que # no es primo. Notemos
que el calculo de esta potencia puede hacerse haciendo solamente 44 productos y divisiones entre

nimeros menores que #, lo que lleva menos de un milisegundo con una computadora moderna.

10.4.12. El algoritmo de Miller-Rabin para determinar si un entero positivo impar # es primo
consiste en elegir un entero positivo a menor que n y verificar que alguna de las dos afirmaciones
de la Proposicion 10.4.10 se cumple. Si esto no es asi, entonces tenemos certeza de que 7 no es
primo — decimos en ese caso que a es un certificado de Miller-Rabin para . Si, por el contrario,
alguna de esas afirmaciones se cumple entonces no podemos decir nada, claro.

A diferencia delo que ocurre con el algoritmo de Fermat — debido ala existencia de nimeros de
Carmichael — todo niimero compuesto impar posee un certificado de Miller-Rabin. No se conoce,
de todas formas, una forma de encontrar uno. Miller [Mil1976] y Eric Bach [Bac199o] probaron —
asumiendo la verdad de la hipdtesis de Riemannn generalizada — que si # es compuesto e impar
entonces hay un certificado a que cumple la desigualdad 1 < a < 2(In n)?2, y esto nos dice que es
suficiente buscar uno entre los enteros que satisfacen estas desigualdades: esto es conocido como
el algoritmo de Miller y es completamente deterministico. Por ejemplo, si

n = 54299 051326517 = 2> - 13574762 831629 + 1
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entonces 2(Inn)? = 2000,34802... asi que estamos seguros de que, si es que es compuesto,
podemos encontrar un certificado entre 1y 2000. En el peor de los casos, entonces, podremos
decidir si n es primo o no calculando 2000 potencias de exponente menor que # méodulo 7.

10.4.13. En la préctica este algoritmo de Miller no suele usarse. En su lugar, simplemente se elige
al azar un nimero k de enteros positivos menores que 7 y para cada uno de ellos se verifica si se
cumplen o no alguna de las afirmaciones de la proposicion. Si para alguno esto no ocurre, entonces
podemos concluir que 7 es compuesto. En el caso contrario, claro, no podemos decir nada, pero
Rabin probé en [Rab1980] que

si n es compuesto e impar, entonces como mucho 1/4 de los enteros positivos
menores que n no son certificados de Miller-Rabin para n.

Esto implica que si hacemos k intentos con numeros elegidos al azar entonces la probabilidad de
que 7 sea compuesto pero no lo podamos certificar con ninguno de ellos es menor que 1/4%, y esto
decrece rapidamente cuando k aumenta. El algoritmo de Miller-Rabin nos permite establecer que
n es primo con mucha probabilidad — que es lo que se llama un primo probable.

10.4.14. Exactamente como con el algoritmo de Fermat es posible probar que no hay ningin
entero que sirva como certificado de Miller-Rabin para todo entero compuesto, y esto es lo que
nos fuerza a tener que buscar para cada » un certificado. De todas formas, si uno solamente esta
interesado en enteros # en un rango fijo esta situacion puede mejorarse.

Por ejemplo, Carl Pomerance, John Lewis Selfridge y Samuel Wagstaff [PSW1980] y Gerhard
Jaeschke [Jae1993] probaron que

« todo entero compuesto impar menor que 2 047 tiene a 2 como certificado de Miller-Rabin,

« todo entero compuesto impar menor que 341550 071728 321 tiene a alguno de 2, 3, 5, 7, 11,
13, 0 17 como certificado.

Todo esto significa que podemos decidir si un nimero menor que 341550 071728 321 de manera
completamente deterministica y muy rapido. Mas recientemente, Jonathan Sorenson y Jonathan
Webster probaron en [SW2017] que

todo entero compuesto impar menor que 3 317 044 064 679 887 385 961 981 tiene uncertifi-
cado de Miller-Rabin que pertenece al conjunto {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41}.

Esto nos da una forma extremadamente rdpida de decidir la primalidad de cualquier nimero de a
lo sumo 24 digitos.

10.4.15. En la Figura 10.2 damos una implemenacion sencilla del algoritmo de Miller-Rabin.
Usando esas definiciones, podemos evaluar

ghci> millerRabin 1475261599 2

False
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import System.Random

valuacién :: Integer -> Integer -> Integer
valuacién b n

| n ‘mod‘ b == 0 = valuacién b (n ‘div‘ b) + 1
| otherwise =0
potencia :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer

potencian a 0 =1
potencia n a d

| even d = potencia n a (d ‘div¢ 2) ~ 2 ‘mod‘ n

| otherwise = a * (potencia n a ((d - 1) ‘div‘ 2)) ~ 2 ‘mod‘ n
millerRabin :: Integer -> Integer -> Bool
millerRabin n a = p ==1 || (n - 1) ‘elem‘ ps

where s = valuacién 2 (n - 1)
d=(n-1) ‘div¢ (2 = s)
p = potencia n a d ‘mod‘ n
ps = take (fromIntegral s) (iterate (\x -> x”2 ‘mod‘ n) p)

millerRabinRandom :: Int -> Integer -> I0 Bool
millerRabinRandom k n
= fmap (all (millerRabin n) . take k . randomRs (2, n-2)) newStdGen

Programa 10.2. El algoritmo de Miller-Rabin para decidir si un niimero es primo.
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y esto nos dice que 2 es un certificado de que el nimero 1475261599 es compuesto. Por otro lado,
evualuando

ghci> millerRabin 2038074743 2
True

vemos que 2 no es un certificado de que 2038 074 743 es compuesto. Finalmente, evaluando

ghci> millerRabinRandom 1000 2038074743
True

generamos 1000 enteros entre 2'y 2038 074 743 — 2 al azar y verificamos que ninguno de ellos es
un certificado de que 2038 074 743 es compuesto.

§10.5. Ordenes

10.5.1. Sea m € N. Si a es un entero coprimo con m, el teorema de Euler 10.3.1 nos dice que
a®(™) =1 mod m, asi que, en particular, el conjunto

Su={keN:ak51 mod m} (10)

no es vacio. Podemos entonces considerar su menor elemento, al que llamamos el orden de a
modulo m y escribimos ord,, (a). Notemos que definimos el orden médulo m de un entero a s6lo
cuando este ultimo es coprimo con m y por una buena razoén: si no es ése el caso, el conjunto S,
que definimos arriba es vacio.

El orden de a nos permite describir el conjunto S, completamente:

ordm (

Proposicion. Sea m € N y sea a un entero coprimo con m. Tenemos que a 4) =1 méd m »

mds atin, un entero positivo t es tal que a' =1 mod m si y solamente si es divisible por ord,,(a).

Demostracién. La primera afirmacion es inmediata, ya que ord,, (a) pertenece al conjunto S,
de (10). Veamos la segunda.

Sea t un entero positivo. Supongamos primero que a'=1 méd m y sean q y r el cociente
y el resto de la division de t por ord,,(a), de manera que ¢ = gord,,(a) + ry 0 < r < ord,,(a).

Tenemos entonces que
1=gf= aqordm(u)w = (aordm(a))qar =a" méd m,

asi que o bien r = 0 o bien r € S,;. Como la segunda opcién no puede ocurrir, ya que r < ord,,(a)
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y ord,, (a) es el menor elemento de S,, vemos que r = 0, esto es, que r es divisible por ord,(a).
Esto muestra que la condicién del enunciado es necesaria.

Su suficiencia, por otro lado, es casi evidente: si ¢ es un multiplo de ord,,(a), de manera que
existe s € N tal que ¢ = sord,,(a), entonces a* = (a®"(#))s =1° =1 méd m. O

10.5.2. Combinando esta proposicion con el teorema de Euler obtenemos lo siguiente:

Corolario. Si m € N y a es un entero coprimo con m, entonces ord,,(a) divide a ¢(m). En particular,
si m es primo, entonces ord,(a) dividea m — 1.

Demostracién. De acuerdo al teorema de Euler 10.3.1, es a?("™) = 1 méd m, asi que la Propo-
sicion 10.5.1 nos dice que ord,,(a) divide a ¢(m). Esto prueba la primera afirmacion del coro-
lario. La segunda es consecuencia inmediata de ella, ya que cuando m es primo se tiene que
p(m)=m-1. O

10.5.3. Si conocemos el orden de un entero coprimo mddulo un niimero m, todas sus potencias
quedan determinadas mddulo m por un nimero finito de ellas:

Proposicion. Sea m € N y sea a un entero coprimo con m. Si n es el orden de a modulo m, entonces
los n enteros

La a, ..., a"! (11)

son no congruentes modulo m dos a dos. Mds aun, todas las potencias de a son congruentes a uno
y a uno solo de estos niimeros: mds precisamente, si k € Ng y r es el resto de la division de k por n,
entonces a* = a” moéd m.

Demostracion. Sea n el orden de a mdédulo m y supongamos, para probar la primera afirmacién
por el absurdo, que i y j son enteros tales que 0 < i < j< nya' =a/ mdd m. Tenemos entonces
que m divide a a/ — a’ = a’(a’~* —1) y, como es coprimo con a, que divide a @/~ — 1. En otras
palabras, tenemos que @/~ =1 mdd m: esto es imposible, ya que la diferencia j — i es positiva y
estrictamente menor que 7, el orden de a.

Sea ahora k € Ny y sean q y r el cociente y el resto de la divisiéon de k por n, de manera que

k=gn+ry0<r<n Esak=(a")9a" = a" méd m, asi que a*

es congruente a uno de los
enteros listados en (11). S6lo puede ser congruente a uno de ellos, ya que sabemos que no hay ahi

dos que sean congruentes entre si. O

10.5.4. La siguiente observacion es importante: nos dice cdmo calcular el orden de una potencia
de un entero cuando conocemos el de este.
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Proposicion. Sea m € N, sea a un entero coprimo con m, y sea k € Ny. El orden de ak médulo m es

ord,,(a)
mcd(ord,,(a), k)

ord,, (a*) =

Demostracion. Escribamos # = ord,,(a) y t := ord,,(a¥). Como a** = (a¥)* = 1, tenemos que n
divide a kt y que, por lo tanto, existe un entero positivo m tal que kt = nm. Sead = mcd(n, k) y
sean 1, y k; enteros tales que n = md y k = k;d; sabemos que es entonces mecd(#y, k;) = 1. Como

kidt = kt = nm = mydm

¥, por supuesto, d # 0, tenemos que k;t = nym. En particular, esto nos dice que #; divide a k¢ y,
como es coprimo con kj, que de hecho divide a ¢. Esto implica que n; < .
Por otro lado, tenemos que

(ak)nl _ akm _ akldnl - akln = (a")kl =1 médd m,

asi que t = ord,, (a¥) | ny y, por lo tanto, ¢ < n;. Concluimos de esta forma que

e o n_ ord,,(a)
~ ' 4 mcd(ordp(a), k)’
que es lo que afirma la proposicion. O

10.5.5. La proposicion que acabamos de probar tiene dos casos particulares ttiles:

Corolario. Sea m € N, sea a un entero coprimo con m, y sea k eN.
(i) Si k divide a ord,,(a), entonces el orden de a* es ord,, (a)/k.
(ii) Si k es coprimo con ord,,(a), entonces ord,, (a*) = ord,,(a).

Demostracion. Ambas afirmaciones son consecuencia inmediata de la proposicion: en el primer

caso mcd(ord,,(a), k) es k y en el segundo es 1. O

10.5.6. Buscamos ahora informacion sobre el orden de un producto de dos nameros.

Proposicion. Sea m € N y sean a y b dos enteros coprimos con m.
(i) El orden de ab es un divisor mcm(ord,,(a), ord,, (b)).
(ii) Silos érdenes ord,,(a) y ord,, (b) son coprimos, entonces ord,,(ab) = ord,,(a) ord,, ().

Por supuesto, si a y b son coprimos con m también lo es ab, y es por esto que podemos hablar
del orden de ab médulo m.
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Demostracién. Escribamos x = ord,,(a), y := ord,,(b) y z == ord,, (ab).
(i) Sea s := mcm(x, y), de manera que hay enteros positivos x; e y; tales que s = xx; y s = yy.
Usando esto, vemos que

(ab)* = a*b* = (@) (b’ =1 méd m

y, en particular, que ord,, (ab) divide a s.
(ii) Supongamos que mcd(x, y) = 1. Como

(ab)? = (a*)?(V?)* =P1" =1 mdd m,
se tiene que z | xy. Por otro lado, tenemos que
a’b* = (ab)*=1 modd m,
asi que
1= (a*b*)” = a”*(b”)* = a’®* mdd m

y, por lo tanto, x | yz: como x es coprimo con y, esto implica que x divide a z. Podemos ver, de
manera similar, que y divide a z 'y, como x e y son coprimos, deducir de estas dos cosas que xy | z.
Se tiene entonces que x y = z, que es lo que afirma el enunciado. O

10.5.7. En la situacion de la Proposicion 10.5.6(i) no se tiene en general que el orden de ab sea
igual a mem(ord,,(a),ord,,(b)). Por ejemplo los 6rdenes de 2 y de 5 mddulo 13 son 12 y 6,
respectivamente, y el orden de 10 = 2- 5 es 6, que es distinto de mem(12,6) = 12.

El siguiente resultado nos dice, de todas formas, que podemos construir en la situacion de
la Proposicion 10.5.6(i) a partir de a y b un niimero de orden igual a mecm(ord,,(a), ord,, (b)),
aunque de una forma apenas un poco mas complicada que simplemente multiplicandolos:

Proposicion. Sea m € N y sean a y b dos enteros coprimos con m. Existen enteros positivos r y s tales
que el orden de a"b* es mcm(ord,,(a),ord,, (b)).

Demostracién. Sean x = ord,,(a) e y := ord,,(b). De acuerdo a la Proposicién 9.3.9, existen
enteros positivos u y v tales que mcd(u,v) =1, med(x, y) = uv,u | x yv | y. Como x/u divide a x,
el Corolario 10.5.5(i) nos dice que ord,, (a*/*) = ord,,(a)/(x/u) = u y, de manera similar y como
y/v divide a y, que ord,, (b*/") = v. Ahora bien, como u y v son coprimos, la Proposicién 10.5.6(ii)
nos dice que el orden de a*/“b?/" es uv, que es igual a mecm(x, y). Esto prueba la proposicion:
basta elegir r = x/uy s = y/v. O

10.5.8. Como es habitual, podemos extender la afirmacién de la Proposicién 10.5.7 al caso en que
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tenemos un numero arbitrario de enteros:

Corolario. Seam e N. Sin e Ny ay, ..., a, son enteros coprimos con m, entonces existen enteros
positivos 1, ..., T, tales que aj'---al tiene orden

mcm(ord,, (a1), . ..,ord,(a,))

modulo m.

Demostracion. Procedemos por induccion con respecto a #, notando que si # = 1 no hay nada que
probar y que si n = 2 lo que afirma el corolario es precisamente lo que dice la Proposicion 10.5.7.
Supongamos entonces que n > 3 y sean ay, ..., d, enteros coprimos con #. De acuerdo a la Proposi-
cién 10.5.7 existen enteros positivos r y s tales que el orden de aj a3 es mecm(ord,, (a;), ord,,(az)).
Por otro lado, la hipdtesis inductiva obvia nos dice que existen enteros positivos by, ..., b,_; tales
que el orden médulo m del entero

(a{a;)bl a;’2_”azn—l _ alrbl a;hl a;’2_”afln—l
es

mcm(mem(ord,, (a;),ord,,(az)),ord,, (az), . ..,ord,,(a,)),
que, de acuerdo al Ejercicio 6.6.4(e), es igual a
mcm(ord,, (ap),ord,,(az), ord,, (az), . ..,ord,,(ay,)).

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba del corolario. O

§10.6. Raices primitivas

10.6.1. Podemos probar ahora un resultado fundamental, que tiene una demostracion bastante
delicada:

Proposicion. Sea p un numero primo y sea n € N. El niimero de enteros a tales quel < a < py
a” =1 mod p no supera a n.

La hipdtesis de que p sea primo es en general necesaria: por ejemplo, los cuatro niimeros 1, 4,
11y 14 tienen todos cuadrado congruente con 1 médulo 15.
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Demostracion. Todas las congruencias que consideraremos en esta demostracion seran médulo p
y siempre que calculemos un resto sera de una division por p, asi que no aclararemos esto nunca.
Para cada n € N consideremos el conjunto

R(n)={aeZ:1<a<p,a" =1}

y, para llegar a un absurdo, supongamos que el conjunto S = {k € N: |R(k)| > k} no es vacio. Sea
n su menor elemento. Organizaremos lo que sigue, que es bastante largo, en varios pasos.

Primer paso. Sean ay, ..., a; todos los elementos de R(n), listados sin repeticiones, de manera
que t > n,ysean’ =mecm(ordy(ar),...,ord,(a;)). Afirmamos que n' es igual a n.

En efecto, si i es un elemento cualquiera de {1,..., ¢}, entonces a} = 1, asi que ord,(a;) divide
a n: como 7’ es el minimo comun multiplos de los érdenes ord,(a;), ..., ord,(a;), esto nos dice
que n’ divide a n. Por otro lado, si i pertenecea {1,..., t} entonces ord,(a;) divide a n’, asi que
a’ = 1. Vemos asi que todos los elementos ay, ..., a; pertenecen a R(n'): si fuese n’ < n, la forma
en que elegimos a n implicaria entonces que R(n") tiene a lo sumo n’ elementos y esto es absurdo,
ya que n’ < t. Vemos asi que n’ > n. Como ademas n’ divide a n, concluimos que, de hecho, es
n' = n, como habiamos dicho.

Usando el Corolario 10.5.8, vemos que hay enteros positivos aj, ..., a; tales que el orden del
producto a;"---a;"* es n. Si llamamos x al resto de la divisién de ese producto por p, entonces
1< x < pyord,(x) = n. En particular, la Proposicién 10.5.3 nos dice que los # enteros

L x, x% ..., x"! (12)

son no congruentes dos a dos. Si i € {0,...,n — 1}, entonces (x*)" = (x")? = 1y por lo tanto los
restos de los n nimeros de la lista (12) son # elementos distintos de R(7). Més adn, tenemos que

si d es un divisor propio de n, entonces R(d) tiene exactamente d elementos, que (13)
1

son los restos de los enteros 1, x4, x2n/d x(d-1)n/d

Para verlo, basta observar que si d es un divisor propio de #, entonces los restos de los d enteros
1, x"/d, xz"/d, ey x(@Dn/d gon distintos dos a dos y estdn en R(d): como d < n, la forma en
que elegimos n implica que R(d) tiene a lo sumo d elementos y, por lo tanto, tienen que ser

precisamente esos.
Segundo paso. Afirmamos que

todo elemento de R(n) que no es congruente con ninguno de los enteros listados
en (12) tiene orden n.

Para verlo, supongamos que y es un elemento de R(7) que no es congruente con ninguno de los
nuimeros de (12) y sea m el orden de y. Como y" =1, m divide a n. Supongamos por un momento
que m < n, de manera que m es un divisor propio de #n. De acuerdo a nuestra observacion (13), los
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elementos de R(m) son entonces los restos de 1, x"/m, xz”/”‘, e x(m=Dn/m. como y pertenece

a R(m), vemos que y es congruente con alguno de ellos y esto es absurdo, dada la forma en que
elegimos y. Esta contradiccion nos dice que debe ser m > n. Como ademas m divide a n, tenemos
en definitiva que m = n: el entero y tienen orden #, como queriamos ver.

Tercer paso. Sea y un elemento de R(7n) que no es congruente con ninguno de los enteros de la
lista (12); que tal elemento existe es consecuencia de la forma en que elegimos al nimero #, por

supuesto. Queremos probar ahora que
el niimero n es primo e impar.

Para ver esto, supongamos que por el contrario # es compuesto y sea q uno de sus divisores primos.
Como (1)1 = y™ =1, el entero y4 es congruente a un elemento de R(n/q). Como 1/q es menor
que 1, nuestra observacion (13) nos dice que los elementos de R(7/q) son los restos de los enteros
1, x9, x4, ..., x("/47)4 y esto implica que y7 es congruente con uno de ellos. En otras palabras,
existe i € {0,...,n/q -1} tal que y = x™1,

Como x' es coprimo con p, sabemos que hay un entero z coprimo con p y tal que zx’ = 1.

Tenemos entonces que
(zy)1 =2yl =29(x")1 = (2x')1 =1,

asi que el resto de zy pertenece a R(q). Como los elementos de R(q) son los restos
de 1, x4, ..., x(47D"/9 yemos que zy = x/ para algun entero no negativo j. Se sigue de esto
que x'*J = x'xJ = x'zy = y y esto es absurdo en vista de la forma en que elegimos a y. Esta
contradiccién muestra que # tiene que ser primo.

Si z en un elemento de R(2), tenemos que z2 = 1y, por lo tanto, que p divide
az’—1= (z+1)(z - 1). Esto significa que z es congruente 0 aloa -1y, como 1 < z < p,
que de hecho z es o bien 1 o bien p — 1. Vemos asi que R(2) tiene a lo sumo dos elementos y
entonces la forma en que elegimos 7 nos dice que n > 2. Asi, n es necesariamente un primo impar.

Cuarto paso. Para cada entero u consideramos el producto

FG) = (1= ) (6 - ) (o2 = )" = ), (14)
En particular, tenemos que

flxu) = (1-xu)(x — xu)(x* = xu)-(x"" = xu) (15)
Ahora bien, para cada j € {1,...,n — 1} tenemos que

. x(x"1-w), sij=1
x) —xu = :
x(x M —u), sil<j<n.
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Usando esto con cada uno de los factores del producto de (15), vemos que

flxu) = x"(x" = u) Q- u)(x - u)(x""> - u)

y, como x" =1y los n factores finales que aparecen en este producto son los mismos que aparecen
en (14) salvo que en otro orden, que

flxu) = f(u).

Esta igualdad es cierta cualquiera sea el entero u: haciendo tomar a u los valores u, xu, x*u,

.., x" 2y, en orden, vemos inmediatamente que para todo entero u se tiene que

fQu) = f(xu) = f(xPu) = = f(x"u). (16)

Quinto paso. Volvamos ahora a considerar el producto f(u) de (14): si distribuimos todos los
productos que alli aparecen, obteniendo de esa forma 2" sumandos, y los asociamos luego de
acuerdo a la potencia de u que tienen como factor, encontramos que

f(u) =Co+ QU+ U+ o+ cuu” (17)

para ciertos enteros c, ..., ¢4, cada uno de los cuales es una suma con signos de productos de las
potencias 1, x, ..., x"1. Nos interesan en particular dos de ellos:

2

« Elentero cg esigualal-x - x2--x" = x"(""D/2_Como n es impar, el cociente (1 —1)/2 es

un entero, y entonces ¢o = (x")("V/2 =1,
« Por otro lado, es claro que ¢, = (-1)" = -1, ya que # es impar.

Gracias las congruencias (16), tenemos que

nf(u) = f(u) + f(u) + f(u) + -+ f(u) +-+ fu)
n sumandos

Ef(”) +f(xu) +f(x2u) I 0o +f(xi) e +f(xn—1u)

Si usamos ahora la expresion (17) para cada sumando y luego cambiamos el orden de sumacion,

vemos que
n-1 n . n (n-1 .
nf(u)=> > cixlul =3 (Z x”) cju!

i=0 j=0 =0 \i=0

0

Cuando j = 0, la suma entre paréntesis es > x° = n. Cuando j = n, esa suma es Y7 (x")" = n,

ya que x" = 1. Finalmente, si 0 < j < 1, esa suma es igual a

n-1 L
2 =0,
i=0
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ya que el orden de x/ es n. Usando esto, vemos que nf(u) = ncy + nc,u” y, como n es coprimo
con p, que de hecho

u)=co+cyu’=1-u".
f(u)

Esto vale para todo entero u. En particular, como y € R(n), tenemos que

1=y (" =) = f(y) =1-y" =0

y, por lo tanto, que p divide al producto (1- y)(1- y?)---(x" '~ y). Como p es primo, esto implica
que existe i € {0,...,n —1} tal que p divide a x* — y, esto es, tal que y = x. Esto es absurdo, ya
que elegimos a y de manera que no sea congruente con ninguno de los enteros listados en (12).
Esta contradiccion nos dice que nuestra hipotesis de partida es insostenible y, en consecuencia,
que la proposicion es cierta. O

10.6.2. La Proposicion 10.6.1 nos permite probar facilmente el siguiente resultado bastante sorpren-
dente y notado por primera vez por Gauss —de hecho, la demostracion que damos es exactamente
la que él da en sus Disquisitiones.

Proposicidn. Sea p un niimero primo y sea n un divisor positivo de p — 1. El niimero de enteros a
tales que 1 < a < p que tienen orden n es ¢(n).

Demostracion. Para cada divisor positivo d de p — 1 consideremos el conjunto
Y(d)={aeZ:1<a<p, ordy(a)=d}

ysea y(d) = |¥(d)]| su cardinal. Como cada entero entre 1y p — 1 tiene un orden médulo p que
es un divisor de p — 1, tenemos que

{acZ:1<a<p}=|J ¥Y(d),
dlp-1
con el indice d de la unién recorriendo los divisores positivos de p — 1, y claramente esta union es
disjunta. Tomando cardinales a ambos lados de esta igualdad, vemos que

p-1= > y(d). (18)

d|p-1

Por otro lado, supongamos que d es un divisor positivo de p — 1y que y(d) > 0, de manera
que existe un entero y tal que 1 < y < p yord,(y) = d. En ese caso, sabemos que los restos
médulo p de los enteros 1, y, ¥, ..., y?~!son distintos dos a dos y, por lo tanto, de acuerdo
a la Proposicion 10.6.1, todo niimero cuya potencia d-ésima es congruente con 1 mddulo p es
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congruente a uno de ellos. En particular, todos los enteros que tienen orden d son congruentes a
una de estas d potencias de y. Si i € {0,...,d — 1}, sabemos que el orden de y' es d/ mcd(d, i):
esto nos dice que y' tiene orden d si y solamente si i es coprimo con d. Concluimos de esta forma
que el numero y(d) es o bien 0 o bien ¢(d).

Esto nos dice que para todo divisor positivo d de p —1 se tiene que

v(d) < ¢(d) (19)

¥, por lo tanto, que

> oy(d) < Y o(d), (20)

d|p-1 d|p-1

ya que cada sumando de la primera suma es menor o igual que el correspondiente sumando de la
segunda.

Ahora bien, si para algtn divisor positivo dy de p — 1 fuera y(dy) < ¢(do), teniendo en
cuenta (18), (19), (20) y la Proposicién 10.2.5 tendriamos que

p-1= Y y(d)< 3 ¢(d)=p-1.

d|p-1 d|p-1

Como esto es imposible, vemos que lo que afirma la proposicion es cierto. O

10.6.3. La consecuencia mas importante de las dos proposiciones que acabamos de probar es:

Corolario. Sea p un niimero primo. Existen enteros a tales que 1< a < p y que tienen orden p —1
médulo p y hay, de hecho, ¢(p — 1) de ellos.

Demostracion. En efecto, esto es precisamente lo que nos dice la Proposicién 10.6.2 cuando
n=p-1 g

10.6.4. Cuando m es un entero positivo y a es un entero coprimo con m talquel < a < my
ord,,(a) = ¢(m) decimos que a es una raiz primitiva médulo m. Gauss define esta nocion en el
Parrafo 57 de sus Disquisitiones.

El Corolario 10.6.3 que acabamos de probar afirma que si p es un numero primo entonces
existen ¢(p — 1) raices primitivas médulo p. Si a es una raiz primitiva médulo p, sabemos de la
Proposicién 10.5.3 que las p — 1 potencias

son coprimas con p y no congruentes médulo p dos a dos, asi que sus restos modulo p son
precisamente los elementos de {1,. .., p — 1}, listados en algin orden.
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Por ejemplo, 3 es una raiz primitiva médulo 7, ya que sus primeras potencias son
3°=1, 3'=3, 3°=2, 3 =6 3'=4, =5 3°=1 méd7.

El Corolario 10.6.3 nos dice que médulo 7 hay ¢(7 — 1) = 2 raices primitivas: la otra es 5 y la

correspondiente lista de potencias es
=1, 5'=5, 5°=4, 5°=6, 5'=2, 5°=3, 5°=1 mod7.

En la Tabla 10.1 en la pagina siguiente damos las listas de las raices primitivas para los primeros

primos.

10.6.5. Decidir si un entero a es una raiz primitiva médulo un niimero primo p no es facil. Si
podemos factorizar a p — 1, entonces la siguiente proposicion nos da un criterio razonable:

Proposicion. Sea p un niimero primo, sean qy, ..., q, los divisores primos de p — 1 y sea a un entero
tal quel < a < p—1 Si a?™V/% %1 méd p para cada i € {1,...,r}, entonces a es una raiz

primitiva modulo p.

Asi, por ejemplo, el nimero p = 503 es primo y 2 - 251 es la factorizacion en factores primos

2251 =

de p-1:como2?=4y 2 médulo 503, vemos que 2 es una raiz primitiva médulo 503.

Demostracion. Sea n el orden de a médulo p y supongamos que a no es una raiz primitiva.
Sabemos que # divide a p — 1. Como la hipétesis implica que n # p —1, existe un primo q que divide
antalque vg(n) < vgy(p-1)y, en particular, n dividea (p—1)/q. Si k es el cociente de esa division,
tenemos entonces que a'?~V/4 = (™) =1 méd p- Esto prueba la implicacion contrarreciproca
a la del enunciado. O

10.6.6. Un segundo problema que aparece cuando queremos encontrar una raiz primitiva médulo
un primo p es el de decidir como elegir qué enteros a probar. Para esto no se conoce ninguna
estrategia efectiva y normalmente lo que hacemos es elegir candidatos al azar entre 1y p — 1. Esto
tiene sentido, porque la proporciéon de niumeros en ese rango que son raices primitivas es, de
acuerdo a la Proposicion 10.2.3,

MP_—U:(I_L)...(I_L)
p-1 qQ qr

con gy, ..., qr los primos que dividen a p — 1, y este numero no es muy cercano a 0. Los factores
que aparecen a la derecha son todos menores que 1 y estdn mas cerca de 1 mientras mayores son
los divisores primos de p — 1: esto nos dice que si p es tal que p — 1 tiene pocos divisores primos y
estos son grandes, entonces la proporcion de raices primitivas entre los elementos de {1, ..., p -1}
es relativamente alta.
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2 1
3 2
5 2,3
7 3,5
11 2,6,7,8
13 2,6,7,11
17 3,5,6,7,10,11,12, 14
19 2,3,10,13,14, 15
23 5,7,10,11, 14, 15,17, 19, 20, 21
29 2,3,8,10,11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27
31 3,11,12,13,17, 21, 22, 24
37 2,5,13,15,17,18, 19, 20, 22, 24, 32, 35
41 6,7,11,12,13,15,17,19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35
43 3,5,12,18,19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34
47 5,10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45
53 2,3,5,8,12,14, 18,19, 20, 21, 22, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 50, 51
59 2,6, 8,10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55,
56
61 2,6,7,10,17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59
67 2,7,11,12,13, 18, 20, 28, 31, 32, 34, 41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63
71 7,11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 35, 42, 44, 47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69
73 5,11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 39, 40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68
79 3,6,7,28,29, 30, 34, 35, 37, 39, 43, 47, 48, 53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 77
83 2,5,6,8,13,14,15, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 50, 52, 53, 54, 55, 56,
57,58, 60, 62, 66, 67, 71,72,73, 74, 76,79, 80
89 3,6,7,13,14, 15,19, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 65, 66, 70, 74, 75, 76, 82, 83, 86
97 5,7,10,13,14, 15,17, 21, 23, 26, 29, 37, 38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74, 76, 80, 82,

83, 84, 87,90, 92

Tabla 10.1. Raices primitivas para primos menores que 100.
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Por ejemplo, el niimero p = 900'® + 1 es primo (probaremos esto en 10.6.14, mas adelante) y
p—1=2%.3%2.5%

M:(1_1)(1_1)(1_1):%w0,266666...,

p-1 2 3 5

asi que cada cuatro nimeros elegidos al azar entre 1y p — 1 es razonable esperar que uno sea una

, asi que la proporcidn de raices primitivas médulo p es en este caso

raiz primitiva médulo p.

Una primera aplicacion: el Teorema de Wilson

10.6.7. Como primera aplicacién de la existencia de raices primitivas médulo un niimero primo,
podemos dar una nueva demostracion del Teorema de Wilson:

Proposicion. Un entero p > 1 es primo si y solamente si (p —1)! = -1 mod p.

Demostracion. Sea p un entero mayor que 1. Veamos primero que la condicion del enunciado es
necesaria para que p sea primo. Si p = 2, entonces es inmediato que esa condicion se cumple, asi
que bastara que consideremos el caso en que p es un niimero primo impar.

Sea a una raiz primitiva mdédulo p. Sabemos que los restos de dividir por p a los enteros
1, a, a*, ..., aP™? (21)
son los nimeros
1,23 ..., p-1 (22)

listados en algin orden. En particular, el producto de los p — 1 enteros de (21) es congruente

modulo p con el producto de los de (22), esto es,
(p-1)'=za’-a'-a* ... .aP?= alP D22 meq p- (23)

Sabemos que en {1, ..., p—1} hay alo sumo dos enteros con cuadrado congruente con 1 médulo p.
Como 1! = (p — 1)% = 1, vemos que hay exactamente dos tales enteros y que son 1y p — 1. Por otro
lado, el teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que

(a2 = gp1 =1 méd p,

es congruente con 1 médulo p, asi que a(P~)/2 es congruente o con 10 con ~1. Como el orden de a
es p — 1, no puede ser que aP~D/2 =1, asi que debe ser necesariamente a(?))/2 = _1. Finalmente,

como p es impar, tenemos que

aPDP2/2 - (2(pD2)p-2 2 (_1)P2 = 1 med p.
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Esto junto con (23) nos dice que (p —1)! = -1 mdd p, como queremos.

Veamos ahora la suficiencia de la condicién. Si el entero p no es primo, entonces tiene un
divisor d distinto de 1: como 1 < d < p, es claro que d divide a (p — 1)! y, por lo tanto, que no
divide a (p — 1)! + 1. Esto implica que esta suma tampoco es divisible por p y, en consecuencia,
que (p-1)!'# -1 méd p. O

Una segunda aplicacién: el criterio de Euler

10.6.8. Veamos ahora como usar la existencia de raices primitivas para obtener un criterio de

Euler para decidir si que un nimero es congruente a un cuadrado médulo un primo.

Proposicion. Sea p un niimero primo. Un entero a coprimo con p es congruente a un cuadrado
médulo p si y solamente si a?™D/2 =1 mod p.

Observemos que el teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que a?~)/2 tiene cuadrado congruente
con 1 médulo p, asi que es congruente o bienalo biena -1.

Demostracion. Si hay un entero b tal que a = b> mod p, entonces el teorema de Fermat 10.1.4
nos dice que

alP D2 = (p2)PD/2 _ ppl =1 méd p.

Esto muestra que la condicion de la proposicion es necesaria. Veamos que es también suficiente.
Sea r una raiz primitiva moédulo p, de manera que, en particular, existe un entero no negativo i
talque a =r' mod p. Si suponemos que la condicién del enunciado vale, entonces tenemos que

1= g2 =4 iP-D2 meq p.
Como r tiene orden modulo p igual a p — 1, esto implica que p —1divide a i(p —1)/2, lo que es

posible solo si i es par, digamos i = 2j para algtin entero j. Pero entonces es a = 7 = (r/)> maéd p
y a es congruente a un cuadrado médulo p. Ol

10.6.9. Usando el criterio de Euler 10.6.8 podemos describir muy concretamente con respecto a
qué primos —1 es congruente a un cuadrado. Este resultado es conocido habitualmente como el
Primer Suplemento a la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Corolario. Sea p un niimero primo impar. Hay un entero x tal que x> = -1 mod p si y solamente
sip=1 méd 4.
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Demostracion. De acuerdo al criterio de Euler 10.6.8, el entero —1 es congruente a un cuadrado
moédulo p si y solamente si (—1)?)/2 =1 méd p. Ahora bien, como p es impar, es o bien de
la forma 4k +1 o bien de la forma 4k + 3, para algun entero no negativo k. En el primer caso se
tiene que (—1)(P~V/2 = (-1)%* = 1y en el segundo que (~1)#~D/2 = (-1)2k*1 = _1_ Como p no
es2,-1#1 mad p. Esto prueba el corolario. O

10.6.10. El criterio de Euler 10.6.8 nos permite probar también el llamado Segundo Suplemento a
la Ley de Reciprocidad Cuadratica:

Corolario. Sea p un niimero primo impar. Existe un entero x tal que x* =2 mod p si y solamente
si 16 divide a p* — 1.

Como p es impar, es congruente a 1 0 a 3 médulo 4, y usando esto es facil ver que (p* —1)/8

es un entero. La condicion del corolario es entonces que este entero sea par.

Demostracién. Seas=(p—1)/2.Es
st= TT k=TT ((-D%- (-0¥) = TT ((-D*k)- TT (-D*, (24)
1<k<s 1<k<s 1<k<s 1<k<s
Sabemos que
H (—l)k _ (_1)1+2+--~+s _ (_1)s(s+1)/2' (25)
1<k<s
Por otro lado,

[T = TT (D)~ T (D)= [T @)~ [] (-+D).

1<k<s 1<k<s 1<k<s <i<s 0<l<st
k par k impar 2 2

D=

Como —(21+1) =2(s—1) mod p para todo entero [, este ultimo producto es congruente médulo p
con

IT @) IT @G-0).

s—1

Cambiando el indice del segundo producto, podemos reescribir esto en la forma

[T@H- IT @)

<l<s stlop<
_1_2 5 <I<s

y si consideramos ahora con cuidado qué factores aparecen aqui vemos que este producto es igual
a 2°s!. Usando esto y (25) en la igualdad (24) vemos que

s= (=1)56D/2251 méd p.
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Como s! es coprimo con p, esto implica inmediatamente que
2° = (—1)°6D/2 2 (L) (PPDB - med p.

De acuerdo al criterio de Euler 10.6.8, vemos que 2 es congruente con un cuadrado médulo p siy
solamente si el entero (p* —1)/8 es par, es decir, si y solamente si 16 divide a p* — 1. O

Una tercera aplicacion: raices primitivas para primos seguros

10.6.11. No hay muchos resultados que nos den raices primitivas. Uno muy conocido es:

Proposicion. Sea p un nuimero primo tal que 2p + 1 es también primo. Si ademds p =1 mad 4,
entonces 2 es una raiz primitiva modulo 2p + 1.

Ast, 2 es una raiz primitiva médulo 83 = 2- 41 + 1.

Demostracion. Sea p un niimero primo tal que p =1 mod 4y g = 2p + 1 es primo. El orden de 2
modulo ¢, cualquiera que sea, es un divisor de g —1=2p, asiqueeso1,0 2,0 p, 0 2p. Como g > 4,
es claro que ni 2! ni 2% son congruentes a 1 médulo g: esto nos dice que ordy(2) no es nilni2.
Por otro lado, la Proposicion 10.6.8 nos dice que 2? = 2(47D/2 es congruente médulo g a1siy
solamente si 2 es congruente a un cuadrado médulo g, y segun el Corolario 10.6.10 esto ocurre si
y solamente si 16 divide a g> — 1. Como p =1 mdd 4, existe k € N tal que p = 4k + 1: usando esto,

vemos que
g* 1= (2p +1)* —1=4p* + 4p = 4(4k +1)* + 4(4k + 1) = 64k* + 48k + 8.

Como este numero no es divisible por 16, vemos que 27 # 1 méd gy, por lo tanto, ordg(2) # p.
La unica posibilidad que queda, entonces, es que el orden de 2 mddulo g sea 2p = g — 1y esto
significa que 2 es una raiz primitiva médulo g. g

10.6.12. Un nimero primo p tal que 2p+1también es primo, como en la proposicion que acabamos
de probar, se llama un primo de Sophie Germain, por, precisamente, Sophie Germain, quien los
considerd en medio de su trabajo sobre el Ultimo Teorema de Fermat. Si p es un primo de Sophie
Germain, decimos que el primo 2p + 1 es un primo seguro.

Los primeros primos de Sophie Germain son

2,3,5,11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239, 251, 281, 293, 359,
419, 431, 443, 491, 509, 593, 641, 653, 659, 683, 719, 743, 761, 809, 911, 953, 1013,
1019, 1031, 1049, 1103, 1223, 1229, 1289, 1409, 1439, 1451, 1481, 1499, 151],
1559, ...

y se conjetura que hay infinitos; puede encontrarse mas informacion sobre esta sucesion de numeros
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en [OEI2023, A005384]. El mas grande de ellos que conocemos (en 2016) es
2618163402417 - 21290000 _q,

que tiene 388 342 digitos decimales.

Germain aprendié matematicas en su infancia, leyendo los libros que su padre tenia en la
biblioteca — aprendié por si misma latin poder leer a Newton y a Euler — aunque sus padres
no veian esto con buenos ojos: la matematica no era considerada algo muy apropiado para las
mujeres. Cuando en 1794 se fundo, como parte de la Revolucion Francesa, la Escuela Politécnica
en Paris, Germain no podia asistir a las clases porque que la entrada estaba prohibida a las mujeres,
pero pudo empezar sus estudios de manera no presencial — adoptando el nombre de Monsieur
Antoine-August Le Blanc, para ocultar su identidad — con Joseph Louis Lagrange como tutor.
Después de un tiempo, Lagrange, que estaba impresionado con las habilidades de su ‘alumno;
pidid conocerlo. Ella accedié y él no tuvo mayor problema con la situacion.

A lo largo de su vida Germain interactué por carta y siempre con su seudénimo masculino
con varios de los mas grandes matematicos de su época — sobre todo con Adrien-Marie Legendre
y Carl Friedrichs Gauss. Gauss fue uno de los pocos a quienes revel6 su verdadera identidad. Por
carta, Gauss le respondio:

Pero cémo describirte mi admiracion y asombro al ver que mi estimado corresponsal
Sr. Le Blanc se metamorfosea en este personaje ilustre que me ofrece un ejemplo tan
brillante de lo que seria dificil de creer. La afinidad por las ciencias abstractas en general
y sobre todo por los misterios de los niimeros es demasiado rara: lo que no me asombra
ya que los encantos de esta ciencia sublime solo se revelan a aquellos que tienen el
valor de profundizar en ella. Pero cuando una persona del sexo que, segiin nuestras
costumbres y prejuicios, debe encontrar muchisimas mds dificultades que los hombres
para familiarizarse con estos espinosos estudios, y sin embargo tiene éxito al sortear los
obstdculos y penetrar en las zonas mds oscuras de ellos, entonces sin duda esa persona
debe tener el valor mds noble, el talento mds extraordinario y un genio superior. De
verdad que nada podria probarme de forma tan meridiana y tan poco equivoca que
los atractivos de esta ciencia que ha enriquecido mi vida con tantas alegrias no son
quimeras que las predileccion con la que tii has hecho honor a ella.

Un criterio de primalidad

10.6.13. Es interesante que el Corolario 10.6.3 nos dice que para todo primo hay una raiz primitiva

tiene un reciproco parcial:

Proposicion. Sea m € N. Si existe un entero coprimo con m y de orden m — 1, entonces m es primo.
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Demostracion. En efecto, supongamos que a es un entero coprimo con m y cuyo orden médulo m
es m — 1. En ese caso, los enteros 1, a, a%, ..., a2 son no congruentes médulo m dos a dos.
En particular, los restos médulo m de esos m — 1 numeros son todos niumeros coprimos con m
distintos y que pertenecen al conjunto S = {1,..., p — 1}: esto significa que esos restos son todos
los elementos de S y, por lo tanto, que todos los elementos de S son coprimos con m. Por supuesto,

esto implica inmediatamente que m no posee divisores propios, asi que es un nimero primo. [

10.6.14. Consideremos el niimero m = 2!¢ +1 = 65537. Calculando las potencias elevando al
cuadrado repetidas veces, vemos inmediatamente que 32° = 65536 mientras que 32° = 1, todo
moédulo m. Esto nos dice que 3 tiene orden m — 1 médulo m y, por lo tanto, que m es primo.
Notemos que pudimos concluir esto hacer esto calculando solamente 16 cuadrados y 16 restos
modulo m.

Sea, por otro lado, m = 900'° + 1, que es el nimero

185302 018 885184100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 001

de 48 digitos. En este caso m —1 = 2°2-3%2.5%2, Podemos calcular que 11! =1 mdd m haciendo
159 multiplicaciones. Otras 471 multiplicaciones nos permiten concluir que médulo m es

11(m=D/2 = 185 302 018 885 184 100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000,
1(mD/3 = 23872712020 769 780 231 829 076 893 206 244 805 098 674 046,
11(m=1/6 = 105301962 497 401 089 637 352 963 399 740 744 918 642 299 597.

Asi, 11 tiene orden m —1 mddulo m y, en consecuencia, m es primo. Pudimos probar esto calculando
630 productos y unos 630 restos. Si hubiéramos intentando verificar que es primo probando con
la divisién por todos los enteros menores que \/m y a cada una de esas divisiones la hubiéramos
hecho en una milésima de segundo, el proceso completo nos hubiera llevado unos trece millones
de millones de afios —esto es unas mil veces mas que la edad del universo, segtin los calculos mas
recientes [PAA*2016].
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