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Un grafo es un par I' = (V, E) con
» V un conjunto finito de vértices

» E C V x V un conjunto simétrico e irreflexivo de lados
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La matriz de adyacencia de I es la matriz A = (a;j); jev con filas 'y
columnas indexadas por los vértices y tal que

1, sii~jenTl;
ajj = .
0, en caso contrario.
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Sit>0ei, j€ V, entonces (A%);; es la cantidad de caminos de i
ajenl de longitud ¢.




Sit>0ei, j€ V, entonces (A%);; es la cantidad de caminos de i
ajenl de longitud ¢.

Por ejemplo,

(AD)ij = aika,

keV




El polinomio caracteristico xr de I es el de la matriz A.

El espectro o de I es el multiconjunto de los autovalores de A.



El polinomio caracteristico xr de I es el de la matriz A.

El espectro o de I es el multiconjunto de los autovalores de A.

x = 10 — 15¢8 4 75¢0 — 2415 — 165¢* + 120¢3 + 120t% — 160t + 48
c=1{3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2, -2}

Petersen



El espectro

x = t28 — 42¢%0 4 777¢%* — 834417 — 48¢%" + 57666120 + 1232t1°
— 268716t — 13104117 4 8603140 + 74256¢'° — 1893960t*
— 23956813 + 2827965t12 + 433776111 — 2790970t1° — 3968161¢°
+ 1772925t + 118192t7 — 7193765 + 44352t° + 170464t*
— 3763213 — 161282 + 7168t — 768
0=1{3,2,2,2,2,2,2,22,V2-1,V2-1,vV2—-1,vV/2-1,V/2 -1,
V2-1,-1,-1,-1,-1,—-1, -1, -1, -1 — V2, -1 — V2,
—1-V2,-1—-V2,-1—-V2,-1—- 2}

Coxeter



Como A es real y simétrica sus autovalores son reales.

Podemos ordenarlos en orden decreciente:

01>0,>--->0,



SilT=T1U---UT, es la descomposicién de I como unién disjunta
de componentes conexas, entonces

or =0y, U---Uaogy,

como multiconjunto.



SilT=T1U---UT, es la descomposicién de I como unién disjunta
de componentes conexas, entonces

or =0y, U---Uaogy,

como multiconjunto.

Ordenando de manera adecuada los vértices de ' es

Ar,

A
Ar = &

Ar

r



Si [ es conexo de diametro d, entonces ' tiene al menos d + 1
autovalores distintos.



Si [ es conexo de diametro d, entonces ' tiene al menos d + 1
autovalores distintos.

Sea t el nimero de autovalores distintos de A.
Como es diagonalizable, el polinomio minimal de A tiene grado t y
existen ag, ..., a;_1 € R tales que

At = ag+ a1tA+--- at_lAt_l.



El nimero de autovalores distintos

Proposicién

Si T es conexo de diametro d, entonces I tiene al menos d + 1
autovalores distintos.

Sea t el nimero de autovalores distintos de A.
Como es diagonalizable, el polinomio minimal de A tiene grado t y
existen ag, ..., a;_1 € R tales que

At = a+ a1A+--- at_lAt_l.

Supongamos que t < d y sean /, j € V tales que dist(/,j) = d.
Hay caminos i ~ j de longitud d pero no mas cortos.

Mirando la entrada (i, )ésima en las matrices de la ecuacién
llegamos a un absurdo.



Un grafo es regular de grado k si todos los vértices tienen
exactamente k vecinos .

Heawood Dodecaedro



Supongamos que I es conexo.

» SiT es regular de grado k, entonces 01 = k.



ihttp://www.jstor.org/stable/2305561

El primer autovalor

Proposicién
Supongamos que ' es conexo.

» SiT es regular de grado k, entonces 61 = k.

La hipotesis implica que A1 = k1.
Si t > k, entonces la matriz t/ — A es estrictamente diagonalmente
dominante, asi que es inversible!.

!Taussky, Olga. "A recurring theorem on determinants". The American
Mathematical Monthly, Vol. 56, No. 10, 672-676. JSTOR 2305561.


ihttp://www.jstor.org/stable/2305561

Supongamos que I es conexo.

» SiT es regular de grado k, entonces 01 = k.

> Sino, es kmin < k < 601 < kmax, €ON Kmin, kmax y k €l grado
minimo, maximo y promedio de los vértices de T .

En cualquier caso, 01 es un autovalor simple.



ihttp://www.jstor.org/stable/2305561

SiT es regular, la multiplicidad de 61 como autovalor es la cantidad
de componentes conexas de I



El teorema de Perron-Frobenius

Teorema

Sea T > 0 una matriz irreducible. Hay un dnico 61 > 0 tal que
» Hay un vector x; > 0 tal que Tx = 61x;.
» 01 es un autovalor simple de T geométrica y algebraicamente.
» Si 6 es un autovalor de T, entonces |6| < 6;.

» SixeR"y6f R son tales que 0 # x >0y Tx > Ox,
entonces x >0 y 0 < 61. Es Tx = 0x sii 0 = 6.

» Six eR" y0O € R son tales que 0 # x >0 y Tx < Ox,
entonces x >0 y 0 > 61. Es Tx = 0x sii 0 = 0.

T es irreducible si
para cada i, j € {1,...,n} existe k tal que (Tk);J > 0.

Por ejemplo, Ar es irreducible sii [ es conexo.



Supongamos que I es conexo.
» SiT es regular de grado k, entonces 61 = k.

> Sino, es kmin < k < 01 < kmax, €ON Kmin, kmax y k €l grado
minimo, maximo y promedio de los vértices de T .

En cualquier caso, 01 es un autovalor simple.



El primer autovalor

Tenemos que Al < knax1 asi que PF nos dice que 61 < kmax.
Si vale la igualdad, entonces Al = kmax1 y I es regular de grado k.

Sil=>3 ", aix con {xi,...,x,} una base ortonormal de
autovectores, entonces

nk = 1tA1 = Za,zﬁ,- < Za?ﬁl = nb.
Si vale la igualdad, entonces
> ai(61—6;) =0.

Como 6 es simple, vemos que 1 = x; y que I es regular.



Un grafo T es regular sii y_"_; 62 = n6;.

Si el grafo es regular de grado k, es 01 = k y
D 07 =tr A? =kn
Reciprocamente, si vale la condicién entonces
k=2t A2=1%"02 =0

el grafo es regular por la proposicon.



Sea T > 0 una matriz irreducible.

Si T>S>0yo esun autovalor de S, entonces |o| < 6.
Si vale la igualdad, entonces S = T.



El primer autovalor

Sea T > 0 una matriz irreducible.
Proposicién

Si T>S>0yo esun autovalor de S, entonces |o| < ;.
Si vale la igualdad, entonces S = T.

Sean x > 0y o € R tales que Sx = ox. Es
Tlx| = S|x| = |a] - [x]

asi que PF nos dice que |o| < 6.
Si vale la igualdad, PF implica que |o| = 61, que |x|] > 0y que
T|x| = |o||x| y de la desigualda de arriba vemos que

(T - S)x| =0,

de manera que T = S.



Sea T > 0 una matriz irreducible.

Si T>S>0yo esun autovalor de S, entonces |o| < 6.
Si vale la igualdad, entonces S = T.

Si'S es un menor principal de T y o es un autovalor de S, entonces
lo| < 6.




Sea ' un grafo conexo.
Si [’ se obtiene de I sacando un lado o un vértice,
entonces 61(I") < 61(T).



El primer autovalor

Teorema

Si T es un grafo conexo con 61 = 2, entonces es uno de

A.n>2 ﬁn,n24
w9 WY = 7/‘: >—0<—<

A A A

£ £ I Es I

Estos grafos son los diagramas de Dynkin extendidos.
El subindice mas 1 es la cantidad de vértices.



Estos son autovectores correspondientes al autovalor 2:

@ (D
(D2 -2
@ @

@ :
06000 066666000
Q-0



El primer autovalor

Como estos autovectores son positivos de autovalor positivo,
FP implica que 2 es primer autovalor .

Un grafo que se obtenga agregando arcos o vértices tiene primer
autovalor estrictamente mas grande.

Si un grafo conexo de primer autovalor 2 no es A, o D,, entonces
» es un arbol
» sus vértices tienen grado a lo sumo 3

» tiene a lo sumo un vértice de grado 3.



Si no tiene vértices de grado 3, entonces es un subgrafo propio de

An, lo que es imposible.
El grafo es de la forma
Sin pérdida de generalidad
1<r<s<t
Sir Z 2... Eﬁ.

&c




SiT es un grafo conexo con 61 < 2, entonces es uno de

Dn

---eo—o—o

An

Ee I E; I Eg I

Estos grafos son los diagramas de Dynkin.
El subindice es a la cantidad de vértices.



El nimero de independencia «(I") es el maximo cardinal de un
conjunto de vértices no-adyacentes dos a dos.

a(G) <|{i:0; 2 0}| y a(G) < [{i: 0; < 0}



El nimero cromatico x(I') es el menor nimero de colores necesarios
para pintar los vértices de un grafo de manera que no haya dos
vértices adyacentes del mismo color.

Sea I conexo con algin arco.
» x(MN) <1+061.
Vale la igualdad sii T es completo o un ciclo impar.
» x(N>1- Z—:



