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1. MODULOS SIMPLES
1.1. Sea A un anillo.

1.2. Decimos que un A-médulo S es simple si es no nulo y no posee submédulos
propios no triviales.

1.3. Si A = k es un cuerpo o, mds generalmente, un dlgebra de divisién, entonces
un A-moédulo es simple sii tiene dimensién 1. Si A = Z, entonces un A-médulo
es simple sii es finito de orden primo.

1.4. Es consecuencia directa de la definicién que un médulo no nulo es simple
si estd generado por cualquiera de sus elementos no nulos.

1.5. Lema. Sea A un anillo.

(a) Sia<iy A, entonces A/a es simple sii a es un ideal izquierdo maximal. En parti-
cular, existen siempre modulos simples.

(b) Si S es un médulo simple y m € S\ 0, entonces ann(m) es un ideal izquierdo
maximalen Ay S = A/ ann(m).

Demostracion. La primera afirmacion es clara. La existencia de médulo simples es
consecuencia de ella y de la existencia de ideales izquierdos maximales. Si S es
un moédulo simple y m € S\ 0, entonces el morfismo a € A — am € S es
sobreyectivo, asi que S = A/ ann(m) y, por la primera parte, ann(m) es un ideal
izquierdo maximal. O

1.6. La segunda afirmacién de este lema implica que la coleccién de las clases de
isomorfismo de A-moédulos simples es un conjunto: en efecto, cada una de esas
clases posee un representante que es un ideal izquierdo maximal de A y estos
forman un conjunto.

1.7. Lema. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos sobreyectivo y sea S un B-médulo
simple. Entonces el A-mddulo ¢*(S) obtenido de S por restriccion de escalares a lo largo
de ¢ es simple.

Demostracion. Como ¢ es sobreyectivo, el grupo abeliano subyacente de un A-
submédulo propio no trivial de ¢*(S) determina un B-submédulo propio no tri-
vial de S. 0
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1.8. Notemos que sin la condicién de que el morfismo ¢ sea sobreyectivo la
conclusion del lema no es necesariamente valida. Por ejemplo, si ¢ : Z — Q es la
inclusién, entonces el Z-moédulo ¢*(Q), obtenido del Q-médulo simple Q, no es
simple.

1.9. Lema. Sean A y B anillos y sean 1y : AXB — Ay m : AXB — B las
proyecciones candnicas. Sean #4 y Sp conjuntos completos de representantes de las
clases de isomorfismo de los A-y B-mddulos simples, respectivamente. Entonces

S = {5(S): S € Sy ULmi(S): S € S}

es un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de los A x B-
médulos simples.

Demostracion. Seane; = (14,0),e; = (0,1g) € A x B. Para cada A x B-médulo M,
consideramos los subgrupos abelianos My = e;M y My = e M de M. Definimos
una accién de A sobre M; poniendo

a-m=(a,0)m, Yaec A, me M.

Notemos que esto tiene sentido porque (a,0)m = e1(a,0)m € My sia € Ay
m € Mj. Es facil ver que, dotado de esta accién, M; resulta un A-moédulo. De
manera similar hacemos de M, un B-médulo. Calculando directamente, se ve
que la aplicacién

me M (eym,eam) € 111 (My) & 715 (Mp)

es un isomorfismo de A x B-médulos.

Sea S un A x B-médulo simple. Las observaciones recién hechas implican que
hay un isomorfismo de A x B-médulos S = 715 (S1) @ 713(S2). Como S es simple,
necesariamente o bien S; = 0 o bien S, = 0. Supongamos, por ejemplo, que es
S, = 0. Para ver que S es isomorfo a un elemento de .7, entonces, alcanza con
mostrar que S; es simple, pero esto es inmediato, ya que todo sub-A-médulo
propio no trivial de S; es un sub-A x B-médulo propio no trivial de S.

Para terminar, tenemos que ver que los elementos de . son no isomorfos
dos a dos. Consideremos primero un par de A-moédulos simples S, T € #4
tales que existe un isomorfismo f : 7] (S) — 7{(T). Es claro que el isomorfismo
de grupos abelianos S — T subyacente a f es A-lineal, asi que es S = Ty,
entonces, S = T. De la misma forma, si S, T € .#p son B-médulos simples tales
que 775 (S) = 13(T), entonces S = T.

Queda entonces solamente por considerar la posibilidad de que existan un
A-médulo simple S y un B-médulo simple T tales que 717 (S) = 75 (T). De hecho,
esto no puede ocurrir porque e;77](S) = 7] (S) # 0y eyr;(T) = 0. O
1.10. Proposicién. (Schur, 1905) Sean Sy S’ A-mddulos simples.

(a) Si f:S — M es un morfismo no nulo, entonces f es inyectivo.
(b) Sig: M — S es un morfismo no nulo, entonces g es sobreyectivo.
(c) Todo morfismo no nulo f : S — S’ es un isomorfismo.

En particular, End o (S) es un anillo de division.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones siguen inmediatamente de la obser-
vacién de que ker f e im g son submédulos de S. La tercera es consecuencia de las
dos primeras. g

1.11. Proposicién. Sear € Nysea {S;: 1 < i < r} un conjunto de A-médulos simples
no isomorfos dos a dos. Si 1 < i <, sean; € Ny pongamos, si1 <j<mn; S;; =§,.
Sea M = @j_, EB;L Si,j. Entonces hay un isomorfismo de anillos

End4 (M) = My, (Dy) X - - x My, (D)
con D; = End4(S;) paracadai € {1,...,r}.
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Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la descripcién de los endomor-
fismos de M como matrices de morfismos S;; — Sy i y la tercera parte de
L

2. MODULOS SEMISIMPLES

2.1. Un A-médulo M es semisimple si es suma de submoédulos simples.

2.2. Por ejemplo, si A = k es un cuerpo, todo A-médulo es semisimple. Un
Z-modulo es semisimple sii es suma de sus subgrupos ciclicos de orden primo.

2.3. Es evidente que una suma de médulos semisimples es semisimple.

2.4. Lema. Sea M =) ;c; S; con S; simple para cada i € 1. Si N C M es un submddulo,
entonces existe | C I tal que M = N @ D¢ S;-

Demostracion. Sea ¢ = {] C I : lasuma N+ Y¢|S; es directa}. Claramente
@ € Jasique ¢ # @.Si C = {Jy}rca es una cadena en _#, pongamos
Je = Uxen Ja- Veamos que Jc € 7:

e En primer lugar, sim € NN} ¢ S; existe un subconjunto finito I’ C Jc tal que
m € Ycr Siy, como C es una cadena, es posible encontrar A € A con I’ C J,,
de manera que m € NN}, S; = 0. Esto nos dice que NN} ;c;. S; = 0.

e Por otro lado, siip € Jc y m € S;y N (N + Licjc\ (i} Si), existe un subconjunto
finito I' C Jc \ {io} tal que m € S;; N (N + Yy S;). Si A € A es tal que
I'U{i} C J), entonces m € Sjy N (N + YLiej\(ip} Si) = 0. Concluimos que
Sip V(N + Licje\fio} 5i) =0.

El lema de Zorn asegura, en estas condiciones, que _# posee un elemento maxi-

mal J. Pongamos M’ = N + }¥c; S;. La eleccion de | implica, por supuesto, que

esta suma es directa.

Para terminar, veamos que M’ = M. Para hacerlo, y como M = Y ;< S;, basta
mostrar que para cada i € I tenemos S; C M'. Consideremos entonces iy € Iy
supongamos que S; ¢ M’. Como S;, es simple, debe ser entonces S;, "M’ = 0
y, en particular, J U {ip} € _#. Esto contradice la eleccion de ], asi que nuestra
suposicion debe ser falsa, esto es, debe ser §;; C M. O

2.5. Lema. Sea M un A-médulo tal que todo submddulo de M es un sumando directo.
Todo submddulo de M posee un submédulo simple.

Demostracion. Basta mostrar que todo submédulo ciclico de M posee un submé-
dulo simple. Consideremos entonces m € M\ 0y Am C M el submédulo ciclico
generado por m en M. Sea a <I; A un ideal izquierdo maximal tal que a D ann(m).
Entonces am es un submoédulo maximal de Am y Am/am es simple.

Por hipétesis, existe L C M tal que M = am @ L. Entonces

Am = (am®L)NAm =am @ (LN Am)
y vemos que L N Am = Am/am es un submoédulo simple de Am. 0

2.6. Teorema. Sea M un A-mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es semisimple;
(b) M es suma directa de submddulos simples;
(c) todo submddulo de M es un sumando directo.

Demostracion. Para ver que (a) = (b), basta tomar N = 0 en La implicacién
(b) = (a) es inmediata y la implicacién (a) = (c) es consecuencia directa de
Veamos, para terminar, que (c) = (a). Sea M un grupo en el que todo submo-
dulo es un sumando directo, sea M’ la suma de todos los submédulos simples
de M y supongamos, para llegar a una contradiccion, que M’ C M. Por hipo-
tesis, existe un submoédulo N C M no nulo tal que M = M' & N vy, por
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existe un submoédulo S C N simple. Como SN M’ = 0, esto contradice la elecciéon
de M'. O

2.7. Corolario. Sea M = Y ;c;S; con S; simple para cada i € [ y sea N C M un
submédulo. Entonces existe | C I tal que N = ;¢ S;.
En particular, todo submédulo de un médulo semisimple es semisimple.

Demostracion. El teorema implica que N es un sumando directo de M, de manera
que existe un submoédulo P C M tal que M = N @ P y [2.4 nos da un conjunto
J Cltalque M = @ic;S; @ P. Luego N = M/P = @ S;. O
2.8. Notemos que no es cierto, en las condiciones del corolario, que exista | C I
tal que N = ;¢ S;. Por ejemplo, sea A = k un cuerpo, M = k2, {e1,e2} la base
canbnicade M, I = {1,2},S; = (¢;) sii €  y N = (e; + ¢2). Entonces S; es simple
parai € Iy M = Y ;-1 S; es semisimple, pero claramente N no es suma de una
parte de {S; :i € I}.

2.9. Corolario. Si

0 M ! M M 0

es una sucesion exacta de A-médulos y M es semisimple, entonces la sucesion se parte y
tanto M’ como M" son semisimples.

Demostracién. El submodulo f(M') de M es un sumando directo, asi que la suce-
sién exacta se partey M = M’ & M". Luego M’ y M son isomorfos a submédulos
de M, que son semisimples en vista de O

2.10. Proposicién. Sea M = @, S; un A-mddulo semisimple con S; simple para cada
i € I. Entonces M es artiniano sii es notheriano sii es finitamente generado sii I es finito.

Demostracion. Es claro que si I es infinito, entonces M no es ni artiniano, ni nthe-

riano, ni finitamente generado. Supongamos entonces que ! es finito y hagamos

induccién sobre |I|; notemos que si |I| < 1 entonces no hay nada que probar.
Ahora bien, si iy € I, entonces hay una sucesién exacta corta

0 —— Dicni, Si M S 0

iy
Aplicando la hipétesis de induccion, vemos que jcp\;, Si es artiniano y nothe-

riano. Como lo mismo vale para S;;, entonces M es artiniano y nétheriano, como
queriamos. U

2.11. Considerando el caso de los espacios vectoriales, es claro que la escritura
de un médulo semisimple como suma directa de submédulos simples no es, en
general, inica. Tenemos, sin embargo, el siguiente resultado:

Proposicién. Sea M un A-médulo. Para cada A-médulo simple S, sea

Mg= )  imf.

fehom 4(S,M)
Entonces Mg es un sub-A-médulo de M y depende vinicamente de la clase de isomorfismo
de S, de manera que si c es la clase de isomorfismo de S, podemos escribir M. = Mg. Ade-

mds, si M es semisimple, existe un conjunto .#y; de clases de isomorfismo de A-mdédulos
simples tal que Mc # 0 para todo c € S/ y

M= P M.

cES M

Demostracion. Que para todo A-moédulo simple Mg es un sub-A-médulo de M y
que depende solamente de la clase de isomorfismo de S es claro. Supongamos
entonces que M es semisimple y verifiquemos la tiltima afirmacién.
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Sea M = @;¢; S; una descomposicién de M como suma de A-médulos simples
y sea . el conjunto de las clases de isomorfismo de A-médulos simples.

Para cada ¢ € ., consideremos un A-moédulo simple S; tal que S; € cy
pongamos I = {i € I : S; = S.:}. Es claro que si Sy = {c € & : I, # &},
obtenemos una particién {I; : ¢ € )1} de I. Ademds, si M, = @;¢, S; para cada
c € Sy, es

M= P M.

cESM

Para terminar, mostraremos que M, = M/ para cada ¢ € .%).

Sean ¢, ¢ € M, f : S¢ = M un morfismo de A-médulos y supongamos
que existe m € im f N ey, Si tal que m # 0. Entonces implica que f es
inyectivo, que S; = im f C @j¢ 1, Si 'y entonces, como el médulo de la izquierda
es semisimple, que existe i € Is tal que S¢ = §;. La eleccién de I, implica entonces
que ¢ = ¢’. Esto nos dice que M. C M. Como la inclusién reciproca es evidente,

esto termina prueba la proposicién. g

2.12. Sic es una clase de isomorfismo de A-médulos simples y M un A-médulo,
el submédulo M. de M construido en[2.11]es la componente isotipica de M de tipo c.

3. ANILLOS SEMISIMPLES
3.1. Un anillo A es semisimple si el A-médulo izquierdo 4 A es semisimple.
3.2. Por ejemplo, es claro que un anillo de divisién es semisimple.

3.3. Lema. Sea A un anillo semisimple. Si S es un A-médulo simple, entonces existe un
ideal minimal a <; A tal que S = a.

Demostracion. Sim € S\ 0, entonces S = A/ ann(m) y ann(m) es un ideal izquier-
do maximal. Como A es semisimple, ann(m) es un sumando directo de A y existe
un ideal a <1; A tal que A = ann(m) @ a.

Observemos que a es un A-médulo semisimple. En efecto, supongamos que
posee un submédulo propio no nulo b C a. Entonces b posee un complemento
b Catalquea=bdb yann(a) C ann(a) ®b C A. Esto contradice la maximali-
dad de ann(a). Vemos asi que a es un ideal izquierdo minimal.

Para terminar, notamos que S = A/ ann(m) = (ann(m) @ a)/ ann(m) = a. O

3.4. Proposicién. Sea A un anillo semisimple y sea . el conjunto de las clases de iso-
morfismo de A-mddulos simples. Para todo ¢ € ., la componente isotipica A C A
correspondiente a c es un ideal bildtero no nulo.

Demostracion. Sea c € ¥ y sea S un A-médulo simple tal que S € c. Recordemos

de que

Ac = ) im f.
fehom4(S,A)

Sea x € A y b € A. Entonces existe n € N y morfismos fi, ..., fu : S — A tales
quex =Y, f(a). Entonces xb = Y1 ; f(a)b = Y/";(fb)(a) € Ac. Vemos asi que
A, es un ideal bilatero.

Por otro lado, [3.3]implica que existe un ideal b <; A tal que S = b. Claramente,
esto nos dice que b C A, y, entonces, que A. # 0. O

3.5. Proposicién. Sean A y B dos anillos semisimples. Entonces A x B es semisimple.

Demostracion. Supongamos que A = Y1 Siy B = }Yic; Tj con S; un A-modulo
simple para cada i € [ y T; un B-médulo simple para cada j € ], y consideremos
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las proyecciones canénicas 711 : A X B -+ Ay 1y : A x B — B. Es inmediato que

AxB=Y m(S)+) m5(T)),
iel jeJ
de manera que A x B es semisimple porque 717 (S;) y 713 (S;) son simples cuales-
quieraseani € Iy j € ], en vista de O

3.6. Un argumento inductivo a partir de [3.5| prueba, mas generalmente, que un
producto directo finito de anillos semisimples es semisimple.

3.7. Recordemos que si D es un anillo de divisién y n € N, entonces M, (D) es
artiniano a izquierda y simple. La siguiente proposicién nos dice que obtenemos
de esta forma todos los anillos artinianos simples y que éstos son semisimples:

Proposicién. Un anillo A artiniano a izquierda y simple es semisimple y todos sus
médulos simples son isomorfos. Ademds, si S es un A-médulo simple, entonces D =
End 4 (S)°P es un anillo de division y existe n € N tal que A = M, (D).

Demostracién. Sea A un anillo artiniano simple. Como es artiniano, existe un ideal
minimal a <1; A. Sea ¢ la clase de isomorfismo de a y A; la componente isotipica
de A correspondiente a c. Como nos dice que A es un ideal bilatero no
nulo y estamos suponiendo que A es simple, debe ser A = A.. En consecuencia,
A es la tinica componente isotipica no nula y vemos que c es la tnica clase de
isomorfismo de A-médulos simples.

Sea X = homy(a, A) y consideremos el morfismo ¢ : aX) — A tal que
¢((af)rex) = Lrex flas). Es sobreyectivo: en efecto, imf = Ac = A. Como
A es proyectivo, concluimos que A es un sumando directo del médulo semi-
simple aX). Usando vemos entonces que existe X’ C A tal que A = alX); en
particular, A es semisimple.

Finalmente, como A es finitamente generado, debe ser X’ finito y concluimos
que existe 7 € N tal que A = a”. El lema de Schur [1.10|implica que D = End 4 (a)
es un anillo de divisién y entonces A°P = End4(A) = Ends(a") = M, (D). Por
supuesto, esto nos dice que A = M, (D)°P = M,,(D°P).

3.8. Sea D un anillo de division, n € Ny sea A = M,(D). Sea S = D" el
D-médulo de los vectores columna con coeficientes en D. Es claro que S es un
A-médulo izquierdo con respecto a la multiplicaciéon matricial. Es facil ver, co-
mo en el caso de los espacios vectoriales, que se trata de un A-mdédulo simple.
Obtenemos asi un representante de la tinica clase de isomorfismo de A-médulos
simples.

3.9. Teorema. (Wedderburn, 1908 [9]]; Artin) Sea A un anillo. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(a) A es semisimple;
(b) todo A-médulo es semisimple;
(c) existen r, nq, ..., n, € Ny anillos de division Dy, ..., D, tales que hay un
isomorfismo de anillos A = My, (D) X - -+ X My, (D).

Demostracion. Si A es semisimple, todo médulo libre es semisimple. Si M es un
A-médulo arbitrario, entonces existe una sobreyecciéon L — M con L libre, asi
que M es semisimple por [2.9] Esto prueba que (a) = (b).

Mostremos que (b) = (c). La hipétesis nos dice que, en particular, 4 A es semi-
simple, asi que implica que A = @, S; con S5; C A un submoédulo simple
para cada i € I. Como A es finitamente generado, [2.10 implica que [ es finito. La
afirmacion (c) sigue entonces de los isomorfismos de anillos

A= Endy(A) 2 Enda (P S))
iel
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y de Finalmente, la implicacién restante (c) = () es consecuencia inmediata
de[3.5]y D

3.10. Podemos describir los pardmetros que aparecen en la tercera afirmacién
del teorema de la siguiente manera:

Proposicién. Sea A un anillo semisimple. Entonces hay un niimero finito de clases de
isomorfismo de A-mddulos simples. Sea {Sq,...,S,} un conjunto de representantes dos
a dos no isomorfos para estas clases de isomorfismo y, para cada i € {1,...,r}, pon-
gamos D; = Endy(S;). Sii € {1,...,r}, entonces homu(S;, A) es un D;-médulo a

derecha de dimension n; = dimp, hom4(S;, A) finita. Hay un isomorfismo de anillos
A =My, (Dy) x - x My, (Dy).
Demostracion. Esto es consecuencia del teorema y del lema de Schur. O

3.11. Todo lo que hemos hecho ha sido considerando médulos a izquierda, pero
claramente podemos desarrollar una teoria simétrica con médulos a derecha. El
siguiente corolario, sin embargo, justifica la asimetria de la definicién

Corolario. Un anillo A es semisimple sii el A-médulo a derecha A es semisimple.

Demostracion. La tercera condicion de[3.9]es evidentemente simétrica con respecto
a la izquierda y la derecha. O

3.12. Corolario. Un anillo semisimple es artiniano y notheriano.
Demostracién. Esto es consecuencia directa de O

3.13. Corolario. Si A es un anillo semisimple, existen finitas clases de isomorfismo de
A-médulos simples.

Demostraciéon. En efecto, el nimero de clases de isomorfismo de A-md6dulo sim-
ples es el numero r que aparece en la tercera parte de O

3.14. Sea k un anillo conmutativo y sea A una k-dlgebra que es semisimple en
tanto anillo. Entonces los anillos de divisién que aparecen en la tercera afirmacién
de son k-algebras y el isomorfismo alli mencionado es un isomorfismo de
k-algebras.

3.15. Cuando A es un dlgebra sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado, pode-
mos ser mas precisos en la tercera afirmacién de ya que no hay k-dlgebras de
dimension finita de division no triviales:

Lema. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si D es una k-dlgebra de dimension
finita, entonces D = k.

Demostracion. Sea D una k-dlgebra de divisiéon y supongamos que existe a € D
tal que el conjunto {1p,a} es linealmente independiente sobre k. Consideremos
el morfismo de k-adlgebras f : p € k[X] — p(a) € D. Como dimy A < oo, es
ker f # 0y existe p € k[X] ménico tal que ker f = (p). Mds atin, como k es
algebraicamente cerrado, existe A € ky g € k[X] tal que p = (X — A)q. Esto
implica que (a — Alp)q(a) = 0 en D: como a # Alp, debe ser g(a) = 0, lo que
contradice la eleccién de p, ya que degg < degp.

Vemos asi que debe ser dimy D =1, esto es, D = k. O

Teniendo esto en cuenta, es claro que|3.9|implica la siguiente proposicion:

Proposicién. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-dlgebra. Entonces A
es semisimple sii existen r, ny, ..., n, € N tales que A = My, (k) x -+ x My, (k). O

3.16. Recordemos, por otro lado, el siguiente teorema:

Teorema. (Wedderburn, 1905 [8]]; Dickson, 1905 [4]) Un anillo de divisién finito es
un cuerpo. U



8 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

El teorema implica, en vista de esta descripcién de los anillos de divisiéon
finitos, la siguiente proposiciéon:

Proposicién. Un anillo finito A es semisimple sii existen v, ny, ..., n, € Ny cuerpos
finitos kq, ..., ky tales que A = My, (k1) x - -+ x My, (k).

3.17. Proposicién. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es semisimple;

(b) toda sucesion exacta corta de A-mddulos se parte;
(c) todo A-mddulo es proyectivo;

(d) todo A-mddulo es inyectivo.

Demostracion. Esto sigue de la equivalencia de las dos primeras afirmaciones
de[3.9]y de O
3.18. Seantv, ny,...,n, € Ny Dy, ..., D, son anillos de divisién y consideremos
el anillo A = My, (D7) x --- XMy, (D). Si1 < i < r,seam: A — My(D;)
la proyeccion en el i-ésimo factor y sean M; = D" el M,,(D;)-médulo simple
construido en y Si = m'(M;). Entonces {S; : 1 < i < r} es un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfismo de A-médulos simples.

Notemos que si k es un cuerpo y A es una k-algebra, entonces es claro que
dimy S; = n;dimy D; para cadai € {1,...,r}.

4. EL RADICAL

4.1. Sea A un anillo. Recordemos que si M es un A-médulo izquierdo, entonces
el radical rad M de M es la interseccion de sus submoédulos maximales. Es claro
que

rad M = ﬂ ker h. (1)
h:M—S
S simple
Cuando M no posee submddulos maximales, es rad M = M.

4.2. Lema. Sea A un anillo y M un A-médulo finitamente generado. Entonces rad M es
un submédulo propio de M.

Demostracion. Sea .# el conjunto de todos los submédulos propios de M y sea
{x1,..., x4} C Mtalque M =} }' ; Am. Claramente .# # &. veamos que se trata
de un conjunto inductivo.

Si Mjpep C A es una cadena en .#, sea N = |Jycp M. Como la unién es
creciente, si fuese N = M, entonces existirfa A € A tal que {x1,..., 20} C M,,
esto es, tal que M = M,, lo que es imposible. Luego N € .# y vemos que cada
cadena en ./ es acotada.

El lema de Zorn nos permite concluir, entonces, que existe un submaédulo pro-
pio maximal N € M. Como rad M C N, esto prueba el lema. O

4.3. Si un médulo no es finitamente generado, puede coincidir con su radical.
Por ejemplo, si A = Z y M = Q, entonces rad M = M. En efecto, M no posee sub-
modulos maximales: si N C M es maximal, entonces M /N es un grupo abeliano
simple y existe p primo tal que M/N = Z,,. Pero entonces la proyeccién canénica
es un morfismo no nulo Q — Zy, lo que es imposible.

4.4. Lema. Sea A un anillo.

(a) Si f: M — N un morfismo de A-méddulos, entonces f(rad M) C rad N.

(b) Si M es un A-méduloy N C rad M es un subméddulo, entonces rad(M/N) =
(rad M)/N.

(c) Si M es un A-mddulo, rad(M/ rad M) = 0.
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Demostracion. (a) Seam € rad My seah: N — S un morfismo de A-médulos con
S simple. Entonces (1) implica que h(f(m)) = 0. Usando (1) otra vez, vemos que
f(m) € radN.

(b)Si t: M — M/N es la proyeccién candnica, la primera parte nos dice que
(radM)/M = m(rad M) C rad(M/N). Reciprocamente, supongamos que m €
M \ rad M. Entonces existe un morfismo h : M — S con S simple y h(m) #= 0.
Como N C rad M C ker h, h induce un morfismo i : M/N — S tal que ho 7t = h.
Es h(rt(m)) # 0y vemos que 7t(m) ¢ rad(M/N).

(c) Esto sigue de tomar N = rad M en (b). O

4.5. La razon por la que estamos interesados en el radical es la siguiente carac-
terizacion de la semisimplicidad:

Proposicién. Sea A un anillo y M un A-mddulo.

(a) Si M es semisimple, entonces rad M = 0.
(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) M es artiniano y rad M = 0.
(ii) M es suma directa finita de submddulos simples.

Demostracion. Sea M un A-médulo semisimple y sea M = @;; S; una descompo-
sicion de M como suma directa de A-moédulos simples. Si para cada i € I notamos
mt; : M — S; a la proyeccién candnica, entonces que rad M C ;¢ ker 7t; = 0. Esto
prueba (a). Veamos (b).

(1) = (ii): Sea .# el conjunto de los submddulos maximales de M y sea
& = {Nner N : F C A es finito}. Como M es artiniano, .# posee un elemen-
to minimal My. Supongamos que F C .# es una familia finita de submdédulos
maximales tal que My = NyepN. Sim € My \ 0, y como m ¢ rad M, existe un
submédulo N € M tal que m ¢ N. Pero entonces My C MyNN € .Z, lo que es
imposible. Vemos asi que debe ser My = 0.

Esto implica que la aplicacion M — @y M/ N, que en cada componente es
una proyeccion canénica, es inyectiva. Notemos que, como F C .#, el A-médulo
@D ner M/ N es semisimple. Como M es isomorfo a un submédulo de esta suma
directa, es él mismo semisimple. En vista de M es isomorfo a una suma
directa finita de submoédulos simples.

(i1) = (i): Si M = @jc; S; es una suma directa finita de submoédulos simples,
entonces rad M = 0 por la parte (1) de la proposicién y es artiniano en vista
de O

4.6. El radical de Jacobson de un anillo A (o, simplemente, el radical) es el ideal
izquierdo J(A) = rad A.

4.7. La segunda parte de la proposicion |4.5| tiene como consecuencia inmediata
el siguiente teorema:

Teorema. Sea A un anillo artiniano. Entonces A es semisimple sii J(A) = 0. O

4.8. La siguiente proposicion lista alguna de las propiedades mas importantes
del radical de un anillo:

Proposicion. Sea A un anillo y J(A) su radical de Jacobson.

(a) J(A) es un ideal bildtero.

(b) a € J(A) sii para todo x € A, 1 — xa es inversible a izquierda.

(c) J(A) es el iinico elemento maximal de {I << A:Vx € 1,1 —x € A*}.

(d) J(A) =rad 4A =rad Ay.
Demostracién. Sib € Ay f :a € A — ab € A, entonces f € homy(A,A) y
implica que f(J(A)) C J(A). Esto dice, precisamente, que el ideal izquierdo
J(A) también es un ideal derecho y prueba (a).
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Supongamos que 4, x € A son tales que 1 — xa no tiene inverso a izquierda.
Entonces el ideal A(1 — xa) es propio y existe un ideal izquierdo maximal M
tal que 1 —xa € M. Como J(A) C M, esto implica que a ¢ J(A): en efecto, si
acJ(A),serfal = (1—xa)+xaec M+ ]J(A) C M. Esto muestra la necesidad de
la condicién en (b).

Para ver la suficiencia, consideremos a € A tal que 1 — xa es inversible a iz-
quierdo para todo x € A. Supongamos que a ¢ J(A), de manera que existe un
ideal maximal M <; A tal que a ¢ M. Pero entonces 1 € A = M + Aa y vemos
que existe x € A tal que y = 1 — xa € M. Esto es absurdo, porque por hipétesis
y es inversible a izquierda.

Sea ¥y ={I<A:Vxel,1—x¢e A"} Paraver (c)tenemos que mostrar que
J(A) € # yque J(A) C Iparatodo ] € 7.

Veamos que J(A) € .#. Ya sabemos que J(A) < A. Sea x € J(A). La parte (b)
implica que 1 — x es inversible a izquierda, de manera que existe z € A tal que
z(1—x) =1.Como 1 —z = —zx € J(A), otra vez (b) nos dice quez =1 — (1 —z)
es inversible a izquierda, esto es, que existe w € A tal que wz = 1. Como wz =
1 = z(1 —x), debe ser w = 1 — x y entonces z = (1 — x)~!. Concluimos que
J(A) € ., como queriamos.

Seaahoral € .# yseaa € [.Six € A, ax € I asi que por hipotesis 1 —ax € A*.
Usando (b) vemos que a € J(A). Asi, I C J(A).

Para terminar, notemos que (d) sigue inmediatamente del hecho de que la
afirmacién (c) es simétrica con respecto a la izquierda y la derecha. g

4.9. Sabiendo que el radical es un ideal bilatero, el siguiente enunciado tiene
sentido:

Proposicién. Si A es un anillo artiniano, entonces A/ J(A) es semisimple.

Demostracion. La tercera parte de |4.4|implica que rad 4(A/J(A)) = 0, de manera
que [4.5|nos permite concluir que A/J(A) es semisimple como A-médulo.

Ahora bien, un subgrupo abeliano de A/J(A) es un sub-A-mddulo sii es un
sub-A/J(A)-médulo. Esto nos dice que A/J(A) es semisimple también como
A/J(A)-mo6dulo, esto es, que A/J(A) es semisimple como anillo. O

4.10. De hecho, dado un anillo A, el radical J(A) es el menor ideal de A tal que
A/J(A) es semisimple. En efecto, si [ < A es un ideal tal que A/I es semisimple,
entonces 0 = rad4,; A/I = rad 4A/I, de manera que J(A) = rad 4A C I, como
consecuencia de la segunda parte de

4.11. Esta proposicién tiene la siguiente consecuencia extremadamente ttil:
Proposicién. Sea A un anillo artiniano y M un A-médulo. Entonces rad M = J(A)M.

Demostracién. Pongamos | = J(A).Sim € My f :a € A — am € M, enton-
ces [g.4(a) nos dice que Jm = f(rad A) C rad M. Como esto es cierto para todo
m € M, JM C rad M. Usado ahora [4.4{b), vemos que (rad M)/JM = rad(M/]M).
Pero M/|M es un A/J-médulo y A/] es un anillo semisimple, de manera que
rad 4,;M/JM = 0 en vista de u). Como un sub-A-mdédulo de M/ JM es lo mis-
mo que un sub-A/J-médulo, esto implica que (rad M)/JM = rad \M/JM =07y,
en definitiva, que rad M = M. O

4.12. Un elemento x de un anillo A es nilpotente si existe n € N tal que x"* = 0.
Un ideal a <t A es nil si todos sus elementos son nilpotentes. Finalmente, un ideal
a <1 A es nilpotente si existe n € N tal que a” = 0.

Proposicién. Sea A un anillo.
(a) Todo ideal nil estd contenido en J(A).
Supongamos ahora que A es artiniano a izquierda.
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(b) J(A) es el ideal bildtero nilpotente mds grande.
(c) J(A) es el iinico ideal nil a de A tal que A/ a es semisimple.

Demostracion. (a) Sea a << A un ideal nil. Si x € Ay n € N es tal que x" = 0,
entonces (1 —x) Zl’-'g)l x' =1, de manera que 1 — x es inversible. Usando la tercera
parte de[4.8] vemos que x € J(A).

(b) Es claro que todo ideal nilpotente es nil, asi que (a) implica que J(A) con-
tiene a todo ideal nilpotente. La afirmacién (b) quedara probada, entonces, si
mostramos que | = J(A) es nilpotente.

La cadena de ideales ] O J> D J° O - - - debe estabilizarse, asi que existe n € N
tal que /" = J-J". Supongamos que [* # 0. Entonces el conjunto de ideales
izquierdos .# = {a < A : a = Ja} es no vacio. Como A es artiniano, existe un
elemento a € I minimal. Ademds, como a = Ja = J?a = --- = ["q, existe x € a
tal que J"x # 0y, entonces, | - J"x = J"x. Asi, ["x € .#. Como J"x C g, la eleccién
de a implica que a = J"x y vemos que a es finitamente generado. Pero entonces

arada por@2
=Ja por {11

=a

Esto es imposible y debe ser, en consecuencia, " = 0.

Finalmente, sea a << A un ideal nil tal que A/a es semisimple. Por la parte (a),
a C J(A); por otro lado, como el ideal J(A)/a < A/ a es nilpotente, la parte (b) nos
dice que J(A)/a C rad(A/a). Como estamos suponiendo que A/a es semisimple,
rad(A/a) = 0y vemos que J(A) = a. Esto prueba (c). O

4.13. La dltima parte de esta proposicién puede ser usada frecuentemente para
identificar el radical de un &lgebra.

Por ejemplo, sea Q = (Qop, Q1) un quiver finito, k un cuerpo y kQ la k-algebra
de caminos sobre Q. Sea R < kQ el ideal generado por los caminos de longitud 1
y sea [ <1kQ un ideal admisible, esto es, sea I un ideal tal que (i) I C R? y (ii) existe
n € N tal que U D R". Consideremos el dlgebra A = kQ/I. Afirmamos que
rad A =R/I.

Notemos que A es artiniana, ya que dimy A < co debido a la condicién (ii).
Ahora bien, el cociente A/R = (kQ/I)/(R/I) = kQ/R = kIl es isomorfo a
un producto de |Qp| copias de k, asi que es semisimple, y, por otro lado, todo
elemento de R/I es nilpotente en A en vista de la condicion (ii). Luego [4.12{c)
implica que R/I es el radical de A.

4.14. Proposicién. Sea A un anillo y sea J(A) su radical de Jacobson. Si S es un
A-médulo simple, entonces J(A)S = 0y S es, de manera natural, un A/ J(A)-médulo
simple. Reciprocamente, si S es un A/ J(A)-médulo simple, entonces, via restriccién de
escalares a lo largo de la proyeccion candénica A — A/J(A), S es un A-médulo simple.

Demostracion. Claramente alcanza con probar que si S es un A-médulo simple,
entonces J(A)S = 0.

Sea s € S. La aplicacién f : a € A — as € S es un morfismo de A-médulos
no nulo, asi que J(A) C kers. Esto significa que J(A)s = 0. En consecuencia
J(A)S = 0, como queriamos ver. O

4.15. Corolario. Sea A un anillo. Hay un biyeccién entre las clases de isomorfismo de
A-mddulos simples y las clases de isomorfismo de A/ J(A)-médulos simples.

En particular, si A es artiniano, hay un niimero finito de clases de isomorfismo de
A-mddulos simples.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia inmediata de Para ver
la segunda, basta observar que si A es artiniano, nos dice que A/J(A) es
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semisimple y entonces junto con la primera parte implican la finitud del
conjunto de clases de isomorfismo de A-médulos simples. O

5. ALGEBRAS DE GRUPO

5.1. Fijemos un grupo G y un cuerpo k. Notamos cl(G) al conjunto de las clases
de conjugacién de G.

5.2. Recordemos que la k-dlgebra de grupo kG es la k-algebra que, como k-médulo,
es el k-médulo libre con base G y en la que el producto es el tinico producto k-
bilineal y asociativo que extiende al de G.

5.3. Una representacién de G (sobre k) es un par (M, p) formado por un k-espacio
vectorial M y un homomorfismo de grupos p : G — GL(M). En general, escribi-
mos M en lugar de (M, p), cuando esto no dé lugar a confusiones.

Si (M,p) y (M, p’) son dos representaciones de G, un morfismo de representa-
ciones de G f : (M,p) — (M',p’) es un morfismo f : M — M’ de k-espacios
vectoriales tal que para todo g € G se tiene que p'(g) o f = fop(g).

5.4. Sea M un kG-moédulo. Sobre el k-espacio vectorial M podemos construir una
representacion (M, p) de G definiendo p : G — GL(M) de manera que

o(g)(m) =gm, Vg€G,me M.

Si f: M — M esun morfismo de kG-médulos y (M, p) y (M',p’) son las re-
presentaciones de G correspondientes, es claro que f : (M,p) — (M,p’) es un
morfismo de representaciones.

Reciprocamente, si (M, p) es una representacion de G, podemos hacer de M
un kG-moédulo si definimos la accién kG x M — M poniendo

xom= ) agp(g)(m), Vx =) agg € kG, me M.
8€G g€G

Como antes, si f : (M,p) — (M,p") es un morfismo de representaciones de G,
entonces la aplicacién k-lineal f : M — M es de hecho kG-lineal.

Vemos asi que las nociones de kG-médulo y de representaciéon de G son equi-
valentes.

5.5. La representacion trivial de G es la representacién (k,p) con p : G — GL(k)
el homomorfismo trivial. El kG-médulo trivial k es el kG-mddulo correspondiente
a (k,p).
5.6. Sea M es un kG-moédulo de dimension 1y seam € M\ 0. Si ¢ € G, entonces
g es una unidad de kG y existe pps(g) € k™ tal que gm = pps(g)m. Obtenemos asi
un morfismo de grupos pyr : G — k*; de hecho, si identificamos a k* con GL(M),
(M, pym) es la representacion de G correspondiente al kG-médulo M. Como k*
es un grupo abeliano, el subgrupo derivado G’ de G esta contenido en el nicleo
de ppm, y pm induce entonces un morfismo de grupos gy : G/G' — k*.

El morfismo g no depende de la eleccién del elemento m € M\ 0. Mds atn,
si M’ es un kG-médulo isomorfo a M, es facil verificar que ppy = pp. Asi, i
depende solamente de la clase de isomorfismo [M] de M.

Proposicion. Sea .71 un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo
de los kG-mddulos de dimension 1. Entonces la aplicacién

@ : [M] € .5 — pum € homg,(G/G k)
es una biyeccion.

Demostracion. Ya hemos mostrado que P estd bien definida.
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Si My M’ son kG-médulos de dimensiéon 1y m € M\ 0y m' € M'\ 0, entonces
la aplicacion lineal f : M — M’ determinada por la condicién de que f(m) = m’
es un isomorfismo de kG-médulos. En efecto, si ¢ € G, entones

flgm) = f(pm(g)m) = pm(Q)f(m) = ppr () f(m) = gf (m).

Esto muestra que ® es inyectiva.

Sea, por otro lado, p : G/G' — k™ un morfismo de grupos y consideremos
sobre M = k la accién de kG tal que g-m = p(gG')msig € Gy m € M. Es
inmediato verificar que esto define un kG-médulo y que gy = p. Vemos asi que
® es sobreyectiva. O

5.7. Lema. Sea U un grupo abeliano finito y sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p. Si p { |U|, entonces el grupo abeliano homg,, (U, k*) es isomorfo a U.

Demostracion. Si U = @;c; U; es una suma directa finita, entonces es

homgrp (U, k) = homg, (D Ui, k) = [ homgyp (U, k)
iel iel

y como el producto es finito, de hecho

homGrP(u’kX) = @ hc’mGrp(uirk>< )
icl

Esto nos dice que para mostrar que la proposicién vale para U basta mostrar que
vale para cada uno de los sumandos U;.

Ahora bien, todo subgrupo abeliano finito U es suma directa de subgrupos
ciclicos y, més aun, si p 1 |U|, entonces cada uno de estos subgrupos necesaria-
mente tendrad orden coprimo con p. Concluimos que basta probar la proposicién
cuando U = Z;, con p { n.

Es facil ver que homg,y(Zy, k*) es isomorfo al subgrupo p, C k* de las raices
n-ésimas de la unidad de k. Para terminar, recordamos que si char k { n, entonces
Un = L. O

5.8. Corolario. Sea G un grupo finito y k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica p. Si p t |G|, entonces existen exactamente |G/G'| clases de isomorfismo de
kG-médulos de dimension 1.

Demostracion. Esto es consecuencia de[5.6]y [5.7} a
5.9. El resultado mds importante sobre dlgebras de grupos es el siguiente:

Teorema. (Maschke [6}[7]) Sea G un grupo finito y k un cuerpo cuya caracteristica no
divide al orden de G. Entonces el dlgebra de grupo kG es semisimple.

Demostracion. En vista de lo hecho en la seccién anterior, hay que mostrar que
si M es un kG-médulo y N C M es un submédulo, entonces N posee un com-
plemento en M. Sea t : N — M la inclusién y sea s : M — N un morfismo de
k-espacios vectoriales tal que s o = idy. Definimos una aplicacién § : M — N
poniendo

§m:i s(¢ lm
(m) |G|g§;g(g )

para cada m € M; esto tiene sentido porque |G| es inversible en k.
Afirmamos que § es kG-lineal. Para verlo, basta mostrar que §(hm) = hi(m) si
m € My h & G, ya que 5 es claramente k-lineal y G genera a kG como k-algebra.
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Perosime Myh e G,es

§(hm) = — Y gs(g 'hm) = — Y hgs(g™'m)
|G|gec | |geG
= h( 5 X slgm)) = hs(m),

como querfamos.
Para terminar, mostremos que 50! = idy, lo que implicard que N es un su-
mando directo de M. Si n € N, entonces

- 1 _ 1 _
on)n) =15 Y gs(g7Mu(n)) = ] Y g(son(g™'n)
8€G g€G
y, recordando que s o ¢ = idy, vemos que esto es
1 -1
|G|geG
Esto prueba el teorema. O

5.10. Supongamos desde ahora que k es un cuerpo en el que |G| es inversible. Sea
{S1,...,5:} un conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo
de kG-moédulos simples y para cada i € {1,...,r}, sea D; = Endg(S;) y sea n; =
dimp, hom;(S;, kG). Entonces, como en la seccién anterior, hay un isomorfismo
de anillos

kG 2 My (D) X -+ x My (D). (2)
Observemos que D; es una k-dlgebra de divisiéon de dimensioén finita para cual-
quieri € {1,...,r}.

5.11. Proposicién. Es Y/, n? dimy D; = |G|.
Demostracién. El resultado sigue de tomar dimension sobre k en (2). O
5.12. Proposicién. Seai € {1,...,r}.
(a) Sidimy S; =1, entonces n; = dimy D; = 1.
(b) Sik es algebraicamente cerrado y n; = 1, entonces dim S; = 1.
Demostracion. Las dos afirmaciones siguen de la igualdad #;dimg D; = dimy S;

observada en y del lema O

5.13. Recordemos que si R es un anillo y n € N, entonces hay un isomorfismo
Z(M,(R)) = Z(R); en efecto, la aplicacion r € Z(R) +— rl € M;,(R) es un morfismo
de anillos inyectivo que tiene a Z(M,(R)) como imagen. Por otro lado, si Ry S
son anillos, entonces hay un isomorfismo evidente Z(R x S) = Z(R) x Z(S).

Proposicion. Es v < |cl(G)|. Si k es algebraicamente cerrado, entonces vale la igualdad.

Demostracion. Aplicando las observaciones que preceden al enunciado a (2), ve-
mos que hay un isomorfismo
Z(kG) 2 Z(Dq) x -+ - x Z(Dy). (3)
Para cada ¢ € cl(G) pongamos zc = Y., g € kG. Es fécil ver que el conjun-
to {2z : ¢ € cI(G)} es una base del k-espacio vectorial Z(kG) asi que, en particular,
dim; Z(kG) = |cI(G)|. Por otro lado, cualquiera sea i € {1,...,r}, es claro que
klp, C Z(D;), de manera que dim Z(D;) > 1. Teniendo esto en cuenta, el isomor-
fismo (3) da inmediatamente la desigualdad del enunciado.
Si k es algebraicamente cerrado, entonces D; = k para todo i € {1,...,r}, asi
que en este caso es dimg Z(D;) = 1. Vale entonces que » = |cl(G)| en este caso. [J

5.14. Sik es algebraicamente cerrado, podemos explicitar el isomorfismo (2).
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5.15. Proposicion. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces si {S;}}_; es un
conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de kQ-mddulos simples,
hay un isomorfismo ¢ : kG — [1i_; Endy(S;) tal que, si para cada i € {1,...,r},
7ty : TTi—1 Endi(S;) — End(S;) es la proyeccién k-ésima, entonces

mi($(8)) = ps;(8)
paracadai€ {1,...,r}y g € G.

6. ALGEBRAS DE GRUPO: EL CASO MODULAR

6.1. El objetivo de esta seccién es mostrar que la condicién del teorema de
Maschke es necesaria para que kG sea semisimple. Cuando la caracteristica del
cuerpo de base k divide al orden de G, decimos que estamos en el caso modular.

6.2. Si M es un kG-moddulo, escribimos
MC = {m € M : para todo g € G es gm = m}.

Se trata de un subespacio vectorial de M, el subespacio de invariantes de M
Si f: M — M es un morfismo de kG-médulos, entonces f(MC®) c M'C, de
manera que podemos considerar la restriccién fC = f| 6 : M® — M'C.

6.3. Teorema. Sea G un grupo finito y k un cuerpo de caracteristica p. Si p | |G|,
entonces el dlgebra kG no es semisimple.

Demostracion. Sea P C G un p-subgrupo de Sylow. Consideremos el kP-médulo
trivial k y pongamos X = kG ®xp k. Como kG es un kG-kP-bimédulo, X es un
kG-médulo. Mostraremos que X no es proyectivo: esto implica, claramente, que
kG no es semisimple.

Para ver que X no es proyectivo basta mostrar que homyg (X, —) no preserva
epimorfismos. Consideremos el morfismo de k-espacios vectoriales € : kG — k tal
que €(g) = 1 para todo g € G. Si dotamos a kG de su estructura de kG-médulo a
izquierda y a k de su estructura de kG-médulo trivial, entonces es evidente que
¢ es un epimorfismo de kG-médulos. Queremos ver que la aplicacién

€s : homyg (kG ®pp k, kG) — homyg (kG ®yp k, k)

es nula y que homyg (kG ®¢p k, k) # 0, de manera que, por supuesto, €, no es
sobreyectiva.
Es facil verificar que, para cada kG-moédulo M, la aplicacién

ay : f € homig (kG @ip k, M) — f(1®1) € MP
es un isomorfismo de grupos abelianos. Mas aun, si f : M — M’ es un morfismo

de kG-moédulos, entonces conmuta el siguiente cuadrado:

homc (kG ®p k, M) —> homy (kG @p k, M)

. l lw
MP M/P

Tenemos entonces un cuadrado conmutativo

fP

homkG (kG ®kp k, kG) L> homkG (kG ®kp k, k)

N

(kG)P £ kP

Es evidente que k” = k # 0. Para terminar, y como las flechas verticales en este
cuadrado son isomorfismos, solo tenemos que mostrar que e’ = 0.
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Sea x = Y occ g8 € (kG)". Entonces si i € P, es
x=hx=) aghg =) a1
8€G 8€G
Como G es una base para kG, esto nos dice que ag = aj, siempre que ¢ € Gy
heP.

Sic € G/H, pongamos x = Y oc 8 ¥ be = a4 para algin g € ¢; notemos que
esto ultimo estd bien definido porque el valor de a; no depende del elemento ¢
elegido en c. Es fécil verificar que x = Y .c,p bcXc. Vemos asi que {x. : c € G/H}
genera a (kG)? como espacio vectorial.

Como P es un p-grupo no trivial, es e’ (x.) = Yeece(g) = [P| = 0 en k. Esto
implica, por supuesto, que ¢’ = 0 y prueba el teorema. g
6.4. Con respecto a la semisimplicidad, el “peor caso’ ocurre cuando G es un
p-grupo. En efecto, en ese caso hay demasiado pocos kG-moédulos simples:

Proposicién. Sea G un p-grupo finito y sea k un cuerpo de caracteristica p. Entonces
todo kG-mddulo simple es isomorfo al kG-mddulo trivial k.

Demostracién. Sea M un kG-moédulo no nulo y sea m € M \ 0. Consideremos el
subgrupo abeliano T generado por {gm : ¢ € G} en M. Como k tiene caracte-
ristica p, se trata de un grupo de exponente p y entonces existe | € N tal que
|T| = p'. Notemos que G actta sobre T. Si t € T y o(t) es su G-6rbita, entonces
lo(t)| = [G : stabg(t)]. Luego si |o(t)| # 1, necesariamente p | |o(t)|. Como la
orbita de 0 € T tiene, por supuesto, un tinico elemento, vemos que debe existir
t € T\ 0 tal que gt = t para todo g € G. Esto nos dice que el subespacio vectorial
(t) C M es un sub-kG-modulo.

Consideremos ahora un kG-médulo simple S. Aplicando las observaciones an-
teriores a S y usando la simplicidad, vemos que existe s € S\ 0 tal que {s} es una
base de S y g5 = s para todo g € G. Esto claramente implica que S = k. g

6.5. Cuando la caracteristica p del cuerpo de base divide al orden de G pero G
no es necesariamente un p-grupo, es posible describir precisamente el ntimero de
kG-moédulos simples. Antes necesitaremos de algunos lemas.

6.6. Supongamos que k es un cuerpo de caracteristica p y sea A una k-dlgebra
de dimension finita. Si a, b € A, escribimos [a,b] = ab — ba. Notemos S(A) al
subespacio vectorial de A generado linealmente por {[a,b] :a, b € A}y

T(A) = {x € A : existe n € N tal que x" € S}.
6.7. Lema. T(A) es un subespacio vectorial de Ay S(A) C T(A). Ademds, siempre que
a€S(A)esal € S(A).
Demostracion. Como ab = ba (mod S(A)) cualquieraseanay b € A, es

(a+b)F = i (i]) a'bP~' = aP +bP  (mod S(A)) (4)
i=0

yaque (¥) =0enksi0<i<p.
Sean a, b € T(A) y a, B € k. Existen entonces 1, m € N tales que a?", bP" €
S(A)y, sil = max{n,m},
(aa + ﬁb)pl S +,Bp]b”] =0 (mod S(A)).
Esto muestra que T(A) es un subespacio vectorial.
Por otro lado, sia, b € A, entonces
(ab —ba)? = aPb? —bPaP =0 (mod S(A)),
asi que S(A) C T(A).
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La ultima afirmacion del enunciado sigue de (4) y de que [a,b]? = [a,bF] si
a,beA. O

6.8. Lema. Sea k un cuerpo de caracteristica p.
(a) Si Ay B son k-dlgebras, entonces S(A x B) = S(A) x S(B) y T(A x B) =
T(A) x T(B).
(b) Si A =My(k), S(A) = T(A) es el subespacio de las matrices de traza nula. En
particular, la codimension de T(A) en A es 1.

Demostracion. La primera parte sigue de un calculo directo. Veamos la segunda.

Sea A=My(k)yseaL = {a € A:tra=}. Como tr[a, b] = 0 cualesquiera sean
aybe A esS(A) CL.Si1<i,j<mn,sea E;; la matriz elemental que tiene un 1
como componente (i,7) y 0 en todas las demds componentes, entonces

E;; = [Eij, Exjl

Ei; —Ejj = [Eij, Ejil
siempre que i, j, j € {1,...,n} son distintos dos a dos. Como {Ei,]- 11 <i,j<n}
es una base de A, vemos que S(A) = L.

Sabemos que S(A) C T(A) C Ay, ahora, que S(A) tiene codimension 1. Para
ver que S(A) = T(A), entonces, alcanza con ver que T(A) # A. Pero esto sigue
inmediatamente de la observacion de que E;; € T(A). O

6.9. Proposicién. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p y A una
k-dlgebra de dimensién finita. Entonces A posee exactamente dimy A/T(A) clases de
isomorfismo de modulos simples.

Demostracion. Sea | el radical de A. La segunda parte de nos dice que | es
nilpotente, asi que claramente | C T(A). Veamos que

T(A)/] =T(A/]). (5)

Sia € A, notamos i a la clase de a en A/J(S).

Sea primero a € T(A), de manera que existe n € N tal que a?" € S(A).
Entonces existen k € Ny x1, y1, ..., X, yx € A tales que a”" = Y5 [x;,y] y
vemos que al" = 25:1 [%;,7:] € S(A/]), esto es, @ € T(A/]). Hemos mostrado
que T(A)/] C T(A/]).

Reciprocamente, si a € A es tal que 7 € T(A/]), entonces existen n € Ny xq,
Y1, .-, X, Yk € A tales que aP" = Zle [%;,7i] € S(A/]). Luego existe z € J tal
que

k
a" =Y [x,yi] +z € S(A)+] C T(A).
i=1

En particular, vemos que a € T(A). Asi, tenemos que T(A)/] D T(A/]) y, en
consecuencia, probamos (5), como queriamos.

Como A/] es semisimple y el cuerpo k es algebraicamente cerrado, existen r,
ny, ..., n, € N tales que

A/T = My, (k) x -+ x My, (k).

Mads atn, n es precisamente el ndmero de clases de isomorfismo de A/ J-médulos
simples. El lema [6.8]y este isomorfismo implican que la codimensioén de T(A/])
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en A/] es precisamente r. Teniendo en cuenta (5), vemos que
r=dimg A/] —dim T(A/])
=dimg A/] —dim T(A)/]
=dimg A —dim; T(A),
y esto es precisamente la codimension de T(A) en A. O

6.10. Sea G un grupo finito y p un ntimero primo. Decimos que un elemento
g € G es p-regular si su orden es coprimo con p y que es p-singular si su orden es
una potencia de p.

6.11. Es evidente que si ¢ € G es un elemento p-regular (p-singular) y g’ es
conjugado a g, entonces ¢’ es p-regular (p-singular, respectivamente).

Lema. Sea G un grupo finito y p un mimero primo. Todo elemento g € G puede escri-
birse, de manera iinica, como un producto g = st con s p-singular, t p-reqular y st = ts.

Si g’ € G es conjugado de g y la correspondiente escritura es ¢’ = s't', entonces s es
conjugado de s’ y t es conjugado de t'.

Demostracion. Supongamos que el orden de ¢ € G es p"m con p { m y sean
a,b € 7 tales que ap" + bm = 1. Ponemos s = g y t = ¢"". Es facil verificar
que la escritura g = st satisface las condiciones del lema.

Sea g = s1t; es otra factorizacién de g que satisface las condiciones del enun-
ciado, esto es, tal que s es p-singular, t1 es p-regular y s1t; = t151. Como s1 y t;
conmutan, el orden p"m de g = s1t; es el minimo comtin multiplo de los 6rdenes
de 51 y t1, vemos que s; tiene necesariamente orden p” y t; orden m. Es claro que
g conmuta con s y con t1, asi que

_apt+bm  ap" —1yap" _ ap" —ap" _ _ap" _
ti =1t =t = (xs7 )" =x"s; X =t

_ ap"+bm bm __ —1\bm _  bm,—bm __ _bm
=5 = (xt; )" =2 =

51 =5 " =s.

Concluimos que la factorizacién encontrada es la tinica.

Sea ahora ¢’ € G conjugado a ¢’ y sea ¢’ = s't’ una factorizaciéon como la
obtenida en la primera parte. Si h € G es tal que ¢’ = hgh~! entonces s” = hsh ™!
y t = hth~! son un elemento p-singular y uno p-regular tales que ¢’ = s”t"
s"t"" = #"s". La unicidad ya probada implica entonces que s’ = s y ' = t’. Esto
nos dice que s y §/, por un lado, y t y #/, por otro, son conjugados en G. U

6.12. Teorema. (Brauer, 1935 [3]) Sea G un grupo finito y k un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica p. Entonces el niimero de clases de isomorfismo de kG-mddulos
simples es igual al mimero de clases de conjugacion de elementos p-regulares en G.

Demostracion. Sea A = kG y pongamos S = S(A) y T = T(A). En vista de
basta mostrar que si x1, ..., x, € G es un sistema completo de representantes de
las clases de conjugacién p-regulares de G, entonces el conjunto £ = {%; : 1 <
i< r} de sus clases médulo T es una base de A/ T
Que {%;: 1 <i < r} genera linealmente a A/ T es consecuencia de las siguien-
tes dos observaciones:
e Primero, sig € Gy s, t € G son tales que s es p-singular de orden p”, t es
p-regular, st = ts y ¢ = st, entonces (st — t)P" = sP"tP" — tP" = 0. Asi, es
g =ten A/T. Esto nos dice que A/T estd generado linealmente por las
clases médulo T de los elementos regulares.
e Por otro lado, si g, ¢’ € G son conjugados y h € G es tal que ¢’ = hgh™!,
entonces ¢ — ¢’ = ¢ —hgh™! = [h~!,hg] € S C T, de manera que § = §'
en A/T.
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Resta probar que {%; : 1 <i < r} es un conjunto linealmente independiente.
Supongamos entonces que Ay, ..., A, € k son tales que }j_; A;x; € T. Entonces
existe ng tal que si n > ny, es

r Pn r n n
(Lam) =yall"es.
i=1 i=1

Ademads, como los elementos x; son p-regulares, existe n; > ng tal que xf ' = X;
paratodoi € {1,...,r}. Concluimos que
r n
Y A lxes (6)
i=1

Si ¢ € cl(G) es una clase de conjugacion, sea ¢. : A — k la tinica aplicacion
k-lineal tal que para todo g € G es

1, sig€c
$e(8) = {O 8 .
, en caso contrario.
Entonces si g, h € Gyc € cl(G), es
Pe(gh —hg) = pc(3(hg)g™" — hg) = 0.
Esto nos dice, como {gh —hg : g, h € G} general a S linealmente, que ¢c|s = 0
cualquiera sea ¢ € cl(G).

Perosii€ {1,...,r} y ¢ € cl(G) es la clase de conjugacion de x;, entonces esto
y (6) nos dicen que

r n n
0=g( LA %) = ¢e(Al" x) = AT
i=1

Por supuesto, esto implica que A; = 0 cualquiera sea i € {1,...,r} y vemos que
{x; : 1 <i<r} esunabasede A/T, como queriamos

o1

6.13. Si G es un p-grupo, entonces es claro que la dnica clase de conjugacién
de elementos p-regulares es la del elemento neutro, asi que [6.4| es consecuencia

del6.12l
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