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La serie y su suma

Lemat. Sit>0,In(1+¢) <t

Demostraciéon. Es

14t 14t
ln(l—i-t‘)z/1 %S/l dx =t

porque % <1six € [1,1+1¢]. Esto prueba el lema. O

Lema 2. Si (a,),cn es una sucesion de niimeros reales positivos tal que existe
limy, .0 ay, finito y positivo, entonces limy, . In a, existe y es

lim Ina, = In lim a,,. (1)
n—o0 n—o0

Demostracion. Supongamos que 0 < x < y. Entonces

O<1ny—1nx:1nZ:ln<1+yxx> S%,

en vista del lema anterior.
Sea ¢ > 0y sea a = lim;_, a4; por hipétesis es & > 0. Existe N tal que si
n>N,es|a, —a| <wae/2ya, >a/2.
Sean > N.Sia, <ua,es
| — ay|

x—a
0<Ina—Inag, < <2 <eg,
an o

mientras que si a, > a,

aAy — K& X —a
0<Ilna, —lna <=2 gz' ”|<e,
e 4

de manera que vemos que en cualquier caso es
[Ina, —Ina| <e.

Esto nos dice que existe limy, 0 Ina, y vale (1). O

1/B)



. —1)" .
La serie Y, (n +)1 y algunas de sus reordenaciones

Proposicion 3. Sin € N, sea

r—1+1+1+ —|—1—lnn
" 23 n :

Entonces existe y = limy, o0 14 finito.

Este ntimero es la constante de Euler-Mascheroni, fue introducido por Leonard
Euler [1] en 1735 y sus primeros 65 digitos decimales son:

0,5772156649015328606065120900824024310421593359399235988057672348 . . .

La convergencia de la sucesion (7). a y es extremadamente lenta. Por ejem-
plo, para obtener los 65 digitos decimales anteriores es necesario considerar
con n > 10°. Se conocen, sin embargo, muchos métodos més efectivos para
el célculo de 7. En 1999, Xavier Gourdon y Pierre Demichel calcularon en los
primeros 100 millones de digitos decimales.

Demostracion. Sean € N. Es

y esto nos dice que (7,),cn estd acotada inferiormente. Por otro lado,

1 1 n+l dx
Tn+1—rn:m_ln(n+1)+ln(n>:n+1_/1:l YSO,

de manera que (r,),cn decrece.
Vemos asi que la sucesién es convergente. O

=In2.

n=0

Demostracion. El criterio de Leibniz se aplica trivialmente a esta serie para
mostrar que converge.

Si N € N, sea
N (_1)71
Sy = .
N n;)n+1

Queremos calcular limy_,« Sy; como sabemos que existe el limite, bastard
calcular el limite limy ., Soy_1 de la subsucesion de (Sy ) yen de los términos
de indice impar. Ahora bien,

2N (_qyn

Son-1= )

= n+1’
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y esto es, separando los términos positivos de los negativos,

N-—1 1 N 1
:n;oZn—l—l_n;l%'

sumando y restando ahora ZHN _11 %, vemos que esto es

N 1 Nfll Nfll Nfll
(Lo La) (TarEa)

N-17 N-1q
_n;lﬁ ’;E.

Sir, = Zzzl % — Inn, entonces podemos reescribir esto:

SZN—l = TryN—1—IN-1T 11‘1(2N — 1) — ll‘l(N — 1)

n
= q—rN1F+FIn|{14+——.
raN-1— TN 1+H<+n_1> ()

Recordemos que lim;,_ 4o 7 = 7, la constante de Euler-Mascheroni. Por otro
lado, el segundo lema nos permite rdpidamente ver que

Iim In (1 + nl> =In2.

n—r-o0 n—

Con todo esto, podemos tomar limite en (2), y ver que

i ﬂ = lim rn_1— lim ry_q
o n N—+oc0 N—+oc0
+ Jim In (1 + = 1)
=y—9+In2=1In2. O
Reordenaciones

Sean a,b € N. Consideremos la serie que se obtiene reordenando a

= (-1)"
Z n+1

n=0

de manera que después de a términos positivos sigan b términos negativos.
Por ejemplo, sia =1y b = 2, la serie reordenada es
1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1

"2 3t3 6 sts5 0 2t 14 16

Es facil ver que tenemos la siguiente expresion para su término general 1.
Sean >0yseanq,r > 0talesquen = (a+b)g+ry0 <r < a+b; entonces
es

1

— 510 <r<ug
2(qa+lr)+1 -

Uy =

- ia< b.
2(qb+r—a)’ sia<r<a-+
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Proposicién 5. La serie con término general u, converge y es

Zun— 2.

g
Demostracion. Si N € Ny, escribimos
N
=) up
n=0
Es

a+b—1
S((N+1)(a+b)—1)

Mz

U(a+b)g+r

Il
o
o

q

r=
a—1
0<r_02qa+r Z qb—i—r)

1=z

q

Ahora bien, es

n=0 n=0 n

N a—1 1 2(N+1)a—1 1 1 (N+1)a-1 1
E)E)Z(qa—i—r)le no 2 L

= T2(N+1)a—1 +1In (Z(N + 1)11 — 1)
1

1
— Er(N'Fl)ﬂ—l — 5 ln ((N + 1)11 — 1)
y, por otro lado,

N b1 1 1 (N+Db-1 4
q;m;o 2(gb+7r) n;l

1 1
5 = T (N+1)b-1 + 5 In ((N+1)b—1).
Usando esto, vemos que

S(N+1)(a+b)—1) =

1 1
2(N+1)a—1 ~ 5T(N+1)a-1 ~ 5T (N+1)b-1

+1n (2N +1)a—1) — 2 In (N +1)a—1)

1
— E1n((N+1)b—1)
1 1
"(N+1)a-1 7 5T (N+1)a—1 ~ 5T (N+1)b-1
2
2(N+1)a—1
i (2(N+1)a—1)

(N+1)a—-1)((N+1)b—1)

Ahora bien, es facil ver que

2(N+1)a—1)?  4a
Moo (Nt Da— 1D ((N+1)b—1) b
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asi que si tomamos limite en la expresion obtenida para S((N +1)(a+b) — 1),
usando el lema 2|y la proposicién [3} vemos que

. 1. 4a
I\l{&S((N—l—l)(ﬂ—i—b)—l) —21n =

Como claramente lim,_,o 4y, = 0, podemos deducir la proposiciéon del si-
guiente lema. O

Lema 6. Sea ), a, una serie tal que lim, 0o a, = 0 y existen g € Ny r € Ny
tales que existe

gN+r

lim Z a, = «.
N—o0 =0

Entonces la serie converge, y es

[e0]

Demostracion. Dejamos esto como ejercicio para el lector. O
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