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2 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

1. ALGEBRAS DE LIE Y MODULOS
1.1. Algebras de Lie

1.1.1. Fijemos un cuerpo k.
1.1.2. Un dlgebra de Lie sobre k es un par (g,[—, —]) en el que g es un k-espacio
vectorial y [—, —] : g X g — g es una aplicacién k-bilineal tal que

[x,x] =0 (1)

(o v 2] + [y, [z x]] + [z, [ y]] = 0
cualesquiera sean x, y, z € g.
1.1.3. La condicién (1) implica que [—, —] es una aplicacién antisimétrica. En
efecto, si x, Yy € g, entonces
0=lx+yx+yl =[x+ oyl + 2]+ vyl =[xyl + [y,

de manera que

[y, x] = ~[x,y). ()
Reciprocramente, cuando la caracteristica del cuerpo k es diferente de 2 la condi-
cién (2) implica a (1).

1.1.4. Usaremos la misma notacién [—, —] para el producto de todas las 4lgebras
de Lie, asi que desde ahora dejaremos de explicitarla y diremos simplemente que
g es un algebra de Lie.

1.1.5. Si gy ¢’ son édlgebras de Lie, un morfismo de dlgebras de Lie f : g — g’ es una
aplicacién k-lineal tal que

(2, fy)] = f([xy)
siempre que x, y € g.
1.1.6. Es inmediato verificar que las algebras de Lie sobre k y sus morfismos
determinan una categoria Liey.

1.1.7. Si by, hp C g son subespacios de un algebra de Lie, notamos [h1, hy| al
subespacio de g generado por {[x,y] : x € by, y € ha}.

1.1.8. Si h C g es un subespacio tal que [g, h] C b, decimos que h es un ideal de g.
1.1.9. Proposicién. Sean gy g’ digebras de Lie.

(i) Todo ideal de g es una subdlgebra de Lie de g.
(i) Si f:g — g esun morfismo de dlgebras de Lie, entonces ker f es un ideal de g.
(iif) Reciprocamente, si b C g es un ideal de g, hay una tinica estructura de dlgebra
de Lie sobre el cociente g/ de espacios vectoriales tal que la proyeccion canénica
7T g — g/bh es un morfismo de dlgebras de Lie.
Demostracién. Las afirmaciones (i) y (ii) son imediatas. En cuanto a (iii), es facil
ver que si definimos [—, —] : g/h % g/b — g/bh poniendo

[x+b,y+b] =[x,y +b

siempre que x, y € g, g/h resulta un dlgebra de Lie que satisface las condiciones
del enunciado. O

1.2. Médulos

1.2.1. Fijemos un cuerpo k y una k-algebra de Lie g.
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1.2.2. Un g-mddulo (o una representacion de g) es un par (M, p) en el que M es un es-
pacio vectorial y p : g — gl(M) es un morfismo de 4lgebras de Lie. Explicitamente,
esta dltima condicion dice que en gl(M) es

[o(x), p(y)] = p([x,])
siempre que x, y € g.

1.2.3. Si (M, p) es un g-médulo y m € M, x € g, escribiremos x - 1, 0 a veces
directamente xm, en lugar de p(x)(m). Usando esta notacion, la condicién para
que (M, p) sea un g-moédulo es que se tenga

X (y-m)—y-(x-m)=[x,y]-m
para cada x, y € g y cadam € M.

1.2.4. Si (M,ppm) y (N, pn) son g-médulos, entonces un morfismo de g-médulos
f: M — N es una aplicacién lineal tal que para cada x € g es

pn(x)of = fopm(x) : M — M.

Esto sucede sii

x- f(m) = f(x-m)

cualesquiera sean x € gy m € M. Escribimos homg(M, N) al conjunto de todos
los morfismos de g-médulos de M a N. Es claro que se trata de un subespacio
vectorial de hom(M, N).

1.2.5. Es fécil ver que los g-moédulos y los morfismos de g-médulos forman una
categoria, a la que notamos gMod. Sea, ademas, gmod la subcategoria plena
determinada por los g-médulos de dimensién finita.

1.2.6. Proposicién. La categoria ;Mod es abeliana y el functor de olvido ;Mod — Mod

es exato. Ademds, gmod es una subcategoria abeliana.

Demostracion. Dejamos la verificacion al lector. O

1.3. Cambio de dlgebra

1.3.1. Sea ¢ : g — ¢’ un morfismo de algebras de Lie.

1.3.2. Si (M, ppm) € o Mod, sea @* (M) = (M, ppm o @). Se trata claramente de un
objeto de ;Mod. Notemos que el g-médulo ¢*(M) tiene el mismo espacio vectorial
sbyacente que M.

1.3.3. Si, por otro lado, f : (M,pym) — (N,pn) es un morfismo de o Mod, un
calculo directo muestra que la aplicacién subyacente f determina un morfismo
¢ (f) : 9*(M) — ¢*(N) de g-médulos.

1.3.4. Proposicién. Un morfismo de algebras de Lie ¢ : g — ¢ induce un functor

@* + yMod —  Mod que es exacto y fiel, que se restringe a un functor exacto y fiel

* .
Q*: g,mod — gmod.

Demostracion. La verificacién de la functorialidad de ¢* es trivial. Por otro lado,
como ¢* preserva los espacios vectoriales subyacentes a los objetos de g Mod, es
claro que ¢* (g,mod) C gmod. La exactitud y fidelidad de ¢* y de su restriccién
a ymod son inmediatas. O
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1.4. g-moédulos triviales
1.4.1. Si (M,p) es un g-moédulo tal que la aplicacién p : g — gl(M) es nula,
decimos que M es un g-mddulo trivial.

1.4.2. Es claro que cada espacio vectorial tiene una tnica estructura de g-médulo
trivial. Mds atin, podemos definir un functor

triv: ;Mod — gMod

de manera que, para cada M € ;Mod, sea triv M el g-médulo trivial que tiene
a M como espacio vectorial subyacente y tal que triv es la identidad sobre los
morfismos. Se trata claramente de un functor fiel, pleno y exacto.

1.4.3. En particular, el espacio vectorial k de dimensién 1 tiene una tinica estruc-
tura de g-mdédulo trivial. Cuando veamos a k como g-médulo, y a menos que
digamos algo en contrario, serd con esta estructura con la que lo consideraremos.

1.5. Invariantes
1.5.1. Si M es un g-mo6dulo, notamos

M8 ={me M:x-m=0para todo x € g}.
Llamamos a M® el subespacio de g-invariantes de M.

1.5.2. Proposicién. Sea M € jMod. Entonces M*® es un g-submédulo trivial de M. Se
trata, de hecho, del g-submddulo trivial maximal de M y coincide con la suma de todos los
g-submdédulo triviales de M.

Demostracion. Todo elemento de M#? genera un g-submoédulo trivial de dimen-
si6n 1 en M. La proposicién sigue entonces de la siguiente afirmacién evidente: si
(M;)icr es una familia de g-submddulos triviales de M, entonces ) ;c; M; también
es un g-submédulo trivial de M. O

1.5.3. Sea 1 : M — N un morfismo de g-médulos. Sim € M8 y x € g, entonces
x-u(m) =u(x-m)=u(0) =0,
asi que u(m) € N9. Vemos asi que, por restriccién, obtenemos una transformacién
lineal u® = u|ppe : M® — N9,
1.5.4. Proposicién. Tenemos un functor
()9 : yMod — ;Mod.
Si M € yMod, hay un inico isomorfismo natural
¢um : homg(k, M) — M?
tal que @i (idy) = 1.
Demostracion. Es inmediato que (idy)® = idye para cada M € jMod, y que si
u:M— Nywv:N — Pson morfismos de ;Mod, entonces (vou)$ = v9ous.
s inmediato que (idy)? = idpye para cada M € jMod, y quesiu : M — Ny
v: N — P son morfismos de ;Mod, entonces (v o u)$ = v9 o u9. Esto prueba la

primera afirmacién.
Sea ahora M € jMod. Si f € homg(k, M), entonces

x-f(1) = f(x-1) = £(0) = 0



REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE 5

cualquiera sea x € g, de forma que f(1) € M®. Podemos definir, entonces, una
aplicacién

oM : f € homg(k, M) — f(1) € M.

Esto depende naturalmente de M. En efecto, si u : M — N es un morfismo de
g-moédulos, es facil verificar que conmuta el diagrama

homyg (k, M) —25 Mo

homg (k, N) —21s N'®

Ahora bien, es claro que si f € homg(k, M) es tal que ¢p(f) = f(1) =0,
entonces f = 0, asi que @) es inyectiva. Por otro lado, si m € M9, entonces
existe una transformacion lineal f;;, : A € k — Am € My es facil verificar que, de
hecho, fi € homg(k, M). Como claramente @y (fn) = m, concluimos que @y es
sobreyectiva. Asi, ¢ es un isomorfismo natural.

Supongamos, para terminar, que {5 : homg(k, M) — M9 es un isomorfismo
natural tal que ¢pi(idy) = 1. Sea M € jMod y sea f € homg(k, M). Entonces a
naturalidad implica que conmuta el diagrama

homg (k, k) — 2 k8

T
Ym

homg (k, M) —— M9
y, en particular,

pm(f) = ¥m(fe(idym)) = f2(@e(idm)) = f2(1) = fF(1) = om(f)-

Luego ¢p; = @p1. Esto prueba la afirmacién sobre la unicidad del isomorfismo ¢y.
O

1.5.5. Proposicion. El functor (—)9 es adjunto a derecha del functor triv de 1.4.2, es
decir, hay un isomorfismo natural

ap,N : homg(triv M, N) — hom(M, N?)
para M € (Mod y N € ;Mod.

Demostracion. Es inmediato verificar que, de hecho, y en tanto subespacios de
hom(M, N), se tiene que homg(triv M, N) = hom(M, N9), asi que podemos tomar
XM,N = idhom(M,Nﬁ‘)' i
1.5.6. Como todo adjunto a derecha, el functor (—)® es exacto a izquierda. Expli-
citamente, esto nos dice que si

0 M M M 0

es una sucesion exacta corta en gMod, entonces la sucesion

0 M8 Ms M'¢

es exacta.
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1.5.7. En general, sin embargo, el functor (—)? no es exacto. Por ejemplo, sea g
el algebra de Lie abeliana de dimensién 1, generada por h € g\ 0, y sea M el
g-modulo de que tiene a {x,y} como base y tal que

h-x=y, h-y=0.
Entonces hay una sucesién exacta corta

f g

0 k M k 0

de g-moédulos, en la que f(A) = Ay y g(Ax + py) = Ax siempre que A, p € k.
Como M9 = ky y, por supuesto, k9 = k, tomando invariantes obtenemos la
sucesion exacta

0 k ky k

que no puede ser completada con un 0 a la derecha, ya que f? es un isomorfismo.

1.6. Espacios de homomorfismos

1.6.1. Si M, N son g-moédulos, sea hom(M, N), como siempre, el espacio de
homomorfismos de espacios vectoriales de M a N, y consideremos la accién
p: g — gl(hom(M, N)) de g sobre hom(M, N) dada por

(x- f)(m) = x- f(m) — f(x-m)
six €g, f € hom(M,N)ym e M. Entonces (hom(M, N), p) es un g-modulo.

1.6.2. Siu: M — Myov: N — N son morfismos de g-médulos, entonces la
aplicacién lineal

hom(u,v) : f € hom(M,N) — vo fou € hom(M',N’)

es un morfismo de g-moédulos. En efecto, si f € hom(M, N), x € g, para cada
m € M es

(x - hom(u,v)(f))(m) = (x-vo fou)(m)
= x-o(f(u(m))) —o(f(u(x-m)))
y, como u y v son morfismos de g-mddulos, esto es
=o(x- flu(m))) —o(f(x-u(m)))
= o((x- f)(u(m))
= (vo(x-f)ou)(m)
= hom(u,v)(x - f)(m).
Asi, es x - hom(u, v)(f) = hom(u,v)(x - f).
1.6.3. Proposicién. Tenemos un functor
hom(—, —) : yMod®® x ;Mod — ;Mod.
Este se restringe a un functor

hom(—, —) : gmod°P x ;mod — jmod.
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Demostracién. Si M, N € jMod, entonces es hom(ids, idn) = idpom(am,n)- Por otro
lado, dados morfismos u : M’ — M, u' : M" - M',v: N = N'yo' : N' = N”, es

hom(u/,v") o hom(u,v) = hom(uou’,v’' 0v) : hom(M, N) — hom(M",N"").

Esto prueba la primera afirmacién de la proposicién. Queda solamente verificar
que la restriccién del functor hom(—, —) a ymod°P x ;mod toma valores en ;mod,
pero esto es evidente. O

1.6.4. El functor hom(—, —) es exacto tanto sobre ;Mod como sobre ;mod, esto es,
siempre que

0 YA YRR

M 0
es una sucesion exacta corta en gMod, ysiN € gMod, son exactas las sucesiones

f g

0 —— hom(N, M") ——— hom(N, M) —— hom(N, M") —— 0

0 —— hom(M", N)) —— hom (M, N) —— hom(M’, N) ——0

Esto sigue inmediatamente de la afirmacion correspondiente para espacios vecto-
riales.

1.6.5. Proposicion. Si M, N € gMod, entonces
homg(M, N) = hom(M, N)®. (3)

Demostracion. La igualdad (3) de subespacios vectoriales de hom(M, N) puede
verificarse directamente. 0

1.7. Espacios duales

1.7.1. Si M € ;jMod, sea M* = hom(M, k), con k el g-médulo trivial, dotado de su
estructura de g-médulo construida como en 1.6.1.

1.7.2. Especializando 1.6.3 obtenemos:
Proposicién. Tenemos un functor

(=)*: yMod®®? — Mod
que se restringe a un functor

()" : gmod®® — mod O
1.7.3. La restriccion de este functor a la subcategoria jmod tiene la siguiente
propiedad importante:
Proposicién. El functor (—)* : jmod°P —  mod es una dualidad involutiva.

Demostracion. Si M € jmod, hay un isomorfismo de espacios vectoriales, natural
con respecto a morfismos de espacios vectoriales de dimension finita,

5M:M—>M**

tal que dp1(m) (@) = @(m) sim € My ¢ € M*. Un célculo directo muestra que se
trata, de hecho, de un morfismo de g-médulos. O
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1.8. Producto tensorial

1.8.1. Si M, N € jmod, sea M ® N el producto tensorial de los subespacios
subyacentes a M y a N, y consideremos la accién p : g — gl(M ® N) de g
sobre M ® N dada por

xm@n=(x-meOn+me(x-n)
cuando x € g, m € M, n € N. Es rutina verificar que de esta forma hacemos
de M ® N un g-médulo.

182.Si f: M — M y g : N — N son morfismos de g-moédulos, entonces
la transformacion lineal f® ¢ : M® N — M’ ® N’ resulta un morfismo de
g-modulos.

1.8.3. Proposicién. Tenemos un functor

(=) ® (=) : gMod x ;Mod — ;Mod
que se restringe a un functor

(=) ® (=) : gmod x ymod — ;mod.
Demostracién. Es evidente que si M, N € jMod, entonces idy ® idy = idmen
yquesif: M—->M,f M - M,¢g:N—= Ny :N — N son
morfismos de ;Mod, entonces (f' ®g")o(fog) = (f'of)® (g' og). Esto es
consecuencia inmediata de las afirmaciones correspondientes para el producto
tensorial de k-espacios vectoriales. Esto prueba la primera afirmacién. La segunda

sigue inmediatamente de la observacion de que el producto tensorial de espacios
vectoriales de dimensién finita tiene dimensién finita. O

1.8.4. El functor (—) ® (—) es exacto sobre ;Mod y sobre jmod, de manera que si

f g

0 M’ M M 0

es una sucesion exacta corta en Mod, ysiN € gMod, entonces las sucesiones
0—>N®M’ fN®M N®M”*>O

y
0*>M’®Nf M®N M”®N*>O

son exactas. Esto es una consecuencia inmediata del enunciado correspondiente
para el producto tensorial de espacios vectoriales.

1.8.5. Las propiedades usuales del functor ® de espacios vectoriales se extienden
a nuestro contexto:

Proposicién. Existen isomorfismos naturales de functores
apNp: (MON)®P - M® (N®P),
AM:k@M — M,
oM M®k—-M

’)/M,NM®N—>N®M

tales que (gMod, ®,k,0,A,0,7) Y (gmod, ®,k, o, A, p,7) son k-categorias tensoriales
simétricas.
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Desde ahora consideraremos a ;Mod y a ;mod como categorias tensoriales simé-
tricas con las estructuras de la proposicién.

Demostracién. Dados M, N, P € gMod, hay isomorfismos de espacios vectoriales
XM,N,P : (M@N)@P—)M@(N@P),
AMm: k@M — M,
oM : M®k— M,
’)/M,NZM®N—>N®M
naturales con respecto a morfismos de espacios vectoriales, tales que si m € M,
neN,pePyAck,es
lXM,N,p((m &® 71) X P) =mQg (1’[ & P),
)\M (/\ ® I’I’l) = Am,
pom(m @A) = Am

YMN(Mm@n) =n@ m.

Es inmediato verificar que se trata, de hecho, de morfismos de g-mdédulos. La
proposicién sigue de la verificacién, por calculo directo, de la conmutatividad de
los diagramas de A.z2.1, A.2.2, A.2.3 y de las condiciones de A.2.7. g

1.8.6. La relacién de adjuncién entre los functores ® y hom de espacios vectoriales
sigue valiendo:

Proposiciéon. Sean M, N, P € E,Mod. Hay isomorfismos naturales de g-mddulos
apN,p : hom(M® N, P) — hom(N,hom(M, P)).

Este induce, ademds, por restriccién, un isomorfismo
apNp = (apnp)? : homg(M® N, P) — homg(N, hom(M, P)).

En otras palabras el functor M ® (—) : yMod — ;Mod es adjunto a derecha del functor

hom(M, —) : ;Mod — ;Mod.

Demostracion. Sabemos que hay un isomofismo natural de espacios vectoriales
ap,N,p : hom(M & N, P) — hom(N, hom(M, P))

tal que

amN,p(f)(n)(m) = f(m@n)

siempre que f € hom(M® N,P), n € N, m € M. Para verificar la primera
afirmacién de la proposicion alcanza entonces con mostrar que apn,p €S un
morfismo de g-mddulos: esto sigue de un calculo directo.

Ahora, que apg N p se restringe a un isomorfismo a1 n,p como en el enunciado
es consecuencia de la functorialidad de (—)?¢ y de que, de acuerdo a 1.6.5,

homg(M ® N,P) = hom(M ® N, P)*?

homg (N, hom(M, P) =) hom(N, hom(M, P))?. O
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1.8.7. Finalmente, observemos que cuando tratamos con g-médulos de dimen-
sion finita, los tres functores (—) ® (—), hom(—,—) y (—)* estdn intimamente
relacionados:

Proposicién. Sean M, N € jmod. Entonces hay isomorfismos naturales de g-mdédulos
UMN,P * M*®@N — hom(M,N)

MNP  M®N — hom(M*, N)

Demostracion. La transformacién natural de espacios vectoriales
upmN : M*®@N — hom(M, N)
tal que
umN(p @n)(m) = ¢(m)n
sip € M, ne€ Nym & M, es un isomorfismo. Es facil verificar que se trata

ademads de un morfismo de g-mé6dulos.
De la misma forma, la transformacién natural

MNP  M®N — hom(M*, N)
tal que vy N p(Mm@n)(@) = p(m)nsim € M,n € Ny ¢ € M*, es un isomorfismo
de g-mddulos. O

1.8.8. Proposicion. Sea ¢ : g — ¢’ un morfismo de dlgebras de Lie. Entonces los
functores de cambio de dlgebra ¢* : gMod — jMod y p* gmod — gmod son

g
functores tensoriales estrictos.
Demostracion. Esto es evidente. g

1.9. Construcciones
1.9.1. Si M € jmod, una forma bilineal ¢ : M x M — C es g-invariante si
p(x-mn)+¢(m,x-n)=0

siempre que x € gy m, n € M. Es claro que las formas bilineales g-invariantes
forman un subespacio vectorial Bilg(M) del espacio vectorial Bil(M) de todas
las formas bilineales sobre M. Més atn, si « : Bil(M) — hom(M ® M, C) es el
isomorfismo usual tal que a(¢)(m ® n) = ¢(m,n) para cada ¢ € Bil(M) y cada
m, n € M, entonces a(Bilg(M)) = homg(M ® M, C) y, en particular, si notamos
también « a la restriccién de « a Bilg(M), conmuta el diagrama

Bilg(M) 5 Bil(M)

homy (M ® M, C)——— hom(M ® M, C)
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2. ALGEBRAS DE LIE ABELIANAS Y CARACTERES
2.1. Modulos

2.1.1. Fijemos una C-4dlgebra de Lie abeliana h de dimensién finita. Sea h* el
espacio vectorial dual a b.

2.1.2. Lema. Si A € b*, existe un h-médulo C, de dimension 1 tal que para todoh € by
todov € Cyesh-v = A(h)v.

Demostracion. Esto es inmediato. O

2.1.3. Proposicién. El conjunto {Cy : A € bh*} es un sistema completo de representantes
de las clases de isomorfismo de objetos simples de  mod.

Demostracién. Sea M € ymod un médulo simple y sea pj : b — gl(M) la repre-
sentacion correspondiente. Si ki € by, es pp1(h) € Endy (M) ya que b es abeliana y
entonces el lema de Schur implica que existe exactamente un escalar A(h) € k tal
que pp(h) = A(h)idy. Sih' € b es otro elemento y a € k, es claro que

pm(h+ah') = pp(h) +apm(h') = A(h)idpm +ar(h') idm
= (A(h) +aA(l))idm,

asi que A(h+ah’) = A(h) + aA(l). Esto implica que A : h — k es lineal, esto
es, que A € h*. Notemos que es /- v = A(h)v cualesquiera sean h € hy v € M.
En particular, si v € M\ 0, es claro que el subespacio (v) generado por M es
un submoédulo de M. Como M es simple, debe ser entonces M = (v). Es fécil,
a esta altura, verificar que la aplicaciéon x € Cy — xv € M es un isomofismo
de h-moédulos. Esto prueba que {C, : A € h*} contiene representantes de todas
las clases de isomofismo de h-mddulos simples.

La verificacion de que si A, y € h* son tales que C, = C;, entonces A = y sigue
de un calculo directo. O

2.1.4. Proposicién. Si A, p € b*, hay un isomorfismo C) ® C;, = C) 1.

Demostracion. En efecto, la aplicacién
xRy e C,\@CH =Xy € C/\-!—]i

es un isomorfismo de h-modulos. O
2.1.5. Proposici6n. Todo objeto de ymod posee una serie de composicion.

Demostracion. Sea M € ymod. Para ver que M posee una serie de composicion,
hacemos induccién sobre dimg M. Si dimg¢ M = 0 o dimg M = 1, esto es evidente,
ya que en ese caso M es o nulo o simple. Supongamos entonces que dimg M > 2.
Entonces M no es simple, ya que de acuerdo a 2.1.3 todo objeto simple tiene
dimension 1. Entonces existe un submodulo M’ C M no nulo y propio. Como
dim¢ M’ < dim¢ M y dim¢ M/M' < dim¢ M, la hipétesis induciva implica que
tanto M’ como M /M’ poseen series de composicion. De la sucesion exacta

0 M M M/ M ——0

de r]mod, entonces, y de A.1.3, concluimos que M posee una serie de composicion.
Esto prueba la proposicion. O
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2.2. Cardcteres en ymod*

2.2.1. Sea Z[h*| la Z-élgebra de grupo correspondiente al subgrupo aditivo sub-
yacente al espacio vectorial h*. Convengamos en notar g* al elemento de Z[h*]
correspondiente a A € h*. De esta manera, el conjunto {g* : A € h*} es una base
de Z[h*] en tanto grupo abeliano y el producto es tal que

gt gt =q"
para cada eleccion de A, i € h*; en particular, el elemento identidad de Z[h*]
es 1z = 4.
2.2.2. Proposici6n. Sea ymod® la subcategoria plena de ymod generada por los objetos
semisimples. Entonces hay un isomorfismo de anillos x : K(ymod®®) — Z[h*| tal que

X([CAD) = ¢*
para cada A € b*.
Desde ahora consideraremos a la aplicacién y como una identificacién.

Demostracion. De acuerdo a A.4.3.4 y a 2.1.3, hay un isomorfismo de grupos
abelianos x : K(ymod**) — Z[h*] tal que x([C;]) = 7" para cada A € bh*. De
acuerdo, ahora, a A.4.2.4 y a 2.1.4, este morfismo es un morfismo de anillos. [

2.3. Construcciones en ;mod**

2.3.1. Sea K(,;mod*)[T] el anillo de series formales en la variable T con coeficien-
tes en K(,mod*) y sea K(;mod**)[T]* el grupo multiplicativo de los elementos
inversibles de K(mod**)[TT].

2.3.2. Un endofunctor multiplicativo en ymod*® es una sucesién F = ((F%, u?)) 4>0 de
pares ordenados tales que, para cada d > 0, F% : pmod® — ; mod** es un functor y

]/l}d\/I/,M// . Fd(M/ EB MN) N @ Fd/M/ ® FdNMN
d'+d"=d

es un isomorfismo natural en M’ y en M". Si ademés F° es el functor constante
que vale C, el h-moédulo trivial, decimos que F es unitario.

2.3.3. Proposicién. Sea F = ((F4, u®)) 4= un functor multiplicativo unitario. Entonces
existe exactamente un motrfismo de grupos abelianos

¥F - K(ymod®) — K(ymod*)[T]*

del grupo aditivo subyacente a K(,mod*®) al grupo multiplicativo K(;mod*®)[T]* tal
que si M € ymod®, es

gr(IM]) = 3 [FM] T 4)
d>0
Cuando queremos explicitar la variable T escribimos también r([M], T) en lugar
de yr([M]).
Demostracion. Sea r : L(ymod*®) — K(,mod*)[T]” el morfismo de grupos tal
que para cada M € ymod* es §r([M]) = Yaso[FIM]T. Si

0 M M M 0
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es una sucesion exacta corta en ;mod**, entonces M = MaeM'y
FM=FMaeM)= @ FMoF'M. (5)
d'+d'"=d
Ahora bien, es
- - 4 ! " "
e - (M) = (L IF"MTT) (X [P M ] T)
d'’>0 d">0
= Y [FM]F M T
a',d">0
-y ( ¢ ™I M)
a>0 d'+d"=d
y, de acuerdo a (5), esto es
=Y [FMm] T
d>0
= Pr([M]).
Esto nos dice que ¢ ([M] — [M'] — [M"]) = 1y, entonces, que Pr(R(ymod®)) = 1.
En particular, $r induce un homomorfismo ¢r : K(,mod**) — K(,mod**)[T]* tal
que si M € ;mod** es pp([M]) = Yaso[FIM] T4
Hemos probado, entonces, la afirmacién relativa a la existencia que aparece en
el enunciado. La unicidad, por otro lado, es consecuencia inmediata del hecho de
que {[Ca] : A € h*} es una base de K(;mod**) y de que la imagen de [C,] estd
fijada por la condicién (4). O
2.3.4.Lema. Si M € hmodSS y d > 0, entonces también AM, S°M € bmodss.
Mds aiin, los functores A%, S% : pmod — gmod se restringen a ymod*® para dar functores
A4, 54 pmod*® — ymod®* y, también por restriccion de los isomorfismos naturales
involucrados, obtenemos ast endofunctores multiplicativos unitarios A = ((A%, u4))a=o
yS=((s, V‘;))dzo en mod=.
Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de que existen en ,mod
epimorfismos M®? — AM y M® — S?M y de que la categoria pmod= es
cerrada bajo imagenes epimorficas. La segunda es inmediata. O

2.3.5. Proposicién. Existen morfismos de grupos
WA, Ps : K(ymod™) — K(hmodss)[[T]]X

tales que para cada M € ymod* es

Ya([M]) = Y [A‘M] T?

d>0

ps(IM]) = Y_[s"M] T*.

d>0

Ademds, cualquiera sea M € (mod®* se tiene que

Pa([M], T) - ¢s([M], —T) = 1. (6)
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Demostracion. La primera parte sigue de 2.3.3 y de 2.3.4. Para ver la segunda, y
como tanto P ([M], T) como ¢s([M], —T) dependen multiplicativamente de M,
basta mostrar que para cada A € h* es

YA([CAL T) - ¥s([Ca], —T) = 1.

Como dim¢ C) =1, es claro que

C, sid=0;
Ad(CA =<(C,, sid=1Ly
0, sid>?2,
asi que
PA([CALL T) =1+ [Cy] T 7)

Por otro lado es fécil verificar que para cada d > 0 es Sd(CA = Cyy, asi que
[§°C,] = [Carl = [CA]7 y entonces

1
Cl,-T) = Y [s*Cl (-T) = Y [C (-T) = ————=. (8
¢s([CA], =T) g;[[ Al (=T) dg][[ Al (=T) TH[CT ®)
La relacién (6) es consecuencia, entonces, de (7) y de (8). O

2.4. Subcategorias

2.4.1. Fijemos un subgrupo aditivo I C b, notemos
b = {A € b": A(T) C Z).

Se trata, claramente, de un subgrupo de h*.

2.4.2. Sea ymodf® C ;mod* la subcategoria aditiva plena y saturada por isomor-
fismos generada por el conjunto {C, : A € hj}.

2.4.3. Proposicién. La categoria ymody® es una subcategoria abeliana de ymod*®. Se trata
de una categoria semisimple y {C, : A € b} es un sistema completo de representantes de
las clases de isomorfismo de objetos simples de ymodp®. En particular, {[Cp] : A € by} es
una base del grupo abeliano K(;mod®).

Demostracion. _ O

2.4.4. Proposicién. El h-mddulo trivial C es un objeto de ymody® y el producto tensorial
(=) @ (=) : ymod®® x ymod* — (mod** se restringe a la subcategoria ymod¢® para dar
un functor (—) @ (=) : ymod® X ymod® — (mod§. Mds min, la categoria tensorial
mod®, ®,C,«, A, p) da, por restriccion, una categoria tensorial (, mods®, ®,C, a, A,
b P p 8! pmodr p
tal que el functor de inclusion F : ymody® — mod®® es un functor tensorial estricto.

Demostracion. _ O

2.4.5. Sea Z[h}] la Z-dlgebra de grupo de b} y sea ¢ : Z[hf] — Z[h*] el morfismo
de anillos inducido por la inclusién hi < h*.
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2.4.6. Proposicién. Sea F : ymody® — ymod® el functor de inclusion. Entonces existe
un isomorfismo de anillos x : K(p,mody®) — C[by] tal que conmuta el diagrama

K(F
K(ymods®) 2, K (, mods®)

XJ JX
C[b;] ———— C[p"]

en el que el morfismo vertical de la derecha es el isomorfismo de 2.2.2.

Demostracion. _ O

2.4.7. Proposicién. Si M € ymody y d > 0, entonces A'M y S*M son objetos
de ymods®. Existen morfismos de grupos p, s : K(ymods®) — K(,mod®)[T]™ que
hacen conmutar los diagramas

K(F)

K(pmodp®) ————— K(;mod*)

2 2

K(ymods®)[T]* —— K(,mod*®)[T]"

K(F)

K(ymodf®) ————— K(,mod**)
Jll’s Jlﬁs
K(ymod®)[T]* —— K(;mod*)[T]*
en los que F : ymodf® — ymod®s es el functor de inclusion, las flechas verticales de

laderecha son los morfismos de 2.3.5 y el morfismo K(ymody®)[T]™ — K(;mod*®)[T]*
es el inducido de manera evidente por K(F).

Demostracion. _ O



{p:sl2:def}

{eq:sl2:rels}

{eq:s12:desc-M}

{p:sl2:desc-M-sub}

16 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

3. 5(C)
3.1. Espacios de peso
3.1.1. Fijemos k = Cy sea g = sl,(C).

3.1.2. Ponemos

“loo) =l W) =0)
Es inmediato que {¢, /i, f} es una base para g. Ademds, un calculo directo muestra
que

[ e] = 2, le, fl=h, [, f] = =2f. ©)
3.1.3. SiM € jmod, A € Cyi > 1, escribamos

M} = ker(h — M)

M = | MM
i>0
Es claro que M} C Mi)‘+1 para cada i > 1, asi que M" es un subespacio vectorial
de M. Se trata, por supuesto, del subespacio de los autovectores generalizados
de h en M correspondientes a A. En particular, sabemos que

M= P M. (10)
AeC

3.1.4. Como M tiene dimension finita, debe ser M) = 0 para casi todo A € C.
Llamamos al conjunto finito

suppM = {A € C: M* £ 0}
el soporte de M.

3.1.5. Por otro lado, como la suma (10) es directa, cualquiera sea i > 1 la familia
{Ml)‘ : A € C} de subespacios de M es linealmente independiente. Podemos
entonces considerar el subespacio

M; = P M} C M.

AeC
3.1.6. Lema. Sii > 1y A € C, entonces
e- M} C M2, f-M}C M2, h- M} C MM

Demostracion. Es facil verificar que para cada A € Cy cadai > 1es
(h—A)e=e(h— (A -2)),
(h—A)'h=h(h—A),
(h=2)'f = f(h = (A+2))"

Las inclusiones del enunciado son consecuencia inmediata de esto. Por ejemplo,
si v € M} entonces (h — A)" - v = 0y, en consecuencia,

(h—(A+2)e-v=e(h—A)-v=0.

Esto nos dice que e - v € M 2. O
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3.1.7. Corolario. Sii > 1, entonces M; es un submddulo de M, de manera que obtenemos
una cadena creciente de submédulos

0CM CMyC---CMCM 1 C---CM.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de 3.1.6. d

3.1.8. SiA € Cyv € M, decimos que v es un vector de peso en My que A es
su peso. Si M = Mj, decimos que M es un g-mddulo de peso. Notemos que en ese
caso es MM = Mf para todo A € C.

3.1.9. Proposicién. Si M es un g-médulo de peso, todo g-submddulo de M y todo cociente
de M es un g-modulo de peso.

Demostracién. Sea N C M un g-médulo y sean € N. Como M = @, cc M7, existe
I C C finito y, para cada A € I, un elemento m* € M} de manera que n = Y,y m”.
Pero entonces, si 0 < i < |I], es ¥ jer AMmdA =hi-ne N y, recordando que la
matriz de Vandermonde construida a partir de los elementos de I es inversible,
vemos que m* € N para cada A € I.

Esto muestra que N = ) )¢ NN Mi\ y, por supuesto, esta suma es directa.
Como N = NN Mj para cada A € C, concluimos que N = @, ¢ N}, esto es,
que N es un g-moédulo de peso.

Sea ahora f : M — P un epimorfismo de g-médulos. Como f(h-m) =h- f(m)
siempre que m € M, es claro que f(M;) C P} para todo A € C. Entonces

P=fM) =f(@Mm)c Y fmc Y P

reC AeC AeC
Esto implica que P es un g-médulo de peso. O
3.1.10. Corolario. La subcategoria plena gmod de ymod determinada por los médulos

de peso es una subcategoria abeliana.

Demostracion. Es claro que se trata de una subcategoria aditiva. En vista de la
proposicién el nticleo y el contcleo de un morfismo de jmod entre objetos de gmod
son objetos de gmod. Usando esto, es facil verificar que gmod es una categoria

gmod — gmod es exacta. O

3.1.11. Proposicién. Sea M € jmod. Entonces para cada i > 1 el cociente M;/ M;_q
es un g-modulo de peso. En particular, M es extension iterada de g-mdédulos de peso de
dimension finita.

abeliana y que la inclusiéon

Demostracion. La primera afirmacién es inmediata, mientras que la segunda sigue
de la primera y de una induccién sobre la longitud de la cadena construida
en 3.1.7, ya que tenemos sucesiones exactas cortas

0O— M, 1 — M, — M;/M;_1 —0
para cadai > 1. 0
3.1.12. Consideremos el orden < en C tal que

A<AN = AV —Ae2N,.

3.1.13. Si M € jmod es un g-médulo de peso, decimos que es un g-mddulo de peso
mdximo si el conjunto supp M tiene un elemento maximo A y si existe un vector
v € M) que v genera a M. En ese caso, llamamos a v un vector de peso mdximo
de M.
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3.1.14. Proposicién. Todo médulo de peso de dimension finita es extension interada de
médulos de peso mdximo.

Demostracion. Sea M € gmod un moédulo de peso de dimensién finita no nulo.
Como supp M es finito y no vacio, existe un elemento A € supp M maximal.
En particular, existe v € M, \ 0. Sea N = (v) el submédulo de M generado
por v. Entonces supp N C A — 2Ny y claramente N, # 0. Esto nos dice que
A = maxsupp N. Vemos asi que N es un médulo de peso maximo. Ademas,
tenemos una extension

0 N M M/N——0

y, por supuesto, M/ N tiene dimensién estrictamente més pequena que la de M.
La proposicién sigue, entonces, por induccién. 0

3.2. La estructura de los médulos de peso maximo
3.2.1. Fijemos un g-médulo de peso maximo M € gmod, sea A = maxsupp M su
peso méximo y sea, finalemente, v, € M? un vector de peso maximo.
3.2.2. Comoe-v) € M2y A es el peso méximo de M, e - v, = 0.
3.2.3. Como v, € M*,
Avy=h-vy =le, f] vy =ef vy — fe-v).
Como e - v, = 0, vemos que
ef -vy = Avy. (11)
3.2.4. Como f-vy € M} 2, es
(A=2)f -op =hf vy = e, fIf -or =ef? vy — fef -vp
y, usando (11), vemos que
(A=2)f -ox =ef* oA+ Af -0y,
es decir, que
ef? vy =2(A—1)f-v,. (12)
3.2.5. Mds generalmente,
Lema. Para cada i > 0, se tiene que ef' ™' -vy = (i +1)(A — i) f' - .
Demostracion. Cuando i =0 0i =1, esto es (11) y (12), respectivamente. Supon-

gamos que i > 0y que la igualdad del lema vale. Entonces fi*! - v, € MA=2(i+1),
asi que

(A =2+ 1))f o = hf oy = [ fIf - 0a
= efi+2'UA —fefprl " UA,
que, usando la hipétesis, queda
=eft? .0y — (i+1)(A—i)f T 0,
Reordenando esto, vemos que
efit2. 0y = (i4+2)(A—i—1)f*1 .0y,
asi que el lema sigue por induccién. O
3.2.6. Decimos que v € M es un vector singular sie-v = 0.
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3.2.7. Proposicién. Sea M un g-mddulo de peso mdximo A y sea vy € M* un vector de
peso mdximo. Sea

r = min{iENO Zfi'v)\ 750}
Entonces {fi vy 10 <i<r}esunabasede My, en particqlar, dimc M=r+1. Se
tiene ademds que A = r, que para cada i € {0,...,r} es MM 2 = Cf' - v, y que

suppM ={r,r —2,r—4,...,—r+4,—r+2,—r}.

El subespacio de M de vectores singulares tiene dimension 1 y estd generado por v,.
Finalmente, M es un g-médulo simple.

Demostracién. En vista de 3.2.5, el subespacio vectorial ( fi 0y :0<i<r)esun
g-submoédulo. Como contiene a v, y v, genera a M, este submddulo debe coincidir
con M. El conjunto B = {f'-v, : 0 < i < r} es linealmente independiente, pues
sus elementos son autovectores de h correspondientes a autovalores distintos
dos a dos, asi que se trata de una base de M. Por supuesto, esto nos dice que
dimg M =1+ 1. De acuerdo a 3.2.5 y a la eleccién de r, es

0=ef "oy = (r+ DA -1 vy,

asi que debe ser A = r. La descripcién de los espacios de peso M*~2' y de supp M
del enunciado son ahora evidentes. Ademds el lema 3.2.5 nos dice que la matriz
de la accién de e sobre M en la base B es

0r 0 0

00 2(r—1) 0

00 0 3(r-2

00 0 0
0 (r—=2)3 0 0
0 0 (r—1)2 0
0 0 0o r
0 0 0 0

y es claro que su ndcleo tiene dimensién 1. Ese nticleo es precisamente el espacio
de vectores singulares.

Para terminar, supongamos que M no es simple. En ese caso, es consecuencia
de 3.1.14 que M contiene un submédulo propio y no trivial N que es un médulo de
peso maximo—en particular, vy € N. En vista de 3.2.2, entonces, existe v € N \ 0
tal que e- v = 0 y vemos que M contiene dos vectores singulares linealmente
independientes. Esto es absurdo. O

3.2.8. Proposicion. Si v € Ny existe, a menos de isomorfismo, un inico g-médulo V, de
peso mdximo de dimension v + 1 y este médulo es simple y r es su peso mdximo.

Demostracion. Sea r € Ny y sea V; el espacio vectorial con base {v; : 0 <i <r}.
Consideremos la accién de g sobre V; tal que

(3

.’00:0;
.Ui:i(r—i—kl)?)i,l, si0<i<r
.vi:(r—Zi)Ui, SIOSZST’,

U = Vi1, si0<i<r

-~ = o

'vr:O.



{p:sl2:unique-simple}

{p:sl2:perfection}

{p:sl2:ext:trivial}

{p:sl2:ext:filt}

{eq:sl2:ext:filt:0}

20 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

Es facil verificar que estas relaciones hacen de V; un g-médulo.

Claramente V; es un g-médulo de peso maximo r. Si M es otro g-médulo de

peso maximo r y su u, es un vector de peso r en M, entonces existe exactamente
una transformacién lineal ¢ : V, — M tal que ¢(v;) = f-u, si0 < i < r.
El lema 3.2.5 y la proposicién 3.2.7 permiten mostrar facilmente que ¢ es un
isomorfismo de g-mdédulos. O
3.2.9. Proposicién. Todo g-mddulo simple de dimension finita es un modulo de peso
mdximo. En particular, todo g-mddulo de dimension 1 es trivial.
Demostracién. Como e actia nilpotentemente sobre M, existe v € M\ 0 tal que
e-v=0.SeaV = (hi-v:icNy).SiicNyeseh -v=(h—2)e-v=0,asique
e-V = 0. Por otro lado, es obvio que /- V C V, de manera que & se restringe
a una transformacién lineal V — V. En particular, h posee un autovector en V:
existe A € Cyw € V\Otal que h-w = Aw.

Como M es simple, el g-submddulo de M generado por w coincide con M. En
particular, como w es un vector singular, tenemos que supp M C A — 2Ny y vemos
que A es el méximo de supp M. Asi, w es un vector de peso maximo en M que
genera a M. O

3.3. Extensiones
3.3.1. Proposicién. Es [g,g] = g.
Demostracion. Esto es inmediato de las relaciones (9) de 3.1.2. d

3.3.2. Proposicion. Toda extension

0 N Mm-S p

en gmod en la que N y P son g-mddulos triviales se parte y, en particular, el g-mdédulo M
también es trivial.

Demostracion. Consideremos una extension como la del enunciado y sean m € M
y x,y € g. Es g(x-m) = x-g(m) =0 porque P es trivial, asi que existe n € N tal
que x - m = f(n). Pero entonces y - (x-m) =y - f(n) = f(y-n) =0 porque N es
trivial. De forma simétrica, x - (y - m) = 0 y concluimos que

[oyl-m=x-(y-m)—y-(x-m)=0.
La arbitrariedad de x e y y la linealidad de la accién de g sobre M implican,
entonces, que [g,g] - m = 0. Como [g,g] = g de acuerdo a 3.3.1, esto a su vez
implica que m es g-invariante. De la arbitrariedad de m, entonces, concluimos que
M es trivial. Si o : P — M es cualquier transformacién C-lineal tal que go o = idp,
es claro ahora que ¢ es un morfismo de g-mdédulos y, entonces, que la sucesién
exacta se parte. O

3.3.3. Lema. Sea C una categoria abeliana, sea

0 Ry & 0

una sucesion exacta corta en C, y sea N € C un objeto tal que toda extension de N por M’
o por M" se parte. Entonces toda extension de N por M se parte.

Demostracién. Consideremos una extension
8

0 M—"LE N 0 (13)

Tenemos que mostrar que esto se parte.
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Consideremos el diagrama

0 M-t E 8N 0
J" ﬁq (4)
0 M’ — S E' — N 0
f g

construido de manera que el cuadrado izquierdo sea un push-out, es decir, de
manera que la sucesién

) ()

00— M ——5M'aF —5SE'——0

sea exacta. Como la extensiéon de la segunda fila de (14) se parte por hipétesis,
existen una retraccion r : E” — M" de f” y una seccién s : N — E” de ¢ tales

que fl/ Og// — 0
Sea p : E' — E un nucleo pararogq: E — M”. Como

roqofoi:rof"ojoi:O,

existe exactamente un morfismo f': M’ — E’ tal que f oi = p o f’. Consideremos
¢’ =gop: E — N.Entonces conmuta el diagrama

00— M ——F

\i Lp (15)
f

8

0 M E N 0
Afirmamos que la sucesién
(—?) (fp)
0— M —5MOE —5E——0 (16)

es exacta.
e Como tanto i como f son monomorfismosy foi = po f/, f también es
un monomorfismo. Esto implica que (16) es exacta en M'.
e Supongamos que /i : E — X es un morfismo de C tal que h o (;) =0, de

manera que ho f =0y hop = 0. Como g es un conticleo para f, existe

un morfismo h; : N — X tal que hy o g = h. Por otro lado, como ro g es

un epimorfismo y p es un niicleo para r o g, r o q es un conticleo para p
— ; - M —

y entonces, como hop = 0, existe hp : M" — X tal que hporogq = h.

Tenemos que

hiog"og=hjog=h=hyorog
y, como g es un epimorfismo, vemos que hy o ¢’ = hy o r. Pero entonces
h2:h20rof//:hzogllof//:0

con lo que it = hy or o g = 0. Esto muestra que (16) es exacta en E.
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i

e La conmutatividad de (15) implica que (fp) o (—f/) = 0. Supongamos
que h = (Z;) :X—>M®@E estal que (fp) (Z;) = 0, de manera que
fohi+pohy=0.
Es
johy=rof’ojohi=roqofoh;=—rogopohy =0,

asf que existe 1 : X — M’ tal que h; = ioh, ya que i es un nticleo para ;.
Entonces

pof’ofz:foiofz:fohl =—pohy
y, como p es un monomorfismo, vemos que f' o h = hy. En definitiva,
vemos que h = <Jf’) o h. Esto prueba que (16) es exactaen M @ E'.

La exactitud de (16) dice que el cuadrado en (15) es un push-out, y entonces
podemos completar este tltimo diagrama a un diagrama conmutativo

0 YA N 0
[ ]
0 M—L E_f N 0

con primera fila exacta. En particular, esta primera fila es una extensiéon de N
por M', que por hipétesis se parte, y existe entonces un morfismo s : N — E’
tal que gopos = idy. Esto dice que pos : N — E es una seccién para gy
concluimos que (13) se parte, como queriamos. O

3.3.4. Corolario. Sea C una categoria abeliana, sean N, M € C dos objetos y sea

O:MongggMn:M (17)
una cadena de subobjetos de M tales, para cada i € {1,...,n}, toda extensién de N
por M;/M;_q se parte. Entonces toda extension de N por M se parte.

Demostracion. Esto es consecuencia directa del lema, haciendo en la longitud n de
la cadena (17). O

3.3.5. El resultado del lema 3.3.3 es una parte de la afirmacién sobre la exactitud
de la sucesion

Ext!(N, M') —— Ext' (N, M) —— Ext' (N, M")
donde Ext! es el functor que clasifica extensiones en la categoria C.
3.3.6. Proposicién. Si M € jMod, sea

Qu:me M (ef + fe+ sh*) -me M.

Esto define una transformacion natural ) : id — id de functores ;Mod — ;Mod. Esto
es, para cada morfismo ¢ : M — N en ;Mod, conmuta el diagrama

M—4N
O On

M—3N
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Demostracion. Esto sigue de un calculo directo. O

3.3.7. Si M € jmod es simple, es Endg(M) = Cidy por el lema de Schur. Existe
entonces exactamente un escalar cy; € C tal que Qp; = cpidpy. Llamamos a ¢y
el cardcter central de M. Es claro, en vista de la proposicién, que cy; depende
Unicamente de la clase de isomorfismo de M.

3.3.8. Proposicién. Si M es un g-mddulo simple de dimensién r + 1, entonces su cardcter
central es cpp = %r(r + 2). En particular, cp;r = 0 sii M es el g-médulo simple trivial de
dimension 1.

Demostracion. Basta calcular la accién de (2p; en un vector v € M de peso corres-
pondiente al peso maximo r de M. O

3-3.9. Proposicién. El g-mddulo trivial k es un objeto proyectivo en jmod.

Demostracién. Tenemos que mostrar que toda sucesion exacta corta en gmod

0 N M2k 0 (18)

se parte. En vista del corolario 3.3.4 y de que N posee una filtracién
0=NoEN; C---C Ny =N

tal que para cadai € {1,...,n} el cociente N;/N;_1 es simple, podemos asumir
que el médulo N es simple.

Si N es trivial, entonces la sucesién se parte por 3.3.2. Supongamos, entonces,
que no es trivial. Sea cy el cardcter central de N, que no es nulo. Sabemos que
conmuta el diagrama de flechas sélidas

0 N Mk 0
CPJIK)TV\L f. o J’CFJIK)AA \{delg)k
0 NS oM E ok 0

Como () = 0, es im c;llﬂM C im f y el morfismo cyQy se factoriza por un
morfismo v : M — N. Como cyQn = idy, vemos que r es una retraccion para f y
que (18) se parte. O

3.3.10. Proposicién. La categoria ymod es semisimple.

Demostracién. Sea i : M — N un monomorfismo en jmod. Aplicando el functor
exacto hom(—, M) obtenemos la fila del siguiente diagrama, que es exacta:
Cidpm
]-/ e
o j

S .
hom(N, M) —— hom(M, M) —— 0

El subespacio de hom(M, M) generado por idy; es un submoédulo trivial, asi que
el diagrama completo es un diagrama en jmod. Como, de acuerdo a 3.3.9 Cidp es
un objeto proyectivo de esa categoria, existe un morfismo ;' : Cidy — hom(N, M)
de g-médulos tal que i* o j' = j. En particular, el morfismo

r=j'(idp) € hom(N, M)? = homy(N, M)

es tal que r o7 = i*(r) = idy. Asi, vemos que el monomorfismo i se parte.
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Esto prueba que todo monomorfismo de jmod se parte, asi que todo objeto de
esa categoria es inyectivo y, en particular, la categoria es semisimple. O

3.3.11. Corolario. Todo objeto de ymod es isomorfo a una suma directa de g-mddulos
simples. En particular, todo objeto de ;mod es un g-mddulo de peso con pesos en Z.

Demostracion. Todo objeto M € jmod tiene una filtracién
0=MyCM C---CMy=M

tal que para cada i € {1,...,n} el cociente M;/M;_; es simple. Como ;mod es
semisimple de acuerdo a 3.3.10, es claro que entonces

n
M= P M;/M;_;. O
i=1

3.4. Caracteres

3-4.1. Proposicién. El grupo abeliano K(ymod) es libre y {[V;] : v € No} es una base.

Demostracién. De 3.3.10 sabemos que jmod es semisimple y de 3.2.8 y 3.2.9 que
{V; : ¥ € Ny} es un sistema completo de representantes de las clases de iso-
morfismo de objetos simples de jmod. La proposicién, entonces, es consecuencia
de A.4.3.4. d
3.4.2. Sea h C g la subdlgebra de Lie abeliana de dimensién 1 generada por &
ysea::h — g el morfismo de inclusién. Sea ademas I' = Zh C b el subgrupo
aditivo generado por h.

3.4.3. Es claro que b = {A € h* : A(T') C Z} es un grupo ciclico infinito y que un
generador es la funcional lineal " : h — C tal que 1" (h) = 1, de manera que hay
un isomorfismo de grupos b — Z tal que i +— 1. Desde ahora consideraremos a
este isomorfismo como una identificacion. En particular, el dlgebra de grupo Z[by]
de b} quedard identificada con el anillo Z[g*!] de polinomios de Laurent en la
variable g.

3.4.4. Lema. Sea v € Ny. Entonces hay un isomorfismo
r
V= @ Crai
i=0
en ymody” y
[FVil=q"+q 7+ +q P +q =

en K(pmod?®).

Demostracion. La primera afirmacioén es consecuencia directa de la descripcion
dada en 3.2.7 para los subespacios de peso de V;. Por otro lado, la segunda sigue
de la primera recordando que [C,_p;] = qr’z' en nuestra notacion. O

3.4.5. Proposicién. El functor 1* : ymod — mod de cambio de dlgebra a lo largo de 1
refleja isomorfismos: si M, N € gmod son tales que *M = 1*N, entonces M = N.
La imdgen de 1* estd contenida en ,modp®.

Desde ahora consideramos a (* como un functor gmod — hmod%s.

Demostracion. _ O
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3-4.6. Proposicién. EI morfismo K(1*) : K(gmod) — K(ymod{) inducido como
en 1.8.8 por el functor tensorial exacto 1* : ymod — ymodp® es un monomorfismo.
Demostracion. Supongamos que ¢ € K(ymod) es tal que K(:*)(¢) = 0 y sean
M, N € jmod tales que ¢ = [M] — [N]. Entonces K(:*)(¢) = [*M] — [«*N],
de manera que [*M] = [:*N] y, en vista de A.4.3.5, podemos concluir que
*M =2 *N. Como !* refleja isomorfismos, vemos que M = N y, en consecuencia,
que ¢ = 0. O
3.4.7. Proposicién. (Férmula de Clebsch-Gordan) Si 0 < s < r, entonces hay un
isomorfismo

Vi Vs = Vr+s S Vr+s72 SRR Vrfs+2 @ Vr—s.

en gmod,

Notemos que cuando s > r vale una férmula anédloga, ya que el producto tensorial

en gmod es conmutativo.

Demostraciéon. Como (* es un functor tensorial, es
K@) ([Vr @ Ve]) = [ (Ve @ V)] = [ Vi [ V]
q—r—l _ qr+1 q—s—l _ qs—i-l
' —q g '—q
1 q—r—s—2 _ q—r+s qr—s _ qr+s+2
97" —q ( e )
1
_ q,1 — ((q—r—s—l + q—r—s+l N q—r+s—3 + q—r+s—l)
_ (qr—s—l-l + qr—s+3 N qr-i-s—l + qr+s+2))
qfrfsfl _ qr+s+1 N q7r7s+1 _ qr+s71
-1 _ -1 _
q q q q
qfr+sf3 _

r—s+3 —r+s—1 _ r—s+1

q q q
7m0 qg
= [ Vs + [P Vigs 2] + -+ [FViesi2] + [FVe—s]
=["Vigs @ Vips 2@ - BV, 10 B V4]
=[F(Vias ® Vigs2@ -+ @ Vs 2 ® Vi)
=K()([Vits ® Vigs2D - @ V512 ® Vo))
Como el morfismo K(1*) es inyectivo, esto implica que
Vi @ Vi = [Viss ® Vigs 2@+ Vis 0 ® Vi]
y la proposicién sigue de A.4.3.5. O

3-4.8. Proposicién. El anillo K(ymod) estd generado por [V1] y, mds aiin, el morfismo
de anillos ¢ : Z[X] — K(ymod) tal que ¢(X) = [V1] es un isomorfismo.
Demostracion. De acuerdo a 3.4.7, para cadas > les Vs @ V1 = V;_1 @ V4, asi
que

[Vssal = [Vs] Al = [Vs—1]
en K(;mod). Por induccién, entonces, vemos que el subanillo generado por [Vi]
en K(ymod) contiene a {[V;] : 7 € Ny}, asf que coincide de hecho con K(;mod).
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Para ver la segunda afirmacién del enunciado, supongamos que tenemos un
polinomio no nulo f = Y ;X' € Z[X]\ 0 tal que f([V4]) = 0y, sin pérdida de
generalidad, que a, # 0.

Recordemos de A.4.3.2 que existe un morfismo de grupos dy, : K(ymod) — Z
tal que si M € gmod, entonces

5Vn(|IMH) = dimEndgmod(Vr) homgmod(vr/ M)

Como Endgmod (V;) es una C-élgebra de division de dimension finita es, de hecho,
Endgmod(V,) = C, y la estructura canénica de Endgmod(Vr)-espacio vectorial
derecho de homgmod(Vr, M) se identifica con la estructura usual de C-espacio
vectorial. Afirmamos que es

5Vr([[v1®s]]) = {

siempre que 0 < s < r. En efecto, esto sigue inmediatamente de 3.4.7 por induc-
cién, recordando que

0, sis<ry

1, sis=r. (19)

dime hom moa(Vy, Ve) = 4 & SIS <T7Y
g 1, sis=r.
Ahora bien, usando (19) podemos calcular que

0= 8y, (F(IVi])) = 20 a6y, (IVED)) = an,

lo que es absurdo. Esto prueba la proposicién. O
3.5. Construcciones
3.5.1. Espacios duales

3.5.1.1. Proposicién. Cualquiera sea M € jmod, se tiene que M* = M.

Demostracién. Sea M € jmod un objeto simple y sea M* su dual. Supongamos
que N C M* es un submédulo propio no trivial de M*. Es fécil ver que

N° ={m e M: ¢(m) =0 para todo ¢ € N}

es un submodulo de M asi que, como M es simple, o bien N° = 0 o bien N° = M.
La primera alternativa no ocurre, porque en ese caso seria N = M*, mientras que
la segunda no ocurre porque N # 0. Esto es absurdo. Asi, vemos que M* es un
g-médulo simple. Como dimg M* = dimc M y hay una sola clase de isomorfismo
de g-mé6dulos simples de cada dimensién, vemos que debe ser M* = M.

Vemos asi que la afirmacién del enunciado es cierta cuando M es simple. El
resultado general sigue inmediatamente de esto. O

3.5.2. Potencias simétricas

3.5.2.1. Consideremos el diagrama conmutativo de grupos abelianos

K(ymod) _ M K(mod®)

ol |

K(ymod)[T]* —L K(, mod) [T]*



{eq:s12:sym:chi}

{p:sl2:sym:chi}

{p:sl2:sym:mult}

REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE 27

Evaluando las dos composiciones correspondientes en [V;], vemos que

Y x (Vi) T = K(*) (s(IVi]) = 9s([*V+])

>0 .
= s(}[Crn]) pOr 3.4.4
i=0
.
= H Ps([Cr_ai]) porque 5 es un morfismo de grupos
i=0
- d
=TI X ICu 0l T
i=0d4>0

y esto, de acuerdo a nuestras identificaciones, es

_ IL[ 2 qrd—2ide
i=0d>0
_ Z Z qrd—2(0d0+1d1+m+rd,))Td.
d>0 “do+--+dy=d
Entonces es
X(der) _ 2 qrd72(0d0+ld1+---+rd,) (20)

do+-—+dy=d

3.5.2.2. Escribamos 7z(r,d,n) al conjunto de particiones de n que tienen a lo sumo
d partes, cada una de ellas de tamafio a lo sumo r, y sea 7(n,r,d) = |(n,r,d)|.
Sid < 0 o sin no es entero, convengamos en poner 7t(r,d,n) = 0.

3.5.2.3. Proposicién. Sir, d € Ny, entonces
x(54v,) = Y (r,d,n)g?=2".

n>0

Demostracién. De acuerdo a (20), el coeficiente de ¢"~%" en x(5?V,) es igual a
la cantidad de elementos del conjunto J(r,d,n) de (r + 1)-uplas 6 = (dy, ..., d;)
de enteros no negativos tales que dy +--- +d, = d y 0dg + 1dy + - - - +rd, = n.
Ahora bien, dada una tal (r + 1)-upla 6 € J(r,d,n), podemos construir una
particiéon &' = 191202 ..yl ¢ ni(r,d,n), y esto define de hecho una funcién
a:d¢€ J(rdn)— & € n(r,dn). Mas aun, no es dificil convencerse de que
esta funcién es biyectiva. La igualdad que se afirma en la proposicién sigue
inmediatamente de esto. 0

3.5.2.4. El siguiente resultado fue enunciado por Arthur Cayley en 1856 [Cay89] y
probado por primera vez por James Joseph Sylvester en 1878 [Syly4]:
Proposicién. Sean r, s, d € Ny. Entonces la multiplicidad de Vs como factor de composi-
cién de SV, es

[S9V, : V| = n(r,d, I(rd —s)) — n(r,d, 3 (rd —s) — 1).

Demostracion. De acuerdo a 3.5.2.3

(g—q xSV =(qg—q ") ¥ m(r,d,n)g "

n>0

_ Z 7[(1’, d/n)qrd72n+1 _ Z 7‘[(7’, d,n)qrdfznfl

n>0 n>0
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d
r 0 1 2 3 4
0 o' o 0! 0! o'
1 ot 1! 2! 3! 4!
2 ol 2! 0'4! 216! 0'4'8!
3 ot 3t 216! 35191 0'4'6'8112!
4 ol 4! 0'418! 0'41618112! 0'428210'12'16!
5 o' 5! 2l6'10! 3151719111115! 0'426'8210'12214'16'20"
6 0! 6! 0'4'8112' 21628110'12'14'18!  02426'8310'12°14116%18'20' 24!

Cuapro 1. Descomposicién de 5V, como suma de médulos irreducibles.
Aqui 262 denota a V, @ 2V, por ejemplo.

y cambiando a n por n — 1 en esta segunda suma, vemos que esto es

=Y (n(r,d,n) — n(r,d,n —1))q 2+1,

n>0

Ahora bien, la multiplicidad [Sd V; : Vs] es precisamente el coeficiente de qs+1

en (9 —q 1)x(57V,), y es facil ver que éste esta dado precisamente por la expresién
que aparece en el enunciado. O

3.5.2.5. Usando esta proposicién es posible calcular explicitamente: en el cuadro 1
damos algunos ejemplos.

3.5.2.6. Es una consecuencia inmediata de 3.5.2.4 que 7t(r,d, k) — 7t(r,d,k—1) > 0
si0 < k <rd/2. En [O’Hgo] Kathleen O'Hara logré obtener una prueba de este
resultado de caracter puramente combinatorio.

3.5.2.7. Corolario. (Reciprocidad de Hermite) Si r, d > 0, entonces SV, = "V,
Demostracién. De acuerdo a 3.5.2.3, alcanza con mostrar que
n(r,d,n) = n(d,r,n) (21)

sir,d, n € Ny.
Sea p = (p1,p2,.--,p4) € m(r,d,n), de manera que p1+---+p, = ny
d>py >pp>--->py;>0.Paracadai € {1,...,r}, sea

(e, d:p>i}

Es claro que r > p} > p, > -+ > p, > 0y, como

pi =

. d
X;PQ =GNy e{l, ..,ryx{1,..,d}:p; > i}| = lej —n,
i= j=

vemos que p' = (p},...,p}) € (d,r,n). La particioén p’ es la transpuesta de p: su
diagrama de Young se obtiene del de p mediante una simetria con respecto a
la diagonal principal; ver, por ejemplo, la figura 1. Es facil ver que la aplicacién
p € n(r,d,n) — p' € nt(d,r,n) es una biyeccién. Esto prueba (21). O

3.5.2.8. Corolario. Sid > 0, entonces S4V; = V.

Demostracion. Basta tomar ¥ = 1 en 3.5.2.7. (]
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N N

FiGura 1. El diagrama de Young de la izquierda corresponde a la parti-
cién p = 724313 € 1(9,7,24), mientras que el de la derecha corresponde
a la particién transpuesta p’ = 742323 € 71(7,9,24).

3.5.3. Potencias exteriores

3.5.3.1. Procedemos con la descripcién de las potencias exteriores de los médulos
simples de manera similar a lo hecho antes con las potencias simétricas. Sabemos
qu el diagrama de grupos abelianos

K(1%)

gmod) —————— K(;mod®)

| J»

K(gmod)[T]* —; K(, mods®) [T]"

conmuta, asi que evaluando ambas composiciones en [V;] vemos que

Y X(ATV)T? = K1) (Ya(1Ve])) = 9a ([ Vi)

d>0 ;
=AY [Cra]) pOr 3.4.4
i=0
,
= H YA ([Cr_2]) porque 5 es un morfismo de grupos
i=0

r
= H(l +[C, 2] T)  deacuerdo a 2.3.5
i=0
y esto, es nuestra notacién, es lo mismo que

r .
=TI +q%T)
i=0

E < Z qrdZ(i1+"'+id)> Td

B d=0 \0<ij<---<ig<r
Concluimos asi que si0 < d <r+1es
X(AdVr) _ 2 qrd—z(i1+-~+id) (22)
0<ip < <ig<r
Por supuesto, sid >r+1es AV, =0, ya que dim¢ V, =r+1.
3.5.3.2. Proposicion. Sir, d € Ny son tales que 0 < d < r 41, entonces

X(AdV,) = Z n(r—d+1,d,n— %d(d—l))q”’ﬂn.
n>1d(d—1)
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FiGura 2. La construccién de la prueba de 3.5.3.2. A la izquierda tenemos
el diagrama de Young de la particién i = 975421 € [(7,6,28) y a la
derecha el de la particién i = 432211 € (4, 6,13), que resulta de i de
eliminar la parte sombreada.

Demostracion. Para verlo, observemos que es claro de (22) que si I(r,d, n) es
el conjunto de las d-uplas i = (i, i, - - ,iz) de enteros no negativos tales que
G+ -+ig=ny

r>ig>ig 1> >0 >0, (23)
entonces
x(AV,) = Y |I(r,d,n) g, (24)
n>0

Seai = (i,...,i3) € I(r,d,n) y consideremos a d-upla
i = (i) = (1= 0, ydj— 41, g —d+1).

Es facil ver a partir de (23) que j—1 < i; <r—d+jparacadaj € {1,...,d},
de manera que 0 < if < r—d+ 1 para cada valor de j, y que i} < i, si
jed{1,..., d—l}.Como

d d
Z; Z Z]_l _%d(d_l)r
=

]: :

vemos entonces que i’ € 7(r —d +1,d,n — 3d(d — 1)); en la figura 2 damos un
ejemplo de esta construccién. Podemos ahora definir una funcién

wii€l(r,dn)—i €n(r—d+1,dn—dd-1)).

Mas atin, es facil ver que esta funcién es de hecho biyectiva. Esto y (24) implican
inmediatamente la igualdad del enunciado.

3.5.3.3. Corolario. Sean r, d € Ny tales que 0 < d < r+ 1. Entonces hay un isomorfismo
de g-médulos

AV, 28TV, g

Demostracion. De acuerdo a 3.5.2.3, es

X(STWViia ) = Y m(r+1—d,d,n)q0r+-Da-2n
n>0

y, si cambiamos n por n — %d (d — 1) es esta suma, vemos que esto es
= Y n(r+1-ddn-3idd-1))g? "

n>Ld(d-1)

= x(AV,).

Se sigue de esto que S9V,1_s = A%V, como afirma el corolario. O
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d
r 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 o' o

1 ot 1! o'

2 ot 2! 2! 0!

3 o' 3! 0'4! 3! 0!

4 ol 4! 216! 216! 41 o!

5 o' 5! 0'4'8! 35191 0'4'8! 5! 0!

6 ol 6 216'10 0'4'6'8112! 0'416'8112! 216110" 6! 0!

7 ol 7' o4lgl12! 3570911115t 0'428210'12'16!  3l51719'11'150  ol4lglizt 7t 0!

CuaDRO 2. Descomposiciéon de A4V, como suma de médulos irreducibles.

3.5.3.4. De 3.5.3.3 y 3.5.2.4 vemos que sir, s, d € Ny talesque1 <d <r+1,1a
multiplicidad de V; como factor de composicién de AV, es

ATV, : V] = n(r—d—i—l,d,%((r—d—i—l)d—s))
—n(r—d—i—l,d,%((r—d—kl)d—s)—1).

Usando esto podemos ver que
A4V7 =V B2V B2Vg @ Vig @ Vip @ Vi

En efecto, tenemos por ejemplo que [A*V; : Vg] = 7(4,4,4) — 7w(4,4,3) = 2. En el
cuadro 2 damos otros ejemplos.

3.5.4. Formas bilineales
3.5.4.1. Proposicién. Sea M € jmod un médulo simple de dimension r + 1.

(i) Es dimcBilg(M) = 1.
(if) Mds aiin, toda forma bilineal sobre M g-invariante y no nula es no degenerada.
(iii) Sir es par, entonces toda forma bilineal no nula g-invariante sobre M es simetrica.
Si, por el contrario, r es impar, entonces toda forma bilineal no nula g-invariante
sobre M es antisimetrica.

Demostracién. Tenemos que mostrar que homg(M ® M, C) tiene dimensién 1. De
acuerdo a 1.8.6, es homg (M ® M, C) = homy(M, M*) y, como M* = M por 3.5.1.1
y M es simple, el lema de Schur da (i).

Por otro lado, sea ¢ : M x M — C una forma bilineal g-invariante no nula y
sea kerp = {m € M : ¢(m,n) = 0 para todo n € M}. Es consecuencia inmediata
de la invariancia de ¢ que ker ¢ es un submédulo de M. Como M es simple por
hipétesis, debe ser o ker ¢ = 0 0 ker ¢ = M. Pero ¢ no es nula, asi que la segunda
posibilidad no ocurre. Concluimos entonces que ker ¢ = 0, esto es, que ¢ es no
degenerada, probando (ii).

Como M es simple y dimg¢ M = r + 1, sabemos que M = V,. Mostramos

en 3.5.2.4 que

SV, : Vo] = m(r,2,7) = m(r,2,r — 1)
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y es facil ver que esto es

_[r+1 r+1

]2 2

_ {1, sir es par;

0, siresimpar.

Esto implica inmediatamente que

1, sirespar;

dimc homy (S2V,,C) = { (25)

0, siresimpar.
Ahora bien, como hay un isomorfismo V, ® V, = S2V, @ A2V, es
Bily(V;) = homy(V, @ V4, C) 2 homy(S?V;, C) @ homgy(A?V,,C)

y, como ya sabemos que el espacio de la izqueirda tiene dimensién 1, o bien
homy(S2V;,C) = 0y dimc @ homg(A2V;,,C) = 1, o bien homg(A2V;,C) = 0y
dimc & homg(SzV,, C) = 1. De acuerdo a (25), el primer caso ocurre cuando r es
par, y el segundo cuando r es impar. Esto prueba (iii). O

3.5.4.2. Corolario. Sea M € jmod. Entonces existen formas bilineales g-invariantes y
no degeneradas sobre M. Si [M : Vo,11] = 0 para todo r € Ny, existen formas bilineales
g-invariantes no degeneradas simétricas sobre M. Si, por por otro lado, [M : V| = 0
para todo r € Ny, existen formas bilineales g-invariantes no degeneradas antisimétricas
sobre M.;

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de 3.5.4.1 y de que M admite una
descomposicién como suma directa de g-médulos simples. O
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APENDICE A. GENERALIDADES
A.1. Series de composicién

A.1.1. Sea C una categoria abeliana y sea x € C. Una serie de composicién para x
en C es una cadena

i 2 3 In—1 In
0=xg X1 X e Xp_q Xp =X

de monomorfismos de C tal que para cadai € {1,...,n} el conucleo de ¢; es un
objeto simple de C. El ntimero 7 es la longitud de la cadena.

A.1.2. Proposicién. (Jordan-Holder) Si C es una categoria abeliana, x € Cy

m—1 / l;”n /
—x
son series de composicion para x en C, entonces n = m y existe m € Sy, tal que
~ !/ :
coker 1j = coker 1 ;) para cadaie€ {1,...,n}
A.1.3. Proposicion. Sea C una categoria abeliana. Si

0 x! X x" 0

es una sucesion exacta corta en C y tanto x' como x" poseen series de composicion,
entonces x posee una serie de composicion y es £(x) = £(x") + £(x").

A.2. Categorias tensoriales

A.2.1. Una categoria tensorial es una 6-upla (C,®,e,a,A,p) en la que
e Ces una categoria,

e ¢ € Ces un objeto,

(—)® (=) : C x C— Ces un functor,

w: ((-)® (=) ®@(=) = (=) ® ((—) ®(—)) es un isomorfismo natural
de functores CxCx C—=C,y

Are— (=)= (=) yp:(—)®e— (—) son isomorfismos naturales de
funtores C — C

tales que para todo x, y, z, w € C conmutan los diagramas

X, ,z®idw
(x©y)©2) ®w—2 (x®(y©z)Ow
Xx@y,z,w Xx,y@z,w
xQy)®(zew) x® ((y®z)@w)

TEQNN k//ﬁ@;

r® (Y@ (zw))
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(x@k) @y —Lx® (k@)

PI®N /l@/\y

X®y

A.2.2. Una categoria tensorial trenzada es una 7-upla (C,®,e,a,A,p,0) en la que
(C,®,e,a, A, p) es una categoria tensorial y o es isomorfismo natural

{p:def:cat-trenzada}

Oxy i XQY = Yy®x

tal que para cada x, y, z € C conmutan los diagramas

VYxy®z
YR Y®z) — (Y®z)®x

V %x

x®y)® YR (z®@x)

Vxy® h %y@;%@z

X)RWz——yY® (x®2z)

Qy,x,z

(x®y)®z%z®(x®y)

—1 —1
“V %y

®(y®z) (zex)®y

idy ®’Yy,x Vx,z®idy

1Q(zQy) —— (x®2)®y

Xy xz

x®k4>k®x
\/Ay

(pidet rcat-sinetricay A-2-3. Una categoria tensorial simétrica (C,®,e,a, A, p,0) es una categoria tensorial
trenzada en la que

Oyx © Oy = idxgy

para cada par de objetos x, y € C.

A2.4. Si(C,®,ea,Mp)y(C,&¢,a,)\, o) son categorias tensoriales, un functor
tensorial (F,¢°, %) : (C,®,e,a,A,p) — (C',@',¢/,a’,\',0') es una terna en la que
F:C — C' es un functor, ¢° : ¢ — F(e) es un isomorfismo de C' y ¢? es un
isomorfismo natural

93y F(x) @ F(y) = F(x®y)
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tales que para cada x, y, z € C conmutan los diagramas

/ / idp(x) &' qoﬁ,z /
F(x) ®'(F(y) ®" F(z)) ——— F(x) @' F(y ®2)

S(x) F(y)F(2) w

(F(x) ®" F(y)) ®"F(z) Fx® (y®2z))
(P’z‘ry(m %xw)
Fx®y)® F(z) ————— F((x®y) ®2)
90x®]//z
/N A}(’f) 10 P;:m
¢/ @ F(x) ——— F(x) F(x) ®" e ——— F(x)
9" & idF(x)J/ [F(/\x) idp(y) ®' 5"0J7 IF(PX)
2 2
F(e) &' F(x) 5 Fe®x) F(x) @' Fle) — F(x@e)

Decimos que el functor (F, ¢°, ¢?) es estricto si ¢° y ¢? son identidades.

A.2.5. Dados functores tensoriales

(F,¢% ¢%) : (C,®,e,a,A,p) — (C',@",¢,a',\,p")

(F’, (P/O, g0/2) . (C/, ®/’ 6/, "4// )\,, p/) N (C”, ®//, e”,vc",/\”,p”),
la composicién de (F, ¢°, 9?) y (F/, 9%, ¢"?) es el functor tensorial
Gy ¢%) : (C @ e p) — (C, 0", " a", A", p"
2 P P

tal que G = F'oF, y° = F(¢°) 0 ¢ : ¢ — G(e) y, para cada x, y € C,
w,%,y :G(x) @ G(y) — G(x®Y) es la composicion

P Fy) F(¢%y)
S S

(F'o F)(x) ®"(F o F)(y) F'(F(x) @' F(y)) (FloF)(x®y)

Es inmediato verificar que esto define en efecto un functor tensorial.

A.2.6. Notamos cat® a la categoria cuyos objetos son las categorias tensoriales
con categorias subyacentes esencialmente pequefias y en la que los morfismos son
los functores tensoriales.

A.2.7. Sea k un anillo conmutativo. Una k-categoria tensorial es una categoria
tensorial (C, ®, e, a, A, p) tal que C es una k-categoria y ® es un functor k-lineal. Una
k-categoria tensorial trenzada es un categoria tensorial trenzada (C, ®,e,a, A, p, o) tal
que (C,®,e,a,A,p) es una k-categoria tensorial.

Un functor tensorial (F, ¢°, ¢?) : (C,®,e,a,A,0) — (C',@',¢,a’,\",0') entre
k-categorias tensoriales es un functor de categorias tensoriales tal que F : C — C’
es un functor k-lineal.
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A.3. Categorias exactas

A.3.1. Si C es una categoria aditiva, un par (i,d) de flechas componibles
ety 7

de flechas composibles es exacto si i es un nticleo para d y d es un contcleo para i.

En particular, esto implica que i es un monomorfismo y que d es un epimorfismo.

A.3.2. Consideremos un par (C, &) en el que C es una categoria aditiva y & es
una clase de pares (i,d) de pares exactos de flechas de C; una flecha de C es un
monomofismo admisible si aparece como primera componente de un par de & y es
una epimorfismo admisible si aparece como segunda componente de un par de &.
Decimos que (C, &) es una categoria exacta® si

(Ex 0) La clase & es cerrada por isomorfismos: si (i,d) € &'y
tenemos un diagrama conmutativo

] d
X——y———z
\L 7 p_d
¥ ——y ——z
en C en el que las fechas verticales son isomorfismos, entonces
(i",d") e é&.

(Ex 1) El morfismo identidad idy del objeto nulo 0 € C es un
monomorfismo admisible.

(Ex 2) La clase de los monomorfismos admisibles es cerrada por
composicién: sii:x — yei :y — z son monomorfismos admisi-
bles, entonces i’ oi : x — z es un monomorfismos admisible.

(Ex 3) Sii:x — y es un monomorfismo admisibley f : x — x’ es
un morfismo de C, existe un diagrama cocartesiano

i
x "y
/ i !
X —>Y
en el que i’ es un monomorfismo admisible.

(Ex 3°P) Sid: x — y es un epimorfismo admisible y ¢ : y — y es
un morfismo de C, existe un diagrama cartesiano

/ /

Yy
Js
Yy

en el que d’ es un epimorfismo admisible.

d/
—

g/

KRR

d
—

TEsta nocién es debida a Daniel Quillen [Quiys], aunque la definicién que presentamos, mds
eficiente que la original, es debida a Bernhard Keller [Kelgo]
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A.3.3. Si (C, &) es una categoria exacta 'y (i,d) € &, decimos que el diagrama

0 xiydz 0

es una sucesion exacta corta &-admisible.

A.3.4. Un functor exacto F : (C,&) — (C',&’) entre categorias exactas (C,&) y
(C',&") es un functor F : C — C’ aditivo tal que siempre que (i,d) € & se tiene
que (Fi,Fd) € &'.

A.3.5. Es claro que la clase de las categorias exactas cuyas subcategorias aditivas
subyacentes son esencialmente pequenas forman una categoria, a la que escribimos
excat.

A.3.6. Proposicién. Sea C una categoria aditiva y sea & la clase de todos los pares (i,d)
de flechas de C tales que la sucesién exacta

0 xiydz 0

se parte en C. Entonces (C, &) es una categoria exacta. Si (C, &) es otra categoria exacta
que tiene a C como categoria aditiva subyacente, entonces & C &. Ademds, si (C', &) es
una categoria exacta y F : C — C' es un functor aditivo, entonces F : (C, &) — (C', &)
es un functor exacto.

A.3.7. Proposicion. Sea C una categoria abeliana y sea &1 la clase de todos los pares
exactos de flechas (i,d) de C. Entonces (C, &1) es una categoria exacta, a la que llamamos
la estructura exacta maximal de C. Si (C, &) es otra categoria exacta que tiene a C como
categoria aditiva subyacente, entonces & C &7.

A.4. Grupos y anillos de Grothendieck
A.g.1. El grupo de Grothendieck de una categoria exacta

A.g.1.1. Sea C una categoria esencialmente pequeria.

A.4.1.2. Six € C, notemos [x]¢ a la clase de isomorfismo de x en C. Cuando la
categoria C pueda deducirse del contexto, escribimos simplemente [x].

A.4.1.3. Sea L(C) el grupo abeliano libre generado por el conjunto de clases de
isomorfismo de objetos de C.

A.4.1.4. Si C' es otra categoria esencialmente pequefia y F : C — C’ es un func-
tor, entonces hay un tnico morfismo de grupos L(F) : L(C) — L(C’) tal que
L(F)([x]) = [F(x)] para todo x € C. Es inmediado verificar que de esta forma
obtenemos un functor L : cat — Ab de la categoria de las categorias esencialmente
pequertias a la de los grupos abelianos.

A.4.1.5. Supongamos ahora que (C, &) es una categoria exacta y sea R(C, &) el
subgrupo de L(C) generado por los elementos de la forma [x] — [x] — [x”] para
cada sucesion exacta corta &-admisible

0— s x — Ly, 0

de C. Sea, finalmente, K(C,&) = L(C)/R(C, &).

A.4.1.6. Si V € C, notamos [V] ¢ a la imagen de [V]¢ en K(C, &). Escribiremos
simplemente [V] siempre y cuando el contexto implique que esto no introduce
ambiguedades.
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A.4.1.7. Six,y € C, entonces la sucesion exacta corta partida evidente

0 X xdy Y 0

estd en & de acuerdo a A.3.6, asi que [x & y] = [x] + [v]-

A.4.18. Si { € K(C, &), entonces existen x, y € C tales que ¢ = [x] — [y]-
En efecto, existen n € Ny, z1, ..., 2z, € Cy my, ..., my € Z\O0 tales que
& = Y& miz] en K(C,&). Si ponemos I = {i € {1,...,n} : m; > 0},
X = @iz M ey = Dien+ zl@(fm"), entonces, de acuerdo a A.4.1.7, tene-
mos que Yicp+ milzi] = [x] y Liep 1+ milzil = —[yl, ast que & = [x] — [y], como
queriamos.

A.4.1.9. Como [x @ z]] — [y @ z] = [x] — [y] cualesquiera sean x, y, z € C, es claro
que la escritura obtenida en A.4.1.8 de un elemento de K(C, &) como diferencia
de clases de objetos de C no es tinica. Pero ésta no es la tinica forma en que esa
unicidad puede fallar. Un ejemplo de un caso extremo es la siguiente proposicién:

Proposicién. Sea k un cuerpo, x un cardinal infinito y sean [Mod=¥ y ,Mod<* las
categorias abelianas de los k-espacios vectoriales de dimension a lo sumo x y de dimen-
sion estrictamente menor que x, respectivamente, dotadas de sus estructuras maximales
de categorias exactas de A.3.7. Entonces es K(kMode) = 0y, si k > Ny, también
es K(;Mod<*) =0

Aqui nos restringimos a la categoria ;Mod* en lugar de considerar directamente
la categoria completa ;Mod de todos los k-espacios vectoriales, porque esta tltima
no es esencialmente pequefia, asi que nuestras construcciones no se aplican a ella.
Notemos ademads que si « es finito, ninguna de las dos categorias consideradas en
el enunciado es aditiva. Por otro lado, observemos que la conclusién del enunciado
es falsa para el caso excluido: es K(,Mod<%0) 2 Z. Esto es consecuencia inmediata
de A.4.3.4.

Demostracién. Sea V un k-espacio vectorial. Hay una sucesién exacta corta evidente

0 Vv v (No) v(N) 0

en la categoria ;Mod de todos los espacios vectoriales. Si V € ;Mo o si
k> Ry y V € (Mod=<¥, esta sucesion exacta es de hecho una sucesién exacta
en ;Mod=* 0 en ;Mod<*, respectivamente, asi que en esos casos tenemos que
[v®] = V] + [V en K(;,Mod=*) 0 en K(;,Mod<*), respectivamente. Como,
por supuesto V(No) = V(N) "en ambos casos tenemos que [VIN)] = [vN] y
vemos que [V] = 0. La proposicién sigue inmediatamente de esto. O

d=r

A.g.1.10. Sea ahora F : (C,&) — (C/,&’) un functor exactos entre categorias
exactas esencialmente pequefias y sea L(F) : L(C) — L(C’) el morfismo inducido
por el functor subyacente. Si

0 x! X x" 0
es una sucesion exacta corta &-admisible en C, la exactitud de F implica que su
imagen

0 —— F(x') —— F(x) —— F(x"") ——0

en C’ es una sucesion exacta corta &”-admisible, y entonces
L(F)([x] = [¥'] = [x"]) = [F(x)] = [F(x)] = [F(x")] € R(C", &")



{p:k:ot}

REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE 39

Vemos entonces que L(F)(R(C,&)) € R(C',&") y, en consecuencia, que L(F) in-
duce un morfismo de grupos K(F,&,&") : K(C,&) — K(C',&’), que notamos
simplemente K(F) cuando esto no introduce ambigiiedades. De esta forma obte-
nemos un functor K : excat — Ab, como es facil verificar.

Notemos que K(F,&,&")([x]cs) = [F(x)]c ¢ para todo x € Cy que esta
condicién determina a K(F, &, &’) univocamente.

A.4.2. El anillo de Grothendieck de una categoria exacta tensorial

A.4.2.1. Digamos que una 7-upla (C, &, ®,e,a, A, p) es una categoria exacta tensorial
si (C, &) es una categoria exacta, si (C,®,e,a,A,p) es una categoria tensorial y si
el functor (—) ® (—) : C x C — C es un exacto.

A.4.2.2. Un functor exacto tensorial
(F,¢° ) : (C&,®,e,a,),0) = (C,&,& ¢/, A, p')

entre categorias exactas tensoriales (C, &, ®,¢e,a,A,p) y (C', &, &, ¢,a',\,p') es
un functor tensorial (F, ¢%, ¢') : (C,®,¢,a, Ap)— (C,&,e,a,N,p") cuyo func-
tor subyacente F es un functor exacto F : (C,&) — (C',&").

A.4.2.3. Es inmediato verificar que las categorias exactas tensoriales cuyas cate-
gorias subyacentes son esencialmente pequefis y los functores entre ellas forman
una categoria, a la que notamos excat®.

A.4.2.4. Proposicién. Sea (C, &, ®,e,a, A, p) una categoria exacta tensorial cuya cate-
goria subyacente C es esencialmente pequefia. Entonces K(C, &) es de manera tinica un
anillo en el que [e] es el elemento neutro y siempre que x, y € Ces

[x]- Iyl = [x @yl
Si existe un isomorfismo natural o : x @ y — y @ x de manera tal que (C,®,e,a, A, p,0)
es una categoria tensorial trenazada, entonces el anillo K(C, &) es conmutativo.
Demostracion. Es claro que hay tnica aplicacién Z-bilineal - : L(C) x L(C) — L(C)
tal que [x] - [y] = [x ® y] para cada x, y € C. Con esa operacién, L(C) es un anillo.
En efecto, como e ® x = x = x ® e para todo x € C, es [e] - [x] = [x] = [x] - [e] para
cada tal x y {[x] : x € C} genera a L(C), asi que [e] es un elemento identidad. Por
otro lado, si x, y, z € C el isomorfismo (¥ ® ) ® z = x ® (y ® z) da una igualdad
([x] - [v]) - [z] = [x] - ([y] - [z]) ¥, como antes, vemos que - es asociativo.
Si

0 x! x x 0

es una sucesion exacta corta &-admisible en C e y € C, la hipétesis de exactitud
de ® implica que

0 yox y®x y®x"——0

0 Y@y XRY ¥ ®@y——0
también son sucesiones exactas cortas &’-admisibles en C/, de manera que

Y- (] =[] = ") = [y@a] - [y@ x| - [y®x"] € R(C, &)

(] =[] = ")) - ] = [x®y] - [ @y] - [x" ®y] € R(C,&).
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Recordando la definicién de R(C, &), es claro entonces que R(C, &) es un ideal
bildtero en L(C). Esto implica que K(C, &) hereda de L(C) una estructura de anillo
que satisface las dos condiciones del enunciado. Mds atn, la construccién hecha
implica que esta estructura estd univocamente determinada por esas condiciones.
Finalmente, es claro que si existe un isomorfismo ¢ como en el enunciado que
L(C) es conmutativo, asi que su cociente K(C, &) también lo es en ese caso. I

A.4.2.5. La estructura de anillo de K(C, &) construida en A.4.2.4 depende de la
estructura de categoria tensorial considerada sobre la categoria subyacente C,
aunque nuestra notacién no lo deje explicito.

Mas precisamente, si (C, &, ®,e,a,A,p)y (C,&,®,¢,a’,A',p") son dos catego-
rias exactas tensoriales con la misma categoria exacta esencialmente pequefia
(C, &) subyacente y el mismo functor exacto ®, entonces las estructuras de anillos
correspondientes sobre K(C, &) coinciden.

A.4.2.6. Proposicién. Si (F, ¢, ¢?) : (C,&,®,¢e,a,A,0) — (C',&,&',¢,a/,\,0') es
un functor exacto tensorial entre categorias exactas tensoriales tales que las categorias
subyacentes C y C' son esencialmente pequeiias, entonces el morfismo

K(F,&,6") 1 K(C,&) — K(C,&")
inducido por el functor exacto subyacente F : C — C' es un morfismo de anillos.

Demostracion. Dada la forma en que fue construida la estructura de anillo sobre
K(C,&) y K(C',&") en la prueba de A.4.2.4, basta mostrar que el morfismo de
grupos abelianos L(F) : L(C) — L(C’) es un morfismo de anillos. Esto dltimo es
consecuencia de que

L(F)(le]) = [F(e)] = [¢]

ya que ¢° : ¢’ — F(e) es un isomorfismo, y de que

LF)([x]- ) = L(F)([x @ y]) = [F(x @ )] = [F(x) ' F(y)]
ya que goiy : F(x) @ F(y) — F(x ®y) es un isomorfismo, y esto es
= [F(x)] - [F(y)] = L(F)([x]) - L(F)([y]) O
A.4.3. El grupo de Grothendieck de una categoria abeliana semisimple

A.4.3.1. Consideramos aqui a cada categoria abeliana dotada de su estructura
maximal de categoria exacta construida en A.3.7.

A.4.3.2. Proposicion. Sea C una categoria abeliana en la que todo objeto admite una
serie de composicion y sea t € C un objeto simple y proyectivo. Sea End¢(t) es el anillo
de divisién de endomorfismos de t en C y para cada x € C dotemos a homc (¢, x) de su
estructura canénica de End¢ (t)-espacio vectorial derecho.

Para cada x € C, entonces, el Endc(t)-espacio vectorial homc(t, x) tiene dimensién
finita. Mds aiin, existe exactamente una forma lineal é; : K(C) — Z tal que

or([x]) = dimEndc(s) homc(t, x),
para cada x € C.

Demostracion. Sea x € C. Para ver que dimgng(s) hom¢ (¢, x) < co, hagamos induc-
ci6n sobre la longitud ¢(x) de una serie de composicién para x en C. Si £(x) =1,
entonces x es un objeto simple y o bien x es isomorfo a ¢ y, en ese caso, homc (s, t)
tiene claramente dimension 1 sobre End¢(#) o, por el contrario, x no es isomorfo
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a t y hom¢(t,x) = 0 de acuerdo al lema de Schur. Si, en general, ¢(x) =n > 1,
entonces existe una sucesién exacta corta

0 x! x Y 0
en Cenla que /(x’) = n — 1 e y es simple. Inductivamente podemos suponer que
dimgng,.(1) hom(t,x") < oo y ya sabemos que dimgnq, ;) hom(t,y) < co. Por otro
lado, como ¢ es proyectivo, la sucesién exacta

0——homc(t,x")——homc(t, x) ——homc(t,y)——0
de grupos abelianos es, de hecho, una sucesién exacta de End¢(t)-espacios vecto-
riales derechos, y vemos que

dimEndC(t) homc (t, x) = dimEndc(t) homc (l’, x’) + dimEndC(t) homc (t, ]/)

< o0,

Esto prueba la primera parte del enunciado.
Podemos ahora definir un morfismo de grupos é; : L(C) — Z tal que
dt([x]) = dimgngc (1) home (£, x)
para cada x € C. Si

0 x! X x! 0

es una sucesion exacta en C y le aplicamos el functor exacto homc(t, —), obtenemos
una sucesion exacta

0——homc¢(t, x')——homc(t, x)——homc(t, x")——0
de Endc(t)-espacios vectoriales derechos, de manera que es

dimgng. () homc (£, x) = dimgng  (p) home (2, x") + dimgngc () homc (£, x)
y entonces & ([x] — [x'] — [x”']) = 0. Esto nos dice que §;(R(C)) = 0y, en particular,
que &; induce un morfismo d : K(C) — Z tal que &;([x]) = dimgng. (1) homc(t, x)
para cada x € C. La unicidad de ¢; es clara, en vista de la construccién hecha. O
A.4.3.3. Proposicion. Sea C una categoria abeliana en la que todo objeto admite una serie
de composicion. Si .7 es un conjunto de objetos simples y proyectivos de C no isomorfos

dosadosy % = {[s] : s € ./}, entonces B es un subconjunto linealmente independiente
en K(C).

Demostracién. En A.4.3.2 construimos una familia (J; : K(C) — Z),c.»» de morfis-
mos de grupos tales que

1, sis=ty

ot([s]) = {

0, en caso contrario.

La proposicién sigue inmediatamente de esto. 0

A.4.3.4. Corolario. Sea C una categoria abeliana esencialmente pequefia. Si C es semisim-
ple y . es un sistema completo de representantes para las clases de isomorfismo de los
objetos simples de C, entonces el conjunto B = {[s] : s € .7} es una base de K(C).

Notemos que la base # no depende de los representantes elegidos para las clases
de isomorfismo de objetos simples.
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Demostracion. Como C es semisimple, todo objeto de .# es proyectivo. En vista
de A.4.3.3, entonces, el conjunto % es linealmente independiente en K(C). Por
otro lado, si x € C, existen objetos simples s, ..., s, y enteros my, ..., m; € N
tales que x = P74 s:ﬂ" y, en particular, [x] = Y ; m;[s;]. Esto muestra que %
también genera a K(C), asi que es un base. O
A.4.3.5. Corolario. Sea C una categoria abeliana esencialmente pequefia. Supongamos

que C es semisimple y sean x, y € C. Si [x] = [y], entonces x = y.

Demostracion. Sea .# un conjunto completo de representantes de las clases de
isomorfismo de los objetos simples de C. La hipétesis de que C es semisimple
implica que existen n € Ny, s1,..., 54, € S y uy, ..., uy tales que los elementos de

. u; .
{s1,...,51} son no isomorfos dos a dos y x = @' ; si65 ’. Esto nos dice que

n n
<] = [@s7] = L uilsi]
i=1 i=1
Esto nos dice que si s € ., el coeficiente de [s] en la escritura de [x] en la
base {[s] : s € .} es precisamente la multiplicidad de s en tanto factor de
composicion de x. La afirmacién del corolario sigue entonces de que la clase
de isomorfismo de x queda determinada por las multiplicidades de los objetos
simples que aparecen en su serie de composicién. g

A.4.3.6. Proposicion. (Dévissage) Consideremos una categoria abeliana C esencialmente
pequefia en la que todo objeto admite una serie de composicion. Entonces la subcategoria
aditiva plena C* generada por los objetos simples de C es abeliana y el functor de inclusion
F : C — Ces exacto y el morfismo K(F) : K(C*) — K(C) inducido por F es un
isomorfismo.

Demostracién. Si x € C*°, notemos temporariamente [x|c y [x]css a los elementos
correspondientes a x en L(C) y en L(C%), respectivamente, y extendamos esta
notacion a los diversos grupos que aparecen.

SixeCy

1 2 13 n—1 In
0=x X X Xp— Xp =X
0 1 2 n—1

es una serie de composicion para x en C, entonces para cada i € {1,...,n} hay
una sucesion exacta en C

L

0 Xiq X Yi 0

con y; € C simple. En particular, para cada i es [x;]c — [xi_1]c = [vilc y, usando
esto, vemos que

n b n
[xIc = Y (Ixdc — [xicalc) = Y lvilc = K(F) (Z[[]/iﬂ@s)
i=1 i=1 i=1

Asi, vemos que la imagen de K(F) contiene a todos los elementos [x] con x € C
y, en consecuencia, el morfismo K(F) es sobreyectivo.

Sea ahora ¢ : L(C) — K(C*) el tnico morfismo de grupos tal que si x € C
y X1, ..., X, son los factores de composiciéon de x repetidos de acuerdo a su
multiplicidad, entonces ¢([x]c) = ¥i'; [xi]css. Esto estd bien definido ya que los
factores de composicion de x dependen solamente de su clase de isomorfismo [x].
Por otro lado, si

0 x! X x 0
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es una sucesion exacta corta en Cy xi, ..., x;, y x{, ..., x};, son los factores de
composicién de x" y de x”, respectivamente, es claro que x7, ..., x}, x{, ..., x}; son
los factores de composicién de x. Esto nos dice que ¢([x]c — [x']¢ — [*"]¢) =0
y, entonces, que es ¢(R(C)) = 0. Vemos asi que ¢ induce un homomorfismo
¢ : K(C) — K(C*) y la construccién hecha implica que ¢([s]c) = [s]cs si
s es un objeto semisimple de C. Esta tltima observacién, en particular, implica
inmediatamente que ¢ o K(F) = idg(cs), ya que los elementos de la forma [s] s
con s € C semisimple generan a K(C%). Asi, K(F) es un monomorfismo. O
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