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Grupos Libres

1. Monoides libres

1.1. Sea X un conjunto.

1.2. Una palabra sobre X es una sucesién finita w = xy---x, de elementos
de X con n € Ny. En particular, la palabra con cero letras es una palabra, que
escribimos 1. Sea M(X) el conjunto de todas las palabras sobre X.

1.3. La longitud |w| de una palabra w € M(X) es la cantidad de letras que la
componen. Asi, [1| =0y |x--- x| = n.

1.4. Cuando esto no introduzca confusiones, identificaremos los elementos de
X con las palabras de M(X) de longitud 1.

1.5. Sobre M(X) definimos un producto - : M(X) x M(X) — M(X) de la
siguiente manera. Sean a, b € M(X).Sia = 1, ponemos a-b = 1;sib =1,
ponemos a - b = a. Finalmente, sia = x;---x, y b = y1 - - - Yy son ambas no
vacias, ponemos a - b = x1 -+ - XuY1 - Y-

1.6. Proposicién. (M(X), ) es un monoide.

Demostracion. La definicion misma del producto de M(X) implica que 1 es un

elemento neutro. La asociatividad es clara. O
1.7. Es fécil verificar que la aplicacion || : M(X) — Ny es un morfismo de
monoides.

1.8. Proposicién. Sea X un conjunto, G un monoide y sea f : X — G una funcién
arbitraria. Entonces existe exactamente un homomorfismo de monoides f : M(X) —
G tal que f(x) = f(x) para todo x € X.

Demostracién. Definamos f : M(X) — G de la siguiente manera. Ponemos
f(1)=1ysia=ux; - x, € M(X) es una palabra no vacia, entonces ponemos

fa) = f(x1) - flan).

Es facil ver que esto define un homomorfismo de monoides. Dejamos la
unicidad al lector. O

1.9. Si u,v € M(X), decimos que u es un prefijo (sufijo) de v si existe A € M(X)
tal que v = uA (v = Au, respectivamente).

1.10. En lo que sigue haremos uso frecuente, sin mencionarlo, de las siguientes
observaciones:

Proposicién. Sean «,f,y,6 € M(X) tales que o = yo.

(a) Siwa =y, entonces p = 6.

(b) Si|a| = |v|, entonces x = .

(c) Si|a| < ||, entonces a es un prefijo de vy y 6 es un sufijo de p. O

1.11. Si X = @, es claro que M(X) = 1 es el monoide trivial.
1.12. Si X = {x}, entonces || : M(X) — Ny es un isomorfismo de monoides.

1.13. Si X # @, entonces M(X) es infinito. En efecto, toda palabra no vacia
w € M(X) \ 1 tiene orden infinito.

1.14. En M(X) los elementos solo conmutan por razones triviales:
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Proposicién. Sean u,v € M(X) tales que uv = vu # 1. Entonces existen w €
M(X) y k,1 € Ny tales que u = wk y v = w.

Demostracién. Hagamos induccion sobre |uv|. Siu =1, v =16 u = v, el
resultado es evidente. Supongamos entonces que no es ése el caso. Sin pérdida
de generalidad, ademds, podemos suponer que |u| < |v].

Existe entonces A € M(X) tal que v = uA. Es |A| < |v|; por otro lado,
tenemos que uuA = uv = vu = ulu, asi que uA = Au. Usando la hipétesis
inductiva vemos que existen w € M(X) y k,I € Ny tales u = w y A = w'. Esto
implica que también v = uA = wk+!.

La proposicién sigue entonces por induccién. g

1.15. Decimos que una palabra no vacia u € M(X) \ 1 es primitiva si no existen
ke Nyove M(X) tales que u = o y k > 2.

Proposicion. Sea u € M(X) \ 1. Entonces existen k € Ny uy € M(X) tales que
ug es primitiva y u = u’é. Tanto k como g estdn unfvocamente determinados por u.

Ademds, siv € M(X) y | € N son tales que u = ', entonces | | ky v = ug/l.

Demostracion. Sea k = max{i : existe v € M(X) tal que v' = k}; esto tiene sen-
tido porque el conjunto considerado esta acotado superiormente por |u|. Note-
mos que k > 0.

Sea uy € M(X) tal que u = u’é. Si up no es primitiva, entonces existe
w € M(X) y 1> 2tal que ug = w'. Pero entonces es u = uf = w" y kI > 2k > k.
Esto es imposible. Vemos asi que ug debe ser primitiva.

Para terminar, supongamos que v € M(X) y I € N son tales que uf = o’
Esto implica, por supuesto, que ugv! = v'ug, asi que nos dice que existen
w € M(X) ys,t €N tales que 1y = w’ y o' = w!. Como ug es primitiva, debe
ser s = 1y ug = w. Entonces o' = ul) y u = ! = ult; esto implica que It = k,
de manera que ! | ky v = u’é/l.

Si ademds v es primitiva, debe ser k/I = 1y v = ug. Esto demuestra la
unicidad de k y uy. O

1.16. Con estos dos resultados, es facil describir el centro y los centralizadores
de elementos en M(X):

Proposicion. Supongamos que |X| > 1. Entonces Z(M(X)) = 1. Ademds, si u €

M(X) \ 1y ug es la palabra primitiva tal que existe k € N con u = uf, entonces

Cu) = (uo)

Demostracion. Supongamos que u € Z(M(X)) \ 1y sean x,y € X tales que
x # y. Como ux = xu y uy = yu, [1.14] nos dice que existen w € M(X) y
k,1 € Ny tales que u = x¥ = y/. Claramente esto es imposible. Esto prueba la
primera afirmacion.

Sea ahora u € M(X) \ 1y supongamos que v € C(u). Usando otra vez
vemos que existen w € M(X) y k,I € Ny tales que u = w* y v = w'. La
proposici(’)nimplica entonces que existe m € N tal que w = u'. Pero esto
nos dice que v = w' = ul" € (ug). Asi, C(u) C (up). La inclusién reciproca es
evidente. O

1.17. Finalmente, es facil describir Aut(M(X)).
Proposicion. Hay un isomorfismo Aut(M(X)) = S(X).
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Demostracién. Sea f € Aut(M(X)). Sea x € X y supongamos que f(x) = uv.
Entonces f~!(u)f~1(v) = x, asi que o bien f~!(u) = 1 o bien f~!(v) = 1. Esto
implica que o u =1 0 v =1, ya que f es inyectiva. Vemos asi que f(x) € X.
Podemos definir entonces ¢(f) = f|x : X — X.

Es claro que ¢(f 1) o ¢(f) = ¢(f) o p(f1) = idy, asi que ¢(f) € S(X).
Vemos asi que tenemos una aplicacién ¢ : Aut(M(X)) — S(X) y es claro que
se trata de un morfismo de grupos.

Definimos ahora una aplicacion ¢ : S(X) — Aut(M(X)) de la siguiente
manera. Sea 71 € S(X). Entonces () : M(X) — M(X) es la aplicacion tal que

() (xr - xn) = 7w(xq) - 7 (xn).

Es claro que ¢(7r) es un automorfismos de M(X).
Para terminar, alcanza con mostrar que ¢ y ¥ son aplicaciones inversas.
Dejamos los detalles al lector. O
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2. Grupos libres

2.1. Sea otra vez X un conjunto y considemos el conjunto de simbolos
X*={xT:xeXxju{xt:xecX}

Sea, como antes, M(X*) el conjunto de palabras sobre X*.

2.2. Definimos una relacién < sobre M(X*) de la siguiente manera: si u, v €

M(X*), ponemos u < v sii existen a, € M(X%), x € X y e € {£1} tales que
u=af y v=axx .

Siu < v, también escribimos v > u.

2.3.Si u,v € M(X¥), escribimos u < vsiu = v o u < vy, por supuesto,
tambien escribimos v = u.

2.4. Bs claro que si u,u’',v € M(X*) y u </, entonces uv < u'vy vu < vu'.

2.5. Definimos ahora una segunda relacién ~ sobre M(X*), poniendo u ~ v
sii hay elementos cy, ..., cor 1 € M(X¥) tales que

U=cpzmcp XCp oz R0k = Cof = Cokq1 = 0.

Dejamos al lector la tarea de mostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

2.6. Un razonamiento inductivo a partir de |2.4| muestra que si u,u/,v € M(X*)
son tales que u ~ 1/, entonces uv ~ u'vy vu ~ vu'.

2.7.Si u € M(X), escribimos [u] a la clase de equivalencia de u con respecto
a ~en M(X).

2.8. Proposicién. Sea L(X) = M(X*)/~. Entonces es posible definir una aplica-
cién - : L(X) x L(X) — L(X) tal que

] - [o] = [wo]

para cada par de clases [u], [v] € L(X). Mds aiin, (L(X), -) es un grupo con [1] como
elemento neutro.

Demostracion. El producto del enunciado esté bien definido en vista de[2.6] Que
es asociativo y admite a [1] como elemento neutro sigue inmediatamente de las
afirmaciones correspondientes referidas a M(X*). Finalmente, si [u] € L(X)

— 4f1 En 47 —&n —€1 :
con u = x;' -+ x;", es facil ver que [x,*" ---x; '] es un inverso para [u]. [

2.9. Proposicién. Sea X un conjunto, G un grupo y sea f : X — G una funcion
arbitraria. Entonces existe exactamente un homomorfismo de grupos f : L(X) — G
tal que f(x) = f(x) para todo x € X. O

2.10. Es facil ver que, con las notaciones de la proposicién, im f = (im f).

2.11. Llamamos a L(X) el grupo libre en X. Un grupo isomorfo al grupo libre
en algin conjunto se dice libre.

2.12. Si X = @, es claro que L(X) = 1 es el grupo trivial. Esto se ve inmediata-

mente a partir de
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2.13. Si X = {x}, entonces L(X) = Z. Para verlo, consideremos la aplicacién
[:M(X*) = Zdadapori(l) =0y

E;.

M-

l_(xil P xf,l”) e

i=1

Es inmediato verificar que I es un morfismo de monoides.

Si u,v € M(X*) son tales que u =< v, entonces es claro que I(u) = I(v).
Una induccién permite mostrar, mas generalmente, que si u,v € M(X*) son
tales que u ~ v, entonces [ (1) = [(v). Esto nos dice que podemos definir una
aplicacién I : L(X) — Z tal que I([u]) = I(u). Se trata evidentemente de un
morfismo de grupos. Sin € N,

() =n
S
n factores

-1 -1
el =—n
e
n factores
asi que el morfismo ! es sobreyectivo. Para terminar, basta mostrar que [ es
inyectivo.
Supongamos que 1 = x}' - - - x;/" es una palabra no vacia tal que I([u]) = 0.
Queremos mostrar que u ~ 1.

Hagamos induccién sobre n. Es ' ; &; = 0, asi que existe j € {1,...,n—1}
.xsj—1x€j+2 .
j—17j+2
nuestra hip6tesis inductiva nos dice entonces que u’ ~ 1. Como claramente

u ~ u', vemos que u ~ 1, como querfamos.

tal que ¢j = —gj;q. Sea u' = x{'-- - x5 Entonces [([u']) = 0;

2.14. Si X # @, entonces todo elemento de la forma [x] con x € X tiene orden
infinito en L(X). En particular, L(X) es infinito.

Para verlo, consideremos la aplicacion f : X — Z tal que f(y) = 1 para todo
y € Xysea f:L(X) — Z la extension a L(X). Entonces f es un morfismo de
grupos y f([x]) = 1. Si [x]" = [1] en L(X), entonces 0 = f([x]") = nf([x]) =n
en Z. Vemos asi que [x] tiene orden infinito.
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3. Palabras reducidas

3.1. La siguiente proposicién es una reciproca de la afirmacién de
Proposicién. Sean u,u’,v € M(XT). Si uv < u'v 6 vu < vu’, entonces u < 1’

Demostracion. Supongamos que uv = u'v; el otro caso se trata de exactamente
la misma manera. Ademds, hagamos induccién sobre |v|. Notemos que cuando
|v] = 0 no hay nada que probar, asi que supongamos que |v| > 0.

Si uv = u'v, entonces claramente u = 1’ y por supuesto es u < 1. Supon-
gamos entonces que uv < u'v.

En ese caso, existen @, f € M(X*), x € X y ¢ € {£1} tales que uv = afy
u'v = axtx"p.

Claramente es 0 < |a| < |uv|. Distinguimos tres casos:

* Si|a| < |ul, existe A € M(X*) tal que u = a). Entonces af = uv = aAv, de
manera que f = Av. Usando esto, vemos que u'v = ax®x ¢ = ax®x ‘Ao,
asi que u’ = ax®x~¢A. Concluimos que en este caso u < u'.

* Si |u| < |a| < |uv|, entonces B # 1y existe A € M(XF) tal que & = uA.
Esto nos dice que uv = aff = uApB, asi que v = AB. Usando esta igualdad,
axtx¢B = u'v = u'AB y entonces u’A = ax®x¢. En definitiva, uA < u'A. Es

Al = |a| — |u| = |v| — |B] < |v], asi que la hipétesis inductiva nos permite
concluir que u < u'.
* Supongamos finalmente que || = |uv|. Debe ser u'v = ax*x~¢y uv = a.

Existen k € Ny y w € M(X™) tales que v = w(x*x¢)* y w no tiene a
x¢x~¢ como sufijo. Tenemos que

uw(xx ) = yoxfx T8 = axfx ¢ = u'v = w'w(xx ),
asi que
uwx®x~¢ = u'w. (1)

Como w no tiene a x°x~¢ como sufijo, esto nos dice que |w| < 2y, mds
precisamente, que o bien w = 1 o bien w = x~¢.

Si w = x~¢, entonces (1) nos dice que ux " x*x~
que ux—*x® = u’ y, en consecuencia, que u < u’.

Si, por el contrario, w = 1,v = (x¢x~¢)k. Como |v| > 0, es k > 0. Usando
esto y la igualdad u/(x°x~¢)% = u'v = ax®x~¢, vemos que u/(x*x¢)F-1 =
N = UD = u(xgx_g)k. Asi, es u' = ux®x~* y, otra vez, vemos que u < u'.

¢ = u'x"%y deducimos

En cualquiera de los tres casos, obtenemos la afirmacién del enunciado, asi
que hemos probado la proposicién. O
3.2. Proposicién. Sean u, v, w € M(X*) y supongamos que u = v < w. Entonces
existe v’ € M(X%) tal quev' = uyv = w.

/

v
¥ N

u\v/w
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Demostracién. Si v = u, podemos tomar v/ = w; andlogamente, si v = w,
podemos tomar v’ = u. Supongamos entonces que u # v # w.
En ese caso, existen &, B,v,0 € M(Xi), x,y € X, g, € {£1} tales que

u=ax‘x"°p v=uap

w=yyly= s v="6
Supongamos que es |a| > |y|. Como af = 74, existe A € M(XF) tal que
a = yA. Entonces 7§ = af = yAB y vemos que 6 = AB. Pongamos v =
yy'ly TAxx~¢p. Vale ahora que v > YAx*x~*f = ax’x™*f = uy o' >

YY!y~TAB = yy'ly~16 = w, que es precisamente lo que queriamos.
El caso en el que |a| < |y| puede tratarse de manera similar. O

3.3. Corolario. Si u,v € M(X™) son tales que u ~ v, entonces existen k, 1 € Ny
w,c1,...,cpd, ..., dp € M(XT) tales que

U<c01 <00 <" <01 <XCwW

Yy

v<dy <dp<---<dj_1<d<w

FooA
[ ] [ J
Foox N
[ ] ) [ ] ) [ ]
EN F N E A
[ ] [ ] [ [ ]
V2R V2R

u . ° . v

Demostracion. Esto sigue de[3.2} Dejamos los detalles al lector. O

3.4. Una palabra u € M(X¥) es reducible si existen a,p € M(X*), x € X y
e € {£1} tales que u = ax®x~*B. Una palabra es reducida si no es reducible.

3.5.Si u,v € M(X¥) son tales que existen a, € M(X*), x € Xy e € {£1}
tales que u = af, u = ax*x~¢f y ademads ax® es reducida, escribimos u <; v.

3.6. Es evidente que si u, v € M(X*) son tales que u <; v, entonces u < .
3.7. Por otro lado, si v € M(X¥) es reducible, existe u € M(X¥) tal que u <; v.

3.8. Proposicién. Sean u,u’,v € M(X*). Siu <; vy u' <; v, entonces u = u'.
Mis generalmente, si u,u’,w,cy,...,c, dq, ..., dy € M(Xi) son tales que

U<;c <16 <y <y Ck—1 <[ C W

u =< d1 < dz <1 =< dr_1 < d, <1 w,

yobien | = r o bien u y u' son reducidas, entonces u = u’.
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Demostracién. Por hip6tesis, existen a, B, v, § € M(XF), x,y € X, &,7 € {£1}
tales que u = af, u' = 4,

v=oaxx" = yyly "1 (2)

y ax®y vy son reducidas.

Supongamos que |a| < |y|. De (2) vemos que ax®x~¢ es un prefijo de yy".
Pero esto es imposible porque 7y es reducida.

De la misma forma vemos que no puede ser || < |y| y concluimos que
|| = |7]. Usando otra vez (2), esto implica que de hecho « =y y = é. Luego
u = u', como querfamos mostrar.

La dltima afirmacién sigue de la primera mediante un razonamiento induc-
tivo que dejamos al lector. O

3.9. Proposicién. Sean u,v € M(X™). Supongamos que u es reducida y que existen
c1,--.,ck € M(XT) tales que
U—<°e0 <0 =<-<C-1=C =07

Entonces existen c}, ..., ¢}, € M(XF) tales que

M-<1C/1 '<lc/2'<l""<lcllc—1‘<lc§c'<lv'

Demostracion. Hagamos induccién sobre k. Si ¢, 4; v, entonces el resultado
sigue inmediatamente de la hip6tesis inductiva. Supongamos entonces que
cx A1 v. Entonces basta mostrar que existe una cadena de la forma

U=<cp<cy<-<cq <=0,

en la que la primera reduccién es de tipo <.

Sea ¢, € M(X*) tal que ¢} <; v. Sean &, p € M(X*), x € X y e € {£1}
tales que v = ax®x~¢B, ¢ = af y ax® es reducida.

Como ¢; < v, existen 7,6 € M(X*), y € X yn € {£1} tales que v =
YY1y~ y cx = ¥d. Observemos que

1Yy = v =ax’aT0p, (3)
Consideremos las posibles relaciones entre |y| y |al:

* Si |y| < |a|, entonces de (§) vemos que yy7y~" es un prefijo de ax?, lo que
contradice la irreducibilidad de ax®.

e Sabemos que no es |y| = |a| porque c; #4; v.

* Si|y| = |a|+1, entonces (3) implica que y = ax®, y = x,n = —eyy 16 = p.
Usando estas igualdades, vemos que ¢ = 76 = axd =ay 16 = ap =y,
en particular, ¢, <; v, otra vez contradiciendo nuestra hipétesis.

Concluimos que debe ser |y| > |a| + 2y, en particular, que ax®x~¢ es un prefijo
de ck. Esto nos permite definir

t = min {i: ax*x"¢ es prefijo de ¢; si j € {i,..., k}}.

ya que el conjunto al que tomamos el minimo no es vacio.
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La eleccién de t implica que para cada i € {t,...,k} existe d; € M(X™) tal
que ¢; = axfx"4d;.

Ahora bien, como ¢ = ¢;_1, existen y,v € M(XF),z € Xy ¢ € {+1} tales
que ¢y = uz’z= vy ¢;—1 = pv. Tenemos que
ag

axtx"fdy = ¢ = uzz7 %, (4)

Analizamos ahora la relacién entre |a| y |u:

* Si |a| > |p|, entonces pz’z"7 es un prefijo de ax?, lo que es imposible.

* Si|a|+1 < |u|, entonces ax®x~¢ es un prefijo de u y, por lo tanto, también
de ¢;_1, lo que otra vez es imposible.

* Si|a| = |pl, la igualdad (4) implica que & = p y d, = v. Luego ¢;_1 = pv =
Dédt.

* Si|a| +1 = |p|, la misma ecuacién nos dice que p = ax®, x =z, 0= —¢y
d; = z77. Estas igualdades implican que ¢;_1 = pv = ax®v = az" v = ad;.

En cualquer caso, vemos que tenemos c;_1 = ad;.
Sabemos que

Ct < Crt+1 < s < Cr < (%
I I I I

axtx—td, axtx"td;_4 axtx"Ed axtx P
asi que la proposicion 3.1 nos permite concluir que dy < dy_1 < --- < d < B.
Usando ahora [2.4] vemos que ad; < ad;_1 < --- < ady < ap.
Con todo lo hecho, obtenemos una cadena

Uu<c < <cg=ady <adp g < <adg <ap < axxp=0v

que tiene longitud [. Esto prueba la proposicién. O

3.10. Proposicién. Sea u € M(X®). Entonces existe exdctamente una palabra re-
ducida i1 € M(X™F) tal que u ~ i.

Demostracion. Bastara mostrar que si u y u’ son palabras reducidas de M(X*)
tales que u ~ u’, entonces u = u’.

Sean entonces u, u’ palabras reducidas tales que 1 ~ 1. La proposicion [3.3]
nos dice que existen k, r e Ny w,cq,...,c,, dy,...,dr € M(X™) tales que

U<°e0 <0 =<-<C-1=C =W
u <dy<dy <+ <dp_1 =<dy <w
Usando vemos entonces que existen ¢}, . ..,c,’<, e, dr e M(X¥) tales que

u-<lC/1 -<1C/2-<1"'-<1C;(71-<16;(-<1w

u <pdy =pdy < <pd g < dy <jw
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Podemos ahora concluir que u = 1/ usando O
3.11. Si u € M(X?), escribimos red(u) a la palabra reducida equivalente a u.

3.12. Notemos que si u € M(X¥), es facil contruir la palabra reducida red (u)
eqivalente a u: basta simplemente hacer reducciones mientras esto sea posible.
Este proceso debe arribar a una palabra reducida en un ndmero finito de pasos,
porque cada reduccién disminuye la longitud. Por otro lado, que la palabra
reducida obtenida depende solamente de u es precisamente el contenido

de[510

3.13. Los resultados de esta seccién permiten dar un algoritmo para comparar
elementos del grupo libre L(X):

Proposicién. Sean u,v € M(X*). Entonces [u] = [v] en L(X) sii red(u) = red(v).
(I

3.14. Si u,v € M(X%) son reducidas, entonces
[red(uv)| = min{[u] — |v], [o] — [ul}.

Esto puede verse por induccién sobre |uv|. En efecto, si uv es reducida, el
resultado es claro; si no, existen u/,v/ € M(X*), x € X y e € {1} tales que
u=u'x®yv = x"%' Entonces red(uv) = red(u'v) y la hipétesis inductiva
implica que

[red(u0)| = [red(u'0")| = min{[u’| — [o'], [0/ — [u'[}

min{|u| — |v], [o] — |ul}.

3.15. Una palabra u = x{' - - - xi/" € M(X™) es ciclicamente reducida si es reduci-

da y si o bien x1 # x, o bien g1 = €.

3.16. Es evidente que si u = x{'---xj’ € M(X*) es ciclicamente reducida,
entonces x52 - - - x;"x]! también lo es. Notemos que [x]' - - - x3"] y [x5% - - - x5 x!]
son conjugados en L(X):

() B B = )

3.17. Si u € M(X®) es ciclicamente reducida, entonces cualquiera sea k € N, la
palabra u* también lo es.

3.18. Si [u] € L(X), existe v € M(X¥) ciclicamente reducida tal que [u] y [¢]
son conjugados en L(X).

En efecto, supongamos que u = xil -+ x3" es reducida pero no ciclicamente
reducida y razonemos inductivamente sobre n. Entonces x1 = x, y €1 = —¢,.
Sea u' = x3*---x.""|. Entonces u = x}'u'x; ! asi que [u] y [u'] son conjugados
es L(X). Obtenemos el resultado deseado observando que la hipétesis inductiva
implica que existe v € M(X¥) ciclicamente reducida tal que [u'] y [0] son
conjugados en L(X).

3.19. La razén por la que generalmente estamos interesados en la propiedad
de reduccién ciclica es la siguiente proposicion:

Proposicion. Una palabra reducida u es ciclicamente reducida sii, siempre que v €
M(X®) es tal que [u] y [v] son conjugados en L(X), es |v] > |ul.
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Demostracion. Sea u = xil <. x5 € M(X¥) ciclicamente reducida. Para probar
la proposicién, basta mostrar que si w = y;“ ey e M(XT) es reducida,
entonces |red(wuw=1)| > |ul.

Si v = wuw~! es reducida, esto es evidente. Supongamos entonces que v
no es reducida. En ese caso o (i) Y = X1V 1 = —€1 0 (ii) Y = X ¥ Y = €n.
Como u es ciclicamente reducida, (i) y (i7) no pueden ocurrir simultdineamente.
Esto nos dice que de wu y uw ™!, una de las dos es reducida y, como w y w™!
son reducidas, concluimos que |red(wuw~!)| > |u|, como queriamos. O

3.20. Proposicién. Si |X| > 1, entonces Z(L(X)) = 1.

Demostracién. Supongamos que u = x}'---x;" es una palabra reducida de
longitud positiva tal que [u] € Z(L(X)).

Como |X| > 1, existe y € X \ {x1}. Luego la palabra yu es reducida. Como
[yu] = [uy] y |yu| = |uy|, uy debe ser reducida también. Vemos asi que

yxil .. .x;ﬂ — xil .. .xflny
De esta igualdad deducimos que debe ser y = x1, lo que es absurdo. O

3.21. Proposicién. Sea u € M(X*) una palabra reducida no vacia y sea k € N.
Entonces red(uX) y u tienen un prefijo comiin no trivial y un sufijo comiin no trival.

Demostracién. Existen v,w € M(X*) tales que u = vwv~! con v de longitud

maxima con respecto a esta propiedad. Es claro que entonces w es ciclicamente
reducida. Ademads, w # 1 porque sino u no seria reducida. Notemos que
uk = (vwo 1)k ~ vwko 1.

Como w es ciclicamente reducida, w* es reducida. Como vwo ! es reducida,
entonces, vwkv 1 es reducida. Luego, de hecho, red(uk ) = vwko—1 y vw es un

prefijo comtn entre u y red(uf). O

1

3.22. Mostramos en[2.14]que si x € X, [x] tiene orden infinito en L(X). Podemos
hacerlo més directamente ahora. En efecto, cualquiera sea n € N, la palabra
x" es reducida, asi que [x]" # [1]. M&s generalmente, tenemos la siguiente
proposicién:

Proposicién. Todo elemento de L(X) \ 1 tiene orden infinito.

Demostracion. Sea u € M(XT) tal que [u] # [1]. Para ver que [u] tiene orden
infinito en L(X), basta mostrar que algin conjugado de [u] tiene orden infinito.
Podemos suponer entonces que u es ciclicamente reducida. Pero esto implica

que u* es reducida para cada k € N, asi que por supuesto [u¥] # [1]. O

3.23. Decimos que un elemento u € L(X) es primitivo si siempre que v € L(X)
y k € N son tales que u = v, es k = 1.

Proposicién. Sea u € M(X™*). Entonces [u] es primitivo en L(X) sii la palabra
reducida red(u) correspondiente es primitiva en M(XF).

Demostracion. Sea u € M(X*) reducida y supongamos que existen v € M(X*)
y k € N tales que u = v* y k > 2. Entonces por supuesto [u] = [0]* asi que [u]
no es primitivo. Esto muestra que la condicién es necesaria.

Para ver la suficiencia, supongamos que u € M(X*) es tal que [u] no es
primitivo. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u es ciclicamente
reducida; en efecto, conjugando a por un elemento apropiado podemos redu-
cirnos a este caso. Por hipétesis, existe una palabra reducida v € M(X*) y

11
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k € N tales que k > 2 y u ~ v. Entonces red(v) = u y usando vemos que
u y v comparten un prefijo no trivial y un sufijo no trivial. Esto implica %(ue v
es ciclicamente reducida y, en particular, que ¥ es reducida. Luego u = v* y u
no es primitiva en M(X). O

3.24. La siguiente proposicién es el andlogo para L(X) de La demostraciéon
es esencialmente la misma, salvo que complicada por el hecho de que pasamos
al cociente.

Proposicién. Sea w € L(X). Entonces existe wy € L(X) y k € N tal que wy es
primitivo en L(X) y w = w’é. Tanto, wo y k estdn unfvocamente determinados por w.

Ademds, siv € L(X) y | € N son tales que w = v', entonces | | ky v = w’é/l.

Demostracion. Sea u € M(X¥) reducida tal que w = [u]. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer de hecho que u es ciclicamente reducida.
Usando Vemos que existe ug € M(X*) y k € N tal que u es primitiva
en M(X*) y u = u’é. Como u es ciclicamente reducida, ug es ciclicamente
reducida; por otro lado, implica que wy = [ug] es primitivo en L(X).
Notemos que w = wy,.
Supongamos ahora que v € M(X*) es una palabra reducida y I € N son

tales que w’é = [0]!, de manera que ul(‘) ~ v}. Como u’é = u es reducida, esto nos

dice que red(v') = u’é. La proposicién asegura ahora que v y 1y comparten
un prefijo no trivial y un sufijo no trivial; en particular, v es ciclicamente
reducida. Pero entonces v' es reducida y debe ser v/ = u’é. Usando otra
vez, concluimos que ! | ky que v = u’é/ L

Si [v] es primitiva, entonces implica que v es primitiva. Es claro que
debe ser en ese caso k =1y v = uy. O

12
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4. Presentaciones

4.1. Si X es un conjunto y R C L(X), escribimos L(X : R) = L(X)/({(X)). Todo
grupo es isomorfo a un grupo de esta forma. Mds precisamente, tenemos:

Proposicién. Sea G un grupo. Sea X un conjuntoy f : X — G una funcién tal
que G = (im f). Entonces el morfismo f : L(X) — G de [2.9|es sobreyectivo y, en
particular, G = L(X) / ker f.

Si R C L(X) es tal que ker f = ((R)), entonces G = L(X : R).

Demostracién. Esto sigue inmediatamente de a

4.2. Sea G un grupo. Una presentacion de G es una terna (X, R,t) en la que
X es un conjunto, R C L(X) es un subconjunto arbitrarioy 1 : X — G es
una aplicacién tal que si 7: L(X) — G es el homomorfismo que extiende a ¢,
entonces 7 es una sobreyeccién con nucleo ker7 = ((R)).

4.3.Si X es un conjunto, R C L(X) y¢: X — L(X : R) es la composicién de la
inclusién X < L(X) con la proyeccién canénica L(X) — L(X : R), entonces es
claro que (X, R, () es una presentacion de L(X : R).

4.4. La proposicién 4.1 implica que todo grupo admite alguna presentacion. De
hecho, todo grupo tiene en general muchas y todas se obtienen como en

4.5. Ejemplo. Sea G = Z,. Sea X = {x} y sea f : X — Z, tal que f(x) = 1.
Sabemos que todo elemento de L(X) es de la forma x" con n € Z y, de hecho,
x" € L(X) — nZ es un isomorfismo. Claramente, f : x" € L(X) + 7 € Z. En
particular, ker f = {x" : n € 2Z}. Luego el isomorfismo Z; = L(X)/ ker f es

precisamente el isomorfismo G = Z /27 usual. Notemos que ker f = (x?).

4.6. Ejemplo. Tomemos otra vez G = Zy, pero ahora sea X = {x,y} conx #yy
sea f : X — Zp tal que f(x) = f(y) = 1. En este caso el morfismo f : L(X) —

Z; es tal que f([u]) = |u|. Luego
ker f = {[u] e L(X):|u|=0 méd 2}.
Es facil ver que ker f = (x2,y%, xy~1).

4.7- Ejemplo. Sea G = Zp y X = {x,y} con x # y como antes y sea f : X — Z
tal que f(x) =0y f(y) = 1. En este caso el morfismo f : L(X) — Z; es tal que
siu=xj'--x;, entonces

f(u]) =card{i e {1,...,n} : x; = y}.

Esta vez, entonces,

ker f=[x xS e L(X):card{ie {l,...,n}:x; =y} =0 méd 2}.
1 n Y

En este caso es ker f = (x, y?, yxy ™).

4.8. Ejemplo. Sean > 2y o« = 27t/n. Consideremos los siguientes dos elementos
de GL2 (R)Z

. cosa  sinw o= 1 0
P=\ —sina cosa )’ ~\0 -1/
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El n-ésimo grupo diedral es, por definicién, D, = (p, o).
Es claro que p" = 02 = 1. Por otro lado, un célculo elemental muestra que

po = op~ L. Esto implica que
D, ={cp:0<i<2, 0<j<n}.

Maés atn, calculando explicitamente los 21 elementos listados a la izquierda se
puede ver que son todos distintos. Asi, |D,| = 2n.

Sea ahora X = {r,s} conr # sysea f: X — D, tal que f(r) =py
f(s) = ¢. Queremos describir el nticleo del morfismo f : L(X) — Dy,.

Un candidato es el subgrupo H = (r”,sz, rsrs’1>. Veamos, sin embargo,
que ker f # H. De hecho, H no es normal ni tiene indice finito. Vedmoslo, por
ejemplo, cuando n = 4.

Para cada i € Z consideremos las rectas h; = {(x,i) € R?> : x € R}
youi = {(i,y) € R? :y € R} y pongamos & = {h; : i € Z}U{v; : i € Z};
evidentemente, en esta enumeracién de los elementos de . no hay repeticiones.

y
Iy
hy
N7
ho X
h_4
E
U1 |79 1 U2

Sea 0 = (%, %) Sea R : R? — R? la rotacién en 90° en el sentido contrario

al de las agujas del reloj con centro en & y sea S : R? — R? la simetria con
respecto a la recta E de ecuaciéon

xX+y=2.
Explicitamente, es

R:(xy) €ER?— (1—-y,x) € R

S:(xy) €ER?— (2—-y,2—x) € R%

Ahora bien, es claro que R y S permutan las rectas de .Z’; esto es, podemos
considerar R, S € S(X). Existe entonces un morfismo de grupos ¢ : L(r,s) —
S(Z) tal que ¢(r) = Ry ¢(s) = S. Obtenemos asi una accién de L(r,s)
sobre .. Calculando, podemos ver que, sii € Z,

r-hi =v1_;, s-h=vy_;,
r-v; = h, s-v; =hy_j.
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Usando estas relaciones vemos que sr - h; = h;;1, asi que, por induccién, es
hi = (sr) =1 -hgy v; = r~1(sr)=1 . hy para cada i € Z. Concluimos asf que la
accién de L(r,s) sobre & es transitiva.

Sea, como arriba, H = (r*,s?,rsrs~1). Es evidente que r* - hg = 5% - hy = hy

y un calculo trivial muestra que también rsrs~! - hg = hg.

571 T r
- - -

—_—t —

Asi que concluimos que H C stab(hyp) y, en particular, que
[L(r,s) : H] > [L(r,s) : stab(hg)] = |-Z| = oo.

Como ker f tiene indice finito en L(r,s) vemos que, por supuesto, ker f # H.
Maés atin, vemos que H no es ni siquiera normal. En caso contrario tendria-
mos que

H= () gHg'cC () gstab(hg)g ' = () stab(g-ho)
g€eL(r,) geL(r,s) geL(r,s)

y H deberia actuar trivialmente sobre todos los elementos de .. Pero es
rsrs—1- vy = v_y, asf que esto es imposible.

Volvamos al caso en que n € N es cualquiera. Afirmamos que ker f =
{(r",s?,rsrs1)), el menor subgrupo normal de L(r,s) que contiene a ", s?
y rsrsL.

En todo caso, como ", s2 y rsrs~! € ker f, es claro que ((r",s%,rsrs1)) C
ker f. Sea G = L(r,s)/{(r",s% rsrs~1)). La propiedad universal del cociente nos
dice que existe un morfismo f : G — D, que hace conmutar el siguiente
diagrama:

L(r,s) D,

N

G

Como f es sobreyectiva, la conmutatividad implica que f es sobreyectiva. Si
mostramos que G tiene a lo sumo 21 elementos, claramente podremos concluir
que tiene de hecho exdctamente 21, que f es un isomorfismo y, en particular,
que

ker f = (1", 5%, rsrs1)),

como afirmamos arriba.
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Llamemos 7 y $ a las clases de r y s, respectivamente, en G. Es evidente
que G = (#,8); mas atn, 7" = 8> = 1y 7§ = $#~ L. Luego exactamente el mismo
razonamiento que hicimos con D, muestra que

G={§":0<i<2 0<j<n}.

Esto implica que |G| < 21, como queriamos.
En definitiva, vemos que

Dy = L(r,s)/{(r",s% rsrs~1)).
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5. Enumeracion de coclases

Grafos de Cayley

5.1. Sea G un grupo, X C G un subconjunto y sea E un conjunto sobre el cual
G acttia a izquierda. El grafo de Cayley de G sobre E con respecto a X es el grafo
orientado ¢ (G, E, X) con arcos etiquetados por elementos de X siguiente: el
conjunto de vértices de ¢ (G, E, X) es E y,dados ¢,¢’ € Ey x € X, hay un arco

eS¢ en€(GEX)siix-e=e¢.
Grafos de Cayley

5.2. Cuando E = G dotado de su accién a izquierda regular, escribimos simple-
mente (G, X) en vez de ¢ (G, G, X).

5.3. Ejemplo. Consideremos G = S3, x = (12),y = (23) € Gy X = {x,y}. Sea
E = {1,2,3} sobre el que G actua tautolégicamente. El grafo (G, E, X) esta
ilustrado en la figura

X X
/\ /\
c
X X

Figura 1: Ejemplo

5.4. Ejemplo. Consideremos G = S3, sean x = (12),y = (123) €e Gy X =
{x,y}.Sea E = {(12), (23), (13)} el conjunto de transposiciones de G, sobre
el que G acttia por conjugacion. Entonces el grafo de Cayley ¢ (G, E, X) es el

que aparece en la figura

(13)
Figura 2: Ejemplo

5.5. Ejemplo. Sea G = Z; y X = {1,3}. Entonces ¢ (G, X) es el grafo de la
figura|s.2}

5.6. Es claro que (G, E, X) coincide con ¢ ((X),E, X). Luego casi siempre
asumiremos que X genera a G.

5.7. La siguiente proposicion establece las propiedades bésicas de ¢ (G, E, X):
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Figura 3: Ejemplo

Proposicién. Sea G un grupo y sea X C G tal que G = (X) y E un conjunto sobre
el que G actiia. Sea ¢ = ¢ (G, E, X) el grado de Cayley de G sobre E con respecto
aX.

(a) Para cadae € E y cada x € X hay exactamente un arco etiquetado con x que sale

de e y un arco etiquetado con x que llegaa e en €.
(b) El grafo € es conexo sii la accién de (X) sobre E es transitiva.
(c) Seat:L(X)— G es el morfismo que existen la inclusion X < G. Entonces € es

un drbol sii 1 es un isomorfismo y la accion de G sobre E es libre.
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6. Subgrupos: el teorema de Nielsen-Schreier

6.1. El resultado principal de esta seccién afirma que todo subgrupo de un
grupo libre es libre. Para probarlo, necesitaremos el siguiente criterio para
reconocer grupos libres:

Proposicién. (J. Tits, [5]) Sea G un grupo y sea S un conjunto sobre el cual G actiia
a derecha. Sea Z C G tal que G = (Z). Sean ademds (S(g)) ge 71,71 una familia de

subconjuntos de Sy p € S\ Ugez,7-1 S(8). Suponemos que:

esigeZUZ Yesp-g€S(9)sy
e sihe (ZUZ 1)\ {g '}, entonces S(h) - g C S(g).

Sea1:Z — G lainclusion y sea T : L(Z) — G el homomorfismo que extiende a 1.
Entonces T es un isomorfismo.

Demostracién. Como G = (Z), es claro que I es sobreyectivo, asi que solo
tenemos que mostrar que es inyectivo. Para hacerlo, consideremos una palabra
reducida u = zil---zf{’ € L(Z), con zy,...,24 € Zyey,...,.en € {£l},y
mostremos que (#) # 1. Notemos que para lograrlo alcanza mostrar que
p-1(u) € S(zi/"); en efecto, como p & S(zi"), esto implica que p - [(u) # py, en
particular, que 7(u) # 1.

Sin=1esp-1(u) =p-zi' €S(z]') por hipétesis. Supongamos entonces
que n > 1. En ese caso la hipétesis inductiva implica que p - I(z" - - -z;”:ll) €
S(z;"-1). Ahora bien,

En

zg) = pealzt oz IE) € S(z,5) 1z

Ep— — .
y, como z,"| # z," porque la palabra zj' - --z; es reducida, la segunda
En

condicién del enunciado nos dice que p - 7(u) € S(z7}) - 1(zi") C S(zy). O
6.2. Fijemos un conjunto X y un subgrupo H < L(X).

6.3. Una seccion para H en L(X) es un subconjunto X C L(X) tal que para todo
¢ € L(X)/H existe un tnico s € X tal que ¢ = sH.

6.4. Es claro que H admite una seccién. En efecto, para cadac € G/H esc # @,
asi que existe u. € c. El conjunto {u, : c € G/H} es una seccién para H.

6.5. Si ¥ es una seccion para H, ponemos A'(X) = X x {£1} x %.
Sea § = (x,¢,5) € A'(X). Como X es una seccion, existe exactamente un
elemento s; € X tal que x*sH = s;H. Ponemos

hs = s{;lxgs.

6.6. Observemos que si x%s € L, entonces s; = x°s y, en consecuencia, hs; = 1.

6.7. Por otro lado, si § € A’(Z), entonces existe k € A'(X) tal que h = h;'. De
hecho, si 6 = (x,¢,s), basta tomar k¥ = (x, —¢, Ss).

6.8. Proposicion. Sea X un conjunto, H < L(X) un subgrupo y ¥. C L(X) una
seccion para H en L(X). Sea A(X) = {(x,&,5) € X x {£1} x Z : x% ¢ X}
Entonces H = ({hs: 6 € A(X)}).
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Demostracion. Claramente, en vista de basta mostrar que {h; : 6 € A'(X)}
genera a H.

Sea h € H. Supongamos que es I = xj'---x; con x1,...,x, € X y
€1,...,&n € {£1}.

Para cada i € {1,...,n}, existe s; € X tal que xffll ---xH = s;H. En
particular, s, = 1. Pongamos é; = (x;,¢;,s;). Por definicién, ss, es el tnico
elemento de X tal que x}'s;H = s;, H. Esto dice que ss, = 1y quesii > 1, es

si1H = xfixfi - x8H = x%is;H = s, H.
i—1 i i+l n [ o
Como X es una seccién, vemos que s; 1 = s5; cuando i > 1.
Usando todo esto, concluimos que
hy, -

T B P “Tytng K1 yEn —
1 h511_551 x] Sl S(Sz x2 52 Sén Xn”Sn—xl xn”_h

y entonces que h € ({hs : 6 € A'(X)}), como queriamos. O

6.9. Si ¥ es una seccién para H, decimos que X es una seccion de Schreier si
siempre que s € £y s’ es un sufijo de s, entonces s’ € X.

6.10. Proposicion. Sea X un conjuntoy H < L(X) un subgrupo de L(X). Entonces
H admite una seccién de Schreier.

Demostracion. Sic € G/H, escribimos A(c) = min{|u| : u € c}.
Mostremos que existe una sucesion (X,),cn, de subconjuntos de L(X) tal
que:

* sis € X,, entonces |s| = n;
* sic € G/H, entonces existe un tnico s € X)) tal que c = sH; y
* sis € X, ys esunsufijo des, entonces s’ € X .

Construimos la sucesién inductivamente, empezando por Xy = {1}.

Sea n € Ny y supongamos ya contruida una secuencia (X;)!_, que satisface
las condiciones deseadas. Consideremos ¢ € L(X)/H tal que A(c) = n+ 1.
Entonces existen x € X, ¢ € {£1} y u € L(X) tal que x°u € cy |u| = n.
Entonces A(uH) = n y la hipétesis inductiva implica que existe un tnico
s’ € ¥, tal que uH = s'H. Sea s, = x°s’. Claramente ¢ = s.H y si s’ es un sufijo
de s, es s’ € Xjy|. Ponemos X1 = {sc: ¢ € L(X)/H, A(c) = n+1}.

Ahora pongamos ¥ = {J,.en, Xx- Es inmediato verificar que X es una seccion
de Schreier para H en L(X). O

6.11. Se sigue inmediatamente de la definicién que toda seccién de Schreier
contiene a 1.

6.12. La razén por la cual la propiedad de Schreier nos interesa es que es
precisamente la hip6tesis que hace cierta la siguiente proposicion:

Proposicién. Si X es una seccion de Schreier para Hy 6 = (x,¢,5) € A(X), enton-
ces tanto x¥s como hs = sglxss son palabras reducidas.
Por otro lado, si x € A(X) es tal que hy = hg, entonces k = 0.

Demostracion. Si x°s es reducible, entonces claramente red(x%s) es un sufijo
de s. Como X es una seccién de Schreier, esto implica que x°s € %, lo que es
imposible porque 6 € A(X).
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Veamos que &5 es reducida. Si no lo es, entonces x~¢s; debe ser reducible,
asi que su reduccién es un prefijo de s;. Como X es de Schreier, vemos que
entonces x~°s; € X. Ahora bien, como sH = x %;H y ¥ es una seccion,
podemos concluir que s = x~¢s5. Pero entonces x°s = s; € %, contradiciendo
nuestra hipétesis de que 6 € A(X). Esta contradiccion nos dice que 115 debe ser
reducida.

Sea ahora x = (y,7,t) € A(X) tal que he = hs. Como hs = sglxes y
he = s 'yt son palabras reducidas, vemos que la igualdad sglxﬁs = syt
tiene lugar en M(X*).

Si |s| < |t], x°s resulta ser un sufijo de t y la propiedad de Schreier implica
que x°s € X, lo que es absurdo. Por simetria, no puede ser tampoco que
|s| > [t|. Luego s = t, y vemos que x =y, ¢ = 1 y, en definitiva, x = J, como
querfamos probar. O

6.13. Estamos ya en condiciones de demostrar el resultado central de esta
seccién. Este teorema fue obtenido, para subgrupos finitamente generados, por
Jacob Nielsen/en 1921; en 1926, (Otto Schreier mostré en su tesis de habilitacién
que la hipotesis de finita generaciéon no era necesaria.

Proposicién. (J.Nielsen-O. Schreier) Sea X un conjuntoy sea H < L(X). Enton-
ces H es libre.

Demostracién. Sea Y. una seccién de Schreier para H en L(X) y pongamos
Y = {hs : 6 € A(S)}. Sabemos de 6.8/ que H = (Y).

Usando [6.7]y el hecho de que no hay en L(X) elementos de orden 2, vemos
que existe Z C Y tal que Y = Z U Z~!. Por supuesto, es H = (Z).

Si y € Y, existe exactamente un 6 = (x,¢,5) € A(X) tal que y = hy.
Ponemos entonces S, = {u € L(X) : u tiene a x°s como sufijo}. Queremos ver
que podemos aplicar a la accién regular a derecha de H sobre L(X), el
conjunto generador Z, la familia (Sy),c7 71y p =1 € L(X).

Antes que nada, es claro que p ¢ Uyezuz—1 Sy-

entonces p -y = sglxss tiene a x°s como sufijo, como probamos en asi que
p-y € Sy. Vemos que la primera condicién de |6.1]se satisface.

Para ver que también la segunda condicién se cumple, tenemos que mostrar
que sié = (x,¢,5), k = (y,1,t) € A(X) son tales que hs # h 'y w € S(hy), de
manera que y’t es un sufijo de w, entonces wh; tiene a x*s como sufijo.

Ahora bien , existe A tal que w = Ay"t y el lado derecho de esta igualdad es
reducido. Entonces w - h; = Ay" tsé_lxgs. Supongamos, para llegar a un absurdo,
que x°s no es un sufijo del miembro derecho de esta igualdad.

Es claro que debe existir entonces A’ tal que Ayt = A'x ss y el lado
derecho de esta igualdad es reducido.

Si |t| < |ss|, vemos que y"t es un sufijo de s, lo que no es posible. Si, en
cambio, |t| > |ss], x ¢ss es un sufijo de t, asi que x ss € ¥; pero entonces,
como sH = x7%ssH, es s = x %5 y x°s = 55 € ¥X: otra vez esto es imposible.

Por otro lado, siy € ZUZ 1y § = (x,¢,5) € A(Z) es tal iue y = hg,

Concluimos que |t| = |ss|. Esto implica inmediatamente que t = ss5, y = x y
n = —e. Pero entonces i, = hgl, contradiciendo nuestra hipétesis. Esto prueba
que wh; tiene a x°s como sufijo.

La proposicién sigue entonces de O
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6.14. Observemos que en el curso de la prueba de la proposicién construimos,
a partir de una seccién de Schreier, una base para H.

Ejemplos
6.15. Tomemos X = {x,y} con x # y, n € Ny H = ((x2,y",yxyx~1)), de
manera que L(X)/H = D,.
Sabemos que X = {x'y/ : 0 <i <2, 0 <j < n} es una seccién para H. Mds
aln, es evidente que se trata de una seccién de Schreier. Es facil ver que
AZ) = {(x,+1Lxy):0<j<nyu{(x,~1y):0<j<n}
U{(y,+1xy) : 0 < j < n} U{(y,+1,y" 1)}
U{(y,—Lxy 0 < j<mpU{(y,-11)}

Calculando, obtenemos la siguiente tabla:

1) Ss hs
(s, +1, srj), 0<j<n vl ris2riX
(s,—1,7), 0<j<nm sl ris72r X
(r,+1, srj), 0<j<n sri—1 r= =D g lpgyi
(r,+1,s) sr1 r=(=1g—1pg
(r,+1,7"1) 1 7
(r,—1,s1)), 0<j<n—1 sritl p ) g—1p—1gy
(r,—1,sr"1) s s~y lgrn 1

Eliminando uno de cada par de elementos inversos en la tercera columna de la
tabla obtenemos bases para H. Por ejemplo,
B={rs?r:0<j<n}u{r U Vs s .0<j<n}
U {r_("_l)s_lrs, "}
es una de ellas.

6.16. Considerando este ejemplo, la primera parte de la siguiente proposicién
se hace evidente:

Proposicién. Sea X un conjuntoy H C L(X) un subgrupo de indice finito. Enton-
ces H es libre de rango finito. Mds precisamente, sin = |X|y m = [L(X) : H],

reH=mn(j—1)+1.

Demostracion. En la hip6tesis de la proposicion, existe una seccién de Schreier
Y. finita. La construccién de produce entonces una base finita para H. Esto
prueba la primera parte.

Veamos la segunda. Claramente, |A’'(X)| = 2nj y entonces

2nj — |{(x,6,5) € X x {1} x Z: x* € T}
2 .
Sea P = {(x,¢,5) € X x {+1} x X: x* € £}. Queremos ver que |P| = 2(j — 1).

rg H =
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Ahora bien, si s € ¥\ 1, existe exactamente un elemento (x,¢,s) € P con
x®s no reducida y existe exactamente un elemento (y,7,s’) € P con s = y's’'
reducida. Mas atin, todo elemento de P es de uno de estos dos tipos y ninguno
es de los dos tipos simultdneamente. Esto muestra que |P| = 2(j — 1), como
queriamos.

6.17. Por otro lado, los subgrupos de indice infinito pueden tener tanto rango
finito — el subgrupo (x) en L(x,y) es un ejemplo de esto— o infinito:

Proposicion. Sea X un conjunto tal que |X| = 2 y sea H = [L(X), L(X)] el sub-
grupo derivado de L(X). Entonces H tiene rango numerable.

Demostracion. Supongamos que X = {x, y}. Es claro que £ = {x'y/ :i,j € Z}
es una seccién de Schreier para H. Calculando, vemos que

AZ) ={(y,+1L,xy):i,jez i#0}u{(y,—1,xy):ijeZ i#0}

y obtenemos la siguiente tabla:

) S§ h5
(v, +1,x'y), i, jeZi#0 iyt y I yady
(y,—1,x'y)), i,j€Z,i#0 xiyi—1 y It Ty lydy

Eliminando un elemento de cada par de elementos inversos de la tercera
columna, vemos que, por ejemplo,

B={y " wiyxiy' :i,jez i#0}
es una base de H. Por supuesto, esto implica que rg H = . O

6.18. Por supuesto, como un grupo libre de rango no numerable es no numera-
ble, si X es finito entonces L(X) no posee subgrupos de rango no numerable.
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