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Sea k un cuerpo arbitrario. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita
ysiv € Vy f € End(V), escribimos (v), = ({f*(v) : k € No}). Es claro que
(v) f es un subespacio f-invariante. Més atn, existe n > 0 tal que B = {f*() :
0 < k < n} es una base de (v). Esto tiene la consecuencia de que para cada
w € (v)f existe p € k[X] tal que w = p(f)(0v).

Proposicion. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f € End(V)
nilpotente. Entonces existe un conjunto finito S C V tal que V = @5 <v>f.

Demostracion. El enunciado es evidente cuando dim V = 1. Supongamos que
es cierto para todo endomorfismo nilpotente de todo espacio vectorial de di-
mension estrictamente menor que dim V.
Como f es nilpotente, im f # V y existe entonces un subespacio H C V
de codimensién 1 tal que H D im f. Es claro que H es f-invariante.
Llamemos candidato a toda terna (w, S,S’) talque w € V\ H, S C V es un
conjunto finitoy S’ C S, y es

H =P (o), fw)=} v

vES ves’

Nuestro primer objetivo es mostrar que existen candidatos. Como f|y €
End(H) es nilpotente, nuestra hipétesis inductiva implica que existe T C H
finito tal que H = @1 (V) f-SeawecV \ H arbitrario. En vista de la eleccién

de H, es claro que f(w) € H, asi que para cada v € S existe p, € k[X] tal que

f(w) = Yoes po(f)(0)-
Para cada v € S hay un polinomio g, € k[X] tal que p, = po(0) + Xqo.
Pongamos

wW=w— v b= o SipU(O)ZO;
Lw)e. {PU(O) v, sipo(0) #0;

S={0:v€eS}; S'={0€S:p,(0) £0}.

otro lado,

f(@) = f(w) =}, (fao(f)) (@) = }_ po(f)(2) = 3 (f3.(f)) (0)

vES vES vES

=) p(0)o=) =

veS e
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Estas dos cosas nos dicen que (@,5,S5’) es un candidato, y vemos que en
particular existen candidatos, como queriamos mostrar.

Consideremos ahora un candidato C = (w, S, S’) con |S'| minimo. Afirma-
mos que entonces es |S’| < 1. En efecto, supongamos que este no es el caso, y
sean v1,v, € S’ dos elementos distintos. Como

(v1) @ (02)p = (1) ® (01 +02)f,

es claro que (w, (SU{v1 +v2}) \ {02}, (S U{v1 +v2}) \ {v2}) es un candidato
que tiene tercera componente menor que la de C, y esto es absurdo.
Hay entonces solamente dos posibilidades: o bien S’ = @, y en ese caso

fw) =0,y
V=(w;e@ @

veS
obien S’ = {vy}, y en ese caso es
V=)o @ (o),
veS\{vg}
y vemos que en ambos casos se cumple la afirmacién del teorema para f. O

Sin > 1, sea

0 0 0 0 0
1 00 0 0
o010 --- 00
Noy=1|. . . . .. EMn(k).
o000 --- 00
o 00 --- 10

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f € End(V) un
endomorfismo nilpotente. Entonces existe una base B de V, un niimero r > 0y
nimeros ny > ny > --- > n, > 0 tales que la matriz de f con respecto a B es la
matriz diagonal de blogues

Ny,

1

Iflls =
Ny,

r

Demostracién. En vista de la proposicion anterior, existe un conjunto finito S C
V tal que V = @5 (v) f Cada uno de los sumandos en esta descomposicién
es f-invariante, asi que bastard mostrar que para cada v € S hay una base
de (v) 7 tal que la matriz de f \<U>f es como en la del enunciado. Pero esto es

trivial, ya que siv € S y v > 0 es el mayor ntimero entero no negativo tal que
f"(v) # 0, entonces B = {v, f(v),... f'(v)} es una base de (v)  tal que

£ oy, Il = No- O
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Proposicién. Sean V, f € End(V) yr,ny, ..., n. > 0comoen el teorema. Entonces
r=dimkerfysil > 1,

|{i:n; >1}| = dimker f' — dimker f'~1. (1)
En particular, sil > 1,

|{i:n; =1}| = —dimker f"*! + 2dimker f’ — dimker '~ 1. (2)
Esto nos dice que los miimeros n; dependen solamente de f.

Demostracion. Usando la expresién matricial para f obtenida en el teorema, es
claro quesil > 0, es

r
dimker f! = Y min{l,n;},
i=1
de manera que si/ > 1, tenemos que

r
dimker f' — dimker ! = Y (min{l, n;} — min{l — 1,n;})
i=1
=Hi:n =1}

Esto es (1). Ahora, sil > 1,

im =} = i > 1} = [{im > 141}
y, por lo ya hecho, esto es
= —dimker f'*! + 2dimker f' — dimker f'~1.

Esto es (2). O



