REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

INDICE
1. REPRESENTACIONES
1.1, DefiniCIOnes ....o.viuiiii e 1
1.2, MOTTISIMOS. .ottt 3
1.3. Subrepresentaciones..........ooviiiiiii 4
1.4. Completa reducibilidad ... 6
1.5, CONSEIUCCIONES . uvitt ittt ettt 8
2. CARACTERES
2.1, Definicion .....oouiii 11
2.2. El producto Iterno ........coooviviiiiiiii i 12
2.3. Relaciones de ortogonalidad entre caracteres ....................... 13
2.4, APHCACIONES. ...\t 15
2.5. El ntimero de representaciones simples ..............cooviiiiiinennt. 16
2.6. Componentes isotipicas de una representacion ..................... 18
2.7. Representaciones de grado 1.........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiienn, 20
2.8. Los grados de las representaciones simples .......................... 23
3. APLICACIONES
3.1. La solubilidad de los grupos de orden p®q®.......................... 27
3.2. El teorema de HUIrWItZ.......ooviiiiiiiii i 29

REFERENCIAS

1. REPRESENTACIONES

Groups, as men, will be
known by their actions.
G. Moreno

1.1. Definiciones

Sea GG un grupo finito y notemos e € GG a su elemento neutro.

Definicion 1.1.1. Una representacion (lineal) de G es un par (V, p) en el que V' es un espacio
vectorial complejo y p : G — GL(V) es un homomorfismo de grupos con codominio en el
grupo GL(V') de los automorfismos lineales de V.

El espacio V es el espacio de representacion de la representacion (V,p) o, también, su
espacio subyacente, y, si aquél tiene dimensién finita, el nimero dimV € Ny es el grado de
la representacion. Muchas veces, cuando este abuso de lenguaje no cause confusién, diremos
que el espacio V mismo es una representacion de G, dejando a la segunda componente del
par (V, p) implicita. Cuando en esa situaciéon queramos referirnos a p, escribiremos py .
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Si V' es un espacio vectorial, una funciéon o« : G x V.— V es una accion lineal de G sobre V'
si se tiene, para cada v, w € V, cada g, h € G y cada A € C, que

a(g, Av) = Aa(g, v), a(g,v+w) = a(g,v) + alg, w),
ale,v) = v, a(g,a(h,v)) = a(gh,v).

Escribiremos generalmente g — v en lugar de «(g,v).
Los conceptos de representaciéon y de acciéon lineal son esencialmente equivalentes. Por un
lado, una representacion (V, p) determina una funcion

a:(g,v) €GXxViplg)(v) €V,

que es una accion lineal de G sobre V', como es inmediato verificar. Por otro, sia: G XV — V
es una accioén lineal de G sobre un espacio vectorial complejo V', podemos definir una funcion
p: G — GL(V) de manera que sea p(g)(v) = a(g,v) para cada g € G y cada v € V, y obtener
una representacion (V, p) de G sobre V. Mas atn, es facil verificar que estas dos construcciones
son mutuamente inversas.

Una representacion matricial de G de grado n es un homomorfismo r : G — GL(n,C) con
valores en el grupo GL(n,C) C M,(C) de matrices complejas n x n inversibles.

Una representacion lineal da origen a muchas representaciones matriciales. En efecto, sea
(V, p) una representacion de grado n, sea Z una base ordenada de V' y para cada f € End(V)
escribamos || f|| 5 € My(C) a la matriz de f con respecto a %. Si g € G, entonces la aplicacién
lineal p(g) : V' — V es un automorfismo y, en consecuencia, la matriz ||p(g)||, es inversible,
esto es, es un elemento de GL(n,C). Asi, p y % determinan una funcion pg : G — GL(n,C)
tal que pz(g9) = |lp(9)||» para todo g € G, que es claramente un homomorfismo de grupos.
Decimos que pg es la representacion matricial de G correspondiente a (V, p) y a la base A.

Reciprocamente, una representacion matricial r : G — GL(n, C) determina una representa-
cion (C™, p) de G sobre el espacio C™ en la que p : G — GL(C™) esta dada por p(g)(v) = r(g)-v
para cada g € Gy cada v € C"; el producto - que aparece aqui es el producto usual de matrices
y vectores. Es inmediato verificar que si £ es la base ordenada canénica de C™, entonces
la representacion matricial pg de G correspondiente a (C™, p) y a % es precisamente el
homomorfismo 7.

Ejemplo 1.1.2. Si V es un espacio cualquiera, hay una representacion (V, pyiv) de G en la que
prriv : G — GL(V) es el homomorfismo trivial, de manera que pyiy(g) = idy para todo g € G.
Decimos en este caso que G actia trivialmente sobre V' y que (V, pyiv) es la representacion
trivial de G sobre V. En particular, llamamos a la representacion (C, pyiy) sobre V.= C
simplemente la representacion trivial. O

Ejemplo 1.1.3. Si V' = 0 es el espacio nulo, entonces el grupo GL(V) es trivial, su tnico
elemento es idy y hay entonces exactamente un homomorfismo de grupos p : G — GL(V).
Decimos que la representacion correspondiente (V) p) es la representacion nula. 0

Ejemplo 1.1.4. Si V es un espacio vectorial y G € GL(V') es un subgrupo finito, entonces la
inclusion p : G — GL(V') es un homomorfismo de grupos. Tenemos entonces una representacion
(V,p) de G sobre V. O

Ejemplo 1.1.5. Dupongamos que X es un conjunto finito y que v : G x X — X es una accioén
de G sobre X. Recordemos que esto significa, si escribimos ¢ - « en lugar de a(g, x), que se
tiene

e-x=u, g-(h-x)=gh-z (1)

para cada z € X y cada g, h € G. Sea CX el espacio vectorial que tiene como base al
conjunto X, cuyos elementos son las combinaciones lineales formales )y a,z de elementos
de X con coeficientes a, en C. Para cada g € G hay una tnica aplicacion lineal my : CX — CX
tal que my(x) = g-x si x € X, ya que X es una base de CX, y, como la imagen por mg de X
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es el conjunto X mismo, es claro que mg es un automorfismo de CX. Podemos entonces definir
una funcion p, : G - GL(CX) de manera que sea p,(g) = my para cada g € G. Es facil
verificar que las condiciones (1) satisfechas por la accion « de G sobre el conjunto X implican
que po es un homomorfismo de grupos. Obtenemos asi una representacion (CX, p,) de G
sobre CX, a la que llamamos la representacion por permutacion correspondiente a X y la
accion a. El grado de CX es el cardinal | X| de X.

Si X =G ysilaaccion a: G x X — X esta dada por ag, z) = gz, entonces llamamos a
la representacion (CG, py) la representacion regular de G. O

1.2. Morfismos

Definicion 1.2.1. Si (V, py) y (W, pw) son representaciones de G, un morfismo de representa-
ciones ¢ : (V,py) — (W, pw) es una aplicacion lineal ¢ : V' — W entre los espacios vectoriales
subyacentes tales que para cada g € G es

popv(g) =pw(g)o¢.
Si, més atn, ¢ es biyectiva, decimos que ¢ es un isomorfismo de representaciones. Escribimos

homg ((V, pv), (W, pw)), o simplemente homg(V, W), al subconjunto de hom(V, W) de los
morfismos de representaciones.

En la situacion de la definicién, denotemos —y y — - a las acciones lineales de G sobre V' y
sobre W correspondientes a las representaciones (V, py) y (W, pw ), respectivamente. Entonces
una aplicacion lineal ¢ : V' — W es un morfismo de representaciones sii para cada g € V' y
cada v € V se tiene que

P(g —vv) =g—w d(v).

De manera similar, podemos expresar la condiciéon de que ¢ sea un morfismo de representa-
ciones en términos de representaciones matriciales. Sean n = dim V' y m = dim W, sean £ y
A bases ordenadas de V' 'y de W, y sean (py)z : G — GL(n,C) v (pw)% : G — GL(m,C)
las representaciones matricales correspondientes a (V,py) y B,y a (W, pw) y &', respectiva-
mente. Escribamos ademas ||¢[ 4 4 a la matriz de ¢ con respecto a #'y %'. Entonces ¢ es un
morfismo de representaciones si y solo si

161l .0 - (pv)2(9) = (pw )z (9) - 9l .5
para cada g € GG; aqui - es el producto de matrices.
Proposicion 1.2.2. Sean (V,pv), (W, pw), (U, pu) representaciones de G.
(i) La funcion identidad idy : V — V' es un morfismo de representaciones.

(ii) Si ¢ : V= Wy : W — U son morfismos de representaciones, entonces la
composicion Yo : 'V — U es un morfismo de representaciones.

(ii1) El subconjunto homg(V, W) de hom(V, W) es un subespacio vectorial.

(i) Si f : V. — W es un isomorfismo de representaciones, entonces la funcion inversa
LW =V también lo es.

Demostracion. O

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la representacion trivial (C, pyiy) v la representacion regular
(CG, preg). Seat = . ah € CG yseago: A€ Cs At € CG. Sige Gy Ae C, entonces
do(g = A) = ¢o(N\) = Xt = g — At: esto muestra que ¢p es un morfismo de representaciones,
de manera que ¢y € homg(C,CG).

De hecho, en esta situacion podemos ver que homg(C, CG) es un subespacio de hom(C, CG)
generado por ¢g, de manera que en particular tiene dimensiéon 1. En efecto, supongamos que
¢ : C — CG es un morfismo de representaciones, y sea s = ¢(1) € CG. Como G es una base
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de CG, existen escalares ay, h € G, tales que s = ), _~aph. Si g € G, entonces, como ¢ es
un morfismo,

dah=¢(1)=¢(g—=1)=g—9¢(1)=g— > aph=>_ ag14h.

heG heG heG
El conjunto G es una base de CG, asi que esto implica que ap = ag-1j, para todo h € G; en
particular, tomando h = g vemos que a4 = a.. Esto es cierto para cada g € G, asi que en
definitiva tenemos que s = act y, entonces, ¢ = a.¢p. Esto muestra que homg(C,CG) esta
generado por ¢g, como afirmamos. O

1.3. Subrepresentaciones

Proposicion 1.3.1. Sea (V, p) una representacion de G, sea W C 'V un subespacio vectorial
Y supongamos que

para cada g € G se tiene que p(g)(W) C W. (2)

Hay entonces una funcion pw : G — GL(W) tal que pw(g) = p(9)|lw para cada g € G, el
par (W, pw) es una representacion de G en W y la inclusion v : W — V' es un morfismo de
representaciones.

De hecho, es facil verificar que en esta sitacion el subespacio W puede dotarse de una wnica
estructura de representacion de G tal que la inclusion ¢ resulte un morfismo de representaciones.

Demostracion. O

Definiciéon 1.3.2. Si (V, p) es una representacion de G y W C V es un subespacio vectorial. Si
W satisface la condicion (2) de la proposicion anterior, decimos que W es una subrepresentacion
de V o, también, que W es G-invariante.

Si W es una subrepresentacion de (V,p), entonces W es el espacio subyacente a una
representacion (W, py ), con py determinada por p como en la proposicion. En todo lo que
sigue, siempre que tengamos una subrepresentacion de una representacion, la considereraremos
implicitamente a ella misma como una representaciéon de esta manera.

Sea (V, p) una representacion y sea W C V un subespacio G-invariante. Sean n = dim V' y
m =dim W, y sea py : G — GL(W) la representacion de G sobre W. Podemos elegir una
base B = {v1,...,v,} de V de manera que el subconjunto &' = {vy,...,v,} sea una base
de W. Si pg : G — GL(n,C) es la representacion matricial correspondiente a V' 'y a A, y
(pw)z : G — GL(m,C) es la representacion matricial correspondiente a Wy a %', entonces
como W es invariante, para cada g € G la matriz p(g) es una matriz de bloques de la forma

(pw)ar(9):

Definicion 1.3.3. Sea V una representacion. Si W C V es una subrepresentacion, decimos
que W es propia si W C V' y que es nula si W = 0. Por otro lado, V' es simple si V' # 0 y no
posee subrepresentaciones propias y no nulas.

Ejemplo 1.3.4. Si V es una representacion, el subespacio nulo 0 C V' y el espacio total V'
mismo son subrepresentaciones de V. Esto implica inmediatamente que V' es simple si tiene
exactamente dos subrepresentaciones distintas. O

Ejemplo 1.3.5. Una representacion de grado 1 es siempre simple. Por otro lado, una represen-
tacion trivial V' es simple si y solo si dim V' = 1: en efecto, si dim V' > 1, existe un subespacio
W CVitalque 0 C W C V y es inmediato que W es G-invariante. O
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Ejemplo 1.3.6. Si (V, p) es una representacion, escribimos
Ve ={veV:paratodoge Gesg—v=uv}

Es facil ver que V& es una subrepresentacion de V' y que es, de hecho, la subrepresentacion
més grande de V sobre la que G actiia trivialmente. U

Ejemplo 1.3.7. Supongamos que G actta sobre un conjunto finito X, como en el ejemplo 1.1.5,
y sea CX la correspondiente representacion de G. Afirmamos que CX es simple sii | X| = 1.
La condicién es suficiente, ya que cuando |X| =1 es dim CX = 1. Por otro lado, si | X| =1,
entonces el subespacio T' C CX generado por el elemento ¢ = )+ x es una subrepresentacion
y, como dim7T = 1 < dim CX, se trata de una subrepresentacién propia. U

Proposicion 1.3.8. Sean V y W representaciones y sea f: V. — W un morfismo de repre-
sentaciones. Entonces el nicleo ker f es una subrepresentacion de V' y la imagen im f es una
subrepresentacion de W.

Demostracion. O

Una aplicaciéon inmediata de esta proposicion es el llamado Lema de Schur, una de las
herramientas fundamentales de toda la teoria:

Teorema 1.3.9 (Lema de Schur). Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones simples.
(i) Un morfismo no nulo ¢ : V. — W de representaciones es un isomorfismo.
(it) Si¢:V — V es un endomorfismo de representaciones, entonces eziste A € C tal que
¢ = Aidy.

Demostracion. (i) Como ¢ no es nulo, es ker¢p C V: como V es simple y ker¢ es una
subrepresentacion de V', esto implica que necesariamente ker ¢ = 0. Por otro lado, im ¢ #£ 0
porque, otra vez, ¢ no es nulo, y como im ¢ es una subrepresentacién de la representacién
simple W, debe ser im ¢ = W. Vemos asi que ¢ es un isomorfismo.

(ii) Como C es algebraicamente cerrado, existen A € C y vy € V tales que ¢(vg) = Avp.
En consecuencia, la aplicacion lineal ¢ — Aidy : V' — V no es biyectiva. Sige Gy v €V,
entonces

(¢ —Aidy)(g —=v) = ¢(g = v) — A(g —v)
=g—¢(v) —g— (M)
=g— (¢ — Aidy)(v).
Vemos asi que ¢ — Aidy es un morfismo de representaciones y la parte (i) del teorema implica
entonces que ¢ — Aidy = 0: esto prueba la parte (7). O
Fjemplo 1.3.10. Supongamos que G actiia sobre el conjunto finito X. Supongamos ademés que
Y C X es un subconjunto G-invariante, esto es, tal que
geG yeyY = g-yevy.
El subespacio CY = (y : y € X) de CX generado por los elementos de Y es entonces una

subrepresentacion. O

Ejemplo 1.3.11. Sea X un conjunto finito sobre el que G actiia y sea f : CX — C la
aplicacion lineal tal que f(x) = 1 para todo z € X. Es facil verificar que f es un morfismo de
representaciones, asi que W = ker f es una subrepresentacion de CX; explicitamente, es

W:{Z)\mxe(@X:Z)\x:O}.

zeX reX
El grado de W es claramente dimker f = dimCX — dim C = | X| — 1. En particular, W es no
nula exactamente cuando | X| > 1. O

Proposicion 1.3.12. Toda representacion no nula de G contiene subrepresentaciones simples.
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Demostracion. Sea V una representacion. Probemos que V' posee al menos una subrepresenta-
ci6n simple U C V haciendo induccién sobre el grado n = dim V. Cuando n = 1, podemos
tomar U = V. Supongamos entonces que n > 1.

Si V es simple, podemos elegir otra vez U = V. Si en cambio V' no es simple, entonces posee
una subrepresentacion V/ C V propia y no nula. En particular, dim V' < dim V, asi que la
hipétesis inductiva implica que V' posee una subrepresentacion simple U C V’. Pero entonces
U es una subrepresentacién simple de V', que es lo que buscdbamos. O

1.4. Completa reducibilidad

Definicién 1.4.1. Decimos que una representacion V es descomponible si existen subrepre-
sentaciones no nulas W y U tales que V =W @ U, y que es indescomponible en caso contrario.

Ejemplo 1.4.2. Sea X un conjunto finito sobre el que G actiia, y consideremos la relacion ~
en X tal quesiz, y € X es

x~y < existe g€ Gtalque g-x =y.
Se trata de una relacién de equivalencia, asi que determina una particiéon II de X. Mas atn, es
claro que para cada parte Y € II se tiene que

geG yeyY = g-yey,

de manera que, como en el ejemplo 1.3.10, el subespacio CY = (y € Y') de CX es G-invariante.
Puede verse facilmente que CX es la suma directa de los subespacios CY con Y € II. O

Ejemplo 1.4.3. Sea otra vez X un conjunto finito sobre el que G actua, y supongamos que
|X| > 1. En el ejemplo 1.3.7 construimos una subrepresentacion 7' de CX de grado 1, generada
en tanto espacio vectorial por el elemento t = > x, y en el ejemplo 1.3.7 construimos una
subrepresentacion

:{Z)\E:BE(CX: Zxx:o}.
reX xeX

de grado | X| — 1. Es inmediato verificar que TNW =0, y que T'+ W = CX, de manera que
CX =T @ W. Asi, como Ty W son subrepresentacion propias, CX es descomponible. O

Se sigue inmediatamente de las definiciones que una representaciéon simple es indescomponible.
Un resultado fundamental de la teoria es que la afirmacién reciproca tambien es cierta. Para
obtener este resultado, que enunciamos en el Corolario 1.4.7 méas abajo, necesitamos establecer
antes algunos resultados preliminares.

Lema 1.4.4. Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones, y sea f : V. — W una aplicacion
lineal. Entonces la funcion lineal f : V — W dada por

f= ZPW fopvig™)
1G] poere

es un morfismo de representaciones. Mds ain, si (W, pw) = (V, py), entonces

tr f =tr f.
Demostracion. Denotemos —y y —y a las acciones lineales de G sobre V' y sobre W corres-
pondientes a las representaciones (V, py) v (W, pw).
SiheGywveV, entonces

f(h—=vw) = |G‘Zg —w flg7 —v (h—=v))

gelG

ZQ —w g h—=vv)

e ooy
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y, poniendo k = h_lg, esto es

théwf v v)

kEG

= h—w Zkéwf v v)

161 &5
=h—w f(v).

Vemos de esta forma que f es un morfismo.
Para terminar, supongamos que (W, pw) = (V, py). Si g € G, tenemos que

tr(pv(g) o fopv(g ™)) =tr(pv(g™") opv(g)e f) =tr f,

de manera que

twfm LS ux(pvlg)o fopulg ) =t f a

1G] =
Proposicion 1.4.5. Sea V' una representacion de G y sea W C V' un subespacio G-invariante.
Entonces existe otro subespacio G-invariante U CV tal que V=W @ U.

Demostracion. Fijemos una aplicacion lineal p : V' — V tal que pop = p y cuya imagen es
el subespacio W; en particular, se tendra que p(w) = w para todo w € W. Por ejemplo, si
dimV =n y dim W = r, existe una base {v1,...,v,} de V tal que {vy,...,v,} es una base
de W, y podemos considerar la aplicacion lineal p : V' — V tal que p(v;) = v; para cada
ie€{l,...,r} ytal que p(v;) =0siie{r+1,...,n}

Consideremos ademaés la funcion lineal p: V — V tal que

g1
) =5 Z g—=plg~t =)
el e
para todo v € V. Mostremos que U = ker p es una subrepresentacion de V' 'y que V. =W @ U:
esto probara la proposicion.

e Para ver que U es una subrepresentacion, es suficiente —de acuerdo a la Propo-
sicion 1.3.8— con observar que p es un morfismo de representaciones, y esto es
consecuencia del Lema 1.4.4.

e La aplicacién p tiene imagen W y es p o p = p. En efecto, como la imagen de p es W'y
W es G-invariante, es claro que para todo v € V es p(v) € W. Por otro lado, si w € W
y g€ G, es g t—=w e Wy, en consecuencia, p(¢g~! —w) = g~! — w; se sigue entonces
que para Cada w € W se tiene que

ZQAP (g1 —w) = |G‘Zgégléw:w.

QGG geG
Ahora, si v € W N U, entonces p(v) = v porque v € W, y p(v) = 0 por-
que v € U: vemos asi que W N U = 0. En segundo lugar, si v € V, entonces
p(v —p(v)) = p(v) — p(p(v)) = 0 porque p(v) € W, de manera que v — p(v) € U, y
p(v) € W porque la imagen de p es W: entonces v = p(v) + (v — p(v)) € W+ U y esto
nos dice que VC W + U. U

Teorema 1.4.6. Toda representacion de G es suma directa de subrepresentaciones simples.

Clasicamente, este teorema se enuncia diciendo que toda representacion es completamente
reducible.

Demostracion. Sea V una representacion y sea n = dim V. Mostremos que V es suma directa
de subrepresentaciones simples haciendo induccién en n. Si n = 0 no hay nada que probar, asi
que podemos suponer que n > 0.
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De acuerdo a la Proposicion 1.3.12, existe una subrepresentaciéon simple W C V. Si W =V,
entonces V es simple, y por supuesto es suma directa de subrepresentaciones simples. Si, en
cambio, W C V', la Proposicién 1.4.5 nos dice que existe una subrepresentacion U C V tal que
V =W @U. Ahora bien, dim U < dim V, asi que inductivamente podemos suponer que existen

m > 1 y subrepresentaciones Uy, ..., U,, C U tales que U = U; & --- @ U,,. Pero entonces
V=WeaU; &- - &U, es suma directa de subrepresentaciones simples, como queriamos
probar. Esto completa la induccién. O

La descomposicién de una representacion como suma directa de subrepresentaciones simples
no es Unica. Por ejemplo, si V' es una representacion trivial de dimensién 2, entonces todo
subespacio de V' de dimensién 1 es una subrepresentacion de V', y si Uy y Us son dos tales
subespacios distintos, entonces V = U; & Us.

Corolario 1.4.7. Una representacion es simple si y solamente si es indescomponible.

Demostracion. Es claro que una representacién simple es indescomponible. Por otro lado, una
representacion descomponible, siendo suma directa de dos subrepresentaciones propias y no
nulas, no es simple. O

1.5. Construcciones
Suma directa

Si (V,pv) v (W, pw) son dos representaciones de G, podemos hay una representacion
(V @& W, p) sobre el espacio vectorial suma directa (externa) V @& W, cuyo homomorfismo de
grupos p: G — GL(V @ W) es tal que para cada g € G es

plg) = <p Vo(g ) pWO(g)> .

Es facil verificar que las inclusiones iy : V — V@ W iy : W — V & W y las proyecciones
py:VeW —=>Vypw:Ve&W — W son morfismos de representaciones.

Espacios de homomorfismos

Sean (V, py) v (W, pw) dos representaciones, y consideremos el espacio vectorial hom(V, W)
de todas las aplicaciones lineales V' — W. Consideremos la funcion p : G — GL(hom(V, W))
tal que

p(9)(f) = pw(g) o fopv(g™)

para cada g € G y cada f € hom(V,W). Es facil verificar que p esta bien definida y que se
trata de un homomorfismo de grupos, asi que tenemos una representacion (hom(V, W), p)
de G sobre hom(V, W). Siempre que veamos a hom(V, W) como representacion de G sera con
respecto a esta estructura.

Notemos que si —y y —p son las acciones de GG sobre V' y W, respectivamente, y — es la
accion de G sobre hom(V, W), entonces para cada g € G, cada f € hom(V,W) y cadav € V

se tiene que (g — f)(v) = g —=w f(g~ ' —v v).
Proposicion 1.5.1. Si (V, py) y (W, pw) son representaciones, entonces
home(V, W) = hom(V, W)€%,

El espacio hom(V, W)& que aparece a la derecha en esta igualdad es el subespacio de invariantes
de la representacion hom(V, W) definido en el Ejemplo 1.3.6.

Demostracion. Sea f € hom(V,W). Entonces f € hom(V,W)% sii para todo g € G es
f=g9— f, y esto ocurre cuando para todo v € V se tiene que

f) == NH)=g—=w flg7" =v).
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Es inmediato que esta tltima condicién se cumple exactamente cuando f es un morfismo de
representaciones, esto es, cuando f € homg(V, W). O

Espacio dual

Un caso particular de la construccion anterior es aquél en el que la representacion (W, py)
es la representacion trivial (C, pyiy). Es entonces hom(V, C) el espacio dual de V', que notamos
simplemente V'. Si (— | =) : V! x V — C es la evaluacion y si —y y —y» son las acciones
de G sobre V' y V’, entonces para cada f € V' y cada v € V es

(g=v flo)=(flg7" =v)

Lema 1.5.2. Sea (V,py) una representacion, sea (V',py/) su representacion dual, y sea
(V" pyn) la representacion de ésta vltima. El isomorfismo candnico de espacios vectoriales
£:V = V" es un isomorfismo de representaciones.

Demostracion. Recordemos que la funciéon € esta determinada por la condicién de que para
todov € V y todo f € V' es {(v)(f) = (f | v).
Seage GywveV.SifeV' entonces

(9—=€@)(f) =€) = f)

="' =1l

=(flg—v)

= &g —v)(f),
asi que g — &(v) = £(g — v). Esto nos dice que £ es un morfismo de representaciones, y el lema
sigue de esto. O

Proposicion 1.5.3. Sea (V. py) una representacion, sea (V' py+) la representacion dual.
Entonces V' es simple si y solamente si V' es simple.

Demostracion. Supongamos que V no es simple y sea W C V una subrepresentacion propia
no nula. Sea W+ = {f € V': (f | w) = 0 para todo w € W}.
Si fe Wt yge G, entonces para cada w € W tenemos que

(9= Flw)=(f g7 = w) =0

porque g~' — w € W, de manera que g — f € W. Es asi W+ una subrepresentacion de V' y,

como 0 C W C V', concluimos que V' no es simple.

Ahora bien, usando lo ya hecho, sabemos que si V' no es simple, entonces V" tampoco lo es
y, en vista del Lema 1.5.2; esto nos dice que la representacion V' misma no es simple. Esto
completa la prueba. O

Productos tensoriales

Sean (V. py) v (W, pw) dos representaciones y sea V@ W el producto tensorial de los
espacios vectoriales subyacentes. Hay un homomorfismo de grupos p : G — GL(V @ W) tal
que para cada g € G es p(g) = pv(9) ® pw(g), asi que tenemos una representacion (V @ W, p).
Si —y y —w son las acciones de G sobre V' y W, respectivamente, entonces la acciéon de G
sobre V ® W esta dada por

g=vRw=(9—-vv)®(g—ww)
para cada g € W, cadav € V y cada w € W.

Las propiedades formales usuales que relacionan a hom con ® se preservan al extenderlos
de los espacios vectoriales a las representaciones lineales de un grupo:

Proposicion 1.5.4. Sean (V,pv), (W, pw) y (U, pv) representaciones de G.
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(i) Elisomorfismo candnico de espacios vectoriales
® : hom(V @ W,U) — hom(V, hom(W,U))
es un isomorfismo de representaciones.

(i) El isomorfismo candnico
U:V'@W — hom(V,W)
es un isomorfismo de representaciones.

Demostracion. (i) Recordemos que ® es la transformacion lineal tal que

(f)(v)(w) = flv@w)

si f € hom(V @ W,U),v eV ywe W. Para probar la proposicion, hay que probar ® es un
morfismo de representaciones: sea g € G'y mostremos que ®(g — f) = g — ®(f) para cada
f € hom(V @ W,U) y, para ello, que ®(g — f)(v)(w) = (¢ = ®(f))(v)(w) para cadav € V' y

cada w € W. Esto sigue de un célculo directo, ya que
(g — f))(w) = (g— flvOw)
=g—=flg' ~vew)

=g—=fllg ' =v)e@!

—w))

(ii) La aplicacion ¥ es tal que

U(f @w)(v) = (f[v)w

para cada f € V/, cada v € V y cada w € W. Para ver que se trata de un isomorfismo de
representaciones basta mostrar que es un morfismo, ya que sabemos que es biyectiva, y para
ello hay que probar que ¥(g — f @ w) = g — V(f ® w) para todo g € G. Esta es una igualdad
de elementos de hom(V, W): para verificarla, sea v € V' y calculemos:

V(g—fow)(v)="Y((g—f)e(g—w)(v)
=(g—=flv)(g—w)
=(flg " —v)(g—w)
=g—=(flg " —=vw
=g—=V(fouw)(g =)
= (9= ¥(f @ w))(v). 0

Restriccion

Supongamos que H C G es un subgrupo y que (V, py) es una representacion de G. Entonces
podemos considerar la restriccion py|g : G — GL(V) de py al subgrupo H, que nos da una
representacion (V, py|g) de H sobre V. Llamamos a (V, py|g) la restriccion de (V, py) a H, y
la escribimos V'] z. Mas generalmente, si ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos y (V, py)
es una representacion de G, entonces hay una representacion (V, py o ¢) de G, que escribimos
¢* (V') y lamamos la restriccion de (V, p) a lo largo de ¢.

Notemos que si H C G es un subgrupo e ¢ : H — G es la inclusién, para cada representacion
(V,pa) de G la restriccion *(V') de V' a lo largo de ¢ coincide con la restriccion Vg de V
a H. Es en este sentido que la segunda construccién generaliza a la primera.
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Fijemos un homomorfismo de grupos ¢ : H — G. Si V' y W son representaciones de G,
entonces es inmediato que si V' y W son isomorfas, las representaciones restringidas ¢*(V') y
¢* (W) tambien son isomorfas. Por el contrario, es posible que ¢* (V') y ¢*(W) sean isomorfas
a pesar de que V' y W no lo sean.

Ejemplo 1.5.5. Sea ¢ : H — G es el homomorfismo trivial, de manera que ¢(h) = eg para
todo h € H. Es facil ver que si V y W son representaciones de G, entonces

o*(V)=Z¢*"(W) < dimV =dim W
y que, de hecho, cualquiera sea V', la representaciones restringida ¢*(V') es trivial. O

Proposicion 1.5.6. Sea ¢ : H — G un homomorfismo sobreyectivo de grupos.
(i) Sean (V,pv) y (W, pw) representaciones de G. Si ¢* (V) = ¢*(W), entonces V=W.

(i) Sea (V,py) una representaciones de G. Entonces V' es simple sii ¢*(V') es simple como
representacion de H.

Demostracion. |

2. CARACTERES
2.1. Definicién

Definicion 2.1.1. Si (V, p) es una representacion de G, el cardcter de (V, p) es la funcion
x : G — C dada por

x(g9) = trp(g)

para cada g € G. Si V es simple, decimos que x es irreducible. Cuando queramos enfatizar el
hecho de que x es el caracter de (V) p) escribiremos xy. Escribiremos X(G) al conjunto de los
caracteres irreducibles de G.

Ejemplo 2.1.2. Si (V, p) es una representacion sobre la que G actta trivialmente, de manera
que p(g) = idy para todo g € G, entonces el caracter y : G — C de V satisface x(g) = dim V
para todo g € G. En particular, el caracter de la representacion trivial (C, pyiyv) es la funcion
constante 1 : g€ G— 1€ C. O

Ejemplo 2.1.3. Sea X = {z1,...,x,} un conjunto finito sobre el que G actia y sea (CX, p) la
correspondiente representacion de G. Si g € G, la matriz ||p(g)|| x = (g45) de p(g) : CX — CX
con respecto a la base ordenada (x1,...,x,) tiene, para cada i, j € {1,...,n},

o 1, sig-z;=uxj;
Gij = .
0, en caso contrario.

Se sigue, entonces, que si x : G — C es el caracter de CX, entonces
n
X(@)=> gi=[{reX:g z=ua}
i=1

es la cantidad de elementos de X que g deja fijos.
Si X = Gy G actia por multiplicacion, de manera que la representacion es la representacion
regular (CG, preg), €l caracter xreg : G — C estéa entonces dado por

G|, sig=ce
Xreg(g): {‘ ’ g O

0, en caso contrario.
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Ejemplo 2.1.4. Sea (V, p) una representacion de grado 1. Hay un isomorfismo de grupos canénico
¢: GL(V) — C*, univocamente determinado por la condiciéon de que sea f = ¢(f)idy para
todo f € GL(V). Es inmediato verificar que el caracter x : G — C de V es la composicion

G L~ GL(V) £~ C*—=C,

asi que podemos decir que x “es” p.

Observemos que se sigue, en particular, que en este caso el caracter es una aplicaciéon
multiplicativa: esto es, que x(g)x(h) = x(gh) para cada g, h € G. Esto no es cierto en general:
por ejemplo, en cuanto G no es el grupo trivial, el cardcter de la representaciéon regular CC
calculado en el ejemplo 2.1.3 no es multiplicativo. O

Proposicion 2.1.5. Sea (V, p) una representacion y sea n = dim'V' su grado.
(i) Se tiene que x(1) =n.
(ii) Sige G, esx(g™) = x(g).
(iii) Si g, h € G, entonces x(ghg™') = x(h) y x(gh) = x(hg).
Demostracion. g

Proposicion 2.1.6. Si (V, py) y (W, pw) son representaciones y ¢ : V.— W es un isomorfis-
mo de representaciones, entonces Xy = Xw -

Demostracion. O

Sea C(Q) el espacio vectorial de las funciones G — C. Se trata de hecho de una C-élgebra:
si x1, X2 € C(G), el producto x1 - x2 : G — C es la funcion tal que (x1 - x2)(9) = x1(9)x2(9)
para cada g € G. Si x € C(G), definimos una nueva funciéon x* : G — C de manera que se
tenga x*(g) = x(¢~ 1) para todo g € G.

Proposicion 2.1.7. Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones y sean xy y Xw Sus cardc-
teres. Entonces

(1) xvew = xv +xw,
(1) xvew = Xv - XW,
(@1) Xv+ = Xi; ¥
(10) Xhom(V,w) = Xir - XW -

Demostracion. O

2.2. El producto interno

Definimos sobre el espacio vectorial C(G) definimos un producto interno (—, —) poniendo,
para cada par de funciones x1, x2 € C(G),

(X1, x2) = ‘é” Z x1(9)xz2(9)-

geG

La verificacion de que esto define en efecto un producto interno es inmediata.

Definicion 2.2.1. Una funcion f : G — C es central si para todo g, h € G es
flghg™) = f(9).

Escribimos Z(G) al subconjunto de C(G) de las funciones centrales.

De hecho, es facil ver que Z(G) es un subespacio vectorial y un subanillo de C(G). La
Proposicion 2.1.5(4) nos provee ejempos de elementos de Z(G): en efecto, afirma que el
caracter de toda representacion de G es central.
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Considaremos a Z(G) como un espacio con producto interno obtenido por restriccion del
de C(G). Si x € C(G) es el caracter de una representacion, la Proposicion 2.1.5(z) nos dice
que x(g9) = x(g~") para todo g € G: al calcular productos internos de caracteres en lo que
sigue, usaremos esto implicitamente. Por otro lado, la siguiente observacién es frecuentemente
atil:

Lema 2.2.2. Sean cq, ..., ¢ las clases de conjugacion de G y sean g1, ..., gr € G tales que
gi € ¢; para cada i € {1,...,k}. Si x1, X2 € Z(G) son funciones centrales, entonces

k
(X1, x2) = ,G| Z!cjba (95)x2(9;)-

Demostracion. Como las clases de conjugaci(’)n de G determinan una particion de G, es

(X1, x2) = ’G’ZXI 2(9) ’G‘ZZM

geG j=1g€c;

y como X1y x2 son centrales, para todo j € {1,...,k} es x1(9) = x1(95) ¥y x2(9) = x2(9;)
para cada g € c¢j, de manera que

(X1, x2) = ,G, Z!Cy\xl (9j)x2(95);

como afirma el enunciado. O

2.3. Relaciones de ortogonalidad entre caracteres

Proposicion 2.3.1. Si x1 y x2 son los cardcteres de dos representaciones simples no isomorfas,
entonces (x1,x2) = 0 Ademds, cualquiera sea g € G se tiene que

> xalgh™Hxa(h) = 0. (3)

heG

Demostracion. Sean (V) py) y (W, pw) representaciones tales que sus caracteres sean xi y
X2, de grados n y m, respectivamente. Sea %4 y %’ bases ordenadas de V y V', y sean
r=(pv)g: G — GL(n,C) y s = (pw)z : G — GL(m,C) las representaciones matriciales
correspondientes.

Sea f: V — W es una funcion lineal y sea f : V' — W la funcién construida en el Lema 1.4.4,
que es un morfismo de representaciones. Por hipotesis, V' y W son no isomorfas, asi que el
Lema de Schur 1.3.9 implica que

f= ZﬂW fopv(g™)=0.
geG
Si (fi;) es la matriz de f con respecto a las bases # y %', esta igualdad nos dice que para

todoi € {1,...,m} ytodo j € {1,...,n} es

Z si(9) frrii(g™) = 0.

geG
1<k<m
1<i<n

Ahora bien, esto es cierto cualquiera sea f, asi que podemos concluir, de hecho, que para todo
i,ke{l,...,m}ytodoj,l€{l,...,n}es

> silg)r(g™h) = 0. (4)

geG
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En particular,

<X1>X2 Z X1

gEG

Z( > rilg )( Z Sjj(g)>

gEG 1<i<n 1<5<m

Z (ZT“ 9)s5i(9 ))

1<i<n geG
1<j<m

=0.

IA

Esto prueba la primera parte de la proposiciéon. Para ver la segunda, calculamos que

> oxalgh xah) =Y D ralgh™Y)sj(h)

heG hEG 1<i<n
1<<m

=Y Y rilg)rri(h)si(h)

heG 1<i,k<n
1<5<m

= Y (st ) rulo)

1<i,k<n heG
1<j<m

=0
en vista de (4) O

Proposicion 2.3.2. Si x es el cardcter de una representacion simple, entonces (x,x) = 1.
Sin es el grado de x, entonces para cada g € G tenemos que

S xtoh Hx() = Elx () (5)

n
he@

Demostracion. Sean (V, py) una representacion tal que su caracter es x1 y sea n su grado.
Sea 4 una base ordenada de V', y sean r = (py ) : G — GL(n, C) la representacion matricial
correspondiente.

Si f:V — V es una aplicacién lineal, entonces, como en la prueba de la proposicion anterior,
la aplicacion f : V — V es un endomorfismo de representaciones, asi que —por el Lema de
Schur— existe A € C tal que f = Aidy. Usando la ultima afirmacién del Lema 1.4.4, vemos
que An = trf =tr f, de forma que A = %tr f, asi que en definitiva es

_ 1 .
va fopv(g 1):Etrf|dv.

gEG
Si (fij) es la matriz de f con respecto a la base %, esta igualdad implica que para cada
i,7€{l,...,n}es
1 -1 1
al > ralg) fur(gh) = —tr f 0y

Gl =
1<k,I<n
La arbitrariedad de f nos permite concluir que si i, j, k, [ € {1,...,n} es

1
@l an 9)ri(g™) = Eékldijy (6)

geG



REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS 15

y entonces

{06 x) ‘G‘Zx

geqG

e Z( > rily )( > Tjj(g_l))

geG 1<i<n 1<j<n

= > gt

1<i j<n

1
1<4,5<n
=1.
Por otro lado, si g € G es

> x(gh x(h) =" Y rilghT ()

hed heG 1<i,j<n

=Y > il i)

heG 1<i,j,k<n

= 3 (Xt ra)

1<4,5,k<n heG
y usando (6), esto queda

_ 1Gls 5 .
= Y —0jk0jirin(9)

1<ij.k<n
|G|
= > r59)
1<j<n
|G
= =1 . [l
- (9)

2.4. Aplicaciones

Teorema 2.4.1. Sea (V, py) una representacion y sea xy su cardcter. Supongamos que Wr,
, Ws son subrepresentaciones de V tales que V.=W; @ ---® Wy y sean xw,, ..., Xw, Sus
respectivos cardcteres. St U es una representacion simple de cardcteres xy, entonces

(xv.xu)=[{ie{l,....,s} : U=W}|.

Demostracion. Sea U una representacion simple. Sea i € {1,...,s}. Si U 2 W;, la Proposi-
cion 2.3.1 nos dice que (xw,, xu) = 0. Si, por el contrario, U = W;, entonces xy = xw;, y la
Proposicion 2.3.2 nos dice que (xw;, xv) = 1.

De acuerdo a la Proposicion 2.1.7(4), es xy = >4 Xv;, ¥ entonces

S
Oevoxo) = ows xo) = ‘{z ef{l,..., O
i=1
Definicién 2.4.2. Sea V' una representacion y sean Wiy, ..., W, subrepresentaciones de V'

tales que V.=W; & --- @ Ws. Si U es una representacion simple, la multiplicidad de U en V
es el nimero

[V:U]:’{z’e{l,...,

Si [V : U] > 0, decimos que U aparece en V.
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Corolario 2.4.3. Sea (V, py) una representacion. Supongamos que Wr, ..., Wy yW{, ..., W]
son subrepresentaciones de 'V tales que V=W1 @ - - & Ws=W| @ --- & W/. Entonces s =t
y, st U es una representacion simple,

ie (. sh:u=w}|=|{ieq,. .. 0=w)}

Demostracion. O

Corolario 2.4.4. Sea (V, py) una representacion y sea xy su cardcter. Entonces V' es simple
si y solamente si (xv,xv) = 1.

Demostracion. O

Corolario 2.4.5. Sean (V, pyv) y (W, pw) dos representaciones y sean Xy y Xw Sus cardcteres.
Entonces V. y W son isomorfas si y solamente si xy = Xw -

Demostracion. O

Corolario 2.4.6. Sea xiiv €l cardcter de la representacion trivial y sean V- y W dos repre-
sentaciones. Entonces

dim VY = (xv, Xtriv)

dim homg(V, W) = (xv, xw)-
Demostracion. =

Proposicion 2.4.7. Sea (CG, p) la representacion regular de G. El cardcter x de CG es tal

que
G|, sig=e;
x(g9) = {‘ s

0, en caso contrario.
Toda representacion simple U aparece en CG con multiplicidad [CG : U] = dim U.
Demostracion. U

Corolario 2.4.8. Hay un numero finito de clases de isomorfismo de representaciones simples.
St Uy, ..., Uy es un conjunto completo de representantes de esas clases y st x1, ..., Xk Y N1,
.., N son sus cardcteres y grados, respectivamente, entonces

k
> ni =G|,
=1

y el cardcter Xreg de la representacion regular es

k
Xreg = anX’L (7)
=1

Demostracion. O

2.5. El niimero de representaciones simples

Proposicion 2.5.1. La dimension de Z(G) es la cantidad de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Sea C(G) el conjunto de las clases de conjugacion de G y para cada ¢ € C(G)
sea 0. : G — C la funcién tal que para cada g € G es

1, sige€c
5c<g>={ !

0, en caso contrario.
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Se sigue inmediatamente de esta definicion que 6. € Z(G) cualquiera sea ¢ € C(G) y que el
conjunto A = {6, : ¢ € C(G)} es linealmente independiente en C(G).

Sea f € C(G).Sice C(G)y g, g € c, entonces existe h € G tal que ¢’ = hgh™! y entonces
f(g") = f(hgh™) = f(g). Vemos asi que f es constante sobre cada clase de conjugacion
de G y, usando esto, que si si para cada ¢ € C(G) elegimos un elemento g. € ¢, entonces
f=2>cecwa) f(ge)dc. Esto prueba que el conjunto A genera a C(G), asi que se trata, en

definitiva, de una base de C(G).
Concluimos que dim Z(G) = |C(G)|, lo que prueba la proposicion. O

Si f € Z(G)y (V,py) es una representacion, definimos la aplicacion lineal
pl, =" F(h)pv(h):V =V
heG
Lema 2.5.2. Sea f € Z(G).

(i) Si (V,pv) y (W, pw) son dos representaciones de G y si (V@& W, pygw) es su suma
directa, entonces

Pé w = (p(/ 9‘)
® .
0 py
f

(i) Sea (V, py) una representacion simple de grado n y cardcter xv . Entonces py, = vidy
G
con v = |<f X170

Demostracion. La parte (i) es inmediata. Veamos (7).
La aplicacion py es un morfismo de representaciones. En efecto, si g € G tenemos que

plopvig)=>_ f(h ) o pv(g)

heG

=Y f(h)pv(hg)

heG
y, cambiando la variable h por k = g~ 'hg, esto es

=Y flgkg")pv(gk)

keG

que, como f es central, es lo mismo que

= fk)pv(g) o pv (k)

keG
= pv(9) o ol
El Lema de Schur 1.3.9 implica que existe v € C tal que f = vidy y, de hecho, es
1 1 ]G\
—trf=—> f(h)trpy(h) Zf —(f,x") O
heG hGG

Teorema 2.5.3. El conjunto de los cardcteres irreducibles es una base ortonormal de Z(G).

Demostracion. Sea X C Z(G) el conjunto de los caracteres irreducibles. De las Proposicio-
nes 2.3.1 y 2.3.2 sabemos que X es un conjunto ortonormal, asi que para probar el teorema
alcanza con mostrar que si f € Z(G) entonces

VxeX, (fix)=0 = f=0.

Sea entonces f € Z(G) y supongamos que (f,x) = 0 para todo xy € X. Si (V,p) es una
representacion simple y x es su caracter, entonces x* es el caracter de V' que, segin la
Proposicion 1.5.3 también es simple, asi que x* € Xy (f, x*) = 0: de acuerdo al Lema 2.5.2(11),
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entonces, tenemos que p{/ = 0. Se sigue de esto —usando el Teorema 1.4.6 y el Lema 2.5.2(7)—

que, de hecho, p{/ = 0 para cualquier representacion (V, p).

En particular, si (CG, preg) es la representacion regular entonces p{eg = 0 y, en consecuencia,

Plegle) =Y fh)p(h)(e) = > f(h)h =

heG heG

Como G es una base de CG, se sigue inmediatamente de esto que f = 0, como queriamos. [J
Corolario 2.5.4. Hay tantas representaciones simples como clases de conjugacion en G.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Teorema, en vista de la Proposicion 2.5.1.

O

2.6. Componentes isotipicas de una representacion

Proposicion 2.6.1. Sean (V1,p1), ..., (Vk, pr) representantes de las clases de isomorfismo
de representaciones simples, sean x1, --., Xk Y N1, ..., Ng Sus cardcteres y sus grados,
respectivamente, y sea (W, p) una representacion. Para cada i € {1,...,k}, sea W; C V
la suma de todos las subrepresentaciones de V isomorfas a V;. Entonces Wy, ..., Wy son
subrepresentaciones de W yW = W1 &---®Wy. Mds ain, el proyector de W sobre el sumando
i-éstmo de estd descomposicion es

’ |heG

En particular, un elemento w € W pertenece a W; si y solamente si es
w= |G| Z xi(h h)(w).
heG

Demostracion. Es claro que cada una de W7, ..., Wy es una subrepresentaciéon de W, asi que
solo tenemos que probar las dos tltimas afirmaciones. Supongamos por un instante que

(i) p; es un endomorfismo de representaciones para cada i € {1,...,k};

(i) Z§=1 pi = idw;
(iii) prop; =0sii,je{l,....k}ei#j;
(iv) p;op; = p; paracadai € {1,...,k};y
(v) pi(W) =W, para cada i € {1,...,k}.
Entonces:
e Es W = Zle W;. En efecto, si w € W, (4i) implica que w = Ele pi(w) y, como
(v) nos dice que p;(w) € W;, esto muestra que w € Zf Wi
e Por otro lado, para cada i € {1,...,k} es W; N3, ., W; = 0. Para verlo, supongamos

que w € W pertenece a esa interseccmn de manera que por (v) existen wy, ..., wx € W
tales que w = pi(w;) = >, p; (wj). Entonces usando (i) y (iv), tenemos que
w = pi(w;) = pi(pi(wi)) = pi(3_ ;. pj(w;)) =0.
En definitiva, podemos concluir asi que W = W1 & --- @& Wi y que p; es el i-ésimo proyector
de esta descomposicion.
Resta entonces verificar (7)—(v). Para ver (i), observemos que

gpi_ZIG\ZM h) ‘G,Z(mez 1) (h)

heG heG i=1
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y que, de acuerdo a la igualdad (7) del Lema 2.4.8, la suma interior es igual a Yreg(h™!), asf
que

k
1 .
Zpi o Z Xreg |G‘Xreg(e),0(€) = idyy.
=1

hGG
Para ver (iii), sean i, j € {1,...,k} tales que i # j: tenemos que
nin; _ _
piop = > xih X (B p(h) o p(h)
| | h,h'eG
nin; _ _
= op > xilh xs (W p(hh)
| | h,h'eG
n;n 1
:,éfZ(Z Xi(h™)x; (W'~ )) (9)
9eG h,h' eG
hh'/=g
nin; _
= Z(Z xi (g~ R)xi(h 1))/}(9)
ely 9eG hed
=0
en vista de la relacién ( ) de la Proposicion 2.3.1. De manera similar, sii € {1,...,k}, entonces
piopi = G2 > X xi(B T p(h) o p(B)
‘ | h,h'eG
G2 Xz Xz h/ 1) (hh/)
\| heG
LT ) o)
‘ | 9eG hh'eG
hh’—g
G2 Z(Z Xz Xz 1))10(9)
‘ | geG heqG
\G!
‘G| Z o (9)
geG
= Di
usando ahora la igualdad (5) de la Proposicion 2.3.2: esto prueba (iv).
Finalemente, verifiquemos (v). Sea i € {1,...,k}. Supongamos que U C W es una subrepre-

sentacion simple y sea yy su caracter. Es p(h)(U) C U para todo h € G, asi que p;(U) CU
y podemos entonces considerar la restriccion p;|y : U — U. Como p; es un endomorfismo
de representaciones, el Lema de Schur nos dice que existe \y € C tal que p;|y = Ayidy y
entonces

Ay dimU = trpi|U

heG

= nz ZX% XU

hEG
:ni<Xi7XU>
{n si U = V;

0, en caso contrario.



20 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

Asi, vemos que

AU:$7$U2W

0, en caso contrario

y, en consecuencia, que

U, siU=Vy
pi(U)Z{

0, en caso contrario.
Esto nos dice que toda subrepresentaciéon simple de W isomorfa a V; esta contenida en la
iméagen de p; y se sigue que W; C p;(W).
Por otro lado, sabemos que existen subrepresentaciones simples Uy, ..., U. C W tales que
W =U; @ - ®U, y, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe s € {0,...,r}
tal que U; = V;si1 <7 <syquelU; 2V;sis<j<r. En consecuencia,

' S S
W) S piU;) =D piUj) =Y U; CW;
j=1 j=1 j=1
Esto termina la prueba de (v) y, entonces, de la proposicion. O

Definiciéon 2.6.2. Sea (W, pyy) una representacion de G y sea (V, py) una representacion
simple de G. La componente (V, p)-isotipica de W es el subespacio Wy, ) de W suma de todas
las subrepresentaciones de W isomorfas a V. Si x es el caracter de (V, p), también llamamos a
Wv,p) la componente x-isotipica, y la escribimos en ese caso Wy.

De acuerdo a la Proposicion 2.6.1, si (W, pw) es una representacion, las componentes
isotipicas de W son subrepresentaciones y se tiene

W= @)W
XEX(G
A diferencia de la descomposicién de W como suma directa de subrepresentaciones simples,

esta descomposiciéon es candnica y es respetada por todos los morfismos de representaciones:

Proposicion 2.6.3. Sean (W, pw) y (W', pw) dos representaciones de G y sea x € X(G). Si
f:W — W' es un morfismo de representaciones, entonces f(Wy) C W, para todo x € X(G).

Demostracion. Sea n el grado de x. De la Proposicion 2.6.1 se sigue que un elemento w € W
pertenece a W, si y solamente si

w= % S x(h7Y) pw (B (w).

heG
Si ese es el Ccaso, entonces

= XD fpw () () = 2 S X pw (W) (f(w),
|G| heG |G| heG
asf que, por la misma razon, f(w) € W,. a

2.7. Representaciones de grado 1

Es facil describir todas las representaciones de grado 1 de un grupo:
Proposicion 2.7.1. Escribamos & : C* — GL(C) al isomorfismo tal que () = Xidc para
cada X\ € C*.

(i) St x : G — C* es un homomorfismo de grupos, hay una representacion (Cy, py) con
espacio vectorial subyacente C, = C y py, = £ox : G — GL(Cy). El cardcter de

(Cy, py) es la composicion G X C* < C, que identificaremos en lo que sigue con x.
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(i) Si (V,p) es una representacion de G de grado 1, existe exactamente un homomorfismo
de grupos x : G — C* tal que V = C,.

En consecuencia, el conjunto {(Cy,py) : x € homgp(G,C*)} es un sistema completo de
representantes de las clases de isomorfismo de representaciones de grado 1 de G.

Demostracion. Solamente (i) requiere una prueba. Sea (V, py) una representacion de grado 1
y sea vg € V' \ 0. Para cada g € G existe un escalar x(g) € C tal que py(g)(vo) = x(g)vo, ¥
como py(g) € GL(V), es x(g) # 0. Tenemos entonces una funcion x : G — C*. Como py es
un morfismo de grupos, si g, h € G es

x(gh)vo = pv(gh)(vo) = pv(9)(pv (h)(v0)) = x(h)pv (9)(vo) = x(g)x(h)vo
y, como vy # 0, esto implica que x(gh) = x(g)x(h). Vemos asi que x es un homomorfismo de

grupos. Consideremos finalmente la aplicacion lineal f : A € C, — Avg € V. Se trata de un
isomorfismo de representaciones: es claro que es biyectiva, y si g € G se tiene que

Flox(@)(N) = F(x(9)A) = x(9)Avo = x(9)f(N) = px(9)(f(N))-

Para terminar, sean y, ¥’ : G — C* dos homomorfismos distintos tales que existe un
isomorfismo f : C, — C,/. Entonces para cada g € G es

x(9)f(1) = F(x(9)(1)) = fpx(9)(1)) = p(9)(f(1)) = X' (9) f (1)

y, como f(1) # 0 porque f es un isomorfismo, vemos que x(g) = x'(g). Asi, debe ser y = x":
esto prueba la tnicidad que se afirma en (7). O

Corolario 2.7.2. Sea (V, p) una representacion de G y sea x : G — C* un homomorfismos
de grupo. La componente x-isotipica de V es

Vy ={v eV :p(g)(v) = x(g9)v para todo g € G}.

Demostracion. Notemos U al miembro derecho de la igualdad que queremos probar. Si v € U,
entonces

|§;‘ S x(hD)a(h)(v) = |Cﬂ| S X Yx ()

heG heG
1
= > xlew
Gl i
= ’[)7

asi que, de acuerdo a la Proposicion 2.6.1, v € W,.
Reciprocamente, si v € W,, entonces v = ﬁ > hea X(WH)p(h)(v) y para cada g € G es

plg)(v) = |Cl;| > x (B Hp(g)p(h) (v)

heG

- |Cl,| S x(h Y plgh) ()

heG

- |61;| S (b~ g)p(h)(w)

heG
1 _
= X&)y > x(h™Hp(h)(v)
heG
= x(g)v-
Esto muestra que v € U. O
Proposicion 2.7.3. Sea G un grupo de orden n. Entonces G es abeliano si y solamente

st todas sus representactones simples son de grado 1, y en ese caso posee exactamente n
representaciones simples.
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Demostracion. Si G es abeliano, cada una de las clases de conjugacion de G tiene exactamente
un elemento y, en consecuencia, hay n de ellas. El Teorema 2.5.3 implica que hay entonces
n representaciones simples. Si nq, ..., n, son sus grados, entonces > . ; n? = n, como en el
Corolario 2.4.8. Como por supuesto n; > 1 para todo i € {1,...,n}, es claro que debe ser
ng=---=mn, =1.

Reciprocamente, si G es tal que los grados n1, ..., n, de sus representaciones simples son
todos 1, del Corolario 2.4.8 sabemos que r =", n? = n y entonces, del Teorema 2.5.3, que
G tiene n clases de conjugacion. Esto implica inmediatamente que cada una de éstas tiene un

unico elemento y, en definitiva, que G es abeliano. O

Esta proposicién tiene como corolario la determinaciéon del niimero de representaciones de
grado 1 de un grupo finito cualquiera. Para probarlo, recordemos primero el siguiente resultado
de la teoria elemental de grupos:

Lema 2.7.4. Para cada g, h € G escribamos [g, h] = ghg~'h~'. Consideramos el conjunto
C =A{lg,h] : g,h € G} y el subgrupo G' = (C) de G generado por C.

(i) G" es un subgrupo normal de G y el cociente G/G' es abeliano.

(i) Sea p: G — G/G' la proyeccion candnica. Si f : G — A es un homomorfismo de
grupos con valores en un grupo abeliano A, entonces G' Cker f y, en consecuencia,
existe un homomorfismo f : G/G' — A tal que fop=f.

Demostracion. (i) Como k[g, h]k=! = [kgk™!, khk~!] cualesquiera sean g, h, k € G, el conjunto
C' es invariante por conjugacién. El subgrupo G’ que genera en G es, en consecuencia, un
subgrupo normal.

Sean a, b € G/G’, de manera que existen g, h € G tales que a = ¢G' y b = hG’'. Como
Rt g7 e, es

ab = ghG’ = gh[h™!, 97 G" = hgG = ba.

Esto muestra que el grupo cociente G/G’ es abeliano.

(#) Si g, h € G, entonces f([g,h]) = [f(g), f(h)] = ea porque A es abeliano. Esto dice que
C C ker f, de manera que G’ = (C) C ker f. La existencia de f : G/G' — A tal que fop = f
es ahora inmediata. 0

Corolario 2.7.5. Un grupo G tiene |G/G'| representaciones de grado 1.

Demostracion. Sea p : G — G /G’ la proyeccion canonica y escribamos .Z(G) y Z(G/G') a
los conjuntos de clases de isomorfismo de representaciones de grado 1 de Gy de G/G".

Si V es una representacion de G/G’ de grado 1, entonces la restriccion p*(V) de V' a lo largo
de p es una representacion de G de grado 1. Ademés, si V' y W son representaciones de G/G’
de grado 1, se tiene que V = W sii p*(V) = p*(W): esto sigue de la Proposicion 1.5.6(7)
porque p es sobreyectiva. Esto implica que podemos definir una funcion 7 : Z(G/G') — Z(G)
poniendo 7 ([V]) = [p*(V)] para cada representacion V de G/G’ de grado 1 y que, de hecho,
esta funcion resulta inyectiva. Como la Proposicion 2.7.3 nos dice que | £(G/G')| = |G/G|,
para probar la proposicién bastard mostrar que m es sobreyectiva.

Sea entonces (V, py) una representacion de G de grado 1. Como dim V' = 1, el grupo GL(V)
es abeliano, asi que, aplicando la Proposicion 2.7.4(ii) al homomorfismo py : G — GL(V),
podemos concluir que existe un homomorfismo py : G/G' — GL(V) tal que py op = py.
Tenemos entonces una representacion (V, py) de G/G’ sobre V' y la representacion p*(V, py)
que se obtiene restringiéndola a lo largo de p es precisamente (V, py). Concluimos de esta
manera que 7([(V, py)]) = [(V, pc)] v, en definitiva, que 7 es sobreyectiva, como queriamos. [

Proposicion 2.7.6. Sea A C G un subgrupo abeliano de G. El grado de cada representacion
simple de G es menor o igual al indice [G : A] de A en G.

Demostracion. Sea V una representacion simple de G. Sea L C V' un subespacio que es una
subrepresentacion simple de la restriccion V] 4. Como A es abeliano, debe ser dim L = 1, asi
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que existe v € L\ 0 tal que L = (v) y, en particular, para cada a € A existe A\, € C tal que
a-v= A\g.

Sea n = [G : A] el indice de A en G, {g1,...,9,} C G un sistema de representantes para
las coclases derechas de Aen G,y W = (g1 —=v,...,gp, —v) C V.

SigeGyie{l,...,n}, existe j € {1,...,n} y a € A tales que gg; = g;a, y entonces

gé(giév):ggié?}:giaévzgié(aév)I)\agié’UEW

Esto nos dice que W es una subrepresentacion de V. Como V es simple y W # 0, debe ser
W = V. En particular, dim V < n, ya que W puede ser generado por los n elementos g; — v,
.., gn — v. Esto prueba el corolario. O

2.8. Los grados de las representaciones simples

Sabemos que el nimero k de representaciones simples no isomorfas de G es igual al nimero
de clases de conjugacion de G. Més aun, si ny, ..., ng son los grados de aquellas, sabemos
que Zle n? = |G|. Es claro que esta condicién impone restricciones a los valores que pueden
tomar los nimeros n;. El objetivo de esta seccidon es dar otras relaciones satisfechas por los
grados, que en muchos casos ayudan en su determinacién.

Proposicion 2.8.1. Sea (V, p) una representacion de G y sean n y x su grado y su cardcter,
respectivamente. Para cada g € G, x(g) es un entero algebraico y |x(g)| < n. Mds ain,

(i) si|x(g)| = n, existe X € C* tal que p(g) = Nidy; y
(i) si x(g) =n, entonces p(g) = idy.

Demostracion. Sea g € G y sea n el orden de g, de manera que g" = e. Como p es un
homomorfismo de grupos, es p(g)™ = idy, asi que la transformacion lineal p(g) : V' — V anula
al polinomio p = X" — 1 € C[X]. Esto implica que el polinomio minimal p € C[X] de p(g)
divide a p y, entonces, que todas sus raices son raices de p. Como p tiene sus coeficientes
enteros y es moénico, esas raices son enteros algebraicos; es claro, ademés, que tienen médulo
igual a 1.

Ahora bien, todos los autovalores 1, ..., &, de p(g) son raices de p, asi que cada uno
de ellos es un entero algebraico, y en consecuencia x(g) = trp(g) = >_;_ € es un entero
algebraico porque es suma de enteros algebraicos.

La desigualdad triangular implica inmediatamente que |x(g)| < >0, lei| = n.

Para probar (i), escribamos € = x(g) y supongamos que |¢| =n. Es eje 4+ 4 e,e7t =1,
asi que

Re(sle_l) 4.+ Re(ang_l) =1.

Como Re(g;e71) < |gie7!] < % para cada ¢ € {1,...,n}, vemos que tienen que valer, de hecho,
las igualdades y en consecuencia g; = €/n para cada i € {1...,n}. Luego si ponemos \ = ¢/n,
es claro que p(g) = Aidy.

La afirmacion (i) sigue ahora de (i): si x(g) = n, entonces (i) nos dice que p(g) = Aidy v,
en consecuencia, que x(g) = tr p(g) = An, asi que la hipotesis implica que A = 1. O

Supongamos que las representaciones simples son (Vi,p1), ..., (Vk,pr), con (V1,p1) la
representacion trivial, y sean x1, ..., Xk y 1, .., 1k los correspondientes caracteres y grados.
Sean c1, ..., ¢ las clases de conjugacion, con ¢; = {e}, y sean g1, ..., g € G tales que g; € ¢;
para cada i € {1,...,k}.

Lema 2.8.2. Sea (V, p) una representacion simple. Para cualquier j € {1,...,k}, la aplicacion
lineal

ri=Y_ph): VoV
hGCj



24 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

es un endomorfismo de representaciones y, en particular r1 = idy. Mds ain, para cada
g, Le{l,... k} se tiene que

k
rjor = Zd{n’lrm (8)
m=1

con dll = ‘{(h, h')ecjxe:hh = gm}} cualesquiera sean m, j, 1 € {1,...,k}.

Demostracion. Sea j € {1,...,k}. Si g € G, entonces

riop(g) =Y _ p(h)oplg) =Y plhg).

hGCj hEC]'

Cuando h recorre ¢j, ' = g~ 'hg también lo hace, asi que podemos reescribir esta tltima suma
como

> p(gh') =" plg) o p(h) = p(g) o ;.

hIGCj hlecj'

Vemos asi que rj0p(g) = p(g)or; paratodo g € G, esto es, que r; : V' — V es un endomorfismo
de representaciones, como afirma el enunciado.
Por otro lado, si j, l € {1,...,k}, es

riori=Y_ph) Y phy=">_ ph)op)= Y phl). 9)

hec; h'ec hecj, h'eq hec;, h'ec

Si g € G, consideremos el conjunto D¥!(g) = {(h,h') € ¢; x ¢, : hh! = g} y escribamos
d(g) = |D?!(g)|. Es claro que d’'(g) es exactamente la cantidad de sumandos en la suma (9)
iguales a p(g), y entonces

rior =Y d"”(g)p(g). (10)
geG

Ahora bien, si g1, g2 son conjugados, de manera que existe s € G tal que go = sgi1s~ !, es

inmediato verificar que la funcién
(h.h') € D™ (g1) = (shs™!,sh's™") € D?(ga)

esta bien definida y es biyectiva, y entonces d!(g1) = d!(gs). Esto nos dice que d?!(g) depende
solamente de la clase de conjugacion de g en G, de manera que, de hecho, dj’l(g) = dZn’l para
todo g € ¢, v que podemos entonces reescribir (10) en la forma

k k
rjor = Zdﬁn’l Z plg) = Zdﬁn’lrm.
m=1 gE€cm m=1
Esto prueba la segunda afirmaciéon del lema. O

Lema 2.8.3. Sea (V, p) una representacion simple de grado n y cardcter x. Si j € {1,...,k},
entonces el escalar

|¢j|x(g;)
P 11
j= 2K (11)
es un entero algebraico y r; = Ajidy .
Demostracion. Retomemos las notaciones del Lema 2.8.2. La aplicacion lineal r; : V. — V

es, para cada j € {1,...,k}, un endomorfismo de representaciones. El Lema de Schur 1.3.9,
entonces, nos dice que existen escalares Aq, ..., A\; € C tales que

rj = Ajidy para cada j € {1,... k} (12)
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Tomando trazas y usando el hecho de que x es una funcién central, vemos que
nAj =Y trp(h) =|ejlx(g5),
hECj

de lo que se deduce la igualdad (11) del enunciado.
Ahora bien, la relacion (8) del Lema 2.8.2 implica, en vista de (12), que

k
M=) di g,
m=1

para cada j, [ € {1,...,k}. Si fijamos j € {1,...,k}, esto nos dice que

k
ST~ G A)Am =0, Vie{l,... .k}

m=1

0, equivalentemente, que se anula el producto

J>1 . ;1 7,1 1

dl ‘_2)\] ‘2d2 de >\22
75 75 . B

g,k 7,k 7,k . k

dy d T dk - Al

Como el segundo factor no es nulo —en efecto, es A\ = 1 porque r; = idy,— el determinante
de la matriz debe anularse: esto significa que A\; es un autovalor de la matriz

gl g1 7,1

) ) d22 e dkz
]7 ]7 ]7

& odyt o d)
. € My(Z),
gk gk g,k

art ot d)

asi que es un entero algebraico. O

Teorema 2.8.4. Los grados de las representaciones simples de G dividen a |G|.

Demostracion. Fijemos i € {1,...,k} y mostremos que n; | |G]|. A
De acuerdo al Lema 2.8.3, existen enteros algebraicos /\Zl, ceey )\f tales que ! = Afidvi para
cada j € {1,...,k}. Es entonces trr! = Aln;; como x; es una funcién central, es también
trr =Y trpi(h) = Y xi(h) = lejlxalg)),
hECj hECj

asi que, de hecho,

Xni = |ejlxi(g)). (13)

Finalmente, como V; es simple, es (x;, x;) = 1 y, usando el Lema 2.2.2 y la igualdad (13), esto
nos dice que

k k

G| = Z|Cj|Xi(gj)Xi(gj) =n; ZAin(gj)-
j=1 j=1

Concluimos de esta forma que el namero racional |G|/n; es igual a Z?Zl )\g Xi(g;), que es un

entero algebraico porque )\g, x(g;) € O paracada j € {1,...,k}. Debe ser entonces |G|/n; € Z
y, en definitiva, vemos que n; divide a |G|, como queriamos probar. O
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Lema 2.8.5. Sea Z(G) el centro de G. Si (V, p) es una representacion simple de G, existe un
homomorfismo de grupos v : Z(G) — C* tal que

p(z) = v(z)idy
para cada z € Z(G).

Decimos que 7 es el cardcter central de la representacion V.
Demostracion. Sea z € Z(QG). Para cada g € G es

p(g) o p(2) = p(g2) = p(zg) = p(2) © p(9),

asi que p(z) : V' — V es un endomorfismo de representaciones. Como V' es simple, el Lema de
Schur 1.3.9 nos dice que existe un escalar y(z) € C* tal que p(z) = v(2)idy.

Tenemos asi definida una funcion v : Z(G) — C* que satisface la identidad del enunciado.
Se trata de un homomorfismo de grupos: si z, 2z’ € Z(G), la definicion de v implica que

A2 Yidy = p(22') = p(2) 0 p(') = (2)idy 0 4(idy = 4()()id,
y, como idy # 0 porque V' no es el espacio nulo, esto nos dice que v(22') = v(2)y(2). O

Teorema 2.8.6 (G. Frobenius, I. Schur). Sea Z(G) el centro de G. El grado de toda repre-
sentacion simple de G divide al indice |G : Z(G)] de Z(G) en G.

Demostracion. Mostremos primero que el teorema es consecuencia del siguiente caso especial:

si (V,p) es una representacion simple de G tal que Z(G) Nkerp = (e),
entonces dim V' divide a [G : Z(G)).

Sea, en efecto, K = Z(G) N ker p; es un subgrupo normal de G contenido en Z(G), asi
que podemos considerar los cocientes G = G/K y Z = Z(G)/K y la proyecciéon candnica

p:G — G. Como K C ker p, existe un homomorfismo p: G — GL(V') tal que p = pop, de
manera que tenemos una representacion (V, p) de G sobre V = V.

Como p*(V), la restriccion de V' a lo largo de p, es precisamente V', la Proposicion 1.5.6(i7)

(14)

implica que V' es simple. Es inmediato verificar, por otro lado, que Z(G) Nker p = (e), asi que
si suponemos la validez de la afirmacion (14) podemos concluir que dim V' divide a [G' : Z(G)].
Pero como Z C Z(G), es

G:2)=G: 2] =1Z:2(G)2(G) : 2],

asi que, de hecho, dim V' divide a [G : Z]. Vemos de esta forma que la afirmacion (14) implica
el teorema, como dijimos. Probémosla.

Sea (V, p) una representacion simple de G de grado n tal que Z(G) Nker p = (e), y sean
X:G—=Cy~vy:Z(G) — C* el caracter y el caracter central de V', respectivamente.

Sea C'(QG) el conjunto de clases de conjugacion de G; si ¢ € C(G), escribamos g, a uno de
sus elementos. Si z € Z(G) y ¢ € C(G), entonces el conjunto z-c¢ = {zg : g € ¢} es también un
elemento de C(G). Podemos entonces definir una funcion (z,c¢) € Z(G) x C(G) — z-g € C(G),
y es facil verificar que se trata de una accion de Z(G) sobre C(G). Escribamos C(G)/Z(G) al co-
rrespondiente conjunto de 6rbitas y fijemos un elemento ¢, € o en cada érbita o € C(G)/Z(G).

Necesitaremos las siguientes observaciones:

e Es claro que si z € Z(G) y ¢ € C(G) se tiene que |z - ¢| = |c|. Se sigue de esto
inmediatamente que
sio€ C(Q)/Z(G), es |c| = |co| para toda clase ¢ € o. (15)
e Sioe€ C(G)/Z(G) una orbita, entonces |o| < |Z(G)|. Afirmamos que

sio € C(GQ)/Z(G) es tal que |o| < |Z(G)|, entonces para cada ¢ € o

y cada g € ¢ se tiene que x(g) = 0. (16)
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En efecto, sea 0 € C(G)/Z(G) tal que |o| < |Z(G)| y sea ¢ € o. entonces z € Z(G)
tal que z # ey z-¢c=c. Si g € ¢, entonces esto nos dice que también zg € ¢, asi que
existe h € G tal que g = zhgh™! y, en consecuencia,

p(9) = p(2) 0 p(hgh™) = 7(2)p(hgh™").
Tomando trazas en esta igualdad, vemos que x(g9) = v(2)x(g9) y, como ~(z) # 1,
podemos concluir que x(g) = 0. Esto prueba (16).

e Se tiene que
sio€ C(G)/Z(G) yec, ¢ €o, entonces |x(g:)| = |x(ge)]- (17)

En efecto, en ese caso existe z € Z(G) tal que z - ¢ = ¢ y esto implica que zg. y g, son
conjugados, de manera que x(go) = x(2g.). Por otro lado,

X(29c) = tr p(2gc) = trp(2) o p(gc) = try(2)p(ge) = v(2)x(9c)

ast que |x(zgc)| = [7(2)x(g¢)| = [x(gc)| porque |y(2)] = 1.
Como V es simple, es (x, x) = 1 y entonces

G =Y Ix@P= > D> P
ge@ 0€C(GR)/Z(G) c€o g€c

De acuerdo a (16), en esta suma los tnicos términos posiblemente no nulos son aquellos que
corresponden a orbitas o € C(G)/Z( G) de exactamente m elementos. Entonces

Gl= > > I

0€C(G)/Z(G) c€o gec

lo|=1Z(G)]
= Z Z|c|| x(g¢)] porque x es una funciéon central
0€C(G)/%(G) c€o
lo|=1Z(G)]

= > leol D _Ix(oe)l® por (15)

0eC(G)/Z(G)  c€o
lo|=1Z(G))|

= > 126l ol IxX(ge,)] por (17).

0€C(G)/Z(G)
lol=|2(G)]

En consecuencia,

CHO_ O Y elaa= Y ) oy

" nZ(G)| 0€C(G)/Z(G) 0€C(G)/Z(G)
lo|=]Z(G)] lo|=]Z(G)]

De acuerdo a la Proposicion 2.8.1 y al Lema 2.8.3, el ultimo miembro de esta cadena de
igualdades es un entero algebraico. Como el primer miembro es evidentemente un ntimero
racional, concluimos que se trata, de hecho, de un entero. Esto prueba (14). O

3. APLICACIONES

3.1. La solubilidad de los grupos de orden p%g’
Definicién 3.1.1. Decimos que un grupo G es soluble si hay una cadena
(e)=GpCGI CGC---CG =G

tal que para cada i € {1,...,l} es subgrupo G;_1 es normal en G; y el cociente G;/G;_1 es
abeliano.
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Lema 3.1.2. (i) Un grupo abeliano es soluble.

(ii) Si G es un grupo y H C G es un subgrupo normal tal que H y G/H son soluble,
entonces G es soluble.

Demostracion. O

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema de William Burnside. Es un
resultado muy importante para el estudio de la estructura de los grupos finitos y fue una de
las primeras aplicaciones de la teoria de caracteres. Se trata de uno de los primeros resultados
del programa de clasificacién de los grupos finitos simples.

Hasta la década de 1960, las pruebas que se conocian de este teorema estaban basadas en la
teoria de caracteres. En ese momento, John Thompson indicé como, combinando resultados
de [FT1963] y [Thol968|, es posible dar una demostraciéon puramente algebraica, pero ésta es
extremadamente larga y complicada. Mas tarde, a principios de la década de 1970, Helmut
Bender [Ben1972] logré simplicar considerablemente ese argument, y luego David Goldschmidt
[Gol1970], para el caso de 6rdenes impares, y Hiroshi Matsuyama [Mat1973], para el caso de
ordenes pares, dieron pruebas mucho mas simples independientes de la teoria de caracteres.

Teorema 3.1.3 (W. Burnside, 1904). Un grupo G de orden p®q®, con p y q primos, es soluble.

Lema 3.1.4. Sea (V,p) una representacion simple de grado n y cardcter x. Sea g € G, sea
¢ C G es la clase de conjugacion de g y pongamos m = |c|. Si (n : m) = 1, entonces o bien
x(g) =0 o bien p(g) = Nidy para algin \ € C*.

Demostracion. Si |x(g)| = n, de la Proposicion 2.8.1(7) sabemos que existe A € C* tal que
p(g) = Aidy. Supongamos entonces que |x(g)| < n.
Por hipétesis, existen «, 8 € Z tales que an + fm = 1, asi que

x(9) mx(g)
=ax(9)+8
n n
Del Lema 2.8.3 sabemos que mi{fg) es un entero algebraico, asi que esta ecuacién implica que

% también lo es.

Sea t el orden de g, sea ( = e y consideremos el cuerpo ciclotéomico K = Q(¢); se
trata de una extension Galoisiana de Q: sea I' = Gal(K | Q) su grupo de Galois. Todos los

2w/t

autovalores €1, ..., g, de g son raices t-ésimas de la unidad, asi que x(g) € K.
Sea
a(x(9))
a= —
11—,
cel

a(x(9)

Para cada o € I" el nimero —<,%~ es un entero algebraico, asi que a también lo es. Por otro
lado, es claro que o(a) = a para todo o € I, asi que a € Q. Concluimos asi que a € Z.

Ahora bien, si o € I, entonces o(g;) es una raiz de la unidad para cada i € {1,...,n}, asi
que |o(g;)| = 1. En consecuencia

lo(x(@)l = lo(er) +--- +olen)| < lole)[ + - +olen)| = n

y
o9 | _ x(9)l
lal = (] el e
el
Esto implica que debe ser a = 0y, entonces, x(g) = 0. O

Teorema 3.1.5. Si un grupo G posee una clase de conjugacion c # {e} tal que |c| = p™

p primo y m > 0, entonces G no es simple no abeliano.

con
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Demostracion. Sea g € c; por hipotesis, g # e. Si |¢| = 1, entonces g € Z(G), asi que Z(G)
es un subgrupo normal no trivial de G: vemos que en este caso G no es simple. Supongamos
entonces que |c| = p™ > 1.
Sean (V1,p1), ..., (Vk, pr) las representaciones simples de G, y sean ny, ..., ng y X1, - - -, Xk
sus grados y carécteres, respectivamente; podemos suponer que V; es la representacion trivial.
De acuerdo al Corolario 2.4.8, tenemos que

k
anXj(g) = Xreg(g) =0.
j=1

El término que corresponde a j = 1 en esta suma es n1x1(g) = 1, asi que podemos reescribir
esta igualdad en la forma

o == > M) (18)
Jj=1
Si para cada j > 2 se tuviera que
ptn; = x;(9) =0,
para cada j > 2 el nimero %Xj (g) seria un entero algebraico y, en vista de (18), tendriamos
que % € O: esto es absurdo.
Existe, entonces, necesariamente j > 2 tal que x;(g) # 0y ptn;. En ese caso (n; : |c]) =1
y el Lema 3.1.4 dice que existe A € C* tal que p;(g) = Aidy,;. Puede ser que ker p; sea o no
trivial. En el segundo caso, se trata de un subgrupo normal no trivial que es propio —porque

pj 1o es la representacion trivial,— asi que G no es simple. En el primero, por otro lado, es
g € Z(@G), ya que para cada h € G,

pi(hg) = pj(h) o pj(g) = Apj(h) = pj(g) o pi(h) = pj(gh),
de manera que hg = gh porque p; es inyectivo: luego Z(G) es no trivial, asi que G es abeliano
0 no simple. O

Corolario 3.1.6. Si G es un grupo de orden p®q® con p y q primos y a, b > 0, entonces G no
es simple no abeliano.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que b > 0, de manera que ¢ | |G|, y sea P C G un
g-subgrupo de Sylow. El centro Z(P) de P es no trivial porque se trata de un g-grupo: sea
entonces g € Z(P) \ {e}. Si Ci(g) es el centralizador de g en G, la eleccion de g implica que
P C Cg(g), asi que el cardinal |c| = [G : Cg(g)] de la clase de conjugacion ¢ de g divide a
[G : P] = p°. El corolario sigue entonces inmediatamente del teorema. g

Demostracion del Teorema 3.1.53. Hagamos inducciéon con respecto a G. Si G tiene orden como
en el enunciado, entonces el Corolario 3.1.6 nos dice que o G es abeliano o G no es simple. En el
primer caso, es inmediato que G es soluble. En el segundo, existe un subgrupo H C G normal
propio maximal. La hipdtesis inductiva implica que H es soluble. Por otro lado, elecciéon de H
implica que G/H es un grupo simple cuyo orden es como en el enunciado del teorema, de
manera que se le aplica el Corolario 3.1.6, y que es entonces abeliano. El Lema 3.1.2(i7) implica
entonces que G es soluble, completando la induccién. O

3.2. El teorema de Hurwitz

Decimos que un polinomio f € Clxy,...,Zn, Y1, .., Yn] en bilineal si es de la forma
f= Y aizy;.
1<i,j<n

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado de Adolf Hurwitz siguiendo un
argumento propuesto por Beno Eckmann en [Eck1943|.
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Teorema 3.2.1 (A. Hurwitz [Hur1898]). Seann > 1. Si f1, ..., fo € Clx1,..., Zn, Y1, -, Yn)
son polinomios bilineales tales que

n

(Zx2> Q:yz) =i§:;ff, (19)

i=1
entonces n € {1,2,4,8}.

Fijemos n > 1 y supongamos que tenemos tales polinomios fi, ..., f,. Para cada k > 0
escribamos [k] = {1,...,k}, e introduzcamos las siguientes notaciones:
e sean a; j € C, para i,j,k € [n], los escalares son tales que

fi= ) aijeriy;
J:keln]
e Sii, k€ [n], sea
fik = Z Qi j T
j€n]
de manera que f; = Zke[n} fi kY para cada i € [n].
e Para cada j € [n], consideremos la matriz
Aj = (aijk)ikem) € Mn(C),
y sea
A= (fi,j)i,je[n] S Mn((C[ail, ce ,xn])

Si j, k € [n], mirando el coeficiente de y;y; en (19), vemos que

ik Z z; = Z ij fiks

1€[n] i€[n]
y entonces
(Z w?)A — AAl = AtA.
i€[n]
Mirando ahora los coeficientes de x1, ..., x, es esta tultima igualdad, concluimos que
ALA; + A;-AZ- =0 si i, j € [n] son distintos, y (20)
ALA; = A AL =1, sii€ [nla (21)
Lema 3.2.2. Para cada i € [n — 1], sea B; = ALA,,. Entonces sii, j € [n—1] ei #j, es
B;B} = I, B; + B} =0,
B? = —I,, B;Bj + B;B; = 0.
Demostracion. Las cuatro identidades con consecuencias inmediatas de (20) y (21). O
Se sigue en particular de este lema que By, ..., B,—1 € GL(n,C). Consideremos el subgrupo
G = (Bi,...,Bp—1) € GL(n,C) generado por estas n — 1 matrices.
Para cada I = {i1,...,i,} C[n—1],con 1 <i; <--- < i, <n, escribamos

Br = B;,Bi,--- B;,.
Usando las dos tltimas relaciones del lema, es inmediato verificar que
G={B;,—Br:IC[n—-1]} (22)

y que para cada I C [n — 1] con r elementos es

r+1

B} = (1)1,



REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS 31

Mas generalmente, si I, J C [n — 1], entonces existe € € {£1} tal que
BiBy = eBiay.
Aqui IAJ es la diferencia simétrica (I\ J) U (J \ I).
Lema 3.2.3. (i) Si g € G no es central, entonces la clase de conjugacion de g es {£g}.
(i) El subgrupo derivado es G' = {£I,}.

Demostracion. (i) Supongamos que g = By con € € {1} e I C [n — 1]. De las relaciones del
Lema 3.2.2 es claro que BZ-B]B;1 € {£By} para cada i € [n — 1]. Como By, ..., B,_1 genera
a G, esto implica que la clase de conjugacion de g es o bien {g} o bien {+g}, y el primer caso
ocurre exactamente cuando g es central.

(71) Como G = (Bi, ..., By_1), G' esta generado por {[B;, Bj] : i,j € [n — 1], # j}. Usando
las dos tltimas relaciones del Lema 3.2.2, es inmediato ver que [B;, Bj] = —I,, cualesquiera
sean i, j € [n — 1] tales que i # j. O

Lema 3.2.4. Sea I C [n—1]. Si By € Z(G), entonces o bien [ = @ o bien I = [n—1] y
n es par.

Demostracion. Supongamos que @ C I = {i1,...,i,} € [n — 1] es tal que By es central en G
yv1<4 <+ <ip <n. Entonces

Br = B;,BB; '
= (B;, B;, B;,")(Bi,Bi,B;,") - (B;, B;, B;,")
= B, (—=Bi,) - (=Bi,)
= (-1 'Br (23)
y,sij € n—1]\1,
By = B;B;B;'!
= (B;Bi,B; ')(B;Bi,B; ') --- (B;Bi, B; )
= (=Bi,)(=Bi,) - (-B;,)

- (_l)rva
de manera que By = —Bj: como By # 0, esto es absurdo.
Esta contradiccion nos dice que si By € Z(G), entonces I = [n — 1], que r =n — 1y, de
acuerdo a la ecuacion (23), que n — 2 es par. O

Lema 3.2.5. Sin =2m+1 es impar, entonces G' = Z(G) = (—1I,,) es un subgrupo ciclico
de orden 2 y |G| = 2". Hay 2"~ ' + 1 clases de conjugacion y, a menos de isomorfismo, 2"~!
representaciones de grado 1 y una representaciones simple de grado 2" 1.

Demostracion. SieBr € Z(G), con € € {£1} e I C [n — 1], entonces By € Z(G), porque por
supuesto —I € Z(G), y el Lema 3.2.4 nos dice que I = @. Asi, es Z(GQ) = {£I,} = G'.
Supongamos que I, J C [n— 1] y € € {£1} son tales que Br = ¢B;. Entonces
(—1)("5
para algin n € {£1}, asi que Bray € Z(G). El lema anterior implica que IAJ = &, esto
es, que I = J y debe ser necesariamente entonces € = 1. Vemos de esta forma que G tiene
exactamente 2" elementos, porque los elementos listados en (22) son distintos dos a dos.

De acuerdo al Lema 3.2.3(i), las clases de conjugacion tienen o uno o dos elementos, y el
primer caso el elemento correspondiente es central. Acabamos de probar que hay exactamente
dos elementos centrales en G, asi que los otros 2" — 2 elementos se distribuyen en 277! — 1
clases de conjugacion de dos elementos cada una: hay, entonces, 2"~ + 1 clases de conjugacion
en total.

I, = B} =eB;By = nBray
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En vista de esto, el Teorema 2.5.3 nos dice que G posee 2"~ 4 1 representaciones simples
no isomorfas. Del Corolario 2.7.5 sabemos que G tiene [G : G'] = 2"~! representaciones de
grado 1, asi que hay exactamente una representaciones de grado k£ > 1. Finalmente, segtn el
Corolario 2.4.8, la suma de los cuadrados de los grados de las representaciones simples es |G|,
asi que 2" = |G| = 2"~1 . 12 + k2. Se sigue inmediatamente que k = 2"~ L. O

Lema 3.2.6. Sin = 2m es par, entonces G' = (—1,), Z(G) = {£L,, By} vy |G| = 2".
Hay 2"! + 2 clases de conjugacion y, a menos de isomorfismo, 22 representaciones de
grado 1 y dos de grado 2™ 1.

Demostracion. El Lema 3.2.4 implica inmediatamente que
2(G) C {1, £ Bpy_y} (24)

y, como los cuatro elementos de este tltimo conjunto son centrales —esto sigue de un calculo
directo usando las relaciones del Lema 3.2.2,— vale, de hecho, la igualdad.
Afirmamos que si I, J C [n — 1], entonces

BiZ(G) = B;Z(G) < ol=Jol=[n—1]\J. (25)

En efecto, supongamos que B;Z(G) = B;Z(G), de manera que B;B;' € Z(G). Existe
e € {£1} tal que B[le = eBray, asi que (24) implica que o bien IAJ = &, de manera
que I = J, o bien IAJ = [n — 1], de manera que I y J son complementarios en [n — 1]. Esto
prueba la implicaciéon (=) en (25). La implicacion reciproca sigue de un calculo directo: es
evidente que si I = J entonces B;Z(G) = B;Z(G); si, en cambio, es I = [n — 1]\ J y ponemos
r = |J|, existe € € {£1} tal que

BBy = (—-1)("2)B;B; = (~1)("3)eByp; = (~1)(3)eBy,_y € 2(G).

La equivalencia (25) nos permite contar los elementos de G/Z(G): es [G : Z(G)] =22 y,
en consecuencia, |G| = 2",

Hay 4 clases de conjugacion de un elemento, correspondientes a los elementos de Z(G), v,
segtn el Lema 3.2.3(7), todas las demés tienen dos elementos. Esto implica que hay en total
(2" —4)/2 + 4 = 21 4 2 clases de conjugacion.

Hay el mismo nimero de representaciones simples no isomorfas. De ellas, [G : G'] = 2"~
tienen grado 1, asi que hay exactamente dos de grados méas grandes que 1: sean a y b los
grados respectivos. Del Corolario 2.4.8, es

2n: |G| :2n—1.11_‘_a2+b2’

1

y el teorema 2.8.4 nos dice ademéas que a y b dividen a 2". Se sigue inmediatamente que debe
sera=0b=2m"1 0

Podemos finalmente probar el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 3.2.1. Como G C GL(n,C), tenemos una representacion natural
(C™, p) de G sobre C™ en la que el homomorfismo p : G — GL(C"™) es inyectivo y para el cual

es p(—1I,) = —idcn. Supongamos que C" =V; @ --- @ V, es una descomposicion de C" como
suma directa de subrepresentaciones simples.
Sije{l,...,r}estal que dimV; = 1, entonces —I,, € G’ actia trivialmente sobre V}, asi que

p(—1,) tiene a 1 como autovector. Esto es absurdo, y vemos que todas las suprepresentaciones
Vi, ..., V, tienen grado mayor que 1.

e Si n es impar, el Lema 3.2.5 nos dice que hay, a menos de isomorfismo, una tnica
representacion simple de grado mayor que 1, que tiene grado 2"~ . Cada una de las
subrepresentaciones Vi, ..., V, debe ser isomorfa a ésta y, en consecuencua, 2"~ | n.
Esto solo es posible si n = 1.

e Si, en cambio, n = 2m es par, el Lema 3.2.6 implica que las Vi, ..., V, tienen
grado 2™~ 1 asi que 2™~ ! | n. Es facil verificar que entonces debe ser n € {2, 4, 8}.
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Esto prueba el teorema. O
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