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§1. Grafos aleatorios

Para cada n € N escribimos [n] = {1,...,n}. Sea ¢(n) el conjunto de todos los grafos
(sin bucles ni arcos paralelos) con conjunto de vértices [n]. Un tal grafo puede identifi-
carse con su conjunto de arcos, que es un subconjunto del conjunto de subconbjuntos
de dos elementos de [n]: esto implica que

9 (n)| =20).

Proposicion 1.1. Sean i, j € [n] distintos y sea H € 4 (n,p).
(i) La probabilidad de que los vértices i y j estén conectados en G € ¥(n,p) es

P(ij e G)=p
(i) La probabilidad de que G € 4(n,p) sea H es
P(G = H) = pe(H)q(Z)—e(H)

En particular, sip = 4, entonces P(G = H) = 2-(3) Y en este caso todos los grafos
son equiprobables.
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(it}) La probabilidad de que G € ¢4 (n,p) contenga a H es
P(G D H) = p*),

Proposicion 1.2. Sea I C [n] un subconjunto con k elementos y sea H un grafo sobre I.
La probabilidad de que G € ¥4 (n,p) induzca a H sobre los vértices I es

P(G induce H) = petH) g (3)—eltD)
Demostracion. Un grafo G induce H sobre los vértices de [ si cada vez que i, j € [ son
distintos se tiene que ij € G si y solamente si ij € H, de manera que

{Ge¥(n,p):Ginduce H} = () {G € (n,p):ij € G} (| {GeY(np):ij &G}

z‘,_gfl i,_;e;
i#] 1#£]
iyeH ijgH

Los subconjuntos de ¢(n, p) que aparecen intersecados en el miembro derecho de esta
igualdad son independientes, asi que

k
2

P(G induce H) = [[ P(ij € G) [] Plij ¢ G) = peH)q(2) (D),

i g€l i€l
i#] 7]
ijEH ijEH
como afirma la proposicion. O

Corolario 1.3. (i) SiI C [n] tiene k elementos, la probabilidad de que I sea indepen-
diente en G € 4(n,p) es

P(I es independiente en G) = q(g)
y la probabilidad de que I sea una clique en G € ¥(n,p) es
P(I es una clique en G) = p(g).
(i) SiG € 9 (n,p), sea a(G) el cardinal del subconjunto independiente mds grande de G

y sea w(G) el cardinal de la clique mds grande de G. Entonces

k

Plac) = ) < ()

Pw(G) > k) < (Z) o8,

Demostracién. La parte (i) sigue inmediamente de la proposicion anterior. En efecto,
un subconbjunto I C [n] es independiente en un grafo G sii G induce el grafo discreto
en I, y es una clique en G sii G induce el grafo completo en 1.

Para ver (ii), observemos que un grafo G tiene a(G) > k si hay algan conjunto I C [n]
que es independiente en G, de forma que

{GeY(n,p):a(G) >k} C U {G € 9(n,p) : I es independiente en G}

1C[n]
|I]=F



{prop:diam}

y entonces, como P es una funciéon subaditiva, tenemos que

P(a(G) > k) < Z P(I es independiente en G) = (n>q(§).
1C[n]
|T|=k
Un razonamiento similar prueba la cota para P(w(G) > k) dada en el enunciado de la
proposicion. O

Corolario 1.4. Si k > 3 y n < 2¥/2, existen grafos de orden n que no contienen ni un
conjunto independiente de tamano k ni una clique de tamano k.

Demostracion. Sik =3, esn < 23/? < 3, asi que la afirmacién es inmediato. Supongamos
entonces que k > 4 y calculemos probabilidades en ¢ (n, 1).
Como k > 4, se tiene que k! = k(k —1)---2-1 > 2¥ y entonces

(n> ”(”—1)"'(”—k+1)<”7k<2k2/27k
ok = ’

k)~ k!
de manera que

n\ 1 2 1 1 1
P > k)< ok®/2—k - < .
(a(G) > k) < (k>2<s> < 5= <5

De la misma forma podemos mostrar que P(w(G) > k) < 3. La subaditividad de P implica
entonces que la probabilidad de que G € ¢(n, 1) contenga o un conjunto independiente
de orden al menos k o una clique de orden al menos k es a lo sumo

P(a(G) > k) + P(w(G) > k) < 1.

Esto nos dice que existen grafos de n vértices que no contienen ni un conjunto inde-
pendiente de orden k ni una clique de orden k. O

§2. Propiedades de casi todos los grafos

Una propiedad de grafos es un conjunto &’ de grafos cerrado por isomorfismo y, en
ese caso, un grafo G tiene la propiedad & si G € 4. Decimos que casi todo grafo tiene
la propiedad & si

lim P(G € ZN¥Y(n,p)) = 1.

n—roo

Proposicion 2.1. Casi todo grafo tiene diametro 2.

Demostracién. Sean > 3. Si i, j € [n] son dos vértices distintos y v € [n]\ {4, j}, sabemos
que P(iv, jv € G) = p? y, entonces,

P(fve[n]\{ij}iv,joeG) =[] P(=liv,iveG)) =1-p*)"2
veln]\{i.j}
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Como

{Ge“(n,p):Fi,jen]:Pveln]\{ij}:iv,iveG}
< |J {Ge%np) :fven]\{ij}:iv,jvedy,

i,j€[n]
i#]

tenemos que
P(3i,j € [n] : Pv € [n] \ {i,j} : v,iv € G)
< Z P(#v € [n] \ {i,j} : iv, ju € G) < (g) (1-p?)"2 < n2(1 - p?) 2.
i,€[n]
i#j
La proposicion es consecuencia de que lim,, ,,, n?(1 —p?)"~2 = 0. O
Corolario 2.2. Casi todo grafo es conexo.
Demostracion. Claramente

{G €¥9(n,p): G es conexo} D {G € ¥(n,p) : G tiene diametro 2},

asi que P(G es conexo) > P(G tiene diametro 2). El corolario, entonces, siguen inmedia-
tamente de la proposicion. O

Generalizando en argumento que usamos para probar la Proposicion 2.1 obtenemos
el siguiente resultado mas fuerte:

Proposicion 2.3. Sean i, j > 0. Casi todo grafo tiene la propiedad &; ; siguiente:

cada vez que U y V son conjuntos distintos de vértices de a lo sumo i
Yy j elementos, respectivamente, existe un vértice w conectado a todos
los vértices de U y a ninguno de los vértices de V.

Demostracion. Supongamos que n > ¢ + j y consideremos el conjunto
T={(U,V): U,V C ], [U=i,|V|=4,UNV =2},
que tiene cardinal

C) (nj—z) _n(n- 1)--.Z§!Z!_i_j+1) < i,

Para cada par (U,V) € T y cada vértice w € [n], escribamos ademas

T(w,U,V)=NMueU:wueG) AN eV :wvéQq).
Sea (U,V) € T. Siw € [n]\ U UV, entonces P(r(w, U, V)) = plVl¢lVl > pi¢’, asi que

P(Fw e [n]\UUV : 7(w,U,V)) = H P(—n(w,U,V)) < (1 —p'g?)" 479,
we[n]\UUV
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{prop:er}

En consecuencia, la subaditividad de P implica que

P(~2 ;) =PEU,V)eT : Pw e [n]\UUV : n(w,U,V))
Z P(fw € [n]\UUV : w(w,U,V)). < ni+j(1 —pi(1 7p)j)n7ifj

(U, vyeTr
Finalmente, como 0 < 1 —p'(1 — p)J < 1, es lim, e '™ (1 — p*(1 — p)j)”ﬂ‘*j =0, asi que
casi ningun grafo tiene la propiedad -, ;. O

Corolario 2.4. Sik > 1, entonces casi todo grafo tiene grado minimo mayor que k.

Demostracion. Casi todo grafo tiene la propiedad &, asi que casi todo grafo tiene un
vértice de grado > k. ]

Recordemos que un grafo es k-conexo si cada vez que le sacamos menos que k
vértices, el grafo resultante es conexo; esta nocién generaliza a la de conexién y, de
hecho, un grafo es conexo exactamente cuando es 1-conexo.

Corolario 2.5. Si k > 1, entonces casi todo grafo es k-conexo.

Demostracion. Sabemos que casi todo grafo tiene la propiedad &% ;. Ahora bien, sea
G un grafo que tiene esa propiedad sea W un conjunto de menos k de sus vértices.
Si 4, j son dos vértices de G que no estan en W, de acuerdo a %, ;;_; existe un vértice u
que esta conectado a iy a j y que no pertenece a W, asi que 7 y j estan en la misma
componente conexa del grafo inducido por G en el complemento de W. O

§3. El grafo aleatorio

Proposicion 3.1. (P. Erdés, A. Rényi [ER63]) Sea & el conjunto de todos los grafos
de ¥ (X, p) que tienen la propiedad &; ; cualquiera sean i, j > 0. Entonces

P(G € P,0) = 1.

Demostracion. Sean i, j > 0y sea -%; ; el conjunto de los grafos de ¥(Xy,p) que no
satisfacen la propiedad &; ;. Sea

T={UV):UVCN|U| <i,|V|<jUNV = a}.
Si (U, V)eTyweN\UUYV, entonces
r=P(-r(w,U,V)) =1-pYlgVl <1,
asi que para cada ¢ > max(U U V) es

P(Vw € N\UUV : ~7(w,U,V)) <PNVw € [([J\UUV : =x(w,U,V)) < rt=77,



{prop:all}

Esto implica, por supuesto, que P(Vw e N\U UV : -n(w,U,V)) = 0y, en consecuencia,
como 7" es numerable y P subaditiva,

P(IU,V)eT :Yw e N\U UV : —~x(w,U,V))

< Y PVweN\UUV:-m(w,U,V)) =0,
(U,V)ET

Negando, vemos que
PVU,V)eT : 3w e N\UUV :w(w,U,V)) =1,
que es precisamente lo que queriamos. O

Un corolario inmediato de este teorema es que existen grafos con N como conjunto
de vértices que tienen la propiedad & . En efecto, el teorema nos dice que conjunto
de los grafos que tienen esa propiedad tiene medida 1 en (R, p), asi que no puede ser
vacio.

Proposicion 3.2. Dos grafos numerables que tienen la propiedad & . son isomorfos.

Demostracién. Sean G 'y H dos grafos con numerables vertices y que poseen la pro-
piedad Z, . Sean (z; : i € N) y (y; : i« € N) enumeraciones de los conjuntos Ay B
de vértices de G y de H, respectivamente. Para cada n > 1 vamos a definir conjuntos
de n vértices A, y B,, de Gy de H, respectivamente, y una biyeccion ¢,, : 4, — B,, de
manera tal que
o paracadan>1es A, CA,41 Y By CBni1, YA=U,>1 4n Yy B=U,,>1 Bn;
o para cada n > 1, la funcién ¢, : A, — B, induce un isomorfismo entre el grafo
inducido por G en A, y el grafo inducido por H en B,;
o paracadan > 1, es ¢pi1]|a, = Pn-
Para hacerlo, procedemos inductivamente:
* Ponemos A; = {z:}, By = {y1} y llamamos ¢; : Ay — B; a la tnica biyeccién
entre A, y B;.
® Sean >1par. Sea { = min{i € N: z; ¢ A,}. Definamos A/, = {x € A4,, : zay € G}
y A, = A, \ A),. Como el grafo H tiene la propiedad &4, 4|, €xiste un vértice
y € H\ ¢,(4,) tal que by € G para cada b € ¢,(A4),) y by € G para cada b € ¢,(Al}).
Ponemos A, ;1 = A, U{z¢}, Bn+1 = B, U {b}, y consideramos la tnica funciéon
On+1 : Ant1 — Bpy1 que extiende a ¢, y tal que ¢,,1(x¢) = b.
* Sean > 1 impar. Sea { = min{i € N: y; € B, }. Definamos B] ={y € B, : yyr € H}
y B, = B, \ Bj,. Como el grafo G tiene la propiedad &g, | py|, €xiste un vértice
r € G\ ¢,%(B,) tal que ar € G para cada a € ¢, '(B,) y axr ¢ G para cada
a € ¢, (B!). Ponemos B, 11 = B, U{y}, Ans1 = A, U{a}, y consideramos la unica
funcion ¢,,4+1 : An+1 — Bny1 que extiende a ¢, y tal que ¢,,11(a) = y;.
Es inmediato que existe una unica biyeccién ¢ : A — B tal que ¢|4, = ¢,, ¥ que esta
funcién es un isomorfismo de grafos de G a H. O



Corolario 3.3. Existe un grafo % con numerablemente infinitos vértices tal que en 4 (X, p)
se tiene

P(G es isomorfo a Z) = 1.

Demostracion. La Proposicién 3.1 nos dice que existen grafos con la propiedad Z o, ¥
la Proposicién 3.2 nos dice que todos ellos son isomorfos. Si # es uno de ellos, entonces
la conclusion del enunciado es inmediata. O

§4. Tres construcciones explicitas

Proposicion 4.1. Sea (p; : i > 1) la enumeracion creciente de los niimeros primos y sea G
el grafo con conjunto de vértices N y en el que

dos vértices i, j € N con i < j estan conectados si y solamente si p; | j.

Entonces G es isomorfo al grafo %.

Demostracién. Sean U, V C N dos conjuntos finitos y disjuntos. Sea

w= 1+ ] p) [] pu-

veV uelU

Es claro que u < w paracadau e Uy que v <w paracadav eV, quep, |wsiueU,y
que p, fw siv eV, asi que n(w,U, V) vale. O

Proposicion 4.2. Sea G el grafo cuyos vértices son los niimeros primeros congruentes
con 1 mdédulo 4, y en el que

dos vértices p, q estan conectados si p es un cuadrado moédulo ¢

Entonces G es isomorfo al grafo %.

Es consecuencia de la Ley de Reciprocidad cuadratica que la relacion de adjayencia en
este grafo G es simétrica.

Demostracion. Basta probar que G tiene la propiedad Po; .

Sean U y V dos conjuntos disjuntos y finitos de primos congruentes a 1 médulo 4.
Para cada v € V sea z, € Z un entero que no es congruente a un cuadrado médulo v.
El teorema chino del resto nos dice que el conjunto de enteros m € Z que satisface las
congruencias

m=1 mod u, Yu e U,
m=x, moduv, Vv eV,

m=1 mod 4.



es una progresion aritmética, y el teorema de Dirichlet asegura que en esa progresion
aritmética hay un numero primo p. Claramente p es congruente a 1 médulo 4, asi que
es un vértice de G. Siu € U, entonces p =1 mod uy p es un cuadrado moédulo u: esto
nos dice que u y p son adyacentes. Por otro lado, si v € V, entonces p =z, modvy
como z, no es un cuadrado médulo v, tampoco lo es p: p y v no son, en consecuencia,
adyacentes en G. 0

Proposicion 4.3. Sea %, = {0} y, para cada n > 1, sea %#,11 = F, U P(%#,). Sea
F = Un21 Z, Y consideremos el grafo G que tiene a % como conjunto de vértices y tal
quesiz,y € F,

x ey sonadyacentesen G < r €yoy € .

Entonces G es isomorfo a %.

Demostracion. Para todo n > 1 el conjunto .%,, es finito, asi que .%# es numerable.

Sean U, V C % dos conjuntos disjuntos y finitos de vértices de G. Como la familia

de conjuntos (.%#,),>1 es creciente y U UV es finito, existe n > 1 tal que U, V C .%,,. Se
sigue de esto que U C %,11 Yy V € %,41 Y, entonces, el conjunto w = U U {V} es un
elemento de %, 5. En particular, w es un vértice de G. Mostremos que = (w, U, V') vale:

* Siu e U, entonces u € U C w, asi que u € w y los vértices v y w de G son
adyacentes.

* Seawv € V. Sifuese v € w, tendriamos que v € UU{V} y, como U y V son disjuntos,
que, de hecho, v = V: esto es absurdo. Por otro lado, si fuese w € v, tendriamos
que V € w € v € V, lo que otra vez es absurdo.

Vemos asi que G tiene la propiedad & . O

§5. Algunas propiedades

El grafo # es universal, en el sentido de que todo grafo numerable es isomorfo a uno
de sus subgrafos inducidos. Richard Rado contruy6 originalmente este grafo en [Rad64]
interesado por esta propiedad.

Proposicion 5.1. Si H es un grafo finito o numerable, existe un subconjunto I de vértices
de Z tal que el grafo inducido por % en I es isomorfo a H.

Demostracion. Nos ocupamos del caso en que H es numerable—el caso finito es similar.
Sean (a,)n>1 una enumeracion del conjunto A de los vértices de H, y para cadan > 1
sea A,, = {a; : 1 <i <n}; sea B, por otro lado, el conjunto de vértices de #. Construimos
inductivamente para cada n > 1 una funcién inyectiva ¢,, : A,, — B de manera tal que
paratodon >1es ¢ni1|la, = én Y ¢n €s un isomorfismo de H[A,] a Z[¢n(A4r)].
¢ Elegimos ¢; : A1 — B arbitrariamente.
®* Supongamos que n > 1y que ya construimos una inyeccion ¢, : A, — B que
da un isomorfismo entre los grafos inducidos H[A,]y Z[¢.(A,)]. Los conjuntos
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o:homogeneidad}

U={¢n(a):a€ Ap,aa,41 € H} yV = {¢n(a): a € A,,aa,41 € H} son claramente
finitos y disjuntos, asi que como % tiene la propiedad P ., existe be B\U UV
tal que ub € #Z para todo u € U y vb ¢ # para todo v € V. Definimos entonces
dn+1 : Any1 — A de manera que ¢(apt+1) = by dnyi(a) = ¢n(a) para cada a € A,.
Es evidente que ¢,11]/4, = ¢,; ademas, como esta restriccién es inyectiva y
bnt1(ant1) € UU B = ¢,(4,), la funcion ¢, es inyectiva. Finalmente, es claro
—en vista de la forma en que fue construida— que ¢,+; induce un isomorfismo
entre H[A,] Y Z[¢n+1(A,)].

Es claro que existe una tnica funcién ¢ : A — B tal que ¢|4, = ¢,,, y que se trata de un

isomorfismo entre H y Z[¢(A)]. O

Proposicion 5.2. (i) Si X C N es un conjunto finito de vértices de %, entonces el grafo
inducido por # en N\ X is isomorfo a Z%.
(i) Sea #' un grafo que se obtiene a partir de # agregando o eliminando un niimero
finito de arcos. Entonces %' es isomorfo a %.
(iti) El grafo # complementario a % es isomorfo a %.

Proposicion 5.3. Un grafo numerable H puede obtenerse de % eliminando un niimero
finito o infinito de arcos sii para cada conjunto finito V' de vértices de H existe un vértice w
en H tal que para todo v € V se tiene vw ¢ H.

Corolario 5.4. En % hay caminos hamiltonianos.
Proposicion 5.5. El grafo # contiene un grafo completo maximal.

Proposicion 5.6. El grafo # es homogéneo: si ] y J son dos subconjuntos de vértices
de Z tales que existe una biyeccién ¢ : I — J que induce un isoporfismo entre los grafos
inducidos Z|[I| y #|J], entonces existe un automorfismo ¢ : Z — % que extiende a ¢.

Corolario 5.7. La accion del grupo Aut(#) sobre % es oligomorfa: para cadan > 1, la
accién natural de Aut(#£) sobre #™ tiene un niimero finito de dérbitas.

Demostracién. Fijemos n > 1y mostremos que Aut(#%) tiene finitas 6rbitas en %Z".
Siz = (x1,...,2,) € Z", construimos por un lado un grafo I'(x) con conjunto de
vértices igual a [n] y tal que si 4, j € [n], entonces

ij €(z) <= wmiz; € X,

y, por otro, consideramos la relacion de equivalencia p(z) = {(i,j) € [n] x [n] : ; = z;}
sobre el conjunto de vértices de I'(x).

Sean ahora z = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,...,yn) € Z" tales que I'(x) =T'(y) y p(z) = p(y).
Sean I = {z; : 1 <i<n}yJ={y;:1<i<n}. Hay una funcién ¢ : I — J tal que
¢(z;) = y; para cada i € [n]: esto esta bien definido precisamente porque p(z) = p(y).
Mas aun, ¢ es un isomorfismo entre los grafos inducidos Z[I] y #|[J] porque I'(xz) = I'(y).
De acuerdo a la Proposicién 5.6, existe un automorfismo ¢ € Aut(#) que extiende a ¢
y, en particular, ¢(x) = y. Vemos asi que z e y estan en la misma Aut(%)-6rbita en Z".
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Esto muestra que el numero de érbitas de Aut(#) en #™ no es mayor que el nimero
de pares (T, p) formados por un grafo I' sobre [n] y una relacién de equivalencia p en [n].
Por supuesto, esto prueba que el conjunto de érbitas #"/ Aut(Z#) es finito. O

Proposicion 5.8. Si dotamos al conjunto X de vértices de # de la topologia que tiene
como subbase de abiertos al conjunto de conjuntos de la forma

Upy={veX:vweX}
conw € X, entonces hay un homeomorfismo X = Q.

Demostracion. Necesitamos la caracterizacion dada por Sierpinski [Sie20] de Q como el
unico espacio topologico numerable, totalmente desconexo, 73 y sin puntos aislados. O

Proposicion 5.9. Sean A y B conjuntos finitos de vértices de Z% tales que A D B, y sea
I={veV:{acA:ave %} = B}.
El grafo #|1] inducido por % en I es isomorfo a %.

Corolario 5.10. Si{I;,...,I,} una particién finita del conjunto de vértices de %, entonces
existe i € [n] tal que el grafo %[I;] inducido por # en I; es isomorfo a %.
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