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Sea A un dominio de ideales principales que no es un cuerpo. En todo lo que sigue, llamamos
simplemente modulos a los A-modulos izquierdos y escribimos Max(A) al conjunto de los ideales
maximales de A, esto es, de los ideales primos no nulos de A.

Proposicion 1. Si M es un mddulo y 7(M) es su submddulo de torsion, entonces M /7(M) no
tiene tiene torsion.

Demostracion. Supongamos que m € M es tal que su clase T en M/7(M) es de torsion, de
manera que exite un escalar no nulo a € A tal que a-m = am = 0. Esto significa que am € 7(M)
y, entonces, que existe un escalar no nulo b € A tal que bam = 0. Como A es un dominio, ba # 0y
la tltima igualdad implica que m es un elemento de torsion, esto es, que m = 0 en M/7(M). O

Proposicion 2. Un submddulo de un mddulo libre de rango finito es libre.

Demostracion. Sean n € Ny M C A™ un submoédulo, y mostremos que M es libre; esto es
claramente suficiente para probar la proposiciéon. Cuando n = 1 el submoédulo M es un ideal
de A y existe entonces a € A tal que M = (a): como A es un dominio, el conjunto {a} es una
base de M y el resultado es cierto en este caso.

Supongamos ahora que n > 1, sea p : A" — A la proyecciéon en la ultima coordenada y
consideremos la sucesiéon exacta corta

0 —— Mnkerp — M —— p(M) —— 0

La imagen p(M) es un submodulo de A, asf que —en vista de lo que ya hicimos— se trata de un
modulo libre. Como consecuencia de esto, nuestro sucesién exacta se parte y hay un isomorfismo

M = p(M)® M Nkerp. (1)

Por otro lado, la interseccion M N kerp es un submoédulo de kerp y este tltimo es claramente
isomorfo a A"~ !: inductivamente, entonces, sabemos que M N kerp es libre. Vemos asi que los
dos sumandos que aparecen a la derecha en el isomorfismo (1) son libres, asi que M mismo es
libre. O

Proposicion 3. Un mddulo finitamente generado y sin torsion es libre.

Demostracion. Sea M un moédulo finitamente generado y sin torsion, y supongamos que M no es
nulo, ya que en caso contrario no hay nada que probar. Sea B = {mj, ..., m,} un subconjunto
finito de M que lo genera y sea k el maximo de los cardinales de los subconjuntos linealmente
independientes de B. Como M # 0, esn > 1, y como M no tiene torsion k > 1; ademés, a



menos de renombrar los elementos de B, podemos suponer que B’ = {my, ..., my} es linealmente
independiente. Sea M’ el submodulo de M generado por B’, que es libre.

Siie{k+1,...,n}, el conjunto {z1,...,zx,z;} es linealmente dependiente, asi que existen
escalares a;, a1, ..., a;r en A tales que

k
a;m; = E aw-mj
Jj=1

y como {x1,...,2x} es linealmente independiente debe ser a; # 0. Si ponemos a = ag41 - - n,
entonces, es a # 0y am; € M’ para cada i € {k+ 1,...,n}. Como también am; € M’ si
1 €{1,...,k}, vemos que, de hecho, es aM C M'. Como M’ es libre, la Proposiciéon 2 nos dice
que aM es un modulo libre. La funcion f: m € M — am € aM, que es un morfismo de modulos,
es evidentemente sobreyectiva y es inyectiva porque M no tiene torsion. Se trata entonces de un
isomorfismo y, como aM es libre, también lo es M. O

Proposicion 4. Un mddulo finitamente generado y de torsion y tiene anulador mo nulo y es
artiniano.

Demostracion. Sea M un modulo finitamente generado y de torsion. Sea B = {my,...,m,}
un conjunto generador de M y para cada i € {1,...,n} sea a; € A un escalar no nulo tal que
a;m; = 0. Si I es el ideal (a;---ay,), entonces 0 C I C ann(M), lo que prueba la primera
afirmacion de la proposicion, y hay un morfismo f : (4/1)" — M tal que f(e;) = m; para cada
i €{1,...,n}. Como f es sobreyectivo, para mostrar que M es artiniano es suficiente con que
mostremos que A/T lo es.

Mas generalmente, supongamos que a € A es un elemento no nulo cualquiera y mostremos
que A/(a) es un modulo artiniano. Teniendo en cuenta los teoremas de isomorfismo, es suficiente
para ello mostrar que toda cadena descendente I; O I O --- de ideales de A con a € I; para
todo i € N se estabiliza. En esa situacion, existen elementos ay, ag, ...en A tales que I; = (a;)
y a; | a;y1 | a para todo i € N. Esto implica, ya que A es un dominio de factorizaciéon tnica, que
el namero d(i) de factores primos en una factorizacion de a; es una funcioén no decreciente de i y
acotada superiormente, y entonces existe igp > 1 tal que d(i) = d(ip) para todo i > i5. Como a;,
divide a a; cualquiera sea i > i, esto implica que a; y a;, son asociados en A y, entonces, que
I; = I;,. Vemos asi que la cadena de ideales se estabiliza, como queriamos. O

Un moédulo M es indescomponible si es no es nulo y no posee submoédulos no nulos My, Mo
tales que M = My & M.

Proposicion 5. Si M es un mddulo artiniano, entonces existenn > 0 y submddulos My, ..., M,
indescomponibles tales que M = @?:1 M;.

Demostracion. Digamos que un submodulo de M es malo si no posee una descomposiciéon como
suma directa de un niimero finito de submdédulos indescomponibles. Es claro que un submédulo NV
de M que es malo no puede ser indescomponible, de manera que posee submodulos Ny, N{ con
N = N; @ Nj y que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que N; es malo.
Supongamos que M es malo. La observaciéon que acabamos de hacer implica inductivamente
que existen submodulos no nulos M;, M! de M para cada i > 1 tales que M = My & Mj y
M; = M; 41 ® M, sii> 1. En particular, la cadena M; 2 My O --- de submodulos de M no
se estabiliza y esto es imposible, ya que M es artiniano. O

Proposicion 6. Si M es un mddulo finitamente generado, de torsion e indescomponible, existe
un elemento irreducible p € A y un entero k > 1 tal que M = A/(p").



Demostracion. Como el ideal ann(M) no es nulo, existe un elemento no nulo ¢ € A tal que
ann(M) = (¢); como M no es nulo porque es indescomponible, ¢ no es inversible.

Supongamos que hay una factorizaciéon ¢ = rs con r y s dos elementos no inversibles y
coprimos de A, y sean v, s’ € A tales que v’ + ss’ = 1. Si m € M, entonces

m=rr'm+ss’'mecrM +rM,

asi que M = rM + sM. Por otro lado, si m € rM N sM entonces sm € stM = qgM =0y, de
manera similar, rm = 0 y, por lo tanto, m = rr'm + ss'm = 0. Concluimos de esta forma que
M =rM & sM y, como M es indescomponible, que, por ejemplo, rM = 0. Esto implica que
r € ann(M) = (q) vy, en consecuencia, que r y ¢ son asociados en A. Esto es imposible, ya que s
no es inversible.

Esta contradiccion nos dice que existen un elemento irreducible p € A y un entero k > 0 tales
que ¢ = p¥; como ¢ no es una unidad, tiene que ser k > 1. Como p* y p*~! no son asociados, es
pF=1 & (p¥) = ann(M) y esto significa que existe 2 € M tal que p*~1x # 0.

El morfismo ¢ : @ € A + ax € Ax es sobreyectivo y su niicleo es ann(z) 2 ann(M) = (p*),
asi que si b € A es tal que (b) = ann(z), entonces b divide a p* y es, por lo tanto, de la forma
p’ para algin i € {0,...,k}. Como p*~1x # 0, debe ser b = p*. Vemos asi que ¢ induce un
isomorfismo A/(p*) = Ax.

Consideremos ahora la sucesién exacta corta canénica

0 Ar —— M M/Az —— 0

en la que el morfismo 7 es la inclusion. Como M es un modulo noetheriano, hay un submoédulo L
de M maximal entre aquéllos que contienen a Az y para los que existe un morfismo o : L — Ax
tal que i 0 0 = ids,. Afirmamos que, de hecho, L = M: eso significa que el morfismo ¢ admite
una retraccion o : M — Ax y que entonces nuestra sucesion exacta se parte, de manera que
M = Ax®M/Az. Como M es indescomponible y Az # 0, debe ser M /Axz = 0y, en consecuencia,
M = Az = A/(p*), que es lo que queremos probar.

Bastaréa entonces que mostremos que L = M. Supongamos que no es ése el caso, de manera
que L C M y sea o : L — Az un morfismo tal que io o =ida,. Siy € M\ L, es pFy =0¢€ L,
asi que existe un menor entero [ > 1 tal que p'y’ € L. Sea y = p'~'y/. La eleccion de | implica
quey € M\ Lypyée L. Elconjunto (L :y) = {a € A: ay € L} es un ideal propio de A que
contiene a (p) y, como este ltimo es maximal, debe ser (L : y) = (p).

Sea ¢ € A tal que o(py) = cz. Es

p"lex = pFla(py) = o (pty) =0,

asi que p*~'cz = 0. Como ann(z) = p¥, esto implica que ¢ = pd para algin d € A.
Consideremos ahora el submoédulo L' = L + Ay de M, que contiene propiamente a L. Existe
una funcién ¢’ : L + Ay — Az tal que

o' (u+ay) =o(u) + adz

para cada u € L y cada a € A. Para verlo, hay que mostrar que si a € A es tal que ay € L
entonces o(ay) = adx; pero en ese caso es a € (L : y) = (p), asi que existe o’ € A tal que a = a'p

y
o(ay) = o(a'py) = d'o(py) = a'pdx = adx,

como queremos. Como Az C L C L' ioo’ =ida, y L C L', esto contradice la eleccion de L. [



Proposicion 7. Si M es un mddulo finitamente generado, entonces existen un entero r > 0 y
una funcion p : Max(A) x N — Nq de soporte finito tal que

M=A"o @ (AphHpeh.
pEMax(A)
k>1

Demostracion. Sabemos que M/7(M) es libre de rango finito y hay una sucesion exacta corta
0 — (M) — M —— M/7(M) —— 0

Como M /7(M) es proyectivo, esa sucesion se parte y M = 7(M) @ M/7(M). Sir es el rango
de M/7(M), entonces hay un isomorfismo M/7(M) = A". Por otro lado, 7(M) es un modulo
finitamente generado y de torsion, asi que es artiniano y, en consecuencia, suma directa de una
familia finita de submodulos finitamente generados, de torsion e indescomponibles. Se sigue
entonces de la Proposicion 6 que hay elementos irreducibles p1, ..., p, y enteros ki, ..., k, > 1
tales que 7(M) = P, A/ (p¥). Existe, en definitiva, un isomorfismo

M= A e DA/ @

Podemos ahora definir una funciéon p : Max(A) x N — Ny poniendo, para cada p € Max(A) y
cada k > 1,

o, k) = |{i € {1, m} s () = by i = k)|

Esta funcion tiene claramente soporte finito y el isomorfimo del enunciado no es méas que el de (2)
a menos de la asociatividad y la conmutatividad de la suma directa. O

Proposicion 8. En la situacion de la proposicion anterior, el entero r > 0 y la funcion
u: Max(A) x N — Ny estdn univocamente determinados por el modulo M.

Demostracion. Sean r, 1’ > 0y p, p' : Max(A) x N — Ny funcionees de soporte finito, conside-
remos los modulos

M=A"e @ (ApHyen, M=o P @Aphen,
pEMax(A) pEMax(A)
k>1 k>1

y supongamos que hay un isomofismo ¢ : M — M’. Para probar la proposicion bastara que
mostremos que r =1’ y que p = pu'.

El morfismo ¢ se restringe a un isomorfismo ¢ : 7(M) — 7(M’) e induce un isomorfismo
¢:M/T(M)— M'/T(M'). Los submédulos de torsién de M y de M’ son claramente

T(M)y= @ (AnpH)EP, (M)= @@ (A En.
pEMax(A) peMax(A)
k>1 k1
Como entonces

A" M/r(M) = M [7(M') = A"

y el rango de un modulo libre esté bien determinado, vemos que r = 7’.



Si g € Max(A), entonces para todo primo p € Max(A) distinto de q y todo entero k > 1 es
(A/p’“)q =0, y esto implica inmediatamente que

T(M)q = @(A/qk)g(q’k) _ Ga(Aq/qchq)#(ch)7

k>1 k>1
 (q,k 4
(Mg = Pa/a )y = P(Aa/a" Aq) .
k>1 E>1

Por otro lado, el isomorfismo ¢ : 7(M) — 7(M') induce un isomofismo ¢q : 7(M)q — 7(M')q de
Ag-modulos. La igualdad de las funciones p y 41/ sigue entonces de la siguiente proposicion. [

Proposicion 9. Si A es un dominio de ideales principales local de ideal mazimal m no nulo,
1N — Ny es una funcion de soporte finito y M = @k>1(A/mk)“(k), entonces para todo k > 1
vale que B

mh—1. M i mk . M
M —dlmA/m VR

Demostracion. Si k, [ > 0, entonces

m! - A/mk = {

p(k) = dimg /m

0, sil>k;

ml/mF sil < k.
Se sigue de esto que

mt-A/mk 0, sil+1>k;
mFlA/mE T mb/mit =2 A/m, sil+1<k

y, en consecuencia,

ml - M
M= @

y la féormula del enunciado es consecuencia inmediata de esto. O

Proposicion 10. Si M es un mddulo finitamente generado, entonces existe una cadena de ideales
no nulos ap Cas C--- C a, tal que

=1

De hecho, existe una tinica esa cadena de ideales con esa propiedad.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 7, existen elementos no inversibles =1, ..., ©, € A
tales que



y podemos elegir, entre todas las descomposiciones de M de esta forma, una que tenga n minimo.
Mas atn, entre todas las descomposiciones de M como suma directa de modulos ciclicos con esa
cantidad de sumandos podemos suponer que la de arriba fue elegida de forma que el cardinal del
conjunto

Q={(,j):1<i<j<n, zjfx;,z{a;}

es minimo.

Supongamos que {2 no es vacio y, sin pérdida de generalidad, que (1,2) € Q. Sidy m
son el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de x; y x2, respectivamente, hay un
isomorfismo /(x1) ® A/(x2) =2 A/(d) ® A/(m) y entonces

M= A/(d)& Al (m)e P A/ (z:).
=3

Es facil verificar que el cardinal del conjunto 2 correspondiente a esta descomposicion es estric-
tamente menor al de aquélla con la que empezamos, y esto es absurdo en vista de la forma que
elegimos esta ultima. Vemos asi que, de hecho, el conjunto €2 de nuestra descomposicion es vacio.

Esto significa, precisamente, que la relacion de divisibilidad ordena al conjunto {z1,...,2z,}
totalmente y como consecuencia de eso, y a menos de reindexar sus elementos, que podemos
suponer que x;11 | x; para cada i € {1,...,n — 1}. Si ponemos a; = (x;), entonces, se satisfacen
las condiciones del enunciado. O



