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1. DESARREGLOS CLASICOS

1.1. Una permutacion 7t € S, es un desarreglo si 7t(i) # i para todoi € {1,...,n}.
Sea D, C S, el conjunto de todos los desarreglos de S;,.

1.2. Proposicién. Sin > 1, entonces
1 1

1 1

Demostracion. Sean I = {1,...,n} y L = (1), y consideremos sobre L el orden
parcial C. Paracadam € Sy, sea I" = {i € [ : (i) = i}.Si X € L, sean
fX)=HmeS: X=1I"}

gX)=|{mreS,: X I}
Esto define funciones f, g: L — Z, y es evidente que para cada Y € L es

g(Y) =Y f(X). (1)

YCX

Recordemos de [1, Chapter 3] que la funcién de Mobius y : L x L — Z de L
satisface

X, Y)= {

y entonces la férmula de inversién de Mobius junto con (1) implica que para cada
Y€ Les

FY) = Y (=1)XVg(x).

YCX

(-1)MXI six Cy;
0, en caso contrario,

En particular, tomando Y = @ vemos que

Dul = (@) = Y- (~D)Xg(X). ()
XeL
Ahora bien, si X € L, entonces es claro que una permutacién 7t de I que deja
fijos los elementos de X queda determinada por su restriccion a I \ X, que es una
biyeccion de este conjunto. Reciprocamente, toda permutacion de I\ X puede
extenderse de manera dnica a un elemento de S, que deja fijos a los elementos
de X. Esto nos dice que ¢(X) = |S(I\ X)| = (n — |X]|)!.
Agrupando los términos de la suma (2) de acuerdo al cardinal de X, vemos
entonces que

Dl = Y0¥ () ) tn -0 = (-1 0

k=0
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1.3. Corolario. lim;_ % =e L O
n

Este corolario nos dice que, si n es grande, la probabilidad de que una permuta-

cién 7t € S, mueva todos los elementos de {1,...,n} es aproximadamente e~ !.

1.4. Sean ahora D, y D, los subconjuntos de D, formados por los desarreglos
pares e impares, respectivamente.

1.5. Proposicién. Sin > 1, entonces

Dy 1= 3(IDul = (=1)"(n — 1))

D, | = 3(IDa] + (=1)"(n — 1))

Demostracion. Consideremos el determinante

o1 1 -+ 11
101 .- 11
110 --- 11
A=t ] )
111 .- 01
111 -~ 10
Restando la primera columna a todas las demads, vemos que
o1 1 --- 1 1
1 -1 0 --- 0 O
1 0 -1 -~ 0 O
Ay =
1 0 0 --- -1 0
10 0 --- 0 -1
y sumando ahora a la primera fila todas las demads, que
n-1 0 0 --- 0 0
1 -1 0 --- 0 O
1 o -1 .- 0 O
L N N G V(R OB
1 o o --- -1 0
1 o o --- 0 -1

Por otro lado, si notamos (a;;) a la matrix que aparece en (3), de manera que
ajj =1 —§;j, el desarrollo del determinante (3) es

Mo X SN (a1t e
TESy,

Los términos correspondiente a permutaciones que no son desarreglos evidente-
mente se anulan, asi que

A = Z sgn(n)aln(l) C Apn(n) T |Dr—:_| - |D;|
meDy,

Luego tenemos que

Dy | =Dy | = (-1)""'(n = 1)
y, por supuesto, que

Dy |+ 1Dy | = | Dl

Estas dos relaciones dan inmediatamente las férmulas del enunciado. O
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