DESARREGLOS

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

1. DESARREGLOS CLASICOS

1.1. Una permutacion 7t € S, es un desarreglo si 7t(i) # i para todoi € {1,...,n}.
Sea D, C S, el conjunto de todos los desarreglos de S;,.

1.2. Proposicién. Sin > 1, entonces
1 1

1 1

Demostracion. Sean I = {1,...,n} y L = (1), y consideremos sobre L el orden
parcial C. Paracadam € Sy, sea I" = {i € [ : (i) = i}.Si X € L, sean
fX)=HmeS,: X=1I"}

gX)=|{mreS,: X I}
Esto define funciones f, g: L — Z, y es evidente que para cada Y € L es

g(Y) =Y f(X). (1)

YCX

Recordemos de [1, Chapter 3] que la funcién de Mobius y : L x L — Z de L
satisface

X, Y)= {

y entonces la férmula de inversién de Mobius junto con (1) implica que para cada
Y€ Les

FY) = Y (=) *Vg(x).

YCX

(-1)MXI, six Cy;
0, en caso contrario,

En particular, tomando Y = @ vemos que

Dul = (@) = Y- (~D)¥g(X). ()
XeL
Ahora bien, si X € L, entonces es claro que una permutacién 7t de I que deja
fijos los elementos de X queda determinada por su restriccion a I \ X, que es una
biyeccion de este conjunto. Reciprocamente, toda permutacion de I\ X puede
extenderse de manera dnica a un elemento de S, que deja fijos a los elementos
de X. Esto nos dice que ¢(X) = |S(I\ X)| = (n — |X])!.
Agrupando los términos de la suma (2) de acuerdo al cardinal de X, vemos
entonces que

Dl = Y0¥ () ) tn - B = (-1 0

k=0
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1.3. Corolario. lim,_, % =e 1 (]
n

Este corolario nos dice que, si n es grande, la probabilidad de que una permuta-

cién 7t € S, mueva todos los elementos de {1,...,n} es aproximadamente e~ !.

1.4. Sean ahora D, y D, los subconjuntos de D, formados por los desarreglos
pares e impares, respectivamente.

1.5. Proposicién. Sin > 1, entonces

Dy | = 3(IDul = (-1)"(n — 1))

D, | = 3(IDa] + (-1)"(n — 1))

Demostracion. Consideremos el determinante

o1 1 -+ 11
101 .- 11
110 --- 11
A=t ] )
111 .- 01
111 -~ 10
Restando la primera columna a todas las demads, vemos que
o1 1 --- 1 1
1 -1 0 --- 0 O
1 0 -1 -~ 0 O
Ay =
1 0 0 --- -1 0
1 0 0 --- 0 -1
y sumando ahora a la primera fila todas las demads, que
n-1 0 0 --- 0 0
1 -1 0 --- 0 O
1 o -1 .- 0 O
L N N G V(R OB
1 o 0o --- -1 0
1 o o --- 0 -1

Por otro lado, si notamos (a;;) a la matrix que aparece en (3), de manera que
ajj =1 —§;j, el desarrollo del determinante (3) es

Mo X SN (a1t e
TESy,

Los términos correspondiente a permutaciones que no son desarreglos evidente-
mente se anulan, asi que

A = Z sgn(n)aln(l) C Apn(n) T |Dr—:_| - |D;|
meDy,

Luego tenemos que

Dy | =Dy | = (-1)"'(n = 1)
y, por supuesto, que

Dy |+ 1Dy | = | Dl

Estas dos relaciones dan inmediatamente las férmulas del enunciado. O
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2. §-DESARREGLOS

2.1. Sea g una variable. Si n > 0, sean

1, sin=0;
( )q—{ n_1

"q , sin>0;

1
(m)g! = (n)g(n = 1)g---(1)g, @

n\ (n)q
<k>q = Wq(n— 1)y ©)

2.2. Proposicion. (g-Pascal) Si0 <k <mn,es
D, o), o ), = G, ()
= +4q =q + (6)
<k q k—1 q k g k—1 g k g
D, () <
— . 7)
<k q n—kj/,

Demostracion. Ambas identidades siguen inmediatamente de un calculo directo
usando las definciones. U

2.3. Corolario. Si 0 < k < n, entonces (Z)q es un polinomio en q con coeficientes

enteros cuyo valor cuando q =1 es (})).

n
n

ésto y de (6) via una induccién evidente. [l

Demostracién. Es (g)q = ( )q =1 para todo n > 0. Ambas afirmaciones siguen de
2.4. SiV esun espacio vectorial, sea GL(V) el grupo de automorfismos de V' y sea,
paracadak € {0,...,n}, (‘,f) el conjunto de los subespacios de V de dimension k.

2.5. Proposicién. Sea k un cuerpo finito de q elementos y V un k-espacio vectorial de
dimensién n. Entonces V posee

gD -1 =1 (T - ®)
conjuntos ordenados linealmente independientes de k elementos. Ademds
[GL(V)[ = q"" V%), ©)

(I, @

En (9) y (10), los miembros derechos son las evaluaciones de los polinomios (4)
y (5) eng = |k|.
Demostracién. Para contruir una secuencia de k elementos de V linealmente inde-

pendientes tenemos q" — 1 0pc10nes al elegir el primer elemento, 4" — g opciones
al elegir el segundo y, en general, 4" — g/~ opciones al elegir el i-ésimo. La f6r-
mula (8) sigue inmediatamente de esto, ya que

(@"=1)("—q)(q"— g

_ q0+1+-~+(k71)(qn _ 1)(‘7"71 _ 1) . (qn7k+1 _ 1)
_ qk(kfl)/Z(qn _ 1)(qn71 _ 1) . (qnkarl _ 1)[

y tomando k = n obtenemos también (9).
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Sabemos ya que hay g*<=1/2(g" —1)(g"~1 = 1) - - - ("% — 1) secuencias de k
elementos de V linealmente independientes y cada subespacio de dimensién k
de V tiene g*=1/2(k) ! bases, vemos que

‘<Z>’::(qn__lanl_i;ﬁ?“(qnkHu_l)::<k>¢Y2q!kxﬂ - (Z)q'[

2.6. Si V es un espacio vectorial y ¢ € GL(V), escribimos V& = {v € V : gv = v}
y decimos que g es un desarreglo si V8 = 0. Notemos D (V) C GL(V) al conjunto
de desarreglos de V.

2.7. Proposicién. Sea k un cuerpo finito de q elementos y sea V un k-espacio vectorial
de dimension n. Entonces
n

|D(V)| qn(n 1)/2

Demostracion. Sea L el conjunto de todos los subespacios vectoriales de V orde-
nados por inclusion. Entonces la funciéon de Mobius ¢ : L x L — L de L es
(—1)kgk=1)/2 si X C Y y k = dimY — dim X;
HXY) =19, .
, en caso contrario.

Sean f, g : L — Z dadas, para X € L, por
f(X) ={g € GL(V) : X = V&}]

g(X) =[{g € GL(V) : X C VE}|
Es claro que
=) fX
YCX
para todo Y € L, de manera que
= Y #(Y, X)g(X).
YCX
En particular
D(V) = Y (0, X)g( (1)
XeL

Sea X € L de dimensién k y sea # = {vy,...,0,} una base de V tal que
{v1,...,v¢} es una base de X. La matriz con respecto a # de todo elemen-
to ¢ € GL(V) tal que X C V¢ tiene forma

I, B

0 A
con A € GL,_x(k) y B € My ,_i(k). Reciprocamente, toda tal matriz deja fijo a X
punto a punto. Esto nos dice que

g(X) — qk(n—k)q(n—k)(n—k—l)/Z(n _ k)q' — qn(n—l)/Z—k(k—l)/Z(n _ k)q'

y entonces de (11) vemos que

< n - n(n— —k(k—
ID(V)| = Z <k> (_1)qu(k 1)/2q (n—1)/2—k(k WZ(n—k)q!
k=0 q

nn 1/2 q,z

k=0
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2.8. Definimos la funcién g-exponencial poniendo

M
expy(z) = kg{) (ors
2.9. Corolario. lim; e % = expy(—1).
Demostracion. Esto sigue inmediatamente de (9) y 2.7. O
REFERENCIAS

[1] R. P. Stanley, Enumerative combinatorics. Vol. 1, Cambridge Studies in Advanced Mathematics,
vol. 49, Cambridge University Press, Cambridge, 1997. MR1442260 (98a:05001) T1

Facurtap DE CiENCIAS EXACTAS Y NATURALES, UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES, CIUDAD UNIVER-
SITARIA, PABELLON I, BUENOS AIRES (1428) ARGENTINA.
E-mail address: mariano@dm.uba.ar

©2008 Mariano Sudarez-Alvarez

Esta obra esta licenciada bajo una Licencia Atribucién-Compartir Obras Derivadas Igual 2.5 Argentina

de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia, visite http://creativecommons.org/

licenses/by-sa/2.5/ar/ o envienos una carta a Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300,
San Francisco, California, 94105, USA.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/ar/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/ar/

	1. Desarreglos clásicos
	2. q-Desarreglos
	Referencias

