DERIVACIONES

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

1. DERIVACIONES

1.1. Sean A una k-dlgebra y ¢ : A — A un endomorfismo de élgebras. Sea
M un A-bimédulo. Una o-derivacién con valores en M es una aplicacion k-lineal
6:A— Mtal que

d(ab) = é(a)a(b) +ad(b), Va, be A (1)
Si o =idy4, decimos que ¢ es una derivacion.
1.2. Sea 6 : A — M es una aplicacién k-lineal y sea % una base de A. Si es

d(ab) = é(a)o(b) +ad(b), Va, be B,
entonces § es una o-derivacion.

1.3. Escribimos Der, (A, M) al conjunto de todas las o-derivaciones con valores
en M. Cuando el A-bimédulo M es el bimodulo regular A, escribimos Dery(A)
en lugar de Dery(A, A). De manera similar, si ¢ = idy4, escribimos Der(A, M) en
lugar de Deriq, (A, M).

1.4. Si M es un A-bimédulo, notamos M, al A-bimédulo que como A-médulo a
izquierda coincide con M y sobre el que A acttia a derecha de forma que

m-a=mo(a)
paratodom € My todoa € A.
1.5. Lema. Cualquiera sea el A-bimédulo M, es Dery(A, M) = Der(A, My). O

Este lema nos permite concentrarnos en las derivaciones, ya que el caso mas
general de las o-derivaciones se reduce al de las derivaciones la mayor parte de
las veces.

1.6. Lema. Sea § € Der(A, M). Entonces 5(1) =0y, sia € A, es

n—1 )
6(a") =Y a'é(a)a" 1
i=0
para todo n > 0.

Demostracién. La primera afirmacién es consecuencia de que
(1) =6(1-1) =6(1)1+16(1) =24(1).
La segunda sigue por inducci6n a partir de (z). O
1.7. Lema. Sea 6 € Der(A). Entoncessia, b € Ayn >0, es
noa\ )
6"(ab) =Y (i)zS’(a)é”l(b).
i=0

Demostracion. El resultado sigue por una induccién evidente. O
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1.8. Es fécil ver que Der(A, M) es un subespacio vectorial de homy(A, M). Mas
generalmente, si Z(A) es el centro de A, entonces Der(A, M) resulta un Z(A)-
modulo a izquierda si definimos, para z € Z(A) y 6 € Der(A),z-6 : A = M
poniendo

(z-96)(a) =zd(a), Va € A.
1.9. Si f: M — M’ es un morfismo de A-bimodulos, hay una aplicacion

f«:6 € Der(A,M) s foé € Der(A,M).
Es claro que si g : M’ — M" es otro morfismo de A-modulos, entonces (gf)« =
g+ f. Ademds (idp )« = idper(a,m) para todo A-médulo M.
1.10. Si A es una k-dlgebra y a, b € A, escribimos

[a,b] = ab — ba.
Maés generalmente, si M es un A-biméduloy m € My a € A, escribimos

[a,m] = am — ma.

1.11. Lema. Sea A una k-dlgebra. Consideremos ademds un A-bimédulo M. Si m € M,
la aplicacion 1, : a € A — [a,m] € M es una derivacién con valores en M. Ademds, la
aplicacion ipg : m € M v 1, € Der(A, M) es un morfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. El lema sigue de un célculo directo. O

1.12. Escribimos InnDer(A, M) = im ). Por supuesto, se trata de un subespacio
de Der(A, M). Escribimos

H'(A, M) = Der(A, M)/ InnDer(A, M).

A veces escribimos también OutDer(A, M) en lugar de H'(A,M). Si M = A,
escribimos HH!(A) en lugar de H!(A, A).

Los elementos de InnDer(A, M) son las derivaciones interiores. Abusando un
poco del lenguaje, llamamos a H!(A, M) el espacio de derivaciones exteriores.

1.13. Si el A-mddulo es simétrico, esto es, si am = ma para todo a € A y todo
m € M, es claro que InnDer(A, M) = 0. En particular, si A es es un &lgebra
conmutativa, es HH'(A) = Der(A).

1.14. Escribimos M4 = keriy; = {m € M : am = ma, Va € A}.Se trata de un
sub-Z(A)-moédulo de M. En vista de las definiciones, hay una sucesién exacta de
Z(A)-moédulos

M

0 MAC M Der(A,M) — H'(A,M) —=0

1.15. Sea f : M — M’ un morfismo de A-bimédulos. Es claro que f(M4) C
M'4, de manera que restringiendo f obtenemos un morfismo de Z(A)-médulos
fi : MA — M'A. Conmuta el siguiente diagrama:

M

0 MAC M Der(A,M) — H'(A,M) —=0

f*i fJ( J/f* vf*

1AC ;v / 1 /
0 M M Der(A,M') ——H (A,M') ——0

Esto implica que existe un morfismo de Z(A)-mo6dulos univocamente determi-
nado f, : H'(A,M) — H'(A,M') que completa el diagrama preservando la
conmutatividad.
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2. EyjEMPLOS

2.1. Secciones de una extensién trivial.
2.1.1. Sea A una k-dlgebra y M un A-bimédulo. Dotamos al espacio vectorial
A ® M de un producto - tal que

(a,m)-(a',m") = (ad’,am’ + ma")

para todo (a,m), (a’,m’') € A @ M. Es facil ver que este producto hace de A & M
una k-algebra, a la que llamamos la extension trivial de A por M.

Notemos que la proyecciéon canénica p : A® M — A es un morfismo de
algebras.

2.1.2. Proposicién. Sea A una k-dlgebra y M un A-bimédulo. Sea

L(A,M) = {s € homp|g(A, A® M) : ps =ids}
el conjunto de secciones de p. Entonces hay una biyeccién ¥.(A, M) = Der(A, M).
Demostracion. Sis : A — A @ M es un morfismo de algebras tal que ps = idy,

entonces es claro que existe una aplicacion ds : A — M tal que s(a) = (a,0s(a))
para todo a € A. Necesariamente J; es k-lineal y, como

(ab,ads(b) + ds(a)b) = (a,6s(a))(b,ds(b))
= s(a)s(b)
= s(ab)
= (ab, ds(ab)),
vemos que Js es una derivacion.

Esto nos permite definir una aplicacién s € 2(A, M) — Js € Der(A, M). Deja-
mos al lector la facil tarea de verificar que se trata de una biyeccién. O

2.2. Extensiones de bimédulos.

2.2.1. Sea M un A-bimédulo. Una extension de A-bimdédulos de A por M es una
sucesion exacta corta

& 0 M E A 0

de A-bimédulos. Cuando no dé lugar a confusiones, diremos simplemente que &
es una extension.

2.2.2. Si

& 0 Mt oE 8.4 0 ()
y

& 0—-MLor a9 (3)

son dos extensiones de A-bimédulos, decimos que & y &’ son congruentes si
existe un morfismo de A-bimédulos ¢ : E — E’ tal que el diagrama

M-t E S 4
g
Mg 84

conmuta. Escribimos & = &’ cuando & y &’ son congruentes.

0 0 (4)

0 0
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2.2.3. Proposicion. La relacién de congruencia de extensiones es una relacion de equi-
valencia.

Demostracién. Si (2) y (3) son extensiones y ¢ : E — E’ es un morfismo de A-
bimoédulos tal que (4) conmuta, el lema de los 5 implica que ¢ es un isomorfismo.
Usando esto es claro que la relacién de congruencia es simétrica. La reflexividad
y la transtividad son inmediatas. O

2.2.4. Escribimos Extl ,(A, M) al conjunto de clases de congruencia de exten-
siones de A por M.

2.2.5. Consideremos una extensiéon

f 8

& 0 M E A 0

Existe un morfismo de espacios vectoriales s : A — E tal que gs = id4. Por
su parte, s determina un morfismo de espacios vectoriales r : E — M tal que
idg = fr+sgyrf =idy.

Entonces ¢s = (£) : E - A @ M es un isomorfismo de espacios vectoriales tal
que conmuta el siguiente diagrama.

M g 8 4 0
(v) (10)

Ademads, hay una tnica estructura de A-bimédulo sobre A & M que hace que
¢s sea un isomorfismo de A-bimédulos. Con esta estructura, la fila inferior de
este diagrama resulta una extension &’ que es congruente a &.

Definamos

as:(a,x,b) € Ax Ax A r(as(x)b) € M.

Claramente «a; es k-trilineal. Es facil ver que la estructura de A-bimédulo de A ®
M esta dada por

a-(x,m)-b= (axb, as(a,x,b) + amb)

para todo (x,m) € A@ Mya,be A. Laasociatividad de esta acciéon implica que
sia, a',byb € Ay (x,m) € A® M, entonces

(aa'xb'b, as(aa’, x,b'b) + aamb'b) = (ad’) - (x,m) - (b'D)
=a-(a(x,m)-b)-b
=a-(a'xb, as(d,x,b') +a'mb') b
= (aa'xb'b, as(a,a’'xb',b) + ans(a’, x,b')b + aa’mb'b)
de manera que
as(aa’,x,b'b) = as(a,a’xb',b) + aas(a’, x,b")b (5)
para cada x, a,a’, by b’ € A.Sea d; : A — M dada por
Os(a) = as(a,1,1) —as(1,1,a)
para todo a € A. Usando (5) es facil ver que &; € Der(A, M).
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2.2.6. Supongamos ahora que s’ : A — E es otro morfismo de espacios vectoria-
les tal que ¢s’ = id4.

Sia € A, entonces g(s(a) —s'(a)) = 0, asi que existe un tnico elemento u(a) €
M tal que s(a) —s'(a) = f(u(a)). Esto define una aplicaciéon u : A — M. Usando
la unicidad, es facil ver que se trata de un morfismo de espacios vectoriales.
Notemos que s’ = s — fu.

Pongamos r’ = r 4 ug. Entonces

fr'+s'g = fr+ fug +sg — fug = fr+sg =ide

rf=rf+ufg=rf=idpm.
Luego ay : A X A x A — M estd dada por
ay(a,x,b) = r'(as' (x)b)
= r(as(x)b) —r(af (u(x))b) +u(g(as(x)b)) —u(g(af (u(x))b))
= as(a,x,b) —r(af(u(x))b) + u(g(as(x)b)),

porque u(g(af(u(x))b)) = u(g(f(au(x)b))) = 0. Usando esta férmula, vemos
que dy : A = M es tal que

dg(a) =ag(a,1,1) —ay(1,1,a)
= a5(a,1,1) —r(af(u(1))) +u(g(as(1)))

= 0s(a) — r(f(au(1) —u(1)a)) + u(ag
y como rf =idy y gs = id 4, esto es
= d5(a) + [u(1),a].
Vemos que dy — &5 = [u(1),—] € InnDer(A, M) y que, en particular, en H'(A, M)
es [0s] = [dy]-
Esto muestra que la clase [6;] € H!(A, M) depende tinicamente de la extensién

de partida & y no de la seccién s : A — E elegida para construir Js. Llamamos a
[65] 1a clase caracteristica de la extensién & en H'(A, M) y la notamos ch(&).

2.2.,7. Consideremos extensiones de A-bimoédulos

& 0 M E

& 0 M E’

y supongamos que son congruentes, de manera que existe un isomorfismo de
A-bimédulos ¢ : E — E’ tal que conmuta el diagrama

M-t oE 8. 4
I
Mg 84

Sea s : A — E un morfismo de espacios vectoriales tal que gs = id4 ysear: E —
M el morfismo de espacios vectoriales determinado por s tal que idg = fr+sgy

T’f = idM.

0 0

0 0
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Pongamos s’ = ¢ps : A — E' y ' = r¢~! : E — M. Entonces es inmediato
que ¢'s’" = idy, idp = f'r' +5'¢g" y r'f' = idy. Como ¢ es un morfismo de A-
bimédulos, es

wg(a,x,b) = 1'(as' (x)b) = r(¢p~ (ag(s(x))b)) = r(as(x)b) = as(a, x,b),

asi que, por supuesto, Js = &y y, en consecuencia, ch(&) = ch(&”). Vemos asi
que la clase caracteristica de una extensién depende tinicamente de su clase de
congruencia.

2.2.8. Teorema. Sea A una k-dlgebra y M un A-bimdédulo. Entonces tomar clases carac-
teristicas de clases de congruencia de extensiones determina una biyeccion

ch: Exty 4(A, M) — HY(A, M).

Demostracion. Que la aplicacién ch del enunciado estd bien definida es conse-
cuencia de y Para ver que se trata de una biyeccién construiremos una
aplicacién inversa @ : H'(A, M) — Exty_4(A, M).
Sea 0 € Der(A, M). Definimos « : A x A x A — M poniendo
a(a,x,b) = 6(a)xb
para todo 4, x, b € A. Es facil ver que
a(ad’,x,b'b) = a(a,a’xb',b) + aa(d’, x,b")b (6)

para todo a, a/, b, b/, x € A. Notemos ademas que «(1,x,b) = 0 cualesquiera
sean x, b € A.

Consideremos sobre el espacio vectorial A @ M acciones a izquierda y a dere-
cha de A definidas por

a-(x,m) = (ax,a(a,x,1)+ am)

(x,m) b= (xb,mb),

respectivamente, sia, b € Ay (x,m) € A® M. Es fécil ver que esto hace de A® M
un A-bimédulo: la asociatividad de la accion a izquierda es consecuencia directa
de (6) y para ver que las acciones a derecha e izquierda conmutan, calculamos
que por un lado es

(a-(x,m))-b= (axb, a(a,x,1)b+ amb)
y por el otro
a-((x,m)-b) = (axb,a(a,xb,1),amb)
y observamos que, en vista de (6), es
a(a,x,1)b — a(a, xb,1)
= (a(a,x,1)b —a(a,x,b) + a(1,ax,b))
— (aa(1,x,b) — a(a,x,b) + a(a, xb,1))
=0
porque «(1,ax,b) = aa(1,xb) = 0. Notamos A &5 M al A-bimédulo resultante.

Sabiendo que A @& M con esta estructura es un A-bimédulo, es facil verificar
que obtenemos una extension &j:

=3 -
0 M 0 Ae; M-S0 4 0
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Sea u : A — M una derivacion interior, de manera que existe ug € M tal que
u(a) = aug — upa para todo a € Ay sea &' = 6 +s. Entonces hay un diagrama

conmutativo
0
() (10)
0 M Ads M A 0
0 i"’
() (10)
0 M Ady M A 0

en el que el morfismo ¢ : A®s M — A Dy M es tal que
p(x,m) = (x,u(x)+m)

para todo (x,m) € A @5 M. Dejamos al lector la tarea de verificar que se trata en
efecto de un morfismo de A-bimédulos.

Esto nos dice que la clase de congruencia de la extensién &5 depende tnica-
mente de la clase de 6 en H'(A, M). Podemos entonces definir una aplicacién

@ [0] € HY(A, M) — [&] € Exty_4(A, M).

Sea otra vez § € Der(A, M) y consideremos la extension &j. Es fécil ver que
las aplicaciones s = (}) : A - A@Myr = (01) : A®M — M son tales
que gs = idy, fr+sg = idagm y rf = idpy. Usdndolas para calcular 9(&5) como
en[2.2.5, vemos que as : A x A x A — M es tal que a5 = a. Esto implica que

ds(a) = as(a,1,1) —as(1,1,a) = 6(a) — 5(1)a = 6(a)

cualquiera sea a € A. Asi, vemos que ;s = & y que ch([&5]) = [6] en HI(A, M).
Concluimos que ch o® = id1 (4 pp)-

Para terminar la prueba, hay que mostrar que ® o ch = id ) Dejamos

Exth_4(AM
esto al lector. O

2.3. Automorfismos y derivaciones.

2.3.1. Supongamos que k = R o k = C y sea A una k-algebra de dimensién finita.
Seae>0yseal={xeck:|x| <e}.

2.3.2. Consideremos una aplicacién ¢ : t € I, — ¢ € Aut(A) tal que ¢pg = idy
y supongamos que ¢ es diferenciable. Notemos que esto tiene sentido, porque
Autpig(A) C Endi(A) y Endi(A) es un k-espacio vectorial de dimension finita.

La hipétesis de diferenciabilidad implica claramente que podemos definir una
aplicacion

dp:a € A lim
t—0

7@(512 —T A

Es inmediato que se trata de una aplicacién k-lineal. Mds atin, es una derivacién:
sia,be Aytel\0, entonces

<pt(ab2 —ab _ <pt(a2 —a oi(b) +a ¢t(b2 —b
asi que
3 (ab) = lim gulab) —ab _ Sp(a)b + ady(b)

porque el producto de A es una aplicacion continua y lim;_,o ¢:(b) = b.
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2.3.3. Reciprocamente, consideremos una derivacién § € Der(A) y t € k. Pode-
mos definir un endomorfismo

tn
¢%:ZEEWEEMAA

n>0

porque la serie converge absolutamente. Como 6(1) = 0, es claro que ¢;(1) = 1.
Por otro lado, si a, b € A entonces, como las series convergen absolutamente, es

5 o n £ m _ ﬁ n ﬁ m
¢ (a)¢ (b) = n;o;é (a )Eﬂcs (b)—g)lm;o 0" @) 8" (b)
=n+m
tl ! i ; [
—Zﬂzcymal —Zzpaw
>0 " i=0 1>0i=
= ¢{ (ab)

Vemos asi que ¢? € Autpig(A). Notemos que 4)0 idg.

Esto nos permite definir una aplicacién ¢° : t € k +— ¢ € Autpig(A). Se trata
claramente de una funcién derivable. Mds atn, no es dificil mostrar que se trata
de un morfismo de grupos, si dotamos a k de su estructura de grupo aditivo.

2.3.4. En término de estas construcciones, podemos dar una interpretaciéon para
el espacio vectorial Der(A):

Proposicién. Consideremos el conjunto
D(A) = {¢ : k = Autaig(A) : ¢ es un morfismo de grupos diferenciable}.

Entonces la aplicacion d : ¢ € ®(A) +— 6y € Der(A) es una biyeccion.

Demostracion. Consideremos la aplicacion e : § € Der(A) — ¢° € ®(A) construi-
da arriba. Queremos mostrar que se trata de la inversa de d.
Si § € Der(A), entonces

() i‘EkHZ*é GAutA|g(A)

n>0

asi que es evidente que d(e(d)) = %e(&)(t)hzo = ¢. Para ver que eod = idg4)
vamos a mostrar que si ¢ € P(A) y 6 = d(¢) € Der(A), entonces tanto ¢ como
e(d) son soluciones al siguiente problema de valores iniciales

{f“:f@
f(0) =ida,

para funciones f : k — Endy(A) diferenciables. Esto implicard que ¢ = e(d) por
el teorema de unicidad de soluciones para este tipo de problemas.

Lo tinico que no es inmediato es que ¢ satisface la ecuaciéon diferencial. Para
verlo, sean ty € ky a € A. Calculamos que

d ; 0 —*h
aqbt(a) . — ATO (Pt +h(a)h (Pt (El) — ¢t0( ) ||m (Ph( }z — ¢t0( ) ( )
asi que %cpt‘ o= P 6, como querfamos. O

2.3.5. Las derivaciones interiores corresponden, bajo la biyeccién de la proposi-
cién, a las familias de automorfismos interiores:
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Proposicién. Si ¢ € ®(A) es tal que d(¢) € InnDer(A), entonces existe una funcion
diferenciable « : k — A tal que «(t) es inversible para cada t € k y

¢r(a) = araa; .
Demostracion. Escribamos 6 = d(¢). Por hipétesis, existe ay € A tal que 6(a) =
[ap, a] para todo a € A. Consideremos la funcién « : k — A tal que

o
ar = Z mﬂo}
n>0
notemos que esto converge absolutamente. Es claro que « es una funcién diferen-
ciable. Mds atin, se puede ver sin dificultad que «y = id4 y que asa¢ = as4+ para
cualquier s, t € k. Esto implica que « toma valores en el grupo multiplicativo A*
de las unidades de Ay que a : k = A* es un morfismo de grupos.
Podemos definir entonces 9 : k — Autpig(A) poniendo ¢;(a) = ajaa_; para
todo t € k'y todo a € A. Entonces i € ®(A) y es facil ver que

tl l ! n,l—n
pe(a) =) i X—:o <n>“0“”o :

1>0
En particular, d(¢) = [ag, —] = d(¢). Como ¢ es inyectiva, concluimos que ¢ = ¢.
Esto prueba la proposicion. O

3. ALGEBRAS DE POLINOMIOS
3.1. Proposicién. Sea M un k[X]-bimédulo. Entonces la aplicacion
¢p:0€Der(A,M)—6X)eM
es un isomotfismo de Z(A)-médulos izquierdos.

Demostracion. Que ¢ es Z(A)-lineal a izquierda es fécil de ver.
Sea m € My consideremos la aplicacién k-lineal 6,, : A — M tal que 6,,(1) =0
y para cada n > 0 es

n—1 .
Sn(X") = Y X'mX" L,
i=0
Se tiene que

n+n'—1
Sn(X"X") = Y Ximxntn i
i=0
n—1 ) ,  mtn'—1 ] .
— ZXIanﬂlen + Z anlfnmX‘an —i—1
i=0 i=n
n—1 n' —1
_ szmxnﬂflxn’ + 2 Xﬂxlmxnlflfl
i=0

i i=n

= 5(X"M)X" + X"5(X").

Usando la observacién vemos que &, € Der(k[X], M). Podemos entonces
definir una nueva aplicacién

Y:me M by € Der(A, M).

Dejamos al lector la tarea de mostrar que ¢ y ¢ son funciones inversas. g
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3.2. Corolario. Sea o : k[X] — k[X] un endomorfismo de dlgebras. El k|[X]-médulo
Dery (k[ X]) es libre de rango 1, con generador libre 1p(1).

Demostracién. En efecto, Der,(k[X]) = Der(k[X], k[X]s) en vista de [1.5] y la pro-
posicion implica que Der(k[X], k[X]s) es isomorfo a k[X], como k[X]-médulo a
izquierda. g

3.3. Ejemplo. Sea q € k'y sea oy : f € k[X] — f(qX) € k[X]. Notemos que si
q =1, entonces es 0y = idy[x. Sea 5; = (1) el generador libre de Der,, (k[X]) del
enunciado. Sin > 1, es

n—=1 ) n—1 )
5q(Xn) _ Z X! 10,,(X”_l_1) _ Z qn—z—lxn—l _ (I’l)an_l.
i=0 i=0
Aqui estamos escribiendo (1), = Z?:_Ol q' para cada n > 0.
Por supuesto, si g # 1, se tiene que (n); = (1 —4")/(1 — q). Es facil verificar,
usando esto, que
_ f4X) - f(X)

para todo f € k[X]. Por otro lado, sig = 1, es (1n); = 1 y en ese caso claramente

a(f)=f
para todo f € k[X].
3.4. Ejemplo. Sea A € kyseaoy : f € k[ X] —» f(X+A) € k[X]. Si A =0,
claramente o) = idy(x]. El generador libre 6, = (1) de Derq, (k[X]) es tal que
paracadan > 1es

n—=1 .
(X" =Y X(X+A)"T = (X+A)" = X"
i=0

asi que en general si f € k[X] es 0, (f) = f(X+A) — f(X).

4. PROPIEDADES DE EXACTITUD
4.1. La siguiente propiedad de exactitud es casi evidente:
Proposicién. Si

f g

0 M M M 0

es una sucesion exacta corta de A-bimédulos, entonces

0 — > Der(A, M') L Der(A, M) —5" Der(A, M")

es una sucesion exacta de Z(A)-médulos izquierdos. 0

4.2. En las condiciones de la proposicién, el morfismo g, no es necesariamente
sobreyectivo. Veamos un ejemplo de esto.

Sea k un cuerpo tal que chark # 2 y sea A = k[X]/(X?). Sea x € A la clase
de X. Un célculo directo muestra que {id4} es una base de Der(A). Por otro
lado, consideremos el A-bimédulo M = A/(x). Otra vez calculando directamente
vemos que si T : A — M esta determinada por 7(1) = 0y 7v(x) = [1], {t} es
una base para Der(A, M). Sea p : A — M la proyecciéon canénica. El morfismo
p« : Der(A) — Der(A, M) es tal que p«(idg) = 0, asi que en particular no es
sobreyectivo.
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4.3. Teorema. Sea

0 YAy YRR

M 0

una sucesion exacta corta de A-bimédulos. Existe un morfismo @ : M4 — H'(A, M)
de Z(A)-médulos tal que el diagrama

0 M/A f* MA 8 M//A 9

— H'(A,M') S HL(A, M) -S> HL(A, M")
es una sucesion exacta.
Demostracion. Consideremos el diagrama

0 M f M g M 0

tM,l lMi Ml
f

0 —> Der(A, M') —> Der(A, M) —>"~ Der(A, M")

En el que la fila superior es la sucesién exacta de partida, la inferior la sucesién
exacta construida en [4.1] y los morfismos ty, ip1 y 1 son los morfismos de
correspondientes a M', M y M", respectivamente. Notemos que los cuadrados
conmutan. El teorema sigue del lema de la serpiente aplicado a este diagrama.

O

4.4. Elmorfismo g, : H'(A, M) — H'(A, M") de la proposicién no es en general
sobreyectivo. Para verlo basta considerar el mismo ejemplo que en

5. CAMBIO DE ANILLOS

5.1. Sean A y B dos k-dlgebra y ¢ : B — A un morfismo de k-dlgebras. Cada
A-bimédulo M puede ser dotado de una estructura de B-bimédulo restringiendo
escalares via h y hay una aplicaciéon

¢* :6 € Der(A,M) — doh € Der(B,M).

5.2. Si¢: B — A esun morfismo de k-dlgebras sobreyectivo e I = ker ¢, entonces
el espacio vectorial /I 2 es un A-bimédulo de forma natural: si x € I con clase
[x] € I/1?, entonces para cada a, ' € A, existen b, b’ € B tales que a = ¢(b) y
a' = ¢(V') y la estructura de A-bimédulo sobre /12 es tal que

a-[x]-b=laxb].
Es facil ver que esto esta bien definido, esto es, que no depende ni de la eleccién
del representante x para la clase [x] no de las elecciones de b y b'.

5.3. Proposicién. Sea ¢ : B — A un morfismo de k-dlgebras sobreyectivo y sea I =
ker ¢. Entonces para cada A-bimédulo hay una sucesién exacta

0 — > Der(A, M) —" Der(B, M) —°> hom 4 (I/12, M)
para un cierto morfismo de espacios vectoriales .

Demostracion. Sea M es un A-bimédulo. Como la estructura de B-bimédulo que
consideramos sobre M se obtiene por restricciéon de escalares a lo largo de ¢,
tenemos que

xm =0 = mx, Vxel, me M. (7)
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Sea ¢ € Der(B,M). Si x, y € I, entonces
6(xy) = 0(x)y+x6(y) =0

en vista de la observacién recién hecha ya que y, x € I. Esto nos dice que 6(I?) = 0
y, en particular, que ¢ induce un morfismo de espacios vectoriales & : I/I1?> — M.
Si & € 1/I?eslaclase de x € I, entonces §(¢) = 5(x).

Afirmamos que la aplicacién § : I/I*> — M es un morfismo de A-bimédulos.
En efecto, si ¢ € I/I% es la clase de x € I y a,a’ € A, entonces existen b, b’ € B
tales que ¢(b) = a, p(b') = a’, de manera que ala’ = [bxb'] y

5(aga’) = 5([bxb']) = 6(bxb’) = §(b)xb’ + bS(x)b' + bxs(V').
Como xb/, bx € I, (7) implica que el primer y el tercer término en esta suma se
anulan y vemos que 6(afa’) = bd(x)b' = ad(x)a’. Esto nos dice que 6 : I/I> — M
es A-lineal a izquierda y a derecha.

Podemos entonces definir

d:0 € Der(B,M) — & € homa_s(I/1%, M).
Veamos que con esta eleccién de 9, la sucesién del enunciado resulta exacta
en Der(B, M).

En primer lugar, si § € Der(A, M), es evidente que ¢*(5) : B — M se anula
sobre I = ker ¢, asi que es inmediato que 9(¢*(6)) = 0. Esto eso, kerd D im ¢*.

Por otro lado, supongamos que 6 : B — M es un elemento de Der(B, M) tal
que 9(6) = 0. Esto implica claramente que 6(I) = 0 y entonces ¢ induce un
morfismo de espacios vectoriales ¢’ : A = B/I — M que, por supuesto, es tal que
¢*(8") = 6. Es fécil ver que &' € Der(A, M), asi que kerd C im ¢*.

Para terminar la prueba, hay que mostrar que ¢* es inyectiva, pero esto es
consecuencia directa de que ¢ es sobreyectiva. g

5.4. Corolario. Sea f € k[X] un polinomio no constante y A = k[X]/(f). Si M es un
A-bimédulo simétrico, hay una sucesién exacta

Ly
0— > Der(A,M) —>M =M

con Lp:m € M f'm € M la multiplicacion a izquierda por f'.
Demostracion. Si ¢ : k[X] — A es la proyeccién canénica, [ = (f) = ker¢p y M es
un A-bimdédulo simétrico, la proposicién nos da una sucesién exacta
0 —> Der(A, M) — Der(k[X], M) —2> hom a4 (I/ 2, M)
En vista de la proposicién hay un isomorfismo
r: 6 € Der(k[X], M) — 6(X) € M.

Por otro lado, I/I> = A como A-bimédulo. En efecto, notemos que 12 = (f2) y
consideremos el siguiente diagrama:

0 ()¢ (f) (f)/(f) —=0

en el que Ly (en cada caso) y Ly son la multiplicacion a izquierda por f y por
f2, respectivamente. Como k[X] es un dominio, las filas son exactas y las flechas
verticales son isomorfismos. Como es claro que el cuadrado conmuta, existe una
flecha 1 : A — (f)/(f?) que preserva la conmutatividad y, por el lema de los 5,
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¢ es un isomorfismo. Notemos que si 4 € A es la imagen de g € k[X] por ¢,
entonces ((a) = [fg] € (f)/(f?). Usando esto, es inmediato verificar que ¢ es un
isomorfismo de A-bimédulos.

Es facil ver que, como M es un A-bimédulo simétrico, hay un isomorfismo

u:hehomy (A M)— h(l) e M.
Llamemos s a la composiciéon
homa. (I/12, M) —~> hom a4 (A, M) —“> M
Es s(h) = u(t*(h)) = *(h)(1) = h([f]) para todo h € hom4.4(I/I?>, M). Notemos

que s es un isomorfismo.
Tenemos entonces un diagrama

0 Der(A, M) — Der(k[X], M) —2> homu.4(I/I2, M)

7 rl \Ls
\ Lf/

00— ker Lf’( M M

con filas exactas. El cuadrado conmuta: si 6 € Der(k[X], M), entonces

5(9(8)) = 0(d)([f]) = 8(f) = f'6(1) = Ly (r(5)).

Entonces existe un isomorfismo 7 : Der(A, M) — ker Ly que preserva la conmu-
tatividad. Esto nos dice que hay una sucesién exacta

Ly
0— > Der(A,M) —>M =M

en la que la flecha Der(A,M) — M es la composicién de 7 con la inclusién
ker L’f — M. O

5.5. Corolario. Con las notaciones del corolario anterior, pongamos d = ged(f, f').
Entonces hay un isomorfismo de espacios vectoriales Der(A) = k[X]/(d).

Demostracion. Supongamos que g € k[X] es tal que f = gd. Entonces la multipli-
cacién por g induce un morfismo inyectivo L, : k[X]/(d) — k[X]/(f). En vista
de[5.4| para probar el corolario basta mostar que la sucesién

k[IX] Ly k[X] Ly k[X]

(d) (f) (f)

es exacta. Dejamos esto al lector. U

5.6. Si calculamos explicitamente el isomorfismo Der(A) = k[X]/(d) del coro-
lario, vemos que tiene inverso ¢ : k[X]/(d) — Der(A) determinado de la si-
guiente manera: si p € k[X] tiene clase [p]| en k[X]/(d), entonces la derivacién
P([p]) € Der(A) estd determinada por la condicién de ser

P([p])(x) = qp’.

Aqui x es la clase de X € k[X] es A y g esta elegido como en la prueba del
corolario.
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5.7. Usando [5.5/es inmediato que si f € k[X] no tiene raices multiples, entonces
Der(A) = 0. Por otro lado, si f = X" es un monomio, entonces f’ = nX" !y
X" 1, sin#0enk;

X", en otro caso,

ged(f, f') =

de manera que

n—1, sin#0enk;

dimy Der(A) =
k ( ) n, en otro caso.
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