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§1. El cuerpo Q(w) con w una raiz de la unidad
Sea w € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad y sea j,, = {w®:0 <i < n}.

Proposicion 1.1. La extension Q(w)/Q es normal.

Demostracion. El conjunto u, tiene exactamente n elementos. Es inmediato que todos
ellos son raices n-ésimas de la unidad, asi que el polinomio f = X™ — 1 se descompone
en Q(w). Como Q(w) esta evidentemente generado por las raices de f, se trata de un
cuerpo de descomposicion de f. Esto implica [5, Theorem V.3.3] que es una extension
normal de Q. O

Sea G = Gal(Q(w)/Q) el grupo de Galois de la extension. Si ¢ € G, entonces o(w)
esta en y,, asi que existe un i € Z,, bien determinado, tal que o(w) = w’. Mas aun, el
elemento i es inversible en Z,: si no fuese ese el caso existiria j € Z,, tal que ij = 0 mod n
y, en consecuencia, o(w’) = w¥ = 1: esto es imposible ya que w’ # 1. De esta forma
vemos que hay una funcién ¢ : G — Z* determinada por la condicién de que

o(w) = w"?) para todo o € G.

Si o, 7 € G, entonces (o7)(w) = o(T(w)) = o(W) = W"?)7); esto nos dice que . es
un morfismo de grupos. Ademas, como w genera la extension Q(w)/Q, un elemento
de G queda determinado por su accién sobre w y entonces la funcién ¢ es inyectiva.
En particular, |G| < |Z)| = ¢(n).

Proposicion 1.2. El polinomio minimal de w sobre QQ tiene coeficientes enteros y grado
[Q(w) : Q] = ¢(n). Elmorfismo ¢ : G — Z es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Sea f(X) € Q[X] el polinomio minimal de w sobre Q, que es irreducible.
Como w es una raiz n-ésima de la unidad, es raiz de X™ — 1 y entonces existe g € Q[X]
tal que X" —1 = f(X)g(X); es claro que g(X) es monico. El lema de Gauss' implica que
F(X). g(X) € Z[X].

Mostremos que

sip es un numero primo tal que p{n y A es una raiz de f(X), entonces

también f(\P) = 0. (1)

Supongamos que no es ese el caso, de manera que f(A\’) # 0. Debe ser g(\?) = 0
y, en consecuencia, A es raiz de g(X?): la eleccién de f(X) implica entonces que
existe h(X) € Z[X] tal que g(X?) = f(X)h(X). Si denotamos #(X) a la imagen de un
polinomio u(X) € Z[X] por el morfismo evidente Z[X] — Z,[X], esta igualdad implica que
g(X)P = g(XP) = f(X)h(X) en Z,[X]. Se sigue de esto que f(X)y g(X) no son coprimos
en Z,[X]y X" — 1 = f(X)g(X) tiene factores irreducibles repetidos: esto es absurdo,
porque X" — 1y su derivada son elementos coprimos en Z,[X].

Sea ahora ¢ € Z,)*. Existen niimeros primos ps, ..., ps, todos coprimos con n pero no
necesariamente distintos, tales que i = p; - - - p;.. Usando (1), vemos inductivamente que
para cada s € {1,...,k} es f(wP'"P:) = 0 asi que, en particular, f(w') = 0.

Como w es una raiz n-ésima primitiva, esto nos dice que f tiene al menos ¢(n) raices
distintas y, entonces, que

¢(n) < deg f = [Qw) : Q] = |G| < |Z;| = ¢(n).

Esto prueba el que f y la extension Q(w)/Q tienen grado ¢(n) y, a su vez, esto implica
que el morfismo ¢ : G — Z, que sabemos que es inyectivo, debe ser sobreyectivo. [

Usando esta proposiciéon, podemos hacer explicito el polinomio minimal de w:

Corolario 1.3. Sea 1.¢ C u,, el conjunto de las raices n-ésimas primitivas de la unidad.
El polinomio minimal de w sobre QQ es

@, ()= J[ (x -0

CEpn
Si notamos 11 : Z. — 7 a la funcion clasica de Mébius, entonces

o, (X) = [Jx™ - 1yrtm), 2)

m|n

Llamamos a ¢, (X) el n-ésimo polinémio ciclotémico. La expresion (2) para ®,(X) permite
calcular facilmente sus valores; en la tabla 1 en la pagina siguiente damos los primeros.

Demostracién. Sea f el polinomio minimal de w sobre Q. En la prueba de la proposicion
vimos que f tiene a los elementos de u¢ como raices simples. Como el polinomio del
enunciado del corolario tiene el mismo grado, las mismas raices y el mismo coeficiente
principal que f, debe coincidir con f.

Wer [5, Corollary IV.2.3]



n D, (X)

1 X-1

2 X+1

3 X2+ X+1

4 X% +1

5 X4+ X3+ X2+ X +1

6 X?2-X+1

7 X0+ X4+ X 4+ X3+ X2+ X +1

8 Xt +1

9 X0+ X341

10 X4-X34+X2-X+1

11 X104 X9 4+ X8 4 X7 4 X0 4 XP 4+ X4+ X34+ X2+ X +1
12 X4 —-X%24+1

13 X2 XU 4 X0 X9 X8+ X"+ X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1
14 X0 -X54+Xt-X34+X2-X+1

15 X8 - XT4+X5-X*+X3-X+1

Tabla 1. Los primeros polinémios ciclotémicos.

El polinomio X™ — 1 tiene todas sus raices simples y cada una de ellas pertenece
exactamente a un conjunto p¥, con m | n. Esto implica inmediatamente que

X" —1= ] ®a(x),

m|n

y entonces, como esto vale cualquiera sea n € N, la formula de inversion de Mobius?
nos da la expresion (2) del enunciado. O

§2. Una aplicacion aritmética

El objetivo de esta seccién es mostrar que para cada d € N hay infinitos primos en el
conjunto {1 + nd : n € N}. El caso particular en que d = 1 dice precisamente que hay
infinitos nimeros primos y, de hecho, la prueba que damos es una generalizacion de la
prueba clasica de Euclides para ese caso.

Lema 2.1. Seann, d € N. Sip es un primo tal que p | ®4(n), entonces p =1 mod d.

Demostracion. Sip | ®q(n), entonces p | [[,, -(n) = n? — 1y, en particular, es p { n asi
que la clase de n en Z,, es un elemento del grupo multiplicativo Z). Como n?=1 mod p,
el orden s de n en Z,; divide a d.

2Ver, por ejemplo, http://en.wikipedia.org/wiki/Moebius_inversion_formula.
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Supongamos que s # d. Entonces p | n®* —1=1]]
e|lsyp|®.(n). Como e # d, vemos que

p* | @a(n)@c(n) | [[ ®5(n) =n - 1. 3)
fld

®.(n), asi que existe e € N tal que

els

Por otro lado, como n +p = n mod p, se tiene que P4(n + p) = Pg(n) =0 modp y
O.(n+p)=P.(n) =0 mod p, y entonces también

P? | @a(n +p)®c(n +p) |H<I>f(n+p):(n+p)d71. (4)
fld

Como (n+p)? —1=n%+dn?"'p—1 mod p?, de (3) y (4) deducimos que p? | dn?~!p. Esto
es imposible porque p{ny p1d.

Concluimos de esta forma que d es el orden de n en Z;. El teorema de Lagrange,
entonces, nos dice que d | |Z, | =p—1, asique p=1 mod d. O

Proposicion 2.2. Sea d € N. Hay infinitos primos p tales que p =1 mod d.

Demostracion. Supongamos que ps, ..., pr son primos congruentes con 1 médulo d y
mostremos que existe un primo distinto de éstos que satisface la misma condicion.
Sea N = dp,---p;. Para cada n € Z es nN = 0 mod N, asi que &4(nN) = $,4(0)
mod N. Como el entero ¢ = $,4(0) es, a menos de un signo, el producto de las raices
d-ésimas primitivas de la unidad, es él mismo una raiz de la unidad: debe ser entonces
e € {£1}. Por otro lado, ®4(nN) — oo si n — oo, porque ®,4(X) es un polinomio ménico
de grado positivo, asi que existen n € N y un primo p tales que p | &;(nN). En vista del

lema anterior, entonces, podemos concluir que p =1 mod d. De existir ¢ € {1,...,k} tal
que p = p;, tendriamos que p | N | &4(nN) — ¢, de manera que p | ¢, lo que es absurdo:
esto implica que p es distinto de py, ..., px. O

Corolario 2.3. Todo grupo abeliano finito es isomorfo a un cociente de un grupo de la
Jorma Zy.

Demostracién. Sea G un grupo abeliano finito. De acuerdo al teorema de estructura de
grupos abelianos finitamente generados existen n4, ..., ny € N tales que G = [, Z,,.
La Proposicion 2.2 implica que existen primos distintos ps, ..., p; tales que p;, =1
mod n; paracada i € {1,...,k}. Mas aun, sii € {1,...,n}, el numero n; divide a p; — 1, el
orden del grupo ciclico Z) , asi que existe un subgrupo H; C Z,, tal que Z, /H; = Zy,,.
Si N = py - - pg, entonces el teorema chino del resto nos dice que hay un isomorfismo
o : Hle 7). — 7. Si ponemos H = Hle H;, es claro que Zy /¢(H) = G, y esto prueba
el corolario. O

§3. Extensiones ciclotomicas

Si K es un cuerpo de numeros, una extension ciclotémica de K es una extension
de K contenida en un cuerpo de la forma K (w) con w una raiz de la unidad. Un cuerpo
ciclotémico es una extension ciclotéomica de Q.
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Proposicion 3.1. Si K es un cuerpo de niimeros y w € px, entonces la extension
K(w)/K es galoisiana, para cada o € Gal(K(w)/K) la restriccion o|q ., es un elemento
de Gal(Q(w)/Q), y la aplicacién

0 € Gal(K(w)/K) — 0lg() € Gal(Q()/Q) )

es un monomorfismo de grupos. En particular, Gal(K (w)/K) es un grupo abeliano.

Demostracién. El cuerpo K(w) es un cuerpo de descomposiciéon de X™ — 1 sobre K, asi
que la extension K(w)/K es normal. Un elemento o € Gal(K(w)/K) dejafijoaQC Ky
envia w sobre alguna raiz n-esima de la unidad: esto implica inmediatamente que o
se restringe a un automorfismo g : Q(w) — Q(w) que esta en Gal(Q(w)/Q). Como
o queda determinado por o(w), la funcién (5) es inyectiva. Finalmente, que es un
homomorfismo de grupos es claro. O

Corolario 3.2. Sea K es un cuerpo de ntimeros y sea L/K es una extension ciclotomica
de K. Entonces la extension L/ K es galoisiana y su grupo de Galois Gal(L/K) es abeliano.

Demostracién. Supongamos que L C K (w) para algun w € u*. Del teorema fundamental
de la teoria de Galois, sabemos que existe un subgrupo H C Gal(K(w)/K) tal que
L = K(w)?. Como Gal(K(w)/K) es abeliano H es un subgrupo normal de Gal(K (w) y,
en consecuencia®, L/K es una extensioén galoisiana cuyo grupo de Galois es imagen
homomorfica de Gal(K (w)/K). O

Proposicion 3.3. Si G es un grupo abeliano finito, entonces existe un extension cicloto-
mica K de Q tal que Gal(K/Q) = G.

Demostracién. De acuerdo al Corolario 2.3, existe n € Ny un subgrupo H C ZX tal que
ZX/N = G. Seaw € p¥, sea t: Gal(Q(w)/Q) — Z) el isomorfismo de la Proposicién 1.2
y sea K = Q(w)* ) el cuerpo fijo de t7Y(H) en Q(w). El teorema fundamental de
la teoria de Galois nos dice que la extensién ciclotémica K/Q tiene grupo de Galois
Gal(K/Q) = Gal(Q(w)/Q)/N = G. O

Teorema 3.4. (Kronecker-Weber) Una extension galoisiana finita de Q de grupo de
Galois abeliano es una extension ciclotéomica de Q.

Este teorema implica, en particular, que un numero algebraico ¢ puede escribirse
como una suma finita de la forma

g — Z aje2ﬂik71/u71 (6)
J

cona; € Q, v; € Ny 0 < k; <y siy solamente si el grupo de Galois del cuerpo de
descomposicion de su polinomio minimal es abeliano. Por ejemplo, podemos escribir

\/g: 62771'/5 _ e47ri/5 _ eGTri/ES + 687ri/5

3Ver [5, Teorema VI.1.10]



porque +/5 tiene polinomio minimal X2 — 5y grupo de Galois evidentemente abeliano.
Por el contrario,

\3/\/5_1 i/\/5+1
2 2

no puede escribirse como en (6) porque su polinomio minimal es 3 + 3¢ + 1, que tiene
grupo de Galois S;. En efecto, es discriminante de este polinomio es —135, que no
es un cuadrado en Q, asi que su grupo de Galois no esta contenido en el grupo
alternante A3 C S3 y entonces necesariamente debe ser Ss.

No podemos dar una prueba del teorema de Kronecker-Weber. Fue probado origi-
nalmente por Leopold Kronecker [4], con correcciones de Heinrich Martin Weber [6] y
mas tarde de Hilbert [3]; en [1] y [2] se da un aprueba ‘elemental’. Consideremos, sin
embargo, el siguiente caso particular:

Proposicion 3.5. Una extension cuadrdtica de Q es una extension ciclotémica de Q.

Demostracion. Sea p un numero primo impar. El cuerpo Z; tiene p — 1 elementos y es
ciclico, asi que [Z)} : (Z)?] = 2 y existe entonces exactamente un homomorfismo de
grupos (7) : Z; — {£1} cuyo nucleo es (Z;)*. Explicitamente, si z € Z es

(x) )L SiJTE(Z;)%
D —1, sieseno es el caso.
Por otro lado, si fijamos una raiz primitiva w, € p,, hay un isomorfismo de grupos

X:xEZPHw;Eup.
Consideremos el nimero y = 3-_ ;x (Z)x(z) € Q(wp). Es

Y = wze; (i) (i) X(@)x(y) = ME (?)x(w +y).

Fijado y € Z, es claro que z y xy recorren simultaneamente Z, asi que

2

Y= > (ﬁg)x((ﬂﬂrl)y): > (x)x((ﬁl)y)

X X p
T, YELp z,yE€Zy
-1 T
=X > + » > x(@+1y)
yELY xEZ; yELY
r#£—1
Como } ., x(=—-lyquey€Z;+— (z+1)y € Z; es una biyeccién cuando z # —1,

sabemos que Zyez,§ x((z + 1)y) = —1. Luego

o) 26 506

€Ly TE€Zy

r#£—1

Esto nos dice que



e si (‘71) =1, v es una raiz cuadrada de p, asi que \/p € Q(w,), mientras que

e si () = —1, y es una raiz cuadrada de —p, de manera que es \/p € Q(wp, ).
Si p = 2 es el primo par, es inmediato que v/2 = —i(1+14)? € Q(i) y, pr supuesto, también
V=28Q(i).

Ahora bien, una extensién cuadratica de Q es de la forma Q(y/n) con n = 2%y - - - py,
cone € {+1}, a € {0,1} y p1. ..., p; primos impares distintos, asi que

Vi = V24 /o1 ok € Qi wpys - - -, Wy )-

De acuerdo a siguiente lema, esté dltimo cuerpo coincide con Q(w) con w € uj, .., , asi
que Q(1/n) es una extension ciclotémica de Q. O

La suma que define al escalar v que aparece en esta prueba se llama una suma
gaussiana, y fue famosamente considerada por Carl Friedrich Gauss en sus Disquisitio-
nes Arithmeticae. Gauss determiné exactamente cual de las dos raices cuadradas de

p(_Tl) es 7.

Lema 3.6. Sean nq, ..., ny € N numeros naturales coprimos dos a dos y, para cada
ic{l,...,k} seaw; € ) .Sin=mny---n, yw € u;, entonces Q(wi,...,wr) = Q(wy).

Demostracién. Una induccién evidente prueba que basta considerar el caso en que
k=2.Como w™ € ufyw" e pur, Quwi,wz) C Q(w). Por otro lado, wiws € 1.5, asi que de
hecho esta inclusién es una igualdad. O

§4. Extensiones ciclicas

Teorema 4.1. Sea K un cuerpo y sean € N coprimo con la caracteristica de K. Supon-
gamos que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Sia € K y b es una raiz
de X™ — a en alguna clausura algebraica de K, entonces la extension K (b)/K es ciclica.
Sid es su grado, entonces d | n yb? € K.

Demostracion. Sea p, C K* el grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de la unidad
de K, que por hipétesis es ciclico de orden n.

El cuerpo k(b) contiene los elementos (b con ¢ € u,, que son n, distintos dos a dos,
y todos raices de X" — a. Esto nos dice que K(b), que esta generado por ellos, es un
cuerpo de descomposicion de X" — a sobre K, asi que es normal. Como las raices de
ese polinomio son visiblemente simples, la extension K (b)/K es también separable, asi
que es galoisiana. Sea G = Gal(K (b)/K) su grupo de Galois.

Es claro que si o € G el cociente o(b)/b es un elemento de p,, asi que tenemos una
funcién p: o € G+~ o(b)/b € p,. Como b genera a K (b) sobre K, un elemento de G queda
determinado por su accion sobre by, en consecuencia, la funcion p es inyectiva. Un
calculo inmediato muestra que es ademas un morfismo de grupos, asi que determina
un isomorfismo de G con un subgrupo de p,. Se sigue de esto que G es ciclico de un
orden d que divide a n. Mas aun, si ¢ € G es un generador, w = p(c) es un elemento
de yu,, de orden d y o(b) = wb, de manera que o(b%) = W’ = b?: como o genera a G, esto
implica que b? € K(b)¢ = K. O



Lema 4.2. (Hilbert) Sea L/K una extensién ciclica de grado n y grupo de Galois
G = Gal(L/K) generado por o, y sea x € K. Entonces Ny, /k(x) = 1 sii existe y € L*
tal que x = y/o(y).
Demostracién. La necesidad de la condicién sigue inmediatamente de un calculo directo
de la norma Np,k(r) cuando r = y/o(y) para algan y € K*.

Supongamos entonces que z € K es un elemento de norma Np,k(z) = 1. Del
teorema de Artin sabemos que los elementos de G, vistos como funciones L* — L*, son
linealmente independientes sobre L. En particular, la funciéon

frzeL* w2z +x0(2) +xo(x)o?(2) + - +xo(x)--- 0" 2(x)o"(2) € L*

no es identicamente nula. Sea z € L* tal que y = f(z) # 0. Calculando y usando el
hecho de que Ny, (z) = 1, vemos facilmente que zo(y) = y asi que = = y/o(y). O

Teorema 4.3. Sea K un cuerpo y sean € N coprimo con la caracteristica de K. Suponga-
mos que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Si L/K es una extensién
ciclica de grado n, entonces existe b € L tal que L = K(b) y que es raiz de un polinomio
de la forma X" —a cona € K.

Demostracion. Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad de K. Sea G el grupo de
Galois de L/K y sea ¢ € G un generador. Es N/ x(w™') = 1, asi que el lema nos dice
que existe b € L tal que b/o(b) = w™!, de manera que o(b) = wb.

Es o(b™) = o(b)" = w"b™ = b™, asi que como o genera a G, es a = b" € K.

Como w € K, es ¢'(b) = w'b para cada i € {0,...,n — 1}. Los escalares b, o(b), ...,
o™~ 1(b) son entonces raices de X" — q, y son distintos porque w es una raiz primitiva.
entonces [K(b) : K] > n; como [L : K] = n, concluimos asi que L = K(b). O

Ejemplo 4.4. Si L/K es una extension ciclica de orden m pero K no posee ninguna raiz m-ésima primitiva
de la unidad, entonces la extension no es radical. En efecto, supongamos que existe b € L tal que b™ € K
yque L = K(b),y sea G = Gal(L/K) y um C K* el grupo de las raices m-ésimas de la unidad que hay
en K.Sio € G, entonces o(b)™ = o(b™) = b™, asi que o(b)/b € um. De esta manera, vemos que hay una
funcién ¢ : o € G — o(b)/b € um, que resulta un homomorfismo de grupos. Por hipétesis, |um| < m = |G|,
asi que ¢ no es inyectiva: esto implica que existe o € G, distinta de id, tal que o(b) = b, y esto es absurdo
porque b genera a L sobre K.

Construyamos un ejemplo de esta situacién. Seaw = e ,quenoesreal,ysea K =Q(w)NR. El
grupo de Galois de Q(w)/Q es isomorfo a Zs =2 Z; x Z3 y posee entonces un Unico elemento p de orden 2,
que debe ser la conjugacion compleja. Se sigue de ésto que K = Q(w)” es el cuerpo fijo de p y que la
extension K/Q es galoisiana de grupo de Galois G = Gal(Q(w)/Q)/(p) de orden 3; en particular, G es
ciclico. Por supuesto, Q no contiene ninguna raiz cubica primitiva de la unidad.
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§5. Extensiones abelianas de exponente finito: teoria de Kummer

Fijemos un cuerpo K, sea m € Ny supongamos que m es coprimo con la caracteritica
de K y que K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Sea K* el grupo
multiplicativo de K y sean K*™ = {2 : z € K>} el subgrupo de las potencias m-ésimas



de K* y p,,, C K* el subgrupo de las raices m-$imas de la unidad. Fijemos, finalmente,
una clausura algebraica K de K.

Sea bec K yseaa € K tal que a™ = b. El cuerpo K (a) depende solamente de by no
de la eleccion de a: en efecto, si a’ € K es otro elemento tal que /™ = b, entonces existe
w € un, tal que o’ = wby, como w € K, es claro que K(a') = K(a). En esta situacion,
escribiremos K (b'/™) en lugar de K(a). Como u,, tiene exactamente m elementos, el
polinomio X" — b se descompone en K (b'/™) y tiene alli todas sus raices simples: esto
nos dice que la extensiéon K (b'/™)/K es galoisiana. Es inmediato que K(b'/™) = K
siy solamente si b € K*™.

Si B C K* es un subgrupo tal que B O K*™, escribamos K (B'/™) a la subextensién
de K compuesta de todos los cuerpos de la forma K (b'/™) con b € B. Siendo compuesta
de extensiones galoisianas, K(B'/™)/K es galoisiana.

Lema 5.1. Sea G = Gal(K (B'/™)/K). Existe un bihomomorfismo de grupos
(0,b) € G X B+ {(0,b) € i

univocamente determinado por la siguiente condicion:
sic € Gybe B,yac K(BY™) es tal que a™ = b, entonces o(a) = (7, b)a.

El niicleo a izquierda de (—, —) es trivial, mientras que el niicleo a derecha contiene al
subgrupo K*™ de B. En particular, (—, —) induce una bthomomorfismo no degenerado

(0,b) € G X B/K*™ +— (0,b) € fim.- (7)

Demostracién. Sean ¢ € Gy b € B, y sea a € K(BY™) tal que a™ = b. Entonces
o(a)™ = o(a™) = o(b) = b = a™ y, en consecuencia, w, := o(a)/a € u,. El elemento
w,.» depende solamente de by no de la eleccién de a: si o’ € K(B'/™) es otro elemento
tal que o™ = b, entonces existe ¢ € u,, tal que a’ = a y o(a’)/a’ = o(Ca)/(Ca) = o(a)/a
porque ¢ € K. Esto nos dice que podemos definir una funcién

(0,b) € G X B (0,b) := wep € fim.-

Sean o, 7 € Gy by, by € B, y sean ay, a; € K(B'/™) tales que a" = b; para cada
i € {1,2}. Como (ajas)™ = b1bs, €s

0(&10,2) _ 0(0,1) U((Lz)
aia9 ay ag

(0,b1bg) =

= <Ua b1> <Ua b2>
Por otro lado, tenemos que

(o1,b1) = (021(&1) = U(Télal)) = U(<T’ab11>al) (0,01) (7, b1).

Estas dos igualdades nos dicen que (—, —) es un bihomomorfismo.

Si o € G esta en el nucleo a izquierda de (—, —), entonces para cada a € K(B'/™) tal
que a™ € B se tiene que o(a) = a: como K(B'/™) esta generado por estos elementos
sobre K, esto implica que ¢ actia trivialmente sobre K(B'/™) y, en consecuencia,
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o = idgp1/my. Asl, el nucleo a izquierda es trivial. Por otro lado, sic € Gy b€ K*™, es
claro que o(a) = a para todo a € K(B'/™) tal que a™ = b, asi que (0,b) = 1. Esto muestra
que K*™ esta contenido en el nucleo a derecha de (—, —).

Nos queda probar que el bihomomorfismo inducido (7) es no degenerado a derecha.
Sea a € B\ K*™ y pongamos b = a™, de manera que K (b'/™) = K(a). Hay un automor-
fismo oy € Gal(K(b*/™)/K) tal que oy(a) # a, y 0o extiende a un automorfismo o € G tal
que o(a) # a. Entonces (o,b) = o(a)/a # 1. O

Teorema 5.2. Sea K un cuerpo, sea m € N y supongamos que m es coprimo con la
caracteritica de K y que K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Si B C K*
es un subgrupo que contiene a K*™, entonces la extensién K(B'/™) es abeliana de
exponente divisor de m. Es finita sii [B : K'/™] < co y en ese caso hay un isomorfismo

Gal(K(BY™)/K) = hom(B/K*™, fi,)

y el grado de la extensién es [K(BY/™) : K| = [B : K*/™].

Demostracion. Escribamos como antes G = Gal(K (B'/™)/K). La funcién
f:o€G~— (o,—) € hom(B/K*™, tm)

es un homomorfismo de grupos inyectivo, asi que G es abeliano y, como pu,, tiene
exponente m, el exponente de G divide a m. Si B/K*™ es finito, G es finito y el Lema 5.3
siguiente prueba que f es, de hecho, un isomorfismo; en ese caso, como la extension
es galoisiana, es

(K (BY™) : K] = |G| = [hom(B/K*™, j12)| = |B/K*™| = [B : K*™).

Reciprocamente, si la extension tiene grado finito, entonces G es finito y otra vez el
Lema 5.3 implica que [B : K*™] < 0. O

Lema 5.3. Sea C un grupo ciclico de orden m y sea ¢ : A x B — C un bihomomorfismo
no degenerado. Si B es finito, entonces A = hom(B, C).

Demostracién. La funcion f : a € A — ¢(a,—) € hom(B,C) es un homomorfismo de
grupos que es inyectivo porque el bihomomorfismo ¢ es no degenerado. Como B es
finito, esto implica que A es finito y que |A| < |hom(B, C)|. Sabiendo ahora que A es
finito, un razonamiento simétrico nos muestra que |B| < |hom(A, C')|. Para probar el
lema, bastara mostrar que f es sobreyectivo y para ello, en vista de las desigualdades
obtenidas, que hom(A, C) = Ay hom(B,C) = B. Por supuesto, es suficiente ocuparnos
del primer isomorfismo.

Sea a € A. Si ma # 0, existe b € B tal que 0 # ¢(ma,b) = m¢(a,b): esto es imposible
porque C tiene orden m. Esto muestra que el exponente de A divide a m y entonces el
teorema de estructura de los grupos abelianos finitos nos dice que existen subgrupos

ciclicos A;, ..., Ay C A de ordenes que dividen a m tales que A = @le A;. Como
hom(A,C) = Hle hom(A4;,C), vemos que podemos suponer sin pérdida de generalidad
que A es ciclico. En ese caso, que hom(A4,C) = A es inmediato. O
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Proposicion 5.4. Sea K un cuerpo, sea m € N y supongamos que m es coprimo con
la caracteritica de K y que K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Sean
B; By C K* subgrupos tales que que contienen a K*™. Entonces K (Bll/ ™Y C K (B21/ ™)
si y solamente B, C Bs.

Demostracion. La suficiencia de la condicion es inmediata. Veamos la necesidad.

Supongamos que K(By/™) C K(BY™)y sea b € By. Como K (b'/™) C K(BY™), existe
un subgrupo B de B; que tiene a K*™ como subgrupo de indice finito y tal que
K@bY™) C K (B;l/ "). Sea Bjs el subgrupo generado por By y b en K*. Las elecciones
implican que K (Bé/ " =K (Bél/ ")y, dado que K*™ tiene indice finito tanto en K (B?l,/ ™)
como en K (B;l/ "), el teorema anterior nos dice que

[Bs: K*™ = [K(By/™: K] = [K(By)/™: K] = B} : K*™).

Ahora bien, estas igualdades y el hecho de que K*™ C B} C Bs, nos permiten concluir
que B = Bsy, en particular, que b € B} C Bs. O

Teorema 5.5. Sea K un cuerpo, seam € N y supongamos que m es coprimo con la ca-
racteritica de K y que K contiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad. La asignacion

B — K(BY™)

establece una biyeccion entre el conjunto de los subgrupos de K* que contienen a K*™
y las extensiones abelianas de K cuyo exponente divide a m.

Demostracién. Se sigue del Teorema 5.2 y de la proposicion anterior que la funcion
descripta en el enunciado esta bien definida y es inyectiva. Veamos que es sobreyectiva.

Sea L/K una extension abeliana de exponente divisor de m. Si L’/K es una subex-
tension finita y G = Gal(L'/K) es su grupo de Galois, entonces G es abeliano de
exponente divisor de m asi que existen subgrupos ciclicos G, ..., Gy C G de exponente
divisor de m tales que G = Hle G;. Para cada i € {1,...,k} pongamos H; =[], ,,G; y
sea L, = ['Hi, Sabemos que L’ es la extension compuesta de las L./K y que existen
b1, ..., by € K* tales que L, = K(bi/m) para cada i € {1,...,k}. Si B’ es el subgrupo
de K* generado por by, ..., b, y K*™, entonces esto nos dice que L' = K(B''/™).

Esto implica inmediatamente que L = K(B'/™) para algin subgrupo B C K* que
contiene a K*™. O
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