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1. La media aritmético-geométrica

1.1. Sean a, b ∈ R+, y supongamos que a ≥ b. Definimos dos sucesiones (an)n≥0
y (bn)n≥0 poniendo a0 = a, b0 = b, y, para cada n ∈ N0,

an+1 =
an + bn

2
, (1)

bn+1 =
√

anbn. (2)

1.2. Observemos que para cada n ∈ N0 es

an ≥ an+1 ≥ bn+1 ≥ bn. (3)

En efecto, en vista de la definición de las sucesiones, basta mostrar que esto es
cierto cuando n = 0, y, en ese caso, tenemos que a0 ≥ a1 y b1 ≥ b0 porque
evidentemente

max{x, y} ≥ x + y
2
≥ min{x, y} y max{x, y} ≥ √xy ≥ min{x, y}

si x, y ∈ R+
0 , y a1 ≥ b1 en vista del siguiente lema:

1.3. Lema. Sean x, y ∈ R+. Entonces es

x + y
2
≥ √xy,

y la igualdad es alcanzada sii a = b.

Demostración. Es(
x + y

2

)2
− (
√

xy)2 = (x− y)2 ≥ 0.

Las afirmaciones del lema son consecuencias inmediatas de esto. �

1.4. Las desigualdades (3) nos dicen que (an)n≥0 es decreciente, que (bn)n≥0 es
creciente, y que ambas sucesiones son acotadas, y podemos concluir, en particu-
lar, que existen los límites α = limn→∞ an y β = limn→∞ bn. De hecho, es α = β ya
que tomando límite para n→ ∞ en (1) vemos que

α =
α + β

2
.

1.5. Desde ahora escribiremos M(a, b) al valor común de los límites de las suce-
siones (an)n≥0 y (bn)n≥0. Si fuese a < b, ponemos M(a, b) = M(b, a). El número
M(a, b) es la media aritmético-geométrica de a y b.
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1.6. Proposición. Si a, b, λ ∈ R+, tenemos que
(a) M(a, b) = M(b, a);
(b) M(λa, λb) = λM(a, b);
(c) M( a+b

2 ,
√

ab) = M(a, b);
(d) a+b

2 ≥ M(a, b) ≥
√

ab.
Demostración. Todo esto se deduce inmediatamente de la definición de la función
M. �

1.7. Definimos una nueva función de una variable, que notaremos también M,
poniendo M(x) = M(1, x). Es claro que M(a, b) = aM(b/a).
1.8. Notemos finalmente que

a2
n+1 − b2

n+1 =

(
an + bn

2

)2
.

En particular,

|an+1 − bn+1| ≤
1

an+1 + bn+1
(a2

n+1 − b2
n+1)

≤ 1
2max{a, b}

(
an − bn

2

)2

=
1

8max{a, b} |an − bn|2

y vemos que la convergencia de an y de bn a M(a, b) es de orden cuadrático.

2. Una integral elíptica

2.1. Si a, b ∈ R+
0 , ponemos

I(a, b) =
∫ ∞

0

dt√
(t2 + a2)(t2 + b2)

. (4)

Que esta integral converge es una de las afirmaciones de la siguiente proposición.
2.2. Observemos antes que∫ ∞

√
ab

dt√
(t2 + a2)(t2 + b2)

=
∫ √ab

0
∞

dt√
(t2 + a2)(t2 + b2)

,

de manera que, por ejemplo,

I(a, b) = 2
∫ ∞
√

ab

dt√
(t2 + a2)(t2 + b2)

.

2.3. Proposición. La integral I(a, b) converge para todo a, b ∈ R+, y es I de hecho una
función continua sobre R+ ×R+. Si λ ∈ R+, valen:

(a) I(a, b) = I(b, a);
(b) I(λa, λb) = 1

λ I(a, b);
(c) I( a+b

2 ,
√

ab) = I(a, b);
(d) I(a, a) = π

2a .

Demostración. Sean a, b ∈ R+. Sea c = min{a, b} y ε = c/2. Si (a′, b′) ∈ Bε(a)×
Bε(b), es ε < a′ y ε < b′, de manera que

1√
(t2 + a′2)(t2 + b′2)

≤ 1
t2 + ε2 .

Como (t2 + ε2)−1 es una función integrable en R+, vemos que la integral impropia
I(a′, b′) converge uniformemente para (a′, b′) ∈ Bε(a)× Bε(b).
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En particular, I(a, b) converge, y, como el integrando en (4) es una función
continua de sus parámetros a y b, la uniformidad implica que I es una función
continua.

La igualdad en ((a)) es evidente. Para ver ((b)), calculamos

I(λa, λb) =
∫ ∞

0

dt√
(t2 + λ2a2)(t2 + λ2b2)

que, haciendo el cambio de variables u = t/λ,

=
∫ ∞

0

λdt√
(λ2u2 + λ2a2)(λ2u2 + λ2b2)

=
1
λ

I(a, b).

Para ver ((c)) tenemos que calcular I( a+b
2 ,
√

ab), y para esto vamos a hacer en esta
integral el cambio de variables

u = t +
√

t2 + ab. (5)

Observemos que será

du =

(
1 +

t√
t2 + ab

)
dt =

u√
t2 + ab

dt

de manera que

du
u

=
dt√

t2 + ab
;

por otro lado, de (5) vemos que u− t =
√

t2 + ab, así que elevando al cuadrado
ambos miembros de esta igualdad y reordenando, llegamos a

t =
1
2

(
u− ab

u

)
.

Luego

I( a+b
2 ,
√

ab) =
∫ ∞

0

dt√
(t2 +

(
a+b

2

)2
)(t2 + ab)

=
∫ ∞
√

ab

du

u

√
1
4

(
u− ab

u

)2
+
(

a+b
2

)2

= 2
∫ ∞
√

ab

dt√
(t2 +

(
a+b

2

)2
)(t2 + ab)

Ahora bien, el cambio de variables t ab/t muestra que∫ ∞
√

ab

dt√
(t2 +

(
a+b

2

)2
)(t2 + ab)

=
∫ √ab

0

dt√
(t2 +

(
a+b

2

)2
)(t2 + ab)

,

así que es

2
∫ ∞
√

ab

dt√
(t2 +

(
a+b

2

)2
)(t2 + ab)

= I(a, b)

y entonces I( a+b
2 ,
√

ab) = I(a, b), que es lo que queríamos mostrar.
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Finalmente, ya que∫ ∞

0

dt
t2 + 1

=
π

2
,

tenemos que si a ∈ R+,

I(a, a) =
1
a

I(1, 1) =
1
a

∫ ∞

0

dt
(t2 + 1)

=
π

2a
.

Esto es lo que se afirma en ((d)), así que la proposición queda probada. �

2.4. Teorema. Sean a, b ∈ R+. Entonces es

M(a, b)I(a, b) =
π

2
.

Demostración. Sea α = M(a, b), y sean (an)n≥0 y (bn)n≥0 las sucesiones contruídas
a partir de a y b como en 1.1. De la proposición 2.3 vemos que I(a, b) = I(an, bn)
para todo n ∈ N0, y como (an, bn)→ (α, α) e I es continua, vemos que

I(a, b) = I(α, α) =
π

2α
,

y esta igualdad es esencialmente la del enunciado. �

3. M en la naturaleza

3.1. Otras fórmulas integrales.
3.1.1. Si en

I(1, b) =
∫ ∞

0

dt√
(t2 + 1)(t2 + b2)

hacemos el cambio de variable t = tan θ, vemos que es

I(1, b) =
∫ π/2

0

dθ√
1 + (b2 − 1) cos2 θ

3.2. La longitud de arco de la lemniscata.
3.2.1. La lemniscata es el lugar de puntos del plano tal que el producto de sus
distancias a ( 1√

2
, 0) y a (− 1√

2
, 0) es 1

2 . Se trata de la curva cuya ecuación cartesiana
es

(x2 + y2)2 = x2 − y2.
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Figura 1. La lemniscata

3.2.2. No es difícil ver que

x =
cos θ

1 + sin2 θ
y =

cos θ sin θ

1 + sin2 θ
,

con θ ∈ [0, 2π], es una parametrización de la lemniscata.
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3.2.3. Usando esta parametrización, vemos que la longitud total l de la curva es

l =
√

2
∫ 2π

0

dθ√
3− cos 2θ

y, recordando que cos 2θ = 2 cos2 θ − 1, esto es

= 1√
2

∫ 2π

0

dθ√
1− 1

2 cos
2 θ

= 2
√

2I(1, 1√
2
)
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