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1. LA MEDIA ARITMETICO-GEOMETRICA

1.1. Seana, b € R, y supongamos que a > b. Definimos dos sucesiones (a,),>0
y (bn)n>0 poniendo ag = a, by = b, y, para cada n € Ny,

ay + by,
ap+1 = 5 (1)

bn+1 ==V anbn. (2)
1.2. Observemos que para cada n € Ny es
Ay > Aysq > byyq > by, (3)

En efecto, en vista de la definicién de las sucesiones, basta mostrar que esto es
cierto cuando n = 0, y, en ese caso, tenemos que ap > a1 y by > by porque
evidentemente

x4y

max{x,y} > 7 > min{x,y} y max{x,y} > /Xy > min{x,y}

six,y € ]Rar , ¥ a1 > by en vista del siguiente lema:

1.3. Lema. Sean x, y € R*. Entonces es

XTJFV > /%,
y la igualdad es alcanzada sii a = b.

Demostracion. Es

(’ij)z—ww: (x—y?=0.

Las afirmaciones del lema son consecuencias inmediatas de esto. O

1.4. Las desigualdades (3) nos dicen que (a,),>0 es decreciente, que (by),>0 es
creciente, y que ambas sucesiones son acotadas, y podemos concluir, en particu-
lar, que existen los limites & = limy 00 4y Y B = limy— 00 by. De hecho, es &« = B ya
que tomando limite para n — oo en (1) vemos que

atp
£,

1.5. Desde ahora escribiremos M(a, b) al valor comun de los limites de las suce-
siones (ay)y>0 Y (bn)n>0- Si fuese a < b, ponemos M(a,b) = M(b,a). El numero
M(a,b) es la media aritmético-geométrica de a y b.
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1.6. Proposicién. Si a, b, A € R, tenemos que

(a) M(a,b) = M(b,a);

(b) M(Aa,Ab) = AM(a,b);

(c) M(%5%,v/ab) = M(a,b);

(d) “52 > M(a,b) > Vab.
Demostracién. Todo esto se deduce inmediatamente de la definicién de la funcién
M. O
1.7. Definimos una nueva funcién de una variable, que notaremos también M,
poniendo M(x) = M(1, x). Es claro que M(a,b) = aM(b/a).

1.8. Notemos finalmente que

az —b2 . <an+bn>2
n+1 n+l — 2 .

En particular,

|an11—bpy1| < (aﬁﬂ - b%ﬂ)

Apt1 + bppr

< 1 a, — by 2
~ 2max{a, b} 2
1

_ R
78max{a,b}|an bu]

y vemos que la convergencia de a, y de b, a M(a,b) es de orden cuadrético.

2. UNA INTEGRAL ELIPTICA

2.1. Sia, b € RJ, ponemos

e dt
I(a,b) = / .
@b =) JEraE R @
Que esta integral converge es una de las afirmaciones de la siguiente proposicién.
2.2. Observemos antes que
/°° dt B /W - dt
Vab /(2 +a2)(2+1b2) o V(2 +a?) (2 +12)

de manera que, por ejemplo,

I(a,b) =2 / di :
Vab /(12 4 a2) (12 + b2)
2.3. Proposicion. La integral I(a,b) converge para todo a, b € R™, y es I de hecho una
funcién continua sobre Rt x RT. Si A € RT, valen:
(a) I(a,b) = 1(b,a);
(b) I(Aa,Ab) = L1(a,b);
(c) I(%5%,v/ab) = I(a,b);
(d) I(a,a) = I.
Demostracién. Sean a, b € R™. Sea ¢ = min{a,b} y ¢ = ¢/2. Si (a',V') € Be(a) x
Be(b),ese < a' ye < b, de manera que
1 1
< .
V(E+a?) (21 17) T 12+

Como (#2 +¢2) ! es una funcién integrable en R*, vemos que la integral impropia
I(a’,b") converge uniformemente para (a’,b") € Bg(a) x Be(D).




LA MEDIA ARITMETICO-GEOMETRICA 3

En particular, I(a,b) converge, y, como el integrando en (4) es una funcién
continua de sus pardmetros a y b, la uniformidad implica que I es una funcién
continua.

La igualdad en @D es evidente. Para ver @D, calculamos

o dt
/0 V(2 4+ A2a2) (12 + A2p2)
que, haciendo el cambio de variables u = t/A,

B / Adt
0 /(AZuZ + A2a2) (AZu2 + A2b2)

I(Aa, Ab) =

= %I(a,b).

Para ver tenemos que calcular I(%f2,/ab), y para esto vamos a hacer en esta
integral el cambio de variables

u=t+\t2+ab. (5)

Observemos que sera

du = <1+t) dt = ————dt
V2 +ab V2 +ab
de manera que
du  dt
u o VP yab

por otro lado, de (5) vemos que u — t = V/?> 4 ab, asi que elevando al cuadrado
ambos miembros de esta igualdad y reordenando, llegamos a

t—l uf@
2 u )’
/‘ dt
\/ 2+ ”*b (t2+ab)

d

e ey

dt

Luego

v \/ 2 + “*b (t2 + ab)
Ahora bien, el cambio de variables t ~~ ab/ f muestra que

dt Vab dt

Er

T e tab) \/(t2+(”§b)2)(t2+ab)l

asi que es
dt

2/f¢ oy

= I(a,b)
T (t2 +ab)

y entonces (%%, /ab) = I(a,b), que es lo que queriamos mostrar.
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Finalmente, ya que

/"0 dt _n
0o 241 27

tenemos que si a € RY,

1 1 g dt s
(a,a) a (L1) a/o (24+1) 2a
Esto es lo que se afirma en ((d)), asi que la proposicién queda probada. a

2.4. Teorema. Sean a, b € R*. Entonces es

M(a,b)I(a,b) = %

Demostracion. Sea o = M(a,b), y sean (a,)n>0y (bn)n>0 las sucesiones contruidas
a partir de a y b como en [1.1] De la proposicion [2.3| vemos que I(a,b) = I(ay, by)
para todo n € Ny, y como (a,,b,) — («,a) e I es continua, vemos que

I(a,b) = I(a,0) = %

y esta igualdad es esencialmente la del enunciado. g

3. M EN LA NATURALEZA

3.1. Otras férmulas integrales.
3.1.1. Sien
1(1,b) = / df
0 V(P +1)(2+1b?)
hacemos el cambio de variable ¢ = tan 6, vemos que es

o T+ (B2 —1)cos?6

3.2. Lalongitud de arco de la lemniscata.

3.2.1. La lemniscata es el lugar de puntos del plano tal que el producto de sus
distancias a (%, O)ya(— %, 0) es 1. Se trata de la curva cuya ecuacion cartesiana
es

(xZ +y2)2 — x2 . yZ.

Ficura 1. La lemniscata

3.2.2. No es dificil ver que
cos 6 cos@sinf
X=_—>5 Y=co—""5
1+sin“ 6 1+sin“ 6
con 6 € [0,27], es una parametrizacién de la lemniscata.
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3.2.3. Usando esta parametrizacién, vemos que la longitud total I de la curva es

"f/znm

y, recordando que cos20 = 2cos? 6 — 1, esto es

27
f/ \/1 c0529_2\[1 1)
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