GEOMETRIA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2012

Préctica 4: Orientabilidad, formas diferenciales y
cohomologia de De Rham

Orientabilidad

1. Muestre que el plano proyectivo y la banda de Moebius no son orientables.

2. Una variedad que posee un atlas con exactamente dos cartas cuyos dominios
se intersecan en un conexo es orientable. ¢Puede relajar alguna de estas hipotesis
manteniendo la conclusiéon?

3. Si M es una variedad de dimensidén dos que tiene un atlas tal que todas las
funciones de transicién correspondientes son funciones holomorfas, entonces M es
orientable.

4. Si M es una variedad, entonces las variedades TM y T*M son orientables.

5. Una variedad paralelizable es orientable. En particular, un grupo de Lie es orien-
table.

6. Si M y N son variedades no vacias, entonces M x N es orientable sii M y N lo
son.

7. Elrevestimiento de orientaciones Sea M una variedad, sea M el conjunto de pares

(x,0) con x € M y o una orien:cacién de T,M y sea p : M — M la funcién tal que

p(x,0) = x para todo (x,0) € M.

(a) Muestre que M es, de manera natural, una variedad. Con respecto a esa es-
tructura, la funcién p : M — M es un revestimiento diferenciable de dos hojas.

(b) La variedad M es orientable.

(©) la Variedgd M es orientable si y solamente si existe una funcién diferenciable
s:M — M tal que pos =idy,.

(d) Una variedad simplemente conexa es orientable.

(e) Una variedad cuyo grupo fundamental no contiene subgrupos de indice 2 es
orientable.

Formas

8. (a) Sif :M — N es una funcién diferenciable entre variedades, los pull-backs
f*: QX(N) — QF(M) son tales que

[y +w1) = () + [ (w,),
frh-w)=hof-f*(w;)
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frlwr Awy) = f*(w1) A f(w,)

para cada w;, wy, € Q*(N)y h € C*°(N).
(b) SiU yV son abiertos de R"y f : U — V es diferenciable, entonces

n Bf
Frdx) =D iax,
; axk

af
f*(g-dxl/\---/\dxn)ngf-det(a—f)ij-dxl/\---/\dxn
57

para cadai € {1,...,n} ycada g € C*(V).

9. Sea M una variedad de dimensién n y sean w,, w, € Q"(M) dos n-formas so-
bre M que no se anulan en ningtin punto.

(a) Paracada w € Q"(M) existe una tnica funcién f € C*°(M) tal que w = f - w;.
(b) Las formas w; y w, inducen la misma orientacién de M si y solo si la funciéon
f €C®(M) tal que w; = f - w, es positiva.
10. Sea M una variedad. Decimos que una forma w € QX(M) es cerrada si dew = 0
¥y que es exacta si existe una forma n € Q1(M) tal que dn = w.
(a) Una forma exacta es cerrada.

(b) Si wy w’ son formas cerradas y w” es exacta, entonces w A w’ es cerrada y
w A w” es exacta.

() Sif:M — N es una funcién diferenciable entre variedades y w € Q°*(N) es
una forma cerrada (exacta), entonces f*(w) es cerrada (exacta).

Cohomologia de De Rham

11. Calcule la cohomologia de los siguientes espacios:

(a) el complemento en R" de un conjunto finito de puntos;
(b) el cilindro S xR y de la banda de Mobius;

(c) el plano proyectivo real;

(d) un producto cartesiano de dos esferas.
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