GEOMETRIA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2012

Prdctica 2: Funciones diferenciables y espacios tangentes

Funciones diferenciables

1. Sean M y N variedades. Una funcién continua f : M — N es diferenciable si
para todo abierto U de N y toda funcién diferenciable g : W — R se tiene que
gof : f }(U) — R es diferenciable.

2. Sean M y N dos variedades de la misma dimensién n. Si f : M — N es una
funcién diferenciable cuya diferencial en cada punto tiene rango n, entonces f (M)
es un abierto de N y la correstriccién f : M — f (M) es un difeomorfismo local.

3. La funcién
(Xgs -5 X)) €S s (xg 1+ - x,,) € P"(R)

es diferenciable. Pruebe que S! y P!(R) son variedades difeomorfas.

4. Sea f : M — N una funcién diferenciable entre variedades de la misma dimen-
sién y supongamos que su dominio es compacto.
(a) Paracada q € N que es un valor regular de f el conjunto f~!(q) es finito.

(b) SeaR el conjunto de los valores regulares de f. El conjunto R es un abierto
de N y la funcién

qER-#fTHQEN,

es localmente constante. ¢Es necesariamente constante?

5. (a) Sean M y N variedades con dimM < dimN y sea f : M — N una funcién
diferenciable. Si p € M es un punto regular de f y (U, x) es una carta de N
con f(p) € U, entonces un subconjunto del conjunto {x' o f : 1 < n < dimN}
es un sistema de coordenadas para M en un entorno de p.

(b) Sea f : M — N una funcién diferenciable entre variedades. Si S una sub-
variedad de N tal que f(M) C S, entonces la correstriccién f|° : M — S es
diferenciable.

Cocientes

6. Sea G un grupo discreto, sea M una variedad diferenciable y supongamos que
G actua sobre M por difeomorfismos. Decimos que la acciéon de G es propiamente
discontinua si

todo punto p € M posee un entorno abierto U de M tal que
Ung(U) =0 siempre que g € G\ {1}.
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(a)

)

Si la accién de G es propiamente discontinua, entonces es libre, esto es, vale
que

sipeMy g€ G son tales que g - p = 0 entonces g = 1.

Reciprocamente, si el grupo G es finito y la accién libre, entonces ésta es pro-
piamente discontinua.

Si la accién de G sobre M es propiamente discontinua, entonces existe una
Unica estructura de variedad diferenciable sobre el conjunto cociente M /G tal
que la proyeccién candnica w : M — M /G es diferenciable y se tiene que

si N es una variedad diferenciable, entonces una funcion
f : M/G — N es diferenciable si y solamente si la composicion
fom:M — N es diferenciable.

7. (a) Sea G un grupo ciclico infinito y sea y un generador de G. Hay una accién

)

©

propiamente discontinua de G sobre R por difeomorfismos tal que cada vez
quep €Res

y-p=p+1.
El cociente R/G es difeomorfo a S*.
Sea G un grupo ciclico de orden 2 y sea y un generador de G. Hay una accioén

propiamente discontinua de G sobre S™ por difeomorfismos tal que para todo
peStes

Y+p=-D.
El cociente S"/G es difeomorfo al espacio proyectivo P"(R).
Sea G un grupo ciclico infinito y sea y un generador de G. SiM =R x (—1, 1),

entonces hay una accion propiamente discontinua de G sobre M por difeo-
morfismos tal que para cada (x,y) € M es

Y(X;J’)Z(—X,}""l)

El cociente M /G es difeomorfo a la bande de Mébius. Si H es el subgrupo
de G generado por y2, entonces el cociente M /G es difeomorfo a un cilindro
S xR.

8. Sea H el conjunto de matrices de GL,(R) de la forma

OO
O R X
=< W
~

>
p—

conx, y,z€R.

(@)

)

Muestre que H es un subgrupo de GL,(R) y que tiene una estructura de varie-
dad que hace de él un grupo de Lie de dimensién 3 difeomorfo a R3.

El subconjunto T de H de las matrices de la forma (*) con x, y, 2 € Z es un
subgrupo discreto. La funcién

(g,h)eTxH—gheH

es una accion propiamente discontinua de I' sobre H por difeomorfismos.
Muestre que la variedad cociente H/T' es compacta. Describala geométrica-
mente.
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El fibrado tangente

9. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y .« su atlas maximal. Sea
T™ = UpeM M, ysean: TM — M la funcién tal que ©(v) = p si v € M,,. Para
cada (U,x) € ./, sea TU = Upeu M, CTMyXx:TU — x(U) x R" la funcién tal
que

x(v) = (x (), v(xh), ..., v(x")
cada vez que v e TU.

(a) Lafuncién x : TU — x(U) x R" es una biyeccién con inversa tal que

no P
—1 1 n i
X a,b*,...,b") = E b
(7 B > ) a l

i=1

x~1(a)

para cada a € x(U).
) Si(U,x),(V,y)e .o/ yUNV #0, entonces x(TUNTV) xR" es un abierto de
R?" y la biyeccién Yoy—1 :y(UNV)xR" - x(UNV)xR" es un difeomorfismo.
(¢) Elconjunto TM admite una estructura diferenciable que lo transforma en una
variedad diferenciable de dimension 2n, con atlas
o ={(TU,X): (U,x) € .&}.

(d) Con respecto a esta estructura diferenciable, la proyeccion ©w : TM — M es
diferenciable.

10. Sea M una variedad diferenciable de dimensién ny f € C°°(M). La aplicacién
df : TM — R es diferenciable.

11. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y (U, x) una carta de M.

Sean p € Uy a = x(p). Entonces la aplicacién (x71),, : R} — M, es tal que

0
-1 —
(X )*a(Di|a) - ﬁ )
paratodo 1 <i<n.

12. Sean M y N variedades diferenciables y sea f : M — N una funcién diferen-
ciable.

(a) Sif es constante, entonces f,, = 0 para todo p € M.
(b) SiM esconexay f,, =0 para todo p € M, entonces f es constante.

13. Calcule f,, para

(@) f=m:MxN-—>M;

b f:8"—> SZ con f(u) = pu;

(¢) f :E — F, una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension
finita dotados de su estructura usual de variedades.

14. Sean f : R? - R? y g : R? — R? las funciones definidas por

flx,y)=(x*—2y,4x°y?),
g(u,v) = (W?v + v u—2v3,vexp(u)).

. 2 3
Encuentre la matriz de f,(; ) y de g,,,,) y calcule g,01)(47; | 1)~ 3 |(0’1)).
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15. Sea M una variedad de dimensioén n. Sean n : TM — M la proyeccion natural
y v € TM. Calcular n*v(% |,) si (TU,X) es la carta de TM asociada a la carta
(U, x) de ©w(v).

16. La variedad TS! es difeomorfa a S! x R.
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