GEOMETRIA DIFERENCIAL
Primer Cuatrimestre — 2019

Primer Parcial

1. Sea M una variedad diferenciable y & € Q*(M) una 1-forma diferencial. Pruebe
que cada vez que X e Y son campos tangentes diferenciables sobre M se tiene que

doX,Y)=Xw(Y)—Yow(X)— (X, Y].

Solucién. Sea w € N!(M) ysean X, Y € X(M). Sea p € M y fijemos una carta ¢ : U — R"
definida en un entorno abierto U de P. Six!, ..., x" : U — R" son las funciones coordena-
dasde ¢ y a%, ey a"’? los correspondientesa campos coordenados, sabemos que existen
funciones w!, ..., ", X3, ..., X,, Y3, ..., ¥, en C°°(U) tales que

n ) i n 7 n F)
wzl;:wdx, X:;Xiﬁ, Y:;Yiﬁ.

Es
dw = Zdw Adx! —Zz—dxll\dx = Z M—E dx! Adx?
~ s dxt  IdxJ
i=1 j=1 1<i<j<n
ycadavezquel1<i<j<nes
(dx' Adx))(X,Y) = dx'(X)dx/ (V) —dx)(X)dx'(Y) = X,Y; — X,Y;,
asi que

doX, )= . (ai—a—w)dx AdxI(X,Y)

i j
1<i<j<n dx d

_ Z (aw' 3@)(XY _XY)
1<i<j<n dxt  oxI Y
S dw D!
= — - |xv. 1
Zz(axi axf) L m
Por otro lado,
n a n ; n n aa)l laYl

=
De manera similar,
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asi que
Xow(Y)—Yw(X)

n awi Y. 2@ awj Aan
X | Z2Y + o= | — Y, X+ —
. ; J(axf ‘ “’axf) 2 l(a FTe ﬁxi)’

i=1 j=1

Zn: 2t 2NNy y 1SS wi(Xﬂ—Y%) )
axi  axi )T i9xi  axi)

=1 i=1 i=1 j=1

n
j=1

n
j=1
Finalmente, usando la expresién en coordenadas para el corchete de Lie vemos que sobre

el abierto U es
ay, oX;\ 0
[X,Y] ZZ( T axi ’axl)ﬁ’

i=1 j=1

de manera que

- ay, ox;\ @
AT = Pyl (Zl ( e Jaxj)ﬁ)
= i j=1
S (x 2h 2 “
= Taxi  Toxi)
i=1 j=1
Usando ahora las expresiones (1), (2) y (3), vemos que sobre U es
doX,Y)=Xw(Y)-YwlX)—w(X,Y]),

como queremos. O

Solucién. Para cada variedad M escribamos ¥(M) al subconjunto de Q!(M) de las 1-
formas w sobre M tales que para cada par de campos X e Y sobre M se tiene que

doX,Y)=Xw(Y)—YwX)—w([X,Y]).

Para probar la afirmacién del ejercicio tenemos que mostrar que, de hecho, ¥ (M) = Q'(M)
para cualquier variedad M. Empezemos mostrando que

para cada M el subconjunto ¥ (M) de Q'(M) es un S°°(M)-submddulo. 4

Sea para ello M una variedad, sean w y n elementos de ¥ (M) y sea f € C*°(M). Por un
lado, tenemos que si X e Y son elementos de X(M), es

d(w+n)X,Y)=X(w+n)(Y)+Y (w0 +n)X) + (0 +n)([X,Y])
= (doX,Y)—Xo(Y)+YwX)+ w(X,Y])
+(dn(X,Y)=Xn(Y) +Yn(X)+n(lX,Y])
:0’

y esto implica que w +n € ¥(M). Por otro lado, para cada par de campos X e Y sobre M
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tenemos que

d(f )X, Y)—X(fw)(Y) +Y(f 0)X)+ f([X,Y])
=[@df N)X,Y)+ fdo(X,Y) —X(f (V) + Y (f X))+ fo([X,Y])
=df(X)w(Y)—df(Y)wX)+ fdw(X,Y)
—Xfo¥)—fXo(Y)+YfwX)+ fYowlX)+ fo(X,Y])
= (df X) =X f)w(Y) = (df (V)w(X) =Y f)w(X)
+ f(d(f @)X, V) =X (f 0)(Y) + Y (f 0)(X) + f o([X,Y]))
= 0’
por la forma en que la forma df esta definida y la hipdtesis de que w pertenece a ¥ (M),

y esto nos dice que f w € ¥(M). Esto completa la prueba de la afirmacién (4) de arriba.
En segundo lugar, mostremos que

Una forma w € QY (M) pertenece a ¥ (M) si para cada p € M hay un

abierto U tal que p € U y wl,; € ¥ (U). )

Sea entonces w una 1-forma sobre M que satisface la condicién de (5) y sean X e Y dos
campos sobre M. Sea p un punto de M y sea U un entorno abierto de p en M tal que
w|y € ¥(U). Sabemos que
(dw(X, Y))|U =d(w|y)Xly, Yy,
(XoM)], = )@l 1),
(YoX))|, = Vlp)(wl)Xly),
(w([X, Y])()|U = (]|)[Xp, Ylu D,

porque la diferencial exterior, la evaluaciéon de 1-formas en campos, la evaluacién de cam-

pos en funciones y el corchete de Lie son operaciones que conmutan con la restriccién a
abiertos. Se sigue entonces que

(d(f @)X, V) =X (f @)(Y) + Y (f 0)(X) + f ([X, YD),
= d(wlU)(X|U’ YU) - (XlU)(wlU)(Y|U) + (Y|U)(CO|U)(X|U) + ((")|U)([X|U: Ylu])

y esta tltima expresion se anula porque w|; € ¥(U). Vemos asi que la funcién
doX,Y)—Xw(Y)+YwX)+ o([X,Y])

se anula en un entorno de cada punto de M, asi que es idénticamente nula: esto implica,
claro, que w € ¥ (M).
Finalmente, probemos que

para toda variedad M se tiene que ¥ (M) = Q(M),

que es lo que afirma el ejercicio. Sea M una variedad. De acuerdo a (5), es suficiente con
mostrar que cada punto de M posee un entorno U tal que ¥ (U) = Q!(U). Sea, entonces,
pEMysea¢d : U— R" una cartade M con p € U y sean ¢!, ..., ¢" : U — R las
funciones coordenadas de ¢. Queremos probar que ¥(U) = Q}(U). Como ¥(U) es un
C*°(U)-submédulo de Q!(U) y Q!(U) est4 generado como C°°(U)-médulo por las formas
coordenadas d¢!, ..., d¢", alcanzara con que probemos que cada una de estas ultimas
estd en ¥(U). Sea entonces i € {1,...,n} ysea w = d¢'. SiX e Y son campos sobre U,
tenemos que

dw(X,Y)=dd¢'(X,Y)=0
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simplemente porque dd = 0,
Xo(Y)=Xd¢'(Y)=X(Y(¢")
y, de manera similar,
Y (X)) =Y (X(¢"),
y, finalmente,
o([X,Y])=de'([X,Y]) =[X,Y]¢".
En vista de todo esto, tenemos que

doX,Y)—Xw(Y)+YwX)+ o(X,Y])
=—X(Y(¢D))+Y(X(p))+[X,Y]p' =0,

por la forma en que definimos al corchete de Lie. Esto completa la prueba del ejercicio. [J

2. Muestre que la funcién
filx:y:2)ePi— (x*:y*:2% i xy 1 xz:yz) €P)

es una inmersion, esto eso, que es diferenciable, inyectiva, y que su diferencial es
inyectiva en cada punto.

Solucion. Mostremos primero que se trata de una funcién inyectiva. Supongamos que
(x:y:2)y(u:v:w)son puntos de P2 que tienen la misma imagen por f, de manera
que

(F:iy?igixy:ixz:yz)=@?:vi:wiuviuw:vw).
Existe entonces un escalar no nulo A € R tal que

x2=22, uP=M2 22=Aw?, xy=Auv, xz=Auw, yz=Avw. 6)
Alguna de las coordenadas x, y y z es no nula: supongamos, por ejemplo, que x # 0. En
ese caso la ecuacién x2 = Au? nos dice que u # 0 y que A = (x/u)?. Reemplazando esta
expresion para A en la cuarta y en la quinta ecuacién de (6) vemos que

uy = xv, uz = xw, (7

y se sigue de estas dos que ux - yw = ux - xz. Como ux # 0, tenemos entonces que
yw = xzu. Esta ecuacion y las dos de (7) nos dicen que la matriz (} J ;) tiene rango como
mucho 1. Pero cada una de sus filas es no nula, asi que el rango es exactamente 1 y, mas
aun, sus filas son proporcionales: esto significa, precisamente, que (x : y : z) = (u: v :w).

Veamos, en segundo lugar, que la funcién f es diferenciable. Para ello bastard ver que
sus restricciones a los tres abiertos coordenados usuales de Pé son diferenciables y, por
simetria, bastara que consideremos su restriccién al abierto U = {(x : y : ) € Pni :x #0}.
Ahora bien, la funcién ¢ : (x : y : 2) € U — (y/x,2/x) € R? es una carta con inversa
¢ t:(s,t)€R?— (1:5:t) € U. Porlaforma de f, es evidente que la imagen de U por f
estd contenida en el abierto

V={(qo:" " :qs) €EP} : gy # 0},

que es el dominio de la carta

Yi(go:--:q5) €V = (q1/qp;---,95/90) ER®.
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Para ver que f es diferenciable en U, entonces, es suficiente observar que la composiciéon
Pofop~li(s,t) R (s%,t%s,t,st) ER®

es diferenciable. Mas aun, esta tltima composicion tiene matriz jacobiana

2s 0
0 2t
1 0|,
0 1
t S

que evidentemente tiene rango 2: esto implica que la diferenciable de f en cada punto
de U es inyectiva. O

3. Sea M una variedad. Muestre que TM es una variedad orientable y que para
cada difeomorfismo f : M — M la diferencial df : TM — T M preserva orientacio-
nes.

4. Si M es una variedad y w € Q!(M), decimos que una curva y : (a,b) » M

definida en un intervalo abierto (a, b) no vacio de R es una curva integral de w si

se tiene que Y*(w) = 0.

(@) Sif € C° (M), entonces toda curva integral de la 1-forma df € Q*(M) tiene
imagen contenida en una superficie de nivel de f.

(b) Determine las curvas integrales de la 1-forma

2x cos(y)dx — x?sin(y)dy € QY(R?).

Solucién. (a) Sea f € C*°(M) y seay : (a,b) — M una curva integral de la 1-forma df .
Sea t la funcién coordenada estandar de (a, b) y sea % el correspondiente campo coorde-
nado. Sis € (a, b), entonces

o=1:N(5)=4f (re(5)) = (re(5)) 0= 5| om1 = 5| _srten.

Esto nos dice que la funcién f oy : (a, b) — R tiene derivada nula en cada uno de los puntos
de su dominio, asi que, como éste ultimo es conexo, es constante: en otras palabras, la
funcién y toma todos sus valores en una curva de nivel de f.

(b) La forma del enunciado coincide con df para f(x,y) = x?cos(y) y entonces,
de acuerdo a la primera parte, toda curva integral de df esta contenida en una curva de
nivel de f. Reciprocamente, toda curva y : (a, b) — R? cuya im4gen estd contenida en una
curva de nivel de f es una curva integral para df: esto es consecuencia del célculo que
hicimos en la parte anterior. Vemos asi que las curvas integrales de df son precisamente
las funciones diferenciables (a,b) — R? que tienen imagen contenida en las curvas de
nivel de f.

5. Una funcién f : M — N entre variedades es un difeomorfismo si y solamente si
es biyectiva y localmente un difeomorfismo.

6. Sear €N,y sea
M, =R*\ {(k,0): k€N, 1<k <r}.

Determine la cohomologia de de Rham de M, ..
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