CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 10: Diferenciacion

1. Una funcién R — R derivable con derivada acotada es uniformemente continua.

Solucidn. Sea f : R — R una funcién derivable y sea M > 0 tal que |f’(x)| < M para
todo x € R. Sea ¢ > 0y pongamos 6 := ¢/2M. Si x e y son elementos de R tales que
|x — y| < &, entonces el teorema de Lagrange nos dice que existe £ entre x e y tal que

fO)=F(¥) = f'(€)(x —y) y entonces |f (x) = fF (¥ = If'(E)llx — y| < M6 < e. Vemos
asi que f es uniformemente continua en R. O

2. Sea (a, b) un intervalo abierto, sea x, € (a,b) y sea f : (a,b) — R una funcién
continua que es derivable en (a, b) \ {x,} de manera tal que los limites laterales de
la derivada f’ en x, existen y son finitos.

(a) Muestre que f es derivable lateralmente en x,, y que, mds atn, si ambos limites
laterales coinciden entonces es derivable en x,. Determine f’(x,) en este
dltimo caso.

(b) Muestre que las afirmaciones de la parte anterior dejan de ser validas si se
omite la hipotesis de continuidad de f en x.

Solucién. (a) Supongamos que 3 = lim, |, f'(x). Seae>0ysead > 0talque x,+6 <b
y siempre que x, < x < x,+ 6 es |f'(x)— | <e.

Si ahora x € (x,, x, + &), entonces la funcién f es continua en [x,, x] y derivable en
cada punto de (x,, x), asi que el teorema de Lagrange nos dice que existe &, € (x,, x) tal
que

TS0 _pie)

y, por lo tanto, que

FO)—fxo)

X — X

/3‘=|f’(€x)—ﬂl<8,

ya que &, € (xq,x) C (xq, X, + ). Esto nos dice que f es derivable a derecha en x, y que

/ey = lim LTG0 _
xlxg X — X
De la misma forma, si @ = lim,;,, f’(x), entonces f es derivable a izquierda en x, y
f!(xo) = B. Es claro ahora que si a = 8 entonces f’(x,) = f/(x,) y; por lo tanto, que f
es deribable en x, y tiene derivada f'(x,) = a.
(b) La funcién f : R —>Rcon f(x)=—1six <0, f(0)=0y f(x)=1six>0escon-
tinua y derivable en R \ {0}, y los limites laterales de f’ existen en 0 y son finitos e iguales.
Sin embargo, f no es derivable lateralmente en 0 en ninguna de las dos direcciones y, por

lo tanto, tampoco es derivable en 0. O
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3. Sea a, 8, ay b nimeros reales talesquea <a<b < fyseaf:[a,f]—R
una funcién que es derivable en el intervalo (a, ).

(@) Sif’(a) <0< f'(b), entonces existe ¢ € (a, b) tal que f’(c) = 0.
(b) Si A € Restal que f'(a) < A < f’(b), entonces existe d € (a, b) tal que
fl(d)y=A.
(¢) Lafuncién g : (—1,1) — R? tal que
(t?sini,t>cosi) si0O<t<1;
g(t)=
(0,0) si—1<t<0;

es derivable en (—1, 1) pero el conjunto g’((—1, 1)) no es conexo.

Solucién. Supongamos que f'(a) < 0 < f’(b). Como f es continua en [a, b], existe
¢ € [a, b] tal que f(c) < f(x) para todo x € [a,b]. Como a € (a,b) y f’'(a) < 0, existe
6 > 0tal que (a—6,a+6) € (a,b) y (f(x)— f(a))/(x —a) < —f'(a)/2 para todo
x €(a—&,a+6). En particular, a+6/2 € (a,b) y f(a+6/2) < f(a)—6f'(a)/4 < f(a):
esto implica que ¢ # a. De la misma forma, como b € (a, ) y f'(b) > 0 podemos ver que
c #b. Asi, es c € (a, b).

Como f es derivable en c, sabemos que existen los limites lim,, (f (x)—f(c))/(x—c)
y lim, . (f (x) — £ (c))/(x —¢), y que tienen el mismo valor, f’(c). Observemos que por la
forma en que elegimos a c, tenemos que si a < x < ¢, entonces (f (x)—f(c))/(x—c) <0,
asi que lim (f(x) — f(c))(x —c) < 0. Por la misma razén, si ¢ < x < b, entonces
(f(x)=f(c))/(x—c) =0, asi que lim,.(f (x) — f(c))/(x —c) = 0. Juntando todo vemos
que f'(c)=0.

(b) Sea A € R tal que f'(a) < A < f’(b) y consideremos la funcién

g:te(a,p)— f(t)—At €R.

Es claro que g es derivable en todo su dominio y que g’(t) = f'(t)—A para todo t € (a, f3).
En particular, tenemos que g’(a) = f'(a)—A < 0 < f'(b)—A = g’(b), asi que por la primera
parte del ejercicio existe d € (a, b) tal que g’(d) = 0, esto es, tal que f'(d) = A.

(c) Es claro que si t € (—1,1) no es 0, entonces g es derivable en t y que

1 1 1 1
g'()= (Zt sin — —cos —, 2t cos — +sin —).
t t t t

Por otro lado, si t € (—1,1) no es nulo, entonces

M:(tsin;tcos%),

t

asi que claramente

g(t)—g(0) _
- =

g’'(0)=lim 0.
t—0

Observemos que cuando t € (—1,1) \ {0} es
p— o1 1)? 1, . 1Y N
llg’(Ol* = 2t5|n?—cos? + 2tcos?+sm? =1+4t*>1.

Esto implica que g’(0) no pertenece a la clausura de la imagen de (—1,—1) \ {0} por g’ y,
por lo tanto, que la imagen de (—1,1) por g’ no es conexa. O
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4. Sea f : A— R" una funcién definida en un abierto no vacio de R" y sea x, € A.
Si f es diferenciable en x,, entonces existen ntimeros 6 > 0 y ¢ > 0 tales que
Bs(x0) CAY IIf (x) = f (xo)ll < cllx — x| para todo x € B5(xo).

Solucién. Supongamos que la funcién f es diferenciable en x,, de manera que hay una fun-
cién lineal T : R" — R" y una funcién h : A — R" tales que f (x)—f (x,) = T (x—x,)+h(x)
y lim,_,,, h(x)/llx — x,|| = 0. Esto tiltimo implica que existe 5 > 0 tal que B;(x,) C A tal
que ||h(x)|| < ||x—x,]|| siempre que x € Bs(x,). Por otro lado, como la funcién T es lineal,
es continua y existe una constante k tal que ||T(x — x,)|| < k||x — x,||. Juntando todo
tenemos entonces que || f (x)—f (xo)|| < || T (5 —x0)||+ [|h()|| < (k+1)||x —x,|| para cada
X € Bs(x,). Esto es lo que queremos. O

5. Sean x; y x5 dos puntos de R" y sea A un abierto que contiene al segmento
cerrado S que une x; con x,.

(@) Sif : A — R es una funcién diferenciable, entonces existe x € S tal que
Flx1) = f(x2) = Df (x)(x1 — x3).

(b) Laafirmacion de la primera parte es falsa si el codominio de la funcién f es R™
conm = 2.

(¢) Siy:[a,b] — R™ es una funcién continua que es diferenciable en el interior
de su dominio, entonces existe t € (a, b) tal que ||y(b)—y(a)|| < |ly'()||(b—a).
Sugerencia. Ponga z =y(b)—y(a)y g: t €[a,b] — (2,7(t)) € Ry use el teorema de Lagrange.

(d) Sif :A— R™ es una funcién diferenciable tal que ||[Df(x)|| < M para todo
x € A, entonces || (x1) — f (x2)|l < Mllx; — x|

Solucion. (a) Sea f : A— R una funcién diferenciable. La funcién
g:teR—(1—t)x,+tx; €R"

es diferenciable, asi que la composicién f oo, que esta definida sobre el abierto o1 (A) de R
que contiene a [0, 1], también lo es. El teorema de Lagrange nos dice que existe s € (0,1)
tal que f (0 (1))—f(c(1)) = (f o) (s). Usando la regla de la cadena y poniendo x € o (s),
vemos que

(f 00)(s) =Df (o(s))(0”(s)) = Df (0(s))(xy — x2) = Df () (31 — x,).
(b) Fijemos m > 1y pongamos A=Ry f : A— R™ dada para cada t € R por
f(t)=/(cost,sint,0,...,0).

Es claro que f es una funcién diferenciable y que f(2m) = f(0). Por otro lado,
para todo s € [0,27] tenemos que f'(s) # 0, asi que para todo s € [0,27] es
f@2m)—f(0)=0# f'(s)2n = f'(s)(2n —0).

(c) Sea y : [a,b] — R" una funcién continua que es diferenciable en (a,b). Si
y(b) = y(a), la desigualdad que queremos probar es evidente. Supongamos entonces
que y(b) —y(a) # 0 y consideremos la funcién

fitela, bl (y(6)—r(a),y(b)—y(a)) €R,
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que es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b) y que tiene f'(t) = (y'(t),y(b) —y(a))
para todo t € (a, b). El teorema de Lagrange nos dice que existe s € (a, b) tal que

ly(®) = (@I = £(b) = f(a) = f'(£)(b—a) = (y'(t), 7(a) — (b)) (b —a),
asf que usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz vemos que

Iy (0) = v(@I* < lly'(Olllly(a) = y(b)li(a—b)
y, como y(b) # y(a), que

ly(B) = y(@)ll < [l¥'(O)ll(a —b),

COmo queremos.

(d) Sea ahora f : A — R" una funcién diferenciable tal que ||Df (x)|| < M para todo
x€Ayseao:te[0,1]— (1—t)x,+tx; €R", que es una funcién continua en [0, 1]
y diferenciable en (0, 1). De acuerdo a la parte anterior del ejercicio, existe t € (0, 1) tal

que
1f () = £ el = lI(g 0 0)(1) = (f 0 )OI < I(f 2 ) (D)l
=[IDf(a()(o’ (NI < IDF (e (- lo” (O]l < Mllxy —x,l.
Esto prueba la desigualdad del enunciado. O

6. Una funcién A — R" definida en un abierto conexo A de R™ que es diferenciable
y que tiene diferencial nula es constante.

Solucién. Sea x, € Ay sea q = f(x,). Afirmamos que f es constante, de manera que el
conjunto B = {x €A : f(x) = q} coincide con A. Como la funcién f es constante, es claro
que B es un cerrado de A: como A es conexo, bastara que mostremos que B es abierto.

Sea x € Ay sea 6 > 0 tal que Bs(x) € A. Si y € Bs(x), entonces la funcién
o:te[0,1] » (1 —t)x+ty € R" toma valores en A, es continua en [0,1] y dife-
renciable en (0, 1), asi que la funcién f oo : [0,1] — R" también es continua en [0,1] y
diferencial en (0, 1). De acuerdo al Ejercicio 5(c), existe t € (0, 1) tal que

£ )= fFWIII=NI(f 0 0)(0)=(f o)V < [I(f e o) ()| = IDf (o()) (" (£,

y el ultimo miembro de esta desigualdad es nulo, ya que la hipétesis implica que
Df(o(t)) =0: vemos asi que f(y) = f(x) = qy, en definitiva, que B;(x) € B, de manera
que podemos concluir que el conjunto B es abierto, como queriamos. O

7. Sea A un abierto conexo de R" y sea f : A — R™ una funcién. Si para toda
eleccién de x e y en A se tiene que ||f(x) — f(¥)|| < |Ix — y|?, entonces f es
constante.

Solucion. Supongamos que f satisface la condicién del enunciado. Si x, y € A son distin-
tos, entonces es claro que

0 < W= fEI

=S <llx—xll,
ly —xIi
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asi que para todo x € A se tiene que

i WO =F@ _
yox o ly —x|l
Esto nos dice que la funcién f es diferenciable en todo punto de A y que su diferencial es

idénticamente nula. De acuerdo al Ejercicio 6, la funcién f es constante. O

8. Sea A un abierto de R". Una funcion f : A — R que tiene derivadas parciales en
todo su dominio y tal que estas son acotadas es necesariamente continua.

Solucién. Sea f : A — R una funcién que tiene derivadas parciales y sea M € R tal que
|0f(x)/dx;] £ M cualquiera sean i € [n] y x € A. Fijemos x = (xq,...,X,) € A, sea
6 > 0 tal que Bs(x) € A yseay = (¥q,--.,¥,) € Bs(x). Para cada i € [0,n] pon-
gamos 2; ‘= (¥1,..-,Yi>Xit1,---»X,), de manera que en particular por lado es z, = x y
2, = Y, Y DOI Otro es zo, ..., 2, € Bs(x). Para cada i € [n] consideremos la funcién
o;:t €[0,1] = (1—t)z,_; + tz; € R", que toma valores en Bs(x), ya que este con-
junto es convexo. Como la funcién f tiene derivadas parciales en A, las composiciones
fooq, ..., foo,:[0,1] = R son continuas en todo su dominio y derivables en (0, 1).
Mas atin, es inmediato ver que si t €[0,1] e i € [n] tenemos que

f

a
” (o:(1) - (yi —x)| < Mly; — x;].

I eopell =| 5

El teorema del valor medio, entonces, nos dice que para cada i € [n] es
If (z)—f(z0)l = I(f oco)(1)—(f O(Ti)(O)I < Mly; — x|
y, por lo tanto, que
F) = F Q) = 1f () — f )l < D IF (&) — FE ) <M D Iy, — x|
=1 i=1
< nM|ly —x|.

Esto muestra que la funcién f es de Lipschitz con constante nM sobre el conjunto Bs(x)
y, en particular, que es alli continua. O

9. Sea f : R — R tal que para todo t € R es

)= t+2t%sint sit#0;
0 sit=0.

Pruebe que f es derivable, que f/(0) = 1y que f’ es acotada en (—1, 1), pero que
sin embargo f no es biyectiva en ningiin entorno de 0.

Como la derivada f’ no es continua en 0 esto nos da un ejemplo que muestra que
la hipdtesis de continuidad de la derivada no es inutil en el teorema de la funciéon
inversa.
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Solucién. Es evidente que la funcién f es derivable en cada punto de R \ {0} y que para
cada t € R\ {0} se tiene que

1 1
fl(t)= 1+4tsin?—2cos T

Por otro lado, si t # 0, entonces

fO-FO)

<2t
t—0

‘ = ‘Ztsin%

asi que claramente

im FO=FO) _

1,
t—0 t—0

de manera que f también es derivable en 0 y es f'(0) = 1.
Observemos que si t € (—1,1) \ {0} es

1 1
F ()] = |1 +4tsin——2cos —| < T1+4J¢e|+2<7.

Como también |f’(0)| < 7, vemos que f’ es acotada en (—1,1).

Si f fuese biyectiva en algtin entorno de 0, entonces como es continua seria en ese
entorno estrictamente monoétona. Para ver que esto no es asi, es suficiente con mostrar
que si derivada toma valores estrictamente positivos y estrictamente negativos en todo
entorno de 0. Si n € N crece, entonces por un lado

S 01 ) 4 _ 4
f S —1+%anZnn—ZcosZnn—1+%sm2nn—2—>—1

y por otro

(R P . S B
f (m)—1+ GntDn sin(2n+1)m —2cos(2n + 1)

4 .
1+ ——sin(2n+1)n+2 — 3.
(2n+1)n

Lo que queremos sigue inmediatamente de esto. Observemos que como f’(0) = 1, esto
muestra que f’ no es continua en 0. O

10. Muestre que la funcién f : (x,y) € R? — (e* cos y,e” sin y) € R? no es inyec-
tiva pero que el jacobiano de f es no nulo en todo punto de R2, de manera que f
es localmente inyectiva.

Solucién. Es f(x,y +2mn) = f(x,y) para todo (x, y) € R?, asi que claramente la funcién
no es inyectiva. Por otro lado, la funcién es C* y su jacobiano es
e“cosy —e siny

X
>

J(f)=

e“siny e*cosx

que no se anula en ningtn punto de R2. El teorema de la funcién inversa, entonces,
nos dice que si (x,,y,) € R?, entonces existe un entorno abierto U de (x,, y,) tal que la
restriccion f |, es inyectiva. O
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11. Sea U un abierto de R" y sea f : U — R" una funcién de clase C'. Si el
jacobiano de f es no nulo en todo U, entonces f es abierta y para cada y € R" el
conjunto f~!(y) es discreto en U.

Solucidn. Supongamos que el jacobiano J; de f es no nulo en todo su dominio U.
Veamos que f es abierta. Sea A un abierto de U y sea x € A: tenemos que mostrar que

f(x) es un punto interior de f(A). Ahora bien, como J;(x) # 0, el teorema de la funcién

inversa nos dice que hay un abierto V de U que contiene a x tal que f(V) es un abierto

de R" y tal que la restriccién f |\f/(v) : V — f(V) es una biyeccién con inversa diferenciable.

La interseccién ANV es un entorno abierto de x en V y como f |{,(V) es un homeomorfismo,
f(ANV) es un entorno abierto de f(x) en f(V): en particular, como f(V) es un abierto
de R", f(ANV) es un abierto de R": como f(x) € f(ANV) C f(A), vemos que f(x) es un
punto interior de f(A), como queriamos.

Sea ahora y € R" y sea F = f!(y): tenemos que probar que F es un subconjunto
discreto de U y, para ello, que si x € F entonces hay un abierto V de U tal que FNV = {x}.
Fijemos x € F. Como J;(x) # 0, el teorema de la funcién inversa nos dice que existe un
abierto W de U tal que x € W y la restriccién f|,, : W — R" es inyectiva: esto implica
inmediatamente que, en particular, F N W = {x}, como queremos. O

12. Sea F : R?> — R una funcién tal que (1,2,0) es una solucién a la ecuacién
F(xz,y —2x)=0.

(a) Dé condiciones suficientes para que haya un entorno abierto W de (1,0) R?y
una funcién ¢ : W — R de clase C* con ¢(1,0) =2y F(xz, ¢(x,2)—2x) =0
para todo (x,z) € W.

(b) Muestre que bajo esas condiciones se tiene que xg—i’(x,z) —z%—f(x,z) = 2x
idénticamente sobre W.

Solucién. Hacer

13. Consideremos el sistema de ecuaciones
x%+sinx—y*+2°=0,
—log(1+x)+y%*2=1,

(a) Muestre que este sistema define dos funciones y = y(x) y 2 = z(x) definidas
en un entorno I de 0 en R con y(0) =2z(1) =1.

() Seaa:x el (x,y(x),z(x))€R3ysea
g:(x,y,2) ER®— 2xyz +ztanx €R.

Calcule la derivada de g en (0,1, 1) en la direccidn del vector tangente a C en
el punto x = 0.

Solucién. Hacer
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