CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Préctica 8: Series de funciones y convergencia uniforme

Convergencia uniforme

1. Sean X un espacio métrico y A un conjunto, sea (f,),>; una sucesién de fun-
ciones A —» X y sea f : A — X una funcién. La sucesion (f,),>; no converge
uniformemente a f sobre A si y solamente si existen a > 0, una sucesion estricta-
mente creciente (n;),>; de elementos de N y una sucesién (a; )r~; en A tales que
d(fy, (ar), f(ax)) = a para todo k €N.

2. Encuentre el limite puntual de las siguientes sucesiones de funciones:

(@ (fu)us1 con f,:x€(—1,1]— x" €R para cadan € N;

b)) (g)n>1cOn g, :x€(l,+00)— x"e* €R para cadan €N;

(©) (hy)ys=1 conh, : x €[0,1] — n®x(1—x*)" €R para cadan € N.

Muestre ademas que la primera converge uniformemente sobre (0, %) y que la se-

gunda converge uniformemente sobre [2,5]. ¢Es uniforme la convergencia de la
tercera sobre [0, 1]?

3. Analice la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de fun-
ciones:

(@ fu(x)=n"tsinnx, enR;

(®) fu(x)=sin(x/n), enR;

© fulr,y)=——

(x,y), en R? y con valores en R?;

n+1

@ fulx)=(1+3)x,en[0,1];
1 six ox=0;

(e) fn(x)={n — ¢(? en [0,1];
b+, six=gcona, beZ, b#0y(a,b)=1;

A f.(z)=z"en{ze€C:|z]<1}.

4. Sea X un conjunto, sea B(X) el conjunto de todas las funciones X — C que son

acotadas y sea (f,,),>; una sucesién en B(X).

(@) Si(f,).>1 converge puntualmente a una funcién f : X — C, ées cierto que
f €BX)?

() Si (f,)n>1 converge uniformemente a una funcién f : X — C, entonces f es
un elemento de B(X).

(c) Lasucesién (f,),>1 converge uniformemente a una funcién acotada f : X — C
siy solamente si (f,,),»; converge a f en el espacio métrico (B(X), dyo)-
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(d) Si(fy)u>1 converge uniformemente en X, entonces (f,,),>; es uniformemente
acotada.

5. Sicadan € Nsea f, : R — R tal que

X x(x?+1)

falx) = 1+x2 1+ (n+1)2x2

para cada x € R, entonces (f,),>1 converge puntualmente pero no uniformemente
a una funcién continua.

nx?

6. Paracadan€Nsea f, : x €[0,1]— 11—
y uniforme de las sucesiones (f,),>1 ¥ (f))nz1-

€ R. Estudie la convergencia puntual

7. Sea X un espacio métrico y sea (f,,),>1 Una sucesién de funciones X — R unifor-
memente continuas que converge uniformemente a una funcién f : X — R. ¢Es
uniformemente continua la funcién f?

8. Sea X un espacio métrico y sean (f,),>1 ¥ (€:)n>1 dos sucesiones de funciones
X — R que convergen uniformemente sobre X a funciones f y g, respectivamente.
(a) Lasucesién (f,, + g,)n.>1 converge uniformemente a f + g sobre X.

(b) Si las dos sucesiones estdn uniformemente acotadas, entonces la sucesién
(fa&€n)n>1 converge uniformemente a f g sobre X.

9. Sea X un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Si (f,),»; €s una
sucesion de funciones continuas X — R que converge uniformemente a f : X — R
y (g.)n>1 €s una sucesiéon de funciones que converge uniformemente a una funcién
g : A— X, entonces la sucesién (f, © g,),>1 converge uniformemente sobre A a la
composicion f o g.

10. Teorema de Dini. Sea X un espacio métrico compacto. Si (f,,),>; en una suce-
sion de funciones continuas X — R tal que

o f(x)= fu41(x) paratodo x e X ytodon €N,y

¢ (f.).>1 converge puntualmente a una funcién f : X — R que es continua,

entonces la sucesion (f,,),>; converge uniformemente a f en X.

11. Sea X un espacio métrico compacto, sea (f,),>; una sucesién de funciones
continuas X — R y sea f : X — R una funcién continua. La sucesion (f,),>;
converge uniformemente a f siy solamente si para todo sucesién (x,,),>; en X que
converge a un punto x la sucesion (f,(x,)),>, converge a f (x).

Equicontinuidad

12. Sean X e Y dos espacios métricos.

(a) Una familia finita de funciones X — Y continuas en un punto x de X es equi-
continua en x.
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(b) Sea B(X,Y) el espacio métrico de las funciones acotadas X — Y. La clausura
de un subconjunto equicontinuo de B(X,Y) es equicontinua.

(¢) SiX es compacto, entonces toda famila equicontinua de funciones X — Y es
uniformemente equicontinua.

(d) Una sucesion de funciones continuas X — Y que converge uniformemente es
equicontinua.

(e) SiX es compacto, entonces una sucesion de funciones X — Y que es unifor-
memente equicontinua y converge puntualmente converge uniformemente.

13. Sea (f,),>1 una sucesion de funciones [a, b] — R integrables y uniformemente
acotadas. Si para cada n € N la funcién F, : [a, b] — R es tal que

F,(x) =J fa(€)dE

para cada x € [a, b], entonces la sucesion (F,),~; posee una subsucesién que con-
verge uniformemente en [a, b].

Series de funciones

14. Sea X un espacio métrico y sea (f,),>; una sucesién de funciones continuas
X — R tal que la serie Zn21 f,, converge uniformemente en X.

(a) Lafuncién suma f = anl f,, es continua en X.
(b) SiX =[a,b], entonces fabf(x)dx =1 fab fo(x)dx.

15. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico, sea (M, ),~; una sucesién de
ndmeros reales y sea (f,),»1 una sucesién de funciones X — R tal que |f,,(x)| < M,
para cada x € X y cada n € N. Si la serie de ntimeros ), ., M, converge, entonces
la serie de funciones ), ., f, converge absoluta y uniformemente sobre X.

16. Criterio de Dirichlet Sean (a,),>; una sucesién decreciente de niimeros reales
que converge a 0y (b,,),>; una sucesién de nimeros complejos. Si existe M > 0 tal

m
que |Zn:] bn
Observemos que si b,, = (—1)" esto es el criterio de Leibniz para series alternadas.

< M para todo m € N, entonces la serie ), , a,b, converge.

17. La funcion { de Riemannn. Muestre que la serie
_ 1
(&)=~
n>1

definida para s € (1,+00) converge puntualmente en (1,+00) y uniformemente
en (1 + ¢,+00) cualquiera sea ¢ > 0. M4s aun, la funcién suma es derivable
en (1,+00) y alli es posible derivarla término a término.

18. Si(a,),>; es una sucesién en C tal que la serie ), . ; a, converge absolutamen-
te, entonces las series de funciones », _,a,cosnx y >, ., a,sin(nx) convergen
absoluta y uniformemente sobre R.
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19. Estudie la convergencia puntual, absoluta y uniforme de las series de funciones
definidas sobre R

(—x) x" n!x"
2 L D

n=1 n>0 " n>1

y de las series de funciones definidas sobre C

>5 X

n>1 n>1

)n n(n+1)

20. (a) Paratodo x € R es

(K" o
sinx = Z
= (2k + 1)'

y la serie converge absoluta y uniformemente en todo intervalo finito. ¢Qué
sucede en R?

(b) La serie

K™\ 2
(%)
n>1 n!

converge puntualmente en R y su suma es una funcién continua.
21. Consideremos la serie de funciones

Z 1

1+ n2x2

sobre R.

(a) ¢En qué conjunto converge la serie?
(b) ¢Sobre qué intervalos es uniforme la convergencia?
(c) ¢Sobre qué intervalos no es uniforme la convergencia?

(d) ¢Es continua la funcién suma en su dominio? ¢Y acotada?
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