CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Préctica 8: Series de funciones y convergencia uniforme

Convergencia uniforme

1. Sean X un espacio métrico y A un conjunto, sea (f,,),>; una sucesién de fun-
ciones A —» X y sea f : A — X una funcién. La sucesién (f,),»; no converge
uniformemente a f sobre A si y solamente si existen a > 0, una sucesion estricta-
mente creciente (n;);>; de elementos de N y una sucesién (a; );>; en A tales que
d(fy,(ar), f(ax)) = a para todo k €N.

Solucién. Supongamos que la sucesiéon no converge uniformemente a f, de manera que
existe a > 0 tal que no es cierto que hay un entero N € N con d(f,(x), f (x)) < a para todo
x € X ytodo n > N: en otras palabras, para todo N € N existen ¢(N) e Ny E(N) € X
tales que ¢(N) = N y d(fs)(E(N)), f (E(N))) = a. Podemos construir ahora una sucesién
estrictamente creciente (n;);>;, de elementos de N y una sucesién (a; ), de elementos
de X: ponemos n; = ¢(1) y a; = &(1), y para cada k € N definimos inductivamente
N1 = ¢ (e +1) ¥ @i = E(ni+1). Es claro que las sucesiones (1)1 ¥ (ax )i=1 satisfacen
las condiciones del enunciado. O

2. Encuentre el limite puntual de las siguientes sucesiones de funciones:

(@ (fa)us1con f,:xe€(—=1,1]— x" €R para cadan € N;

b)) (g)ns1cong,:xe(l,400)— x "e* €Rparacadan€N;

(© (hy)ns1 conhy,:x €[0,1]— n?x(1—x%)" €R para cada n € N.

Muestre ademas que la primera converge uniformemente sobre (0, %) y que la se-

gunda converge uniformemente sobre [2,5]. ¢Es uniforme la convergencia de la
tercera sobre [0, 1]?

Solucién. (a) Si x €[0,1), para cadan € N es 0 < x"*! < x", asf que la sucesién (x"),5;
estad acotada inferiormente y decrece, y tiene, por lo tanto, limite: llamémoslo £. Obser-
vemos que

E=lim x™!'=x lim x" = x&,
n—oo n—oQ

asi que £(x —1) = 0: como x # 1, esto implica que &£ = 0.

Sea ahora x € (—1,1). Como |x| € [0,1) y |x"| = |x|", tenemos, por lo que ya hici-
mos, que lim,_,.[x"| = 0: esto nos dice que lim,_,., x™ = 0. Como es claro que, ade-
mas, lim,_,, 1" = 1, vemos que la sucesion (f,),=; converge puntualmente a la funcién
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f:(=1,1] > R tal que

) = {0 six e(—1,1);

1 six=1.

Ahora, si x € (0, %), entonces |f,(x) — f(x)| = [x"| < Zin: como el ultimo miembro de la
desigualdad converge a 0 cuando n crece, es claro que la sucesion converge uniformemente
a f en el intervalo (0O, %).

(b) Si x € (1,+00), entonces la sucesién de niimeros positivos (x"e*),s; es estricta-
mente decreciente, asi que tiene limite. Mds autn, si a es ese limite, tenemos que
a= lim x 0 eX = x7 |im x e =x7lq,
n—oo n—oo
asf que a(1—x"1) = 0: como x # 1, vemos que a = 0. Podemos concluir con esto que la
sucesién (g,),s; converge puntualmente a la funcién nula en (1, +00).
Si x € [2,5], entonces

18, ()| =xT"e* < 27",

asi que ||g,llcra.57 < 27"€®: esto nos dice que la sucesion (g,),»; converge uniformemente
sobre el intervalo [2,5] a la funcién nula, como queriamos. Observemos que ninguna de
las funciones de la sucesidn es acotada, asi que la convergencia en (1, +©0) no es uniforme.

(c) Six € {0, 1}, entonces es evidente que (h,(x)),>, converge a 0. Fijemos x € (0, 1).
La sucesion (h,(x)),s; tiene todos sus términos positivos y para cada n € N es

%ﬁcx)) — (1+ %)2(1—362)-

Como 1—x2€(0,1)y(1+ %)2 1l 1sin— oo, esclaro que existe N € Ny p € (0, 1) tal que
hp1(x)/h,(x) < p paratodo n > N, es decir, tal que h,,,;(x) < ph,(x) sin > N. Tenemos
entonces que 0 < h,(x) < p"Vhy(x) si n = N y, por lo tanto, que lim,_ o, h,(x) = 0.
Vemos asi que la sucesién de funciones (h,),>; converge puntualmente a la funcién nula
sobre el intervalo [0, 1].

Sea n € N. Es claro que la funcién h, toma valores no negativos en [0,1] y que se
anula en los extremos de ese intervalo. Encontremos su méximo en [0, 1]. Como h, no es
constante, ese maximo se tiene que alcanzar en un punto de (0,1). Es

R (x) =n*(1—x*)""(1—(1+2n)x?)

1/2

y el tinico punto de (0,1) donde h/, se anula es (1 + 2n)~"/?. Esto implica que el maximo

de h,, en el intervalo [0, 1] es

(1 + 20 %) = — (1 S )n = ! n
" C J/1+2n 1+2n) ((1+ i)zn)l/z (1+2n)1/2°
2n

Sabemos que cuando n crece (1+ 2—1n)2" converge a e, que es menos que 3y, por otro lado,
como 2n/(1+2n) > 1/2 para todo n €N, que

n2 ns/z( 2n )1/2 n3/2
>
2

(1+2n)72 212\ 1+2n
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Juntando todo, vemos que

, n3/2

= —1/2

alloo = ha((1+20)72) > 2o

siempre n > 1y, por lo tanto, que la sucesién (h,),~; no converge uniformemente. O

3. Analice la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de fun-
ciones:

(@ f,(x)=n"'sinnx,enR;
() fu(x)=sin(x/n), en R;

n
© f"(x’y)_n_—i—l
@ f,(x)=(1+3)x, en[0,1];
© (0= % six¢Qox=0;

" b+% six=3cona, beZ b#0y(a,b)=1;

" fuzm)=z",en{ze€C:lz| <1}.

(x,¥), en R? y con valores en R?;

en[0,1];

Solucion. (a) Si x € Ry n € N es claro que |f,(x)| < 1/n, asi que la sucesién (f,)n=1
converge uniformenente a la funcién nula sobre todo R.

(b) SeaR > 0 ysea ¢ > 0. Como la funcion sin es continua en 0 y ahi se anula,
existe 6 > 0 tal que |siny| < ¢ si |y| < & ¥, por otro lado, existe N € N tal que R/n < &§
para todo n > N. Tenemos entonces que cuando n > N es |f,(x)| = |sin(x/n)| < ¢ para
todo x € [—R,R]: esto muestra que la sucesién (f,(x)),>; converge a 0 uniformemente
sobre [—R, R]. En particular, vemos con esto que la sucesién converge puntualmente sobre
todo R. Por otro lado, la convergencia no es uniforme sobre R. Silo fuera, habria un entero
N e N tal que para todo n > N y todo x € R se tendria que |f,(x)| < %: esto no es asi, ya
que f,(nm/2) =1 cualquiera sea n € N.

(©) Si (x,y) € R?, entonces tenemos que lim,_,, f,(x,y) = (x, y) simplemente por-
que lim,_,,,n/n+1 = 1: esto nos dice que la sucesién (f,),; converge puntualmente a
la funcién identidad f : (x,y) € R? = (x, y) € R%. Mostremos que esta convergencia no
es uniforme: para ello es suficiente con probar que para todo n € N la diferencia f,, — f no
converge uniformente a 0 en R?, y esto es facil: para todo n € N tenemos que

n 1
+1,0)— +1,0)||=|———1]: +1,0)||= ——=||(n+1,0)|| =1.
I£,(n+1,0) = f(n+ 1,0}l = | == =1 (n+1,0)l| = —=lI(a+ 1,0

(d) La sucesién (f,),»; converge uniformemente a la funcién f : x € [0,1] — x € R

en [0,1]: esto es consecuencia de que ||f, — f|loo = sup{%lxl :x€[0,1]} = ,11, para todo

n € Ny de que esta dltima expresion converge a 0 cuando n crece.
(e) Sea f : [0,1] — R la funcién tal que

0 six€gQox=0;
fe={ 7
b six=%cona, beZ b#0y(a,b)=1.
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Claramente f, — f = % para todo n € N, asf que la sucesién (f,),>; converge uniforme-
mente a f en [0,1]

(f) Siz € C es tal que |z| < 1, entonces para todo n € N tenemos que |f,(2)| = |z|"
y, por lo tanto, que lim,_,, f,(2z) = 0. Vemos asi que la sucesién (f,),»; converge a la
funcién nula sobre el disco {z € C : |z| < 1}. La convergencia no es uniforme: para
verlo es suficiente con mostrar que para todo n € N existe un punto z en ese disco tal que
|f ()] = %, y esto es facil: basta elegir z = 27" € (0, 1). O

4. Sea X un conjunto, sea B(X) el conjunto de todas las funciones X — C que son
acotadas y sea (f,,),»; una sucesién en B(X).

(@ Si(f,)u>1 converge puntualmente a una funcién f : X — C, ¢les cierto que
f eB(X)?

(b) Si (f,)n>1 converge uniformemente a una funcién f : X — C, entonces f es
un elemento de B(X).

(¢) Lasucesion (f,),>1 converge uniformemente a una funcién acotada f : X — C
siy solamente si (f,),>; converge a f en el espacio métrico (B(X), deo)-

(d) Si(fy)a>1 converge uniformemente en X, entonces (f,,),>; es uniformemente
acotada.

Solucion. (a) Mostremos que la respuesta es negativa dando un ejemplo. Sea X = Ry
para cada n € N sea f, : R — R la funcién tal que f,(x) = min{|x|,n}. Es claro que la
sucesion (f,),>1 estd en B(R), que converge puntualmente a la funcién |—| : R - R, y que
esta dltima no es acotada.

(b) Supongamos que (f,),>; €s una sucesién en B(X) que converge uniformemente
a una funciéon f : X — C. Como la convergencia es uniforme, existe n € N tal
que |f,(x) — f(x)| < 1 siempre que x € X; por otro lado, como f, € B(X), existe
M > 0 tal que |f,(x)| £ M para todo x € X. Se sigue de todo esto que si x € X es
Lf G < 1f () — £, + | f,,(x)] £ 1+ M: esto muestra que la funcién f es acotada en X,
esto es, que f € B(X).

(c) Que la sucesién (f,).>1 en B(X) converja a uniformente a una funcion acota-
da f : X — C significa exactamente lo mismo que que converja en el espacio métrico
(B(X),ds) a f, asi que el enunciado es tautolégico.

(d) Sila sucesién (f,),=1 converge uniformente en X, entonces el limite puntual de la
sucesion, digamos f : X — C, es una funcién acotada, como vimos en la parte (b) de este
ejercicio. En ese caso, la sucesion es una sucesion convergente en B(X) y, por lo tanto, es
acotada: si R > 0 es tal que f,, € Bg(0) para todo n € N, entonces claramente R es una
cota uniforme para la sucesion. O

5. Sicadan €N sea f, : R — R tal que

X x(x2+1)
1+x2 1+(n+1)2x2

falx) =

para cada x € R, entonces (f,),>; converge puntualmente pero no uniformemente
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a una funcidén continua.

Solucién. Si x € R, entonces

( x x(x2+1) )_ x i x(x2+1)

= = — lim
14+x2  14(n+1)%x2 14+x2 nooco 14 (n+1)%x2

lim f,(x)= lim
n—oo n—oo

X
1+ x2

y esto nos dice que la sucesién converge puntualmente a f : x € R — x/(1+ x2) € R. Por
otro lado, para cada n € N sabemos que
2
. x(x*+1)
im ——=
x>+oo 1+ (n+1)2x2
ya que tanto el numerador como el denominador del cociente son polinomios en x y el

primero tiene grado estrictamente mayor que el segundo: esto implica que existe £, € R
tal que

E.(E2+1)
1+ (n+1)2&2

Tenemos entonces que sup{|f,(x)— f(x)| : x € R} > |f,(&,) — f(&E,)] > 1 cualquiera sea
n € Ny esto deja en claro que la sucesién no converge uniformente a f . O

6. ParacadaneNsea f, : x €[0,1] — 11% € R. Estudie la convergencia puntual

y uniforme de las sucesiones (f,),>1 ¥ (f))ns1-

Solucién. Observemos que para cada n € Ny todo x €[0,1] es

= g1

1+ xn2 S 14nx?’

asi que es claro que la sucesion converge puntualmente a la funcion f : [0,1] — R tal que
para cada x € [0, 1] tiene

0 six=0;
f(X)={ .
1 sixe(0,1].

Como las funciones de la sucesidn son continuas y el limite puntual no lo es, la conver-
gencia no es uniforme. Por otro lado, para cada n € Ny cada x € (0, 1] tenemos que
2nx

$109= Ay

Six €(0,1], es

porque (1 + nx?2)? > n?x*, asi que la sucesién (f/(x)),>; converge a 0. Por otro lado, es
claro que (f,(0)),; converge a 0, asi que la sucesién de las derivadas converge puntual-
mente a la funcién nula. La convergencia de (f;),»; a 0 no es uniforme: por ejemplo,
tenemos que

1/2
n
/ n—l/z — ,
fln ) =2
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que diverge a + 00 cuando n crece. O

7. Sea X un espacio métrico y sea (f,,),>1 Una sucesion de funciones X — R unifor-
memente continuas que converge uniformemente a una funcién f : X — R. ¢Es
uniformemente continua la funcién f?

Solucion. Sea ¢ > 0. Como la sucesion converge uniformemente a f, existe n € N tal que
|f (x)—f,(x)| < €/6 para todo x € X. Por otro lado, como la funcién f,, es uniformemente
continua, existe 6 > 0 tal que si x e y son puntos de X tales que d(x,y) < & se tiene que
|f.(x)—f,(¥)| < /6. Si ahora x e y son dos puntos tales que d(x,y) < &, entonces

)= F DI < @=Ll +HAE = LD +HAN OIS g+ g+ <e.

Esto muestra que la funcién f es uniformemente continua. O

8. Sea X un espacio métrico y sean (f,);>1 ¥ (€:)n>1 dos sucesiones de funciones
X — R que convergen uniformemente sobre X a funciones f y g, respectivamente.
(a) Lasucesién (f, + g,)n>1 converge uniformemente a f + g sobre X.

(b) Si las dos sucesiones estdn uniformemente acotadas, entonces la sucesion
(fa&€n)n>1 converge uniformemente a f g sobre X.

Solucidn. (a) Sea € > 0. Como las sucesiones (f,),>1 ¥ (&.)n=1 convergen uniformemente
a f y a g, respectivamente, existe N € N tal que sin > N es |f,(x) — f(x)| < e/4y
|g.(x) — g(x)| < €/4 cualquiera sea x € X. Esto implica que para todo n € N tal que
n=> N ytodo x €X es

|0 + €000 — (F () + g 0| < 1, 00) — £ ()] + g () — g(x)] < % + § <e.

Vemos asi que la sucesién (f, + g,,),»1 converge uniformemente a f + g.

(b) Supongamos ahora que las sucesiones (f,),>1 ¥ (&,).>1 estdn uniformemente aco-
tadas, de manera que existe un nimero M > 0 tal que |f,(x)] < M y |g,(x)] < M
para todo n € N y todo x € R. Observemos que si x € X, entonces tenemos que
lg(x)| =lim,_,|g,(x)| < M, ya que la sucesién (g,),>; converge puntualmente a g.

Sea ¢ > 0. Como las sucesiones (f,),>1 ¥ (&.)n>1 convergen uniformemente a f
y a g, respectivamente, existe N € N tal que si n > N es [f,(x) — f(x)| < €/4M y
|g.(x)— g(x)| < €/4M cualquiera sea x € X. Tenemos entonces que sin >N y x € X es

1fa(x)85(x) = f (x)g ()| < 1£, (0118, (x) — g () + [ (eI 1 £ (36) — f (x))]

<M M <.
aM " AM

Vemos as{ que la sucesion (f,g,)n>1 converge uniformemente en X. O

9. Sea X un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Si (f,),>; €s una
sucesién de funciones continuas X — R que converge uniformemente a f : X —» R
y (g.)n>1 €s una sucesién de funciones que converge uniformemente a una funcién
g : A— X, entonces la sucesién (f, © g,),>1 converge uniformemente sobre A a la
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composicion f o g.

Solucion. Sea & > 0. Como la sucesién (f,),s; converge uniformemente a la funcién f,
existe N € N tal que |f,(x)—f(x)| < €/4 siempre que x € X yn > N. Por otro lado, como
esa sucesion es de funciones continuas y converge uniformemente a f y el espacio X es
compacto, la funcién f es uniformemente continua: existe entonces § > 0 tal que si x e y
son elementos de X tales que d(x,y) < & se tiene que |f(x)— f(y)| < €/4. Finalmente,
como la sucesién (g,),»; converge uniformemente a la funcién g, existe M > N tal que si
n > M se tiene que d(g,(a), g(a)) < 6 siempre que a € A.
Si ahoran > M y a € A entonces

|fa(8n(@)) — £ (g(@))] < |fa(gn(@)) — f (8n(a@))] + |f (8n(a)) — f (g(a))]

e €
<-+-<e.
4 4

Esto muestra que la sucesion (f, 0 g,),=1 converge uniformemente a la composicién f o g,
como queremos. O

10. Teorema de Dini. Sea X un espacio métrico compacto. Si (f,,),>; en una suce-
sion de funciones continuas X — R tal que

o f(x)= fr(x) paratodo x eX ytodoneN, y

o (fu)n>1 converge puntualmente a una funcién f : X — R que es continua,

entonces la sucesién (f,,),»; converge uniformemente a f en X.

Solucion. Sea (f,),s; una sucesién de funciones X — Ry sea f : X — R una funcién como
en el enunciado. Sea ¢ > 0 y para cadan € Nsea U, = {x € X : f,(x)— f(x) < &},
que es un abierto de X porque la funcién f, — f es continua. Si y € X, entonces la
sucesion (f,,(y)),s; decrece a f(y), asi que existe m € N tal que y € U,: vemos asi que
X = Unz] U,. Como el espacio X es compacto, existe un conjunto finito F € N tal que
X =,r U,. Més atin, como la sucesién (f,,),»; es decreciente, tenemos que U, € U,,4,
asi que si m es el mayor elemento del conjunto F, es X = U,,. Ahora bien, si x € X y
n > m, entonces tenemos que 0 < f,(x) — f(x) < f,,(x) — f(x) < & porque x € U,,: esto
nos dice que la sucesién (f,),>; converge uniformemente a f. O

11. Sea X un espacio métrico compacto, sea (f,),>; una sucesién de funciones
continuas X — R y sea f : X — R una funcién continua. La sucesién (f,),>;
converge uniformemente a f siy solamente si para todo sucesién (x,),>; en X que
converge a un punto x la sucesion (f,(x,)),>; converge a f (x).

Solucion. Supongamos primero que la sucesién (f,),»; converge uniformente a f y sea
(x,)n>1 una sucesién en X que converge a un punto x. Sea ¢ > 0. Como f es continua
en x, existe 6 > 0 tal que [f(x) — f(¥)| < &/2 siempre que d(x,y) < 6. Como (f,)n=1
converge uniformente a f y (x,),»; converge a x, existe N € N tal que para cadan > N
es |f,(¥)—f(¥)| < e/2 para todo y € X y d(x,,x) < 6. Si ahora n > N tenemos que

€
2

= €.

() = £ QO < 1) = (el + 1f () = f (X)) < % +

7/17




Caélculo Avanzado — Segundo Cuatrimestre — 2019 Practica 8

Vemos asi que (f,,(x,)),>; converge a f (x).

Supongamos ahora, para probar la reciproca, que la sucesién (f,),>; no converge
uniformemente a f, de manera que existe 11 > 0 tal que para todo n € N existe x,, € X tal
que |f,(x,) — f(x;)| = n. Como el espacio X es compacto, hay una subsucesién (X, Ji>1
de (x,),>; que converge a un punto x € X. Como f es continua, existe K € N tal que
|f (x) — f (x,, )| <n/2 siempre que k > K y entonces para todo k > K tenemos que

0 < 1foy (o) = £ G )| < Uf (o) = £ GO+ 1 GO = £ G )| < Uf G ) = £ COI+ 7,
asi que
3 < len) = F L.

Esto implica, en particular, que la sucesién (f,, (x,, ))i>1 no converge a f(x). Sea ahora
(¥uns1 la sucesién en X tal que y, = x,, siempre que n, < n < m4: es claro que la
sucesion (y,).=1 converge a x y que la sucesion (f,(y,))n>1 N0 converge a f (x). O

Equicontinuidad

12. Sean X e Y dos espacios métricos.

(a) Una familia finita de funciones X — Y continuas en un punto x de X es equi-
continua en x.

(b) Sea B(X,Y) el espacio métrico de las funciones acotadas X — Y. La clausura
de un subconjunto equicontinuo de B(X,Y') es equicontinua.

(¢) SiX es compacto, entonces toda famila equicontinua de funciones X — Y es
uniformemente equicontinua.

(d) Una sucesion de funciones continuas X — Y que converge uniformemente es
equicontinua.

(e) SiX es compacto, entonces una sucesion de funciones X — Y que es unifor-
memente equicontinua y converge puntualmente converge uniformemente.

Solucion. (a) Sea x € X, sean € Ny sean f;, ..., f, : X — Y funciones continuas
en x. Sea ¢ > 0. Sii € [n], entonces f; es continua en x, asi que existe §; > 0 tal que
d(fi(y), f:(x)) < e siempre que d(y,x) < §;. Sea 6 = min{d; : i € [n]}. Siahora y € X
es tal que d(y,x) < 6 ei € [n], entonces d(y, x) < 8, ¥, por lo tanto, d(f;(y), fi(x)) < €.
Vemos as{ que la familia {f},..., f,} es equicontinua en x.

(b) Sea A un subconjunto equicontinuo de B(X,Y), sea x € X y sea € > 0. Como A es
equicontinuo, existe § > 0 tal que d(f(y), f(x)) < &/3 siempre que f €Ay d(y,x) < 6.
Sea ahora f € Ay sea y € X tal que d(y,x) < §. Hay una funcién g € A tal que
d(f,g) < €/3 y entonces

A F () < A, ) +d(g(), N +d(gl) f ) < S+ 3+ =e.

Vemos asf que la familia A es equicontinua, como queremos.
(c) Supongamos que X es compacto, sea A una familia equicontinua de funciones
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X — Y yseae > 0. Para cada x € X existe §, > O tal que para toda f € A es
f(Bs, (x)) € B, /5(f (x)). El conjunto {Bs (x): x €X} es un cubrimiento abierto del com-
pacto X, asi que existe 6 > 0 tal que para todo y € X existe x € X tal que Bs(y) € Bs_(x).
Sean ahora y y z dos puntos de X tales que d(y,z) < 6 y sea f € A. Por la forma
en que elegimos 6, existe x € X tal que Bs(y) € Bs_(x) y entonces tanto d(x, y) como
d(x,z) son menores que &, ¥y, de acuerdo a la eleccién de &, es
€
2

= €.

d(f (¥), f () <d(f (¥), f(x)) +d(f (x), f(2)) < % +

Esto muestra que la famila A es uniformemente equicontinua.

(d) Sea (f,),»1 una sucesién de funciones continuas X — Y que converge uniforme-
mente a una funcién f : X — Y, que es, por lo tanto, continua: tenemos que mostrar que
la familia {f, : n > 1} es equicontinua. Sea x € X y sea ¢ > 0. Como f es continua en X,
existe 6 > 0 tal que d(f(x), f(y)) < &/3sid(x,y) < 6. Por otro lado, como (f,),>; con-
verge uniformemente a f, existe N € N tal que d(f,,(z), f(2)) < &/3 siempre que n > N y
z €X. Siahoran >N y y € Bs(x), entonces

d(fa (), fu(¥)) < d(£o (), fF (D) +d(f (), £ (x)) + d(f (x), £())

£ & €
<-+_-+-=¢.

3 3 3
Esto nos dice que la famila {f,, : n > N} es equicontinua. Como {f, : n > 1} es la uni6n de
esa famila y la familia finita {f;, ..., fy_;} de funciones continuas, vemos que es equicon-
tinua.

(e) Supongamos que X es compacto y sea (f,),>1 una sucesién de funciones X — Y que
es uniformemente equicontinua y que converge puntualmente a una funcién f : X - Y.
Queremos mostrar que la convergencia es uniforme. Sea € > 0. Como la sucesion es
uniformemente equicontinua, existe 6 > 0 tal que d(f,(x), f,(¥)) < €/5 siempre que x
e y son elementos de X tales que d(x,y) < 6. Por otro lado, como X es compacto, existe

un conjunto finito F C X tal que X = U Bs(x). Finalmente, como la sucesion converge

X€F
puntualmente sobre X y el conjunto F es finito, existe N € N tal que siempre quen > N y

Xx € F se tiene que d(f,(x), f(x)) <¢&/5.
Sea ahora y € X yn, m > N. La eleccién de F implica que existe x € F tal que
d(x,y) < 8, y entonces

d(£2(¥), fm(¥))
< d(fa(¥); £u()) + d(fo(x), £ (x)) + d(f (), £ (x) + d(fin (), fu(3))

4e
S_
5

Como (f,(¥))m=1 converge a f(y) y la funcién distancia d es continua, esto implica que

4,00 FON = fim dG, 0 faN < 2 <.

Vemos as{ que la sucesién (f,),=; converge a f uniformemente. O

13. Sea (f,),>1 una sucesién de funciones [a, b] — R integrables y uniformemente
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acotadas. Si para cada n € N la funcién F,, : [a, b] — R es tal que
X
F,(x) =f fa(8)dE

para cada x € [a, b], entonces la sucesion (F,),~; posee una subsucesién que con-
verge uniformemente en [a, b].

Solucion. Bastard, gracias al teorema de Arzela-Ascoli, que mostremos que la sucesiéon
(F,)n>1 estd uniformemente acotada y es equicontinua. Sea K una cota uniforme para la
sucesién (f,),s1, de manera que —K < f,(x) < K para todo n € Ny todo x € [a, b]. Esto
implica en primer lugar que sin € Ny x € [a, b] es

—(b—a)K £ —(x—a)K :J (—K)d& SJ fa(&)dé SJ Kd& =(x—a)K < (b—a)K,

asi que |F,(x)| < (b—a)K: vemos asi que la sucesién (F,),-; estd uniformemente acotada.
Por otro lado, sabemos que para todo n € N la funcién F, es derivable y su derivada
es F/ = f,: esto implica que las derivadas de las funciones de la sucesién (F,),»; estdn

uniformemente acotadas por K y de esto se sigue inmediatamente que esa sucesion es
equicontinua. O

Series de funciones

14. Sea X un espacio métrico y sea (f,,),>; una sucesién de funciones continuas
X — R tal que la serie anl f,, converge uniformemente en X.

(a) La funcién suma f = Zn21 fn es continua en X.

(b) SiX =[a,b], entonces fabf(x)dx =1 fab f,(x)dx.

Solucion. (a) Que la serie 2@1 f. converja uniformemente significa que la sucesién de
funciones (Zf:1 fu)ns1 converge uniformemente a la funcién suma 2n21 f,- Como las
componentes de esta sucesion son continuas, es claro que la funcién suma es continua.

(b) Supongamos que X = [a, b] y sea ¢ > 0. Como la serie converge uniformemente
a la funcién f, existe M € N tal que para todo m > M y todo x € [a,b] se tiene que
If (x)— Zzzl fa(x)] < &, de manera que sim > M es

b m b b m
J f(x)dx—Zf Folx)dx J (f(x)—an(x)) dx

b m
SJ f(x)—an(x) dx < (b—a)e.
a n=1
Esto nos dice que
b m b b
ZJ falx)dx = lim ZJ falx)dx =J F(x)dx,
nzlJa n=1Ja a
como afirma el enunciado. 0
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15. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico, sea (M, ),~; una sucesién de
numeros reales y sea (f,),>; una sucesion de funciones X — R tal que |f,(x)| < M,
para cada x € X y cada n € N. Si la serie de niumeros 2,21 M,, converge, entonces
la serie de funciones Zn21 fn converge absoluta y uniformemente sobre X.

Solucion. Supongamos que la serie 2,21 M, converge. Si x € X, entonces la serie
Zn21| f.(x)| esta acotada término a término por la serie 2@1 M,: vemos asi que la serie
de funciones Zn21 f,, converge puntualmente sobre X de manera absoluta. Escribamos f
a su suma. Sea ahora £ > 0. Como la serie de términos no negativos >

existe N € N tal que anN M, < €. Siahoram > N y x € X, entonces

f(x)—ifn(x) = Do L) < DS Y IM,| <.

n>m n>m N

=1 M, converge,

Esto nos dice que la serie ) _, f, converge uniformemente. O

16. Criterio de Dirichlet Sean (a,),>; una sucesién decreciente de niimeros reales

que converge a 0y (b,,),>; una sucesién de nimeros complejos. Si existe M > 0 tal

que |ZT=1 bn| < M para todo m € N, entonces la serie Zn21 a,b, converge.
Observemos que si b,, = (—1)" esto es el criterio de Leibniz para series alternadas.

Solucion. Sea M un nimero positivo tal que |an:1 b,| < M para todo m € N y escribamos
B, = 2221 b, para cada n € N, de manera que |B,| < M. Una induccién evidente muestra
que para todon € N es

n n—1

Z axb =a,B, + ZBk(ak — Qy1)-

k=1 k=1

Sea ¢ > 0. Como la sucesién (a,),>; de nimeros no negativos decrece a 0, existe N € N
tal que a,, < ¢/2M siempre que n > N. Si N < a < f3, entonces

B a p—1
Z a;b — Z aby| = |agBg —a,B, + ZBk(ak = Qiy1)
k=1 k=1 k=a

B-1
< aglBy| +a,Bsl + D |Bel(a, — ajs)
k=a
B-1
<M (aﬁ +a, +Z(ak—ak+1)) =2Mag < &.
k=a

Esto muestra que la sucesién de sumas parciales de la serie .., a; b, es de Cauchy, asf
que la serie converge. O

17. La funcién { de Riemannn. Muestre que la serie
1
(&)=~
n>1

definida para s € (1,+00) converge puntualmente en (1,+00) y uniformemente
en (1 + ¢,+00) cualquiera sea ¢ > 0. M4ds aun, la funcién suma es derivable
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en (1,+00) y alli es posible derivarla término a término.

Solucién. Sea t > 1. Com la funcién t > 0 — 1/n" es decreciente, para todo s > t la serie
de términos positivos Y. ., 1/n° estd acotada término a término por la serie »; ., 1/n":
n=1 1/n5

converge uniformemente en (¢, +00). Como esto es asi cualquiera sea t > 1, es claro que

n=1

estd tltima converge, asi que el criterio de Weierstrass nos dice que la serie .

la serie converge puntualmente en el intervalo (1,4 00).

Si derivamos término a término la serie de funciones >, _; 1/n obtenemos la serie

n>1
—Zn21 log(n)/n°. Sit > 1ys € (t,+00), entonces la serie de términos positivos

o1 log(n)/n’ estd acotada término a término por la serie Y., log(n)/n': para ver que
la primera converge uniformemente en (t,+00) es suficiente entonces que mostremos
que la segunda converge. Existe N € N tal que log(n) < n{*=/2 para todo n > N, porque
t > 1, asi que la serie anl log(n)/n" estd acotada término a término a partir del N-ésimo
por la serie > ., 1/n'""V/2 'y ésta converge ya que t — (t —1)/2 = (t +1)/2> 1.

Sea t > 1. Tenemos que la serie Y. _ 1/n° converge uniformemente en (t,+00) y

n=1

que la serie que se obtiene derivando término a término converge uniformemente en el
mismo intervalo. El siguiente resultado nos dice que la suma de la primera es entonces
derivable y que su derivada el la suma de la segunda serie.

si (f,)n=1 €s una sucesion de funciones derivables con continuidad en (a, b) que
converge uniformemente a f y tal que (f,),»; converge uniformemente a g,
entonces f es derivable y f' = g.

Observemos que g es continua en (a, b) porque es limite uniforme de funciones continuas.
Sea c € (a,b) y sea x € (a, b). Es

|irgof f,:=f g

porque la sucesién (f),»;, converge uniformemente a g. Por otro lado, para todo n € N

es [* £/ = f,(x)—£,(c), asi que
n'l'?of fo= lim (£2() = fu(e)) = £ () = £ ()

porque la sucesion (f,) converge puntualmente a f. Vemos de esta forma que para todo
x € (a, b) se tiene que

J g =f(x)—f(c).

Del teorema fundamental se sigue entonces que f es derivable y que su derivadaen g. [J

18. Si(a,),>1 es una sucesion en C tal que la serie 2,21 a,, converge absolutamen-
te, entonces las series de funciones ), ., a,cosnx y >, ., a,sin(nx) convergen
absoluta y uniformemente sobre R.

Solucidn. Las series de funciones Y, _,|a, cosnx|y >, _,la, sinnx| estd acotadas término a

término por la serie de nimeros . _ . |a,|, que converge. El criterio de Weierstrass nos dice

n=1
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que las series Zn21 a,cosnxy Y. . a,sinnx convergen absoluta y uniformemente. [

n=>1

19. Estudie la convergencia puntual, absoluta y uniforme de las series de funciones
definidas sobre R

Z (=x)" x" Z n!x"
b b >
n n! nn

n>1 n=0 n>1

y de las series de funciones definidas sobre C
N (_l)nzn(n+1)
Z n’ Z n2 ’

n=>1 n=>1

Solucion. (a) Sea x € R tal que |x| > 1, de manera que log|x| > 0. Usando el criterio
de L'Hopital es inmediato ver que lim,_,, log(t)/t = 0, asi que existe N € N tal que
log(n)/n < log|x| para todo n > N y, por lo tanto, |—x"|/n > 1. Vemos asi que la serie
D s1(—x)"/n no converge.

Si x = —1, entonces la serie Zn21(—x)”/ n diverge, porque se trata de la serie armé-
nica, y si x = —1 entonces la serie converge por el criterio de Leibniz. Finalmente, sea
re€(0,1)ysea N € N tal que 1/N < r. La serie ZnZI(—x)”/n estd acotada en mddulo
término a término a partir del N-ésimo por la serie an1 r"1 que converge: el crite-
rio de Weierstrass nos dice entonces que la serie Zn21(—x)” /n converge uniformemente
en (—r,r). Como esto es asi cualquiera sea r € (0, 1), vemos que, de hecho, la serie con-
verge puntualmente en (—1,1).

Con esto concluimos que el dominio de convergencia de la serie es exactamente el
intervalo (—1, 1], que la convergencia es absoluta en (—1, 1) y condicional en 1, y que la
convergencia es uniforme en todo intervalo de la forma (—r,r) con r € (0, 1).

(b) Mostremos que la serie converge puntualmente de manera absoluta en todo R, que
converge uniformemente en todo conjunto acotado, y que no converge uniformemente en
ningln conjunto no acotado.

SiR> 0y x € [—R,R], la serie ano x™/n! estd acotada en médulo término a término
por la serie ano R"/n!, y esta converge: en efecto, el cociente entre dos términos sucesivos
es (R™/(n+1)1)/(R"/n!) = R/(n+ 1), que converge a O si n crece. Esto nos dice que la
serie ano x™/n! converge absoluta y uniformemente en todo intervalo de la forma [—R,R]
con R > 0. En particular, la serie converge absolutamente puntualmente en todo R y
uniformemente en todo subconjunto acotado de R.

Sea ahora I un subconjunto no acotado de R y supongamos que la serie converge
uniformemente sobre I. Existe entonces N € N tal que cada vez que n, m > N se tiene
que IZZ:1 xk /Kt — Zzzl x*/k!| < 1 para todo x € I. En particular, si tomamos n =N + 1
y m = N, vemos que |x" /N!| < 1 para todo x € I: es inmediato ver que esto es absurdo,
ya que I no es acotado.

(c) Si x # 0, el cociente entre los valores absolutos de términos sucesivos de la serie

(n+1D)x|™t [ alx" n \(n+1 P
= Ixl(—==) —elx|
n

es

(n+ 1)+t nn n+1

n — . . .
porque (#) - — ¢! — 1 cuando n — co. Esto nos dice que la serie del enunciado
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converge absolutamente cuando 0 < |x| < e. Por supuesto, también converge absoluta-
mente cuando x = 0.
Sea ahora x € R tal que [x| >e. Sin €N es

()" 1003 - - ()25
n+1

Ahora bien, una induccién inmediata muestra que (1 — &)™ > 1 — (n + 1)& siempre que

£ €(0,1) Yy, en particular, que

(1—;)n+1>1—(n+1) !, 1
(n+1)2 - (n+1)2 n+1

Usando esto, vemos que

1\ 1\" 1 \n+1
1+ / 1+-) >(1- —1,
n+1 n n+1 n

Esto nos dice que la sucesion (1 + %)n crece a su limite, que es e y, por lo tanto, que para

todon €N es

1 n
(1+—) <e<|x|,
n

de manera que

1 [x|
— S e
n" = (n+1)n

y, por lo tanto,

n!|x|® < (n+ 1)!x|*?
nt = (n+1)+!

Esto nos dice que cuando |x| > e el valor absoluto del término general de nuestra serie
no decrece y, en consecuencia, que esta no converge. La conclusion de todo esto es que el
dominio de convergencia puntual es exactamente el intervalo (—e, e) y que alli la conver-
gencia es absoluta.

Si 0 <R < e, entonces para todo x € [—R,R] la serie estd acotada término a término
en valor absoluto por la serie anl n!R"/n", que converge: el criterio de Weierstrass nos
dice entonces que la serie del enunciado converge uniformemente en el intervalo [—R,R].

Veamos que la convergencia no es uniforme en (—e, e). Sila convergencia fuese uni-
forme, tendriamos que

nlx"

fulx) = -0

nTl
uniformenente en (—e, e): mostraremos que esto no es asi.
Sin € N, entonces
n 1< —1, n
a, ::Iogn—zlogn——Zbgk:Z—log—. (@8]
vl = =i k
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Observemos que

2n+1 on
1 2n+1 1 2n+1 2n+1
n+l = lo = lo + lo,
ot ,;2“1 €% ;wl( & 2k ng—l)

2n
1 2n+1
> D g 2108 - =
k=1

de manera que la sucesién (a,:),>; es creciente.

De la expresion (1) vemos que se trata de una suma de Riemann para la integral
fol log % dx =1, asi que lim,_,, a, = 1. (En realidad, el integrando de esta integral no es
acotado en [0, 1], asi que la integral es impropia, asi que se requiere un argumento —que
aqui omitimos— para ver que la integral es el limite de nuestras sumas de Riemann.) Se
sigue de esto que

lim L lim e =e

n—00 W s -
En particular, la sucesién (b,),>; con

2Tl
b, ==
V2
crece a e. Sin € N, entonces b, € (0,e) y
2"
fZ"(bn) = (2n)2n bn = 1'

Esto muestra que la sucesién (f,),; no converge uniformenente a 0 en (—e,e), como

queriamos.

(d) Siz #0yneN, entonces

|z|"
[Z- =1l

n n+1

|z|n+1

— - |z
n+1

si n — 00, asi que el criterio del cociente nos dice que la serie diverge cuando |z| > 1y
que converge absolutamente cuando O < |z| < 1. Por supuesto, la serie converge absolu-
tamente cuando z = 0.

Sea ahoraz € Ccon |z|=1y2z # 1. Es

<
T -z

k=1

asi que la serie >, z" tiene sus sumas parciales acotadas. Por otro lado, la sucesién
(1/n),s; es de numeros reales positivos y decrece a 0. El criterio de Dirichlet del Ejerci-
cio 16, entonces, nos dice que la serie 2@1 2" /n converge; esa convergencia es claramente
condicional. Por otro lado, cuando z = 1 la serie no converge.

La conclusién de todo esto es que el dominio de convergencia puntual de la serie es
{z€C:|z| £1,2 # 1} y el dominio de convergencia absoluta es {z € C : |z| < 1}.

Mostremos ahora que para todo R € (0,1) la serie converge uniformemente en el
disco cerrado Bz(0) € C. Fijemos para ello R € (0,R). Siz € By(0), entonces la serie

D> 2" /n estd acotada en médulo término a término por la serie 3, -, R"/n, que sabemos

n=1

que converge: lo que queremos, entonces, sigue del criterio de Weierstrass.
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(e) Sea z € C. Si |z| > 1, entonces |z|"™*V/n?> — oo cuando n crece, asf que la
serie diverge. Si |z| < 1, entonces el término general de la serie Zn21(—1)”z"("+1) /n? esta
acotado en médulo por los de la serie 2n21 1/n2, que converge: esto nos dice que la serie
converge uniformemente en B;(0) € C. O

20. (a) Paratodo x € R es

(K" o
sinx =
g (2k + 1)'

y la serie converge absoluta y uniformemente en todo intervalo finito. ¢Qué
sucede en R?

(b) La serie
X"\ 2

> ()

n=1 n!

converge puntualmente en R y su suma es una funcién continua.

Solucidn. (a) Sea f : x € R — sinx € R. Una induccién muestra que si k € N; es
F900) (—1)D2ginx  sik=0 mod 2;
x =
(—1)*D2cosx sik=1 mod 2.
Esto implica inmediatamente que para todo k € N, y todo x € R se tiene que |f®(x)| <1
y que
sik=0 mod2;
79(0) =
(- 1)"("—1)/2 sik=1 mod 2.
En particular, esto nos dice que para cada [ € N es

f(2l+1)(0) — (_1)1
Sea ahora R > 0 y sea x € R tal que |x| <R. El teorema de Taylor nos dice que para
cadan€Nes

=), f("“)(g)
HORDY 5 MDY 5

k=0

para algtin nimero &, que esta entre 0 y x, y entonces

(k) (n+1) n+1
o Zf ©) ol ¢ FO s B

(n+ 1) (n+1)°
ya que las derivadas sucesivas de f estdn todas acotadas en mddulo por 1 sobre R. Como

la dltima expresién converge a 0 si n crece, vemos asi que

f®(0) (GO
f()—; x* Z(zm), o

con la serie convergiendo uniformemente sobre todo intervalo compacto. La serie con-
verge puntualmente en todo R y es inmediato que la convergencia en R no es uniforme,
porque ninguno de los téminos de la serie es acotado.

16/17




Caélculo Avanzado — Segundo Cuatrimestre — 2019 Practica 8

(b) SiR> 0y x € [—R,R], entonces la serie D, _, x*"/n!* estd acotada término a tér-
mino en valor absoluto por la serie , ., R**/n!>. El cociente entre dos términos sucesivos
de esta ultima es

RZ(TH—l)/(n + 1)!2 R2
R2n/n|2 C (n+ 1)

y esto converge a 0: vemos asi que la serie con la que empezamos converge uniformemente
en [—R, R]y, como todos sus términos son funciones continuas, la funcién suma es continua
en ese intervalo. Como esto ocurre para todo R > 0, vemos que la serie original converge
puntualmente a una funcién continua en todo R. O

21. Consideremos la serie de funciones
1
; 1+ n2x2
sobre R.
(a) ¢En qué conjunto converge la serie?
(b) ¢Sobre qué intervalos es uniforme la convergencia?

(c) ¢Sobre qué intervalos no es uniforme la convergencia?

(d) ¢Es continua la funcién suma en su dominio? ¢Y acotada?

Solucion. (a) Es claro que la serie diverge cuando x = 0. Sea r > 0 y supongamos
que |x| = r. En ese caso la serie esta acotada superiormente en mdédulo por la serie
Dis1(1+n?r?)7!, que converge: el teorema de Weierstrass nos permite concluir entonces
que la serie converge uniformemente en el conjunto R \ (—r,r). Vemos asi que la serie
converge uniformemente en todo conjunto cuya clausura no contiene a 0.

Si A es un subconjunto de R tal que 0 € A. Si la serie convergiera uniformemente en A,
entonces tendriamos que (1+n2x?)! convergeria uniformemente a 0 en A cuando n crece
y, en particular, tendrfamos que (1 + n?x2)™ < 1/2 para todo x € Ay n grande: esto es
absurdo, porque todas esas funciones valen 1 cuando x = 0.

La funcién suma de la serie es continua en R \ 0, porque es una serie de funciones
continuas que converge uniformemente en un entorno de cada uno de los puntos de R \ 0.

Sea N e Nysea x €(0,1/N). Sin € [N], entonces

1 1 1
> >,
1+n2x2 ~ 14+ N2x2 "~ 2

asi que

L S ek
1+ n2x 2 14+n2x2 ~ 2°

n=>1 n>N

I\

Esto muestra que la funcién suma de la serie no estd acotada en ningtin conjunto cuya
clausura contenga a 0. O
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