CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 7: Compacidad

1. (a) Si(x,).>; esuna sucesién en R que converge y x, es su limite, entonces el
conjunto {x, : n > 0} es compacto en R.

(b) Elintervalo [0,1] es compacto en R.

(¢) Siay b sidoselementos de R\ Q tales que a < b, entonces S = (a,b) N Q es
un subconjunto cerrado y acotado de Q que no es compacto.

Solucion. (a) Sea X el conjunto del enunciado y sea % un cubrimiento abierto de X. Sea
U, € % tal que x € U,. Como la sucesion (x,),=; converge a x, existe N € N tal que
x, € U, siempre que n > N. Por otro lado, para cada i € [N] existe U; € % tal que
x; € U;. Es claro que {U; : 0 < i < N} es un subcubrimiento finito de %.

(b) Sea (x,),>1 una sucesién en [0,1]. Para cada subintervalo [a, b] de [0,1] sea
I(a,b) :={neN:x, €[a,b]}. Vamos a construir dos sucesiones (a,),so ¥ (b,)n=o induc-
tivamente, de manera tal que para todon € Nesa,.; < a, < b, < b1, b,—a,=2""
y el conjunto I(a,, b,) es infinito. Empezamos con q, := 0y b, := 1. Supongamos que
n € N, y que ya elegimos a, y b,,. Sea ¢ = (a, +b,)/2. Como I(a,, b,) =1I(a,,c)UI(c,b,)
y el conjunto I(a,, b,) es infinito, alguno de I(a,,c) o I(c, b,) es infinito: si I(a,,c) es in-
finito, ponemos a,,; = a, y b,.; = c; si, por el contrario, es finito, ponemos a,,; = ¢
y b,.1 = b,. En cualquiera de los dos casos tenemos que a, < a,,; < b,,; < a,,
bpe1 — apey = (b, —a,)/2 = 27D y el conjunto I(a,,, b,.1) es infinito. Observemos
que a = sup{a, : n = 1} coincide con inf{b, : n = 1}. En particular, tenemos que
a € [a,, b,] para todo n € N.

Vamos a construir ahora una subsucesién (x,, Ji>1 de (x;).>; tal que x,, € [ay, by]
para todo k € N. Ponemos n, := 1y para cada k € N definimos inductivamente

N1 = min{i € (@41, biyq) 1 1> i}

Es claro que la sucesién (n)»; es estrictamente creciente y que x,, € [ay, b;] para todo

k € N. M4s atin, como ese intervalo también contiene a a y tiene didmetro 27, tenemos

que |x,, —al < 27k, Esto implica claramente que la sucesién (x;, k=1 converge a a.
Hemos mostrado asi que toda sucesién en [0, 1] posee una subsucesién convergente.

(b) Sea % un cubrimiento abierto de [0, 1]y sea T el conjunto de los nimeros t € [0,1]
tales que % posee un subconjunto finito que cubre al intervalo [0, t]. Observemos que
T # @: en efecto, como % cubre [0, 1], existe U € % tal que 0 € U vy, por lo tanto, el
intervalo degenerado [0, 0] estd cubierto por el subconjunto {U} de %, que es finito, de
manera que 0 € T. Por otro lado, es evidente que T es acotado, ya que estd contenido
en [0, 1]: podemos, entonces, considerar el nimero 7 :=sup T, que estd en [0, 1].
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Como % cubre a [0,1], existe V € % tal que T € V y, como V es abierto, existe § > 0
talque (t—6,7+6) S V. Como 7 es el supremo de T, existeoc € T talque T—6 < 0 < T
y, por lo tanto, existe un subconjunto finito %’ de % que cubre al intervalo [0,0]. Es
claro ahora que %’ U {V'} es un subconjunto finito de % que cubre a [0, 7T + 6/2]: esto
implica, en particular, que [7,7+6/2]N[0,1] € T. Como 7 es el supremo de T, tenemos
necesariamente que [7,T+6/2]N[0,1]={7},asiquet €T,y v =1.

(c) Seana, b € R\ Q tales que a < by sea S := (a,b) N Q. Como a y b no estan
en Q, S =[a,b]NQ: como [a,b] N Q es un cerrado de Q, esto muestra que S es cerrado
en Q. Claramente es acotado — veamos que no es compacto. Sabemos que hay una
sucesién (g,),»; de nimeros racionales todos contenidos de [a, b] que converge a a y que
es decreciente: esa sucesion esta en S, es de Cauchy y no tiene limite en S, asi que S no
es completo. En particular, S no es compacto. O

2. Un espacio métrico compacto es separable.

Solucién. Sea X un espacio métrico compacto. Si n € N, entonces %, := {By,,(x) : x € X}
es un cubrimiento abierto de X y existe por lo tanto un subconjunto finito D, de X tal que
U := {By;,(x) : x € D, } es un subcubrimiento de %,. Pongamos D := | J

n

=1 D> que es
un subconjunto numerable de X. M4s atn, si x € X y n € N, entonces como %, es un
cubrimiento de X, existe y € D, € D tal que x € By/,(y), esto es, tal que d(x,y) < 1/n.

Esto nos dice que el conjunto D es denso en X. O

3. Siny mestan en N, escribamos

1 sin=m;

Apm - _
0 sino.
Para cada n € N podemos considerar la sucesién a, = (a,, ;) m>1, que es un elemento
de ¢, y, por lo tanto, la sucesién (a,),>; de elementos de ese espacio.
El conjunto {a, : n > 1} de £, es discreto, cerrado y acotado, pero no compacto.

Solucion. Sea X el conjunto del enunciado. Si n y m son dos elementos distintos de N,
entonces do,(a,,a,) = |a,, —a,,| =1, asi que para todo n € N es X N B, ;5(a,) = {a,}:
vemos asi que X es discreto.

Para todo n € N es d(a,,0) = 1, as{ que X es acotado. Si (x,),>; es una sucesién en X
que converge en £, entonces la sucesion es de Cauchy y existe N € N tal que siempre que
r,s = N se tiene que d(x,,x,) < 1/2y, por lo que hicimos ya, que x, = x,. La sucesién
es, por lo tanto, casi constante y podemos concluir entonces que su limite estd en X. Para
ver que X no es compacto basta observar que la sucesién (a,),>1, que toma valores en X,
no posee ninguna subsucesiéon de Cauchy: en efecto, toda subsucesion es inyectiva y la
distancia entre cada par de sus puntos es 1. O

4. Sea X un espacio métrico. Si % es un cubrimiento abierto de X, un nimero
€ > 0 es un ntimero de Lebesgue de % si toda bola abierta de radio € esta contenida
en un abierto de %. Muestre que todo cubrimiento abierto de un espacio métrico
compacto posee un numero de Lebesgue.
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Solucion. Sea X un espacio métrico compacto y sea % un cubrimiento abierto. Si X € %,
entonces 1 es un numero de Lebesgue para % . Podemos suponer entonces que X ¢ % en
lo que queda de la prueba.

Como X es compacto, hay un subconjunto finito %’ de % que cubre aX. Sean = #%’,
sean Uy, ..., U, los elementos de %’ y sea f : X — R la funci6n tal que

f)= 130X \U)
i=1

para cada x € X; observemos que esto tiene sentido, ya que X ¢ %’. Esta funcién es
continua, porque es suma de funciones continuas. Sea & := inf{f(x): x € X}. Como X es
compacto, existe y € X tal que f(y) = 6. Como %’ es un cubrimiento de X, existe i € [n]
tal que x € U;, y como X \ U; es un cerrado, tenemos que d(y,X \ U;) > 0, de manera que
claramente 6 = f(y) > 0.

Veamos que & es un ntimero de Lebesgue para %. Sea z € X. Si no existiera i € [n]
tal que Bs(2) € U,, entonces seria d(z,X \ U;) < 6 para todo i € [n] y, por lo tanto,
fl2)= %Z?:l d(z,X \ U;) < &: esto es absurdo. Esta nos dice que hay un i € [n] tal que
Bs(z)C U, € %. O

5. Sea X un espacio métrico.

(a) El conjunto de los compactos de X es cerrado por uniones finitas e intersec-
ciones arbitrarias.

(b) SiX es compacto, todo cerrado de X es compacto.

(¢) Un subconjunto F de X es cerrado si y solamente si para todo compacto K
de X la interseccién F NK es cerrada.

Solucion. (a) Sea C una familia no vacia de compactos de X. Como los elementos de C
son compactos, son cerrados en X, asi que T := (). K es un cerrado de X. Si K, es
un elemento de C, entonces T es un cerrado de K, asi que es compacto porque K, lo
es. Vemos asi que la interseccién de una familia arbitraria no vacia de compactos de X es
compacta.

Para ver que la unién finita de compactos es compacta es suficiente, gracias a una
induccién evidente, con mostrar que la unién de dos compactos es compacta. Sean A
y B dos compactos de X y sea (x,),>; una sucesiéon en AU B. Alguno de los conjuntos
{neN:x,€A}ly{neN: x, €B} es infinito y podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que el primero lo es. Esto implica claramente que nuestra sucesion tiene una
subsucesion con valores en Ay, como A es compacto, esta subsucesion posee una subsu-
cesion convergente. Por supuesto, esto nos dice que la sucesién con la que empezamos
posee una subsucesion convergente.

(b) Supongamos que X es un espacio métrico compacto y sea F un cerrado de X. Sea
% un cubrimiento abierto de F. Para cada U € % existe un abierto V;; en X tal que
U=FnNVy,yelconjunto ¥ := {X \ F}U{V, : U € %} es un cubrimiento abierto de X.
Como X es compacto, este cubrimiento posee un subcubrimiento finito #’. Es inmediato
verificar que {V NF : V € ¥’} \ {@} es un subcubrimiento de %.

(c) La condicién es claramente necesaria, ya que los compactos de X son cerrados y la
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interseccién de cerrados es cerrada. Veamos que también es suficiente.

Sea F un subconjunto de X tal que para todo compacto K de X la interseccion F N K
es cerrada y sea (x,),>; una sucesién con valores en F que converge a un punto x de X.
El conjunto K = {x, : n > 1} U {x} es un compacto de X, asi que la hipétesis nos dice que
FNK es cerrado: como la sucesién (x,),; toma valores en esta interseccién, tenemos que
su limite x esta también ahi. En particular, tenemos que x € F. Vemos asi que F es un
cerrado de X. O

6. SiV esun espacio vectorial de dimensién finita, entonces dos normas ||—|| y ||—|’
sobre V son equivalentes, esto es, existe un escalar positivo a tal que

allxll < llxll” < a™ x|l

para todo x € V.

Solucién. Hacer

7. El espacio métrico c, de las sucesiones de numeros reales que convergen a 0 do-
tado de la métrica d, es separable y su bola unidad cerrada B;(0) no es compacta.

Solucion. Consideremos el conjunto D de las sucesiones (a,),>; de nimeros racionales
para las que existe n, € N tal que a,, = 0 siempre que n > n,. Es claro que D es numerable
y que D C ¢,. Veamos que D es denso en c.

Sea x = (x,),>; un elemento de c, y sea € > 0. Como la sucesién x converge a 0,
existe n, tal que |x,| < €/2 si n = n,. Por otro lado, como Q es denso en R, existen
Q15 ---> Qn, € Q tales que max{|q; —x;|: 1 <i<ng} <e. Siy=(y,) estal que y; =g;
parai € [ny] e y; = 0 si i > n,, entonces claramente es y € D y d,(x,y) < €. Esto
prueba que el espacio c, es separable, como queriamos.

Para cada n € N sea e, = (e,,,),>1 la sucesién tal que e, , =0sim#nye,, = 1.
Es claro que e, converge a 0, asi que e, € c,. Tenemos, por lo tanto, una sucesién (e, ),>1
en c¢,. Més adn, d,(0,e,) = 1 para todo n € N, asi que la sucesién toma valores en la
bola unidad cerrada EI(O). Si esta bola fuera compacta, la sucesion poseeria una subsu-
cesién convergente y, en particular, de Cauchy, pero esto no es asi: en efecto, es claro que
deo(e,, e,) = 1 siempre que n # m. d0

8. Sean X e Y dos espacios métricos y dotemos al conjunto X xY de su métrica d .
El espacio X x Y es compacto si y solamente si X e Y lo son.

Solucion. Si el espacio X x Y es compacto, entonces X e Y también lo son porque las
proyecciones 71, : X XY > X y m, : X x Y — Y con continuas y sobreyectivas.

Para probar la reciproca, supongamos que X e Y son espacios métricos compactos y
sea (p,),>1 una sucesién en X x Y. Como X es compacto, existe una subsucesion (p,,, Ji>1
tal que la sucesién (7(p,, ))k>1 converge en X, y como Y es compacto, esta subsucesién
posee a su vez una subsucesion (pnkl )i>1 tal que la sucesién (nz(pnkl ));>1 es convergente
en Y. Como ademds (nl(pnkl ));>1 converge en X, la caracterizacidén de las sucesiones
convergentes en X X Y nos dice que la sucesion (pnk, )i=1, que es una subsucesién de la
sucesiones (p,),=1 con la que empezamos, converge. O
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9. Sea X un espacio métrico.

(@) Si K es un compacto de X y x € X, entonces hay un punto y € K tal que
d(x,y) = d(x,K).

(b) SiF yG sondoscerrados disjuntos de X y uno de los dos es compacto, entonces
d(F,G) > 0.

() SiF y G son dos compactos de X, entonces existen x € F e y € G tales que
d(x,y) =d(F,G).

Solucién. (a) Sea K un compacto de X y sea x € X. La funcién f : y e K » d(x,y) €R
es continua y su dominio compacto, asi que existe y € K tal que f(y) < f(y’) para todo
y’ €K, esto es, tal que d(x,y) < d(x,y’) para todo y’ € K. Esto nos dice que d(x,y) es
una cota inferior para {d(x,y’) : y’ € K}y, por lo tanto, que d(x, y) < d(x,K). Por otro
lado, que d(x,y) = d(x,K) es evidente.

(b) Sean F y G dos cerrados de X y supongamos que F es compacto y que d(F,G) = 0.
Esto implica que hay dos sucesiones (x,),>1 € (¥n)n.>1 €0 F y en G, respectivamente, tales
que lim,_,o, d(x,,y,) =0. Como F es compacto, podemos —a menos de reemplazar a la
sucesién (x,),>; por una de sus subsucesiones— suponer que ademads la sucesién (x,),>;
converge a un punto x, que necesariamente estd en F, ya que F es cerrado.

Si ahora n €N, entonces 0 < d(x, y,) < d(x,x,)+d(x,,¥,)y, como (x,),>;, converge
a x y (d(x,, ¥n)).=1 converge a 0, vemos que (y,),>1 converge a x. Esta dltima sucesién
toma valores en G, que es cerrado, asi que podemos concluir que x € G. Pero entonces la
interseccién F N G no es vacia, ya que contiene a x.

(c) Sean F y G dos compactos de X. La funcién distancia d : X x X — R es continua,
asi que también lo es su restricciéon d : F x G — R. Como el dominio de esta dltima es
compacto, sabemos que existe (x,y) € F x G tal que d(x,y) < d(x’,y’) cualquiera sea
(x’,y") € F x G. Esto, por supuesto, nos dice que d(x,y) = d(F, G). O

10. Sea X un espacio métrico completo y sea K(X) el conjunto de todos los sub-
conjuntos compactos y no vacios de X.

(@) SiAvy B son elementos de K(X), ponemos d(A,B) := sup{d(a,B) : a € A}.
Muestre que d no es, en general, una métrica sobre K(X).
(b) Sea & :K(X)xK(X)— R la funcién tal que

5(A,B) = max{d(A, B),d(B,A)}

cada vez que Ay B estan en K(X). Por otro lado, si C es un subconjunto de X
y € > 0, entonces ponemos

N(C,e) ={xeX :d(x,C) <e}.
Sie>0yA, Be<K(X), entonces
6(A,B)<e < ACN(B,c)yBC N(A,zs).

(¢) La funcién 6 es una métrica sobre K(X), a la que llamamos métrica de Haus-

dorff.
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Solucién. (a) Sean X = R, A = {—2,2} y B = [—1,1]. Es d(4,B) = 1, mientras que
&(B,A) = 2: la funcién 6 no es, por lo tanto, simétrica, y, en particular, no es una métrica.

(b) Sean Ay B dos compactos de X y sea € > 0.

Supongamos primero que 6(A, B) < ¢, de manera que d(A,B) < ¢ y d(B,A) < ¢: esto
implica que d(a,B) < ¢ para todo a € Ay d(b,A) < ¢ para todo b € B: vemos asi que
ACN(B,¢)yque BCN(4e¢).

Supongamos ahora que A € N(B,¢) y que B € N(A, ¢), de manera que d(a,B) < ¢
para todo a € Ay d(b,A) < ¢ para todo b € B. Como la funcién a € A — d(a,B) € R es
continua, su dominio es compacto y en todo punto tiene valor estrictamente menor a €, su
mAaximo es estrictamente menor que ¢ y tenemos, por lo tanto, que d(A, B) < ¢. El mismo
razonamiento nos dice que d(B,A) < ¢y, por lo tanto, que 6(A,B) < €.

Observemos que

inffe€eR:e>0,ACN(B,e),BCN@A¢e)l=inf{ce€R:e>0,6(A,B)<¢e}=65(AB).

(c) La funcién & es evidentemente simétrica y tiene 6(A,A) = 0 para todo A € K(X).
Por otro lado, si Ay B son elementos de K(X) tales que 6(A,B) = 0, entonces para
todo € > 0 tenemos que A € N(B,¢) y B € N(A,¢), de manera que A C ﬂDON(B,s)
¥ B S ().soN(A ). Ahora bien, es claro que [
un punto de esa interseccién tiene d(x,B) = 0, de manera que la interseccién es igual

.~oN(B,¢) contiene a B y que si x es

a B = B. De la misma forma, es (Neso N(A, &) = Ay, por lo tanto, tenemos que A= B.

>0
Nos queda probar que 6 satisface la desigualdad triangular. Sean A, B y C tres ele-

mentos de K(X). Observemos que siempre que R y S estdn en K(X) se tiene, por lo que
probamos en la segunda parte del ejercicio, que

6(R,S)=inf{e€R:e>0,RCN(S,¢), S CN(R,¢)}.
En particular,

6(A,B)+6(B,C)
inff{feeR:e>0,ACN(B,e), BCN(A¢)}
+inf{fe€R:e>0,BCN(C,¢),CCSN(B,e)}

=inf{e+neR:e,n>0,ACN(B,¢e), BCN(A¢), BCN(C,e),C S N(B,e)}.

Ahora bien, si € y 17 son nimeros positivos tales que AC N(B,¢), BC N(A, &), BC N(C,¢)
y C € N(B, ¢), entonces

ACN(B,e) SN(N(C,n),e)=N(C,e+mn)

CCN(B,M)SN(N(A,e),n)=N(A e+n).

Esto nos dice que

{e+meR:e,m>0,ACN(B,¢), BCN(A¢), BCN(C,¢e),C S N(B,e)}
C{peR:p>0,ACSN(C,p),C SN p)}
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y, por lo tanto, que

6(A,B)+6(B,C)
=inf{e+neR:e,n>0,ACN(B,c), BCN(A¢e), BCN(C,e),C CN(B,¢e)}
>inflpeR:p>0,ACN(C,p),C SN(Ap)}
=68(A,C).

Esta es la desigualdad que queriamos. O

T11. Sea X un espacio métrico y sea K(X) el conjunto de los compactos no vacios
de X dotado de su métrica de Hausdorff.

(a) SiX es completo, entonces K(X) es completo.

(b) SiX es compacto, entonces K(X) es compacto.

Solucién. (a) Hacer

(b) Supongamos que X es compacto. Como X es completo, la primera parte del ejerci-
cio nos dice que K(X) es completo: para ver que K(X) es compacto, entonces, es suficiente
que mostremos que es totalmente acotado.

Sea ¢ > 0. Como el espacio X es compacto, hay un conjunto finito F C X tal que
X = UxeF B,(x). Sea G el conjunto de todas las uniones no vacias de elementos de la
famila 8 = {B,(x) : x € F}. Como los elementos de 98 son cerrados de X, son compactos:
esto implica que los elementos de G son compactos de X, ya que son uniones finitas de
compactos. Por otro lado, el conjunto G tiene a lo sumo 2'#! elementos, asi que es finito.

Sea K un elemento de K(X), esto es, un compacto no vacio de X. Pongamos

L= J B.w),

_X€F
KNB,(x)#0
que es un elemento de G; observemos que L # @& porque % es un cubrimiento de X.
Si y € L, entonces existe x € F tal que y € B,(x) y K NB,(x) # @ ¥, por lo tanto,
d(y,K) < 3e: esto muestra que L € N(K, 3¢). Por otro lado, si z € K, entonces la eleccién
de F implica que existe x € F tal que z € B,(x), de manera que K NB,(x) # &, B,(x) C L,
y d(z,L) < 3e: esto muestra que K C N(L, 3¢). De acuerdo al Ejercicio 10(b), tenemos
entonces que 6(K, L) < 3¢y, por lo tanto, que K € B5,(L).
Con esto concluimos que

K(X) S | Ba(L)

LeG

y, en definitiva, que es totalmente acotado. O

12. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios métricos.

(a) SiX es compacto, entonces f (X) también lo es.

(b) Siademas f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.
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Solucién. (a) Supongamos que X es compacto. Sea (y,),>; una sucesién en f(X), de
manera que para cada n € N existe x,, € X tal que f(x,) = y,. Como X es compacto,
la sucesién (x,),>; posee una subsucesion (x,, )i>1 convergente, y como f es continua la
sucesién (f (x,, )i>1, que la subsucesion (y,, Ji>1 de (¥,)n>1, converge. Esto implica que
el conjunto f(X) es compacto.

(b) Supongamos que X es compacto y que f es biyectiva. Para ver que f es un homeo-
morfismo, es suficiente con mostrar que es cerrada. Sea F un cerrado de X. Como X es
compacto, F es compacto en X ¥, en vista de la primera parte del ejercicio, f(F) es un
compacto de Y. En particular, f(F) es un cerrado de Y, y esto muestra que f es cerrada,
como queriamos. O

13. Si X es un espacio métrico compacto, entonces para todo otro espacio métrico
Y la proyecciéon 7w : (x,y)€X xY — y €Y es cerrada.

Solucion. Sea X un espacio métrico compacto, sea Y un espacio métricoyseaw: X xY —Y
la proyeccion en el segundo factor del producto. Sea F un cerrado de X x Y y sea (¥,,)n=1
una sucesion en 7t(F) que converge a un punto y de Y. Como la sucesion esta en 7(F),
para cada n € N existe x,, € X tal que (x,,y,) € F. Como X es compacto, la sucesién
(x;)n>1 contiene una subsucesién (x,, )i>; que converge a un punto x de X. Como también
(¥, Jk>1 converge a y, tenemos que la sucesién ((x,,, ¥y, )k>1, que toma valores en F,
converge a (x,y): como F es cerrado, esto implica que (x,y) € F y, por lo tanto, que
y =mn(x,y) € n(F). Vemos asi que 7t(F) es cerrado en Y. O

14. Sean X e Y dos espacios métricos y supongamos que Y es compacto. Una
funcién X — Y cuyo gréfico es un cerrado de X x Y es continua.

Solucion. Sea f : X — Y una funcién tal que T' = {(x, f (x)) : x € X} esun cerrado de X XY,
sea (x,),>1 una sucesién en X que converge y sea x su limite. Como Y es compacto, la
sucesién (f (x,)),»1 posee subsucesién convergentes. Si (f(x,, ))i>1 €s una de ellas e y su
limite, entonces la sucesién ((x,,, f (x,, ))x>1, que toma valores en T, converge entonces
a (x,y)y, como I es cerrado, tenemos que (x,y) €T, esto es, que f(x)=y.

Vemos de esta forma que toda subsucesién convergente de (f (x,,)),>1 converge a f (x).
Esto implica que la sucesién misma converge a f(x) y, en definitiva, que f es continua:
probemos eso.

una sucesion en un espacio métrico compacto tal que todas sus subsucesiones con-
vergentes tienen el mismo limite converge.

Sea Z un espacio métrico compacto y sea (z,),>; Una sucesién en Z cuyas subsucesiones
convergentes convergen todas a un punto z y supongamos, para llegar a un absurdo, que
la sucesién no converge a z. Existe entonces ¢ > 0 y una subsucesion (2, )i>; tal que
d(z, an) > ¢ para todo k € N. Como Z es compacto, esta subsucesion posee, a su vez, una
subsucesion (znkl )i=1 que converge. Si w es el limite de esta dltima, tenemos claramente
que d(z,w) = ey, en particular, que z # w: esto es absurdo, porque contradice la hipétesis
hecha sobre a sucesién (2,),1- O

15. (a) Una funcién f : [0,4+00) — R que es uniformemente continua en [0, 1]
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y en [1,+00] es uniformemente continua en [0, +00).

(b) La funcién x €[0,+00) — 4/x € R es uniformemente continua.

(¢) Una funcién continua f : R — R tal que x|—i>£—noof(x) = xl_ir_noof(x) =0es
uniformemente continua.

Solucidn. (a) Sea f : [0,+00) — R una funcién que es uniformemente continua en [0, 1]
yen[1,4+00), ysea e > 0. La hipdtesis implica inmediatamente que existe 6 > 0 tal que

%,y €[0.1] lk=yl <5 = IFx)—fOI< 3

%,y €[L+00), [x—y| <8 = [f(x)=fI < 3.

Sean x e y son dos elementos de [0, +00) tales que |[x —y| < §. Si x e y estdn los dos
en [0,1] o en [1,+00), entonces la eleccién de & implica que |f (x)—f(¥)| < /2 < .
Si no es ese el caso, podemos suponer sin pérdida de generalidad que x € [0,1] y que
y €[1,+00). Tenemos entonces que y > x y que

o0>|y—x|l=y—x=(y-1D+0-x)=|y—1+[1—x|,

asique [x—1| <6 y|l—y| <&y por lo tanto,
£

2

= £5

FE)=fNII<IfF ) =fFMI+1F D) =fF)I < §+

Vemos asi que f es uniformemente continua en [0, +00).

(b) Sea f la funcién del enunciado y sea ¢ > 0. Existe K > 0 tal que 1/2/K < £/2.
Como f es continua, es uniformemente continua en el intervalo compacto [0,K] y existe
6 > 0, que podemos suponer menor que 1, tal que

x,y €[0.K], Ix =yl <8 = If(x)=F I < 3.

Por otro lado, si x e y son dos elementos de [K,+o0) con |[x —y| < 1, el teorema de
Lagrange nos dice que existe un punto £ que estd entre x e y, y que en particular es
mayor que K, tal que

Elx—y] = ——x—y| < —— < &
If G) =l =1 (Ellx yl—zﬁlx y|<2ﬁ<2.

Procediendo como en la primer aparte del ejercicio, podemos ver que
x,y €[0,+00), [x —y[ <min{6,1} = [f(x)—f(y)l <e.

(c) Sea f : R — R una funcién continua tal que XETmf(x) =0y xﬂrfnoof(x) =0ysea
€ > 0. La hipdtesis implica que existe R > 0 tal que si |x| > R entonces |f (x)| < £/2. Por
otro lado, como la funcién es continua en el intervalo compacto [—R, R], existe 6 > 0, que
podemos suponer menor que R, tal que

x,y €[-RE] Ix =yl <6 = If()—fI <3

Si ahora x e y son dos elementos de R que estan a distancia menor que 6 y tales que
x <y, entonces o bien estdn los dos en uno los intervalos (—oo,—R], [—R,R] o [R, +00),
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o bien x € (—oo,—R] e y € [—R,R], o bien x € [—R,R] e y € [R,+00). En el primer caso
tenemos que |f(x) — f(y)| < €/2 < . En el segundo, que |x —(—R)| y |[(—R) — y| son
menores que 6, asi que |[f (x)—f(¥)I < |f (x)—f (=R +|f (=R)—f(¥)l <e/2+e/2=¢,
y en el tercero que |x —R| y |R— y| son menores que §, de manera que

FE)=fII=IfG)=fRI+IFR)—Ff)l<e/2+e/2=¢.
Vemos asi que
x,yER, [x—y[<b = |f(x)-f(¥)I<e

y, por lo tanto, que f es uniformemente continua. O

16. Sea X un espacio métrico y sea A un subconjunto compactode X. Si f :A— R
es una funcién continua y f(x) > 0 para todo x € A, entonces existe K > 0 tal que
f(x) =K para todo x € A.

Solucién. Sea f : A — R una funcién continua sobre el compacto A que toma valores
positivos, consideremos el nimero K = inf{f (x) : x € A}. Si K = 0, entonces existe una
sucesion (x,),>; de elementos de A tal que lim,_,, f(x,) = 0: como A es compacto, hay
una subsucesion (x,, )y>; que converge a un punto x de A, y como f es continua, tenemos
que f(x) = limy_,, f(x,)) =0, lo que es absurdo. Esto nos dice que K es positivo. Como
f(x) =K para todo x € A, esto prueba lo que queremos. O

17. Sea f : R — R una funcién continua y abierta.
(a) Lafuncién f no tiene extremos locales.
(b) Existen a, b € [—00,+00] tales que f(R) = (a, b).

(¢) Lafuncién f es un homeomorfismo de R al intervalo (a, b) y ella y su inversa
son funciones mondtonas.

Solucion. (a) Supongamos que f tiene un maximo local en x € R, de manera que existe
€ > 0 tal que f(x) > f(y) para todo y € B,(x). Esto implica que f(B,(x)) estd contenido
en (—oo, f(x)]: como evidentemente contiene a f (x), ese conjunto no es abierto. Esto es
absurdo, ya que f es abierta y B,(x) es abierto.

(b) Como f es continua y R conexo, el conjunto f(R) es un conexo abierto de R y
sabemos que los conexos abiertos son los intervalos abiertos.

(c) Si x e y son dos elementos de R tales que x < y, entonces f (x) # f(y). En efecto,
supongamos que, por el contrario, es f(x) = f(y). Si m y M son el minimo y el mdximo
de f en [x,y], entonces existen u, v € [x, y] tales que f(u) = my f(v) = M. Si fuese
u € (x,y), entonces f tendria un minimo local en u; de la misma forma, si fuese v € (x, y),
f tendria un maximo local en v. Vemos asi que u, v € {x,y}. Como f(x) = f(y), esto
implica que m = M vy, por lo tanto, que f es constante en [x,y]. Pero en particular esto
nos dice que la imagen del abierto (x, y) por f tiene un Unico punto: esto es absurdo, ya
que f es abierta.

Vemos asi que si

A={(x,y)eR*:x <y, f(x) < f())}

10/11




Caélculo Avanzado — Segundo Cuatrimestre — 2019 Practica 7

B:={(x,y)eR*:x <y, f(x)>f(y)},
entonces
AUB={(x,y)eR?*: x < y}.

Ahora bien, es claro de la definicién de los conjuntos A y B y de la continuidad de f que
se trata de abiertos y que son disjuntos. Como el conjunto {(x, y) € R?: x < y} es conexo
tenemos que o bien coincide con A o bien coincide con B: esto significa que o bien f es
estrictamente creciente o bien es estrictamente decreciente.

En particular, la correstriccién f : R — (a,b) es sobreyectiva e inyectiva: como es
continua y abierta, se trata de un homeomorfismo. O
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