CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Préctica 6: Conexidn y arco-conexién

Conexion
1. (a) ¢Cudles de los siguientes subconjuntos de R son conexos?
{(xeR:0<|x| <2}, N, [0,1), Q {f:neN}L

(b) SiX esun espacio métrico, x € X y € > 0, ées conexa la bola B,(x)?

2. De ejemplos de dos conjuntos conexos de R" que tengan (i) unién no conexa;
(ii) interseccién no conexa; (iii) diferencia no conexa. ¢Puede encontrar ejemplos
conn=1?
3. (a) SiC esunsubconjunto conexo de R" y x es un punto de acumulacién de C,
entonces C U {x} es conexo.
(b) ¢éSon ciertas las siguientes afirmaciones?
() Elinterior de un conjunto conexo es conexo.

(i) La clausura de un conjunto conexo es conexa.

4. Sea X un espacio métrico y sea C un subconjunto de X. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) No existen abiertos no vacios y disjuntos U y V de C talesque C=UUV.

(ii) No existen abiertos disjuntos Uy V de X talesque UNC # @, VNC # Dy
CCUuV.

(iii) SiA es un subconjunto no vacio de C que es abierto y cerrado en C, entonces
A=C.

5. Sea X un espacio métrico. Si .«/ es una familia de subconjuntos conexos de X
tal que

cada vez que Ay B son dos elementos de ./, existen n € N, y elemen-
tos Cy, ..., C, de o tales que A= Cy, B=C, y para cada i € [n]
es C;,_1 NC; # &,

entonces la unién | J,. , A es conexa.
6. Una funcién continua R — Z es constante.

7. Un espacio métrico X es conexo si y solo si toda funcién continua X — {0, 1} es
constante.
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8. Sin > 2, entonces los espacios métricos R y R" no son homeomorfos.

9. (a) Una funcién continua f : [0,1] — [0, 1] posee un punto fijo, esto es, existe
x €[0,1] tal que f(x) = x.

(b) Sea X un espacio métrico, sea f : X — R una funcién continua y sean a y b
dos elementos de f(X) tales que a < b. Si X es conexo, entonces para todo
c € [a, b] existe x € X tal que f(x) = c. ¢Es cierta la implicacién reciproca?

(¢) Un espacio métrico conexo con mas de un punto es no numerable.

10. Encuentre las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R o R?:

arcsen([v2/2,1]), Q
B,((—1,0)) UB,((1,0)), B1((—1,0))uB,((1,0)) U {(0,0)}.

11. Paracadan&€NseaA, = {%} x[0,1] y sea

X ={(0,0),(0, )} u [ JA,.

n>1

(a) Los conjuntos {(0,0)} y {(0,1)} son componentes conexas de X.

(b) Si B es un subconjunto abierto y cerrado de X, entonces o bien B contiene al
conjunto {(0, 0),(0,1)} o es disjunto con él.

12. Las componentes conexas de un espacio métrico son cerradas. ¢Son abiertas?

13. Muestre que los siguientes conjuntos son totalmente desconexos:

(a) Un espacio métrico discreto con mas de 1 punto.
b Q.

(¢) El conjunto de Cantor.

Arco-conexion

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico X es arco-conexo si no es
vacio y cada vez que x e y son puntos de A existe una funcién continua o : [0,1] - A
talque c(0)=xyo(l)=y.

14. Un subconjunto arco-conexo de un espacio métrico es conexo, pero existen
espacios conexos que no Son arco-Conexos.
15. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son arco-conexos?

(@) El gréfico Ty = {(x,y,f(x,y)) € R3 : (x,y) € R?} de una funcién conti-
nua f : R2 - R.

(b) Los conjuntos B;(0) y R" \ B;(0).

© R*\{(x,0):x eR}.

(@ R*\{(0,0)}.
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16. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios métricos. Si X es arco-

conexo, entonces f (X) es un subconjunto arco-conexo de Y.

17. Un espacio métrico X es localmente conexo o localmente arco-conexo si cada vez

que x es un punto de X y U un entorno de x en X existe un entorno V de x en X

tal que V C U y V es conexo o arco-conexo, respectivamente.

(a)
)
©
()]

(e)
"

@

R" es localmente conexo y localmente arco-conexo.

Un abierto de R es conexo si y solamente si es arco-conexo.

Un espacio métrico es localmente conexo si y solamente si las componentes
conexas de sus abiertos no vacios son abiertas.

Las componentes arco-conexas de un espacio métrico localmente arco-conexo
son abiertas.

Un espacio métrico conexo y localmente arco-conexo es arco-conexo.

En un espacio métrico localmente arco-conexo todo abierto conexo es arco-
CONexo.

Un espacio métrico es localmente conexo si y solamente si cada vez que x es
un punto de X y U es un entorno abierto de x en X existe un entorno abierto
V dexenX talque V C U y V es conexo.

18. Muestre que el conjunto

U={f €C[0,1]: f(x)# 0 para todo x €[0,1]}

es un abierto de C[0, 1] y encuentre sus componentes conexas.
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