CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Préctica 6: Conexidn y arco-conexién

Conexion

1. (a) ¢Cudles de los siguientes subconjuntos de R son conexos?
{xeR:0<|x| <2}, N, [0,1), Q, {%:neN}.

(b) SiX esun espacio métrico, x € X y € > 0, ées conexa la bola B,(x)?

Solucion. (a) Tenemos que

{(x eR:0< |x]| <2} =(—2,0)U(0,2),
N=NN(—00,1/2)UNN(1/2,+00),
Q=Qn(-00,v2)UQN(v2,+00),
{2:neN}={2:neN}n(0,1/V5)U{: :neN}N(1/V5,2).

asi que cada uno de esos conjuntos es desconexo. Por otro lado, la funcién

teER—»1———¢€
+ t2
es continua y tiene por imagen al intervalo [0, 1), asi que este ultimo es conexo.
(b) Depende del espacio, del punto y del radio de la bola! Por ejemplo, en un espacio
con métrica discreta y con mas de un punto una bola abierta es conexa si y solamente si
su radio es menor o igual a 1. Por otro lado, en R" toda bola es conexa. O

2. De ejemplos de dos conjuntos conexos de R" que tengan (i) unién no conexa;

(ii) interseccién no conexa; (iii) diferencia no conexa. ¢Puede encontrar ejemplos
conn=1?

Solucidn. Los intervalos (0,1) y (1,2) son conexos, pero (0,1) U (1,2) no es conexo.
Si¢ :te€R— (cost,sint) € R?, entonces los conjuntos ¢([0,7]) y ¢([7,27]) son

conexos, pero su interseccién {¢(0), ¢(7)} no lo es. Finalmente, R? y X = {(x,0) : x € R}
son conexos de R?, pero la diferencia R? \ X no lo es.

No hay ejemplos para (ii) y (iii) en R. Para verlo, mostremos primero que
un subconjunto no vacio y conexo de R es un intervalo posiblemente degenerado.
En efecto, supongamos que A es un subconjunto no vacio y conexo de R y sean
a=infAe[—00,+00), b =supAe (—o0,+00].

Si x es un elemento de R tal que a < x < b, entonces existen y, z €Atalesque y <x <z
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Si x no fuera un elemento de A, entonces las intersecciones AN (—oo,x) y AN (x, +00)
serfan entonces no vacias, abiertas en Ay con unién igual a A, lo que es imposible. Vemos
de esta forma que (a, b) € A. La eleccién de a y b implica que ademds A C [a, b], asi que
A es alguno de los conjuntos (a, b), [a, b), (a,b] o [a, b].

Ahora bien, como la interseccién de dos intervalos es un intervalo y la diferencia de
dos intervalos es un intervalo, vemos que, como dijimos, no hay ejemplos para (ii) o (iii)
en R. O

3. (a) SiC esunsubconjunto conexo de R" y x es un punto de acumulacién de C,
entonces C U {x} es conexo.

(b) ¢Son ciertas las siguientes afirmaciones?
(1) Elinterior de un conjunto conexo es conexo.

(i) La clausura de un conjunto conexo es conexa.

Solucion. (a) Sea C un subconjunto conexo de R", sea x un punto de acumulacion de C,
sea D := C U {x} y supongamos que hay dos abiertos Ay B de D no vacios, disjuntos y
tales que AUB = D. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x € A. Como
C=(ANC)U(BNC)ylos conjuntos ANC y BN C son abiertos disjuntos de C, que C sea
conexo implica que o bien C € A o bien C C B. La segunda posibilidad no puede ocurrir:
como A es un abierto de D, existe ¢ > 0 tal que Bf(x) C Ay, por lo tanto, si C C B es
B.(x)NC €B.(x)NBC Bf(x) NB CANB =@, lo que es absurdo, ya que x € C.

Vemos asi que C C Ay, en definitiva, que D € A. Esto prueba que D es conexo.

(b) La primera de las dos afirmaciones del enunciado no es cierta: en R? el conjunto
B,((—1,0)) UB,((1,0)) es conexo — cada una de las dos bolas cerradas es conexa y esas
bolas tienen interseccién no vacia — pero su interior B;(—1,0)UB;(1,0) no lo es. Veamos
que la segunda si es cierta.

Sea X un espacio métrico, sea C un subconjunto conexo de X y sean Ay B dos abiertos
disjuntos de C tales que AUB = C. Como (AN C)y (B N C) son abiertos disjuntos de C
cuya unién es C, uno de los dos coincide con C: sin pérdida de generalidad podemos
suponer entonces que C C A. Sea ahora x € C y supongamos que x € B. Como B
es abierto en C, existe ¢ > 0 tal que C N B,(x) € C N B,(x) = Bf(x) € B y entonces
CNB,(x)=CNB,(x)NAC BNA= @: esto es absurdo, ya que x € C. Vemos asi que
C C Ay, en definitiva, que C es conexo. O

4. Sea X un espacio métrico y sea C un subconjunto de X. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

() No existen abiertos no vacios y disjuntos U y V de C talesque C=UUV.
(ii) No existen abiertos disjuntos Uy V de X talesque UNC # B, VNC # Dy
CCUuUV.
(iii) Si A es un subconjunto no vacio de C que es abierto y cerrado en C, entonces
A=C.

Solucién. (i = ii) Si U y V son abiertos disjuntos de X tales que UNC # &, VN C # &
y C CUNB, entonces U = UNC y V' =V NC son abiertos disjuntos y no vacios de C
tales que U’ UV’ = C. Esto muestra que si no vale (ii) no vale (7).
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(ii = i) Supongamos que (i) no vale. Sean U y V dos abiertos no vacios y disjuntos
de C tales que C = UNV. Como son cerrados en C, existen cerrados F y G de X tales que
FNC=UyFNC=V,yestoimplicaque UNVCFNVCFNCNV=UNV =gy, de
manera similar, que U NV = @. Sean dy;, dy, : X — R las funciones distanciaa Uy a V,
respectivamente. Sean U = {x € R : d;(x) < d,(x)} y V = {x € R : dy(x) > dy(x)}. Se
trata de abiertos, porque las funciones d;; y d, son continuas, y son claramente disjuntos.
Si x € U, entonces dy(x) = 0y dy(x) > 0 porque x ¢ V, asi que U C U; de la misma
forma, V CV, yentonces C CUUV. EsUNC2UNC=U#@yVNC2VNC=V #@.
Esto nos dice que (ii) no vale.

(i = iii) Supongamos que vale (i) y sea A un subconjunto no vacio de C que es abierto
y cerrado en C. Entonces C \ A es un abierto de C disjunto de Ay tal que AU(C \A)=C:
la hipétesis implica que C \ A = @, es decir, que A= C.

(iii = i) Sean U y V dos abiertos disjuntos de C tales que C = U NV y supongamos
que U # @. El conjunto U = C \ V es entonces también cerrado y la hipétesis (iii) implica
que U = C, es decir, que V es vacio. O

5. Sea X un espacio métrico. Si .« es una familia de subconjuntos conexos de X
tal que

cada vez que Ay B son dos elementos de ./, existen n € N, y elemen-
tos Cy, ..., C, de .o tales que A= Cy, B=C, yparacada i € [n]
es C;i_1 NC; # @,

entonces la unién | J,. ., A es conexa.

Solucion. Basta mostrar que todo par de puntos de Y = U ac.y A €std contenido en un
subconjunto conexo. Sean entonces x € y dos puntos de Y y sean A y B dos elementos
de ./ tales que x € Ae y € B. Por hipétesis, existen n € Ny y C, ..., C, en .« tales que
A=C,y,B=C,yparacadai € [n] es C;_; NC; # @. Queremos mostrar que U:;O C; esun
conexo que contiene a x y a y. Que contiene a los dos puntos es evidente, ya que contiene
aAy a B, asi que solo hay que probar que es conexo. Mostremos entonces que

sineNyyCy, ..., C, son elementos de .o tales que C;_; N C; # @ para
cada i € [n], entonces la unién | J;_, C; es conexa.

Lo hacemos por induccién con respecto a n. Si n = 0, esto es claro, ya que los elementos
de . son conexos. Por otro lado, si n > 0, entonces la hipdtesis inductiva evidente implica
que U::OI C; es conexo. Como este conjunto se interseca con el conexo C, en por lo menos
los puntos de C,_; N C,, tenemos que ULO C;,=C,U Ul";; C; es conexo. Esto completa la
induccién. O

6. Una funcién continua R — Z es constante.

Solucién. Sea f : R — Z una funcién continua. Como {f(0)} y Z \ {f(0)} son abier-
tos disjuntos de Z con unién Z y la funcién es continua, los conjuntos f({f(0)})
y f7X(Z\ {f(0)}) son abiertos disjuntos de R con unién R. El primero no es vacio, ya
que contiene a 0, asi que, como R es un espacio métrico conexo, el segundo tiene que ser
vacio: como se trata del conjunto {x € R : f(x) # f(0)}, vemos que f es constante de
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valor f(0). O

7. Un espacio métrico X es conexo si y solo si toda funcién continua X — {0, 1} es
constante.

Solucién. Supongamos primero que X es conexoysea f : X — {0, 1} una funcién continua.
Como {0} y {1} son abiertos disjuntos de {0, 1} que lo cubren, f ~(0) y f (1) son abiertos
disjuntos de X que lo cubren: alguno de los dos tiene que ser vacio, porque X es conexo,
y esto claramente implica que f es constante.

Supongamos ahora que toda funcién continua X — {0, 1} es constante y sean Ay B
dos abiertos disjuntos de X que lo cubren. Hay por lo tanto una funcién f : X — {0, 1} tal
que para todo x €X es

0 six €A
f(X)={

1 sixeB.

Mas atin, esta funcién es continua, porque sus restricciones a los abiertos del cubrimiento
abierto {A,B} lo son. La hipdtesis, entonces, nos dice que f es constante, esto es, que
alguno de A o B es vacio. O

8. Sin > 2, entonces los espacios métricos R y R" no son homeomorfos.

Solucion. Supongamos que hay un homeomorfismo f : R — R". El intervalo I = (0,1)
tiene la propiedad de que es conexo y que existe x € I tal que I \ {x} no es conexo. El
conjunto U = f(I) es por lo tanto un abierto de R" conexo y para el que existe x € U
con U \ {x} no conexo. Existe entonces una funcién g : U \ {x} — {0, 1} que es continua
y no constante. Como U es abierto, existe 6 > 0 tal que B;(x) € U. El conjunto B}(x)
es conexo, asi que la restriccion gIBg(x) es constante: sea u su valor alli. Es claro que
lim,_,, g(y) = u, asi que la funcién h : U — {0, 1} tal que h(x) = u y h(y) = g(y) para
todo y € U\ {x} es continua. Claramente no es constante, porque g no lo es: esto es
absurdo, porque U es conexo.

Observemos que para poder hacer esto necesitamos saber que
para todo & > 0y todo x € R" el conjunto B}(x) es conexo.

Es f4cil probarlo. Sean y y z dos puntos distintos de B (x). Si y—x y z—x son linealmente
independientes, entonces la funcién

y:t€[0,1]—ty+(1—t)z€R"

toma valores en B%(x): en efecto, si tuviéramos que y(t) = x para algin t € [0,1],
entonces

O=x—x=((y+(1A—-t)2)+(tx+(A—-t)x)=t(y—x)+ (1 —t)(z—x),

lo que es absurdo, porque estamos suponiendo que y —x y z—Xx son linealmente indepen-
dientes. Por otro lado, para cada t € [0,1] es

d(y(t),x) =ty +(1—t)z —x| =[t(y —x) + (1 — t)(z —x)|
<tly—x|+(0—=0t)lz—x|<t6+(1—1t)6=6.
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Como 7 es continua, vemos que que y y z estdn en la misma componente conexa de B (x).

Por otro lado, si y —x y z — x son linealmente dependientes existe w € R" que es li-
nealmente independiente de los dos, ya que n > 2, y, sin pérdida de generalidad, podemos
elegirlo de manera que ||w|| < 6, de manera que u = w + x € B}(x). Como y —x y u—x,
por un lado, y 2 — x y u — x, por otro, son linealmente independientes, lo que ya hicimos
muestra que y y u, por un lado, y z y u, por otro, estdn en la misma componente conexa
de B3(x): por supuesto, esto implica que y y z estdn en la misma componente conexa
de B} (x). O

9. (a) Una funcién continua f : [0,1] — [0, 1] posee un punto fijo, esto es, existe
x €[0,1] tal que f(x) = x.

(b) Sea X un espacio métrico, sea f : X — R una funcién continua y sean a y b
dos elementos de f(X) tales que a < b. Si X es conexo, entonces para todo
c €[a, b] existe x € X tal que f(x) = c. ¢Es cierta la implicacién reciproca?

(¢) Un espacio métrico conexo con mas de un punto es no numerable.

Solucién. (a) Sea f :[0,1] — R una funcién continua. Si f(x) # x para todo x € [0, 1],
entonces los conjuntos U = {x € [0,1]: f(x) <x}yV ={x €[0,1]: f(x) > x}, que son
abiertos y disjuntos, cubren [0, 1]: esto es absurdo, porque [0, 1] es conexo.

(b) Supongamos que X es conexo y sea c € [a, b]. Sic & f(X), entonces tenemos que
los conjuntos U = f(X) N (—00,c) y V = f(X) N (c,+00) son abiertos disjuntos de f(X)
con f(X)= U UV. Ambos abiertos son no vacios, yaque a € Uy b € V: esto es absurdo,
porque f (X) es conexo.

La implicacién reciproca no es cierta. Por ejemplo, cualquier funcién constante
f : X — R con dominio un espacio métrico desconexo da un ejemplo.

(c) Sea X un espacio métrico conexo con al menos dos puntos distintos x e y. La
funcién f : 2 € X — d(f,x) € R es continua y no constante, ya que tenemos por supuesto
que f(x)=0#d(x,y)=f(y). Laimagen de f es, por lo tanto, un conexo de R con més
de un punto, asi que no es numerable: X no puede ser entonces numerable. O

10. Encuentre las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R o R?:

arcsen([v2/2,1]), Q,
B,((—1,0)) UB,((1,0)), B,((—1,0)) UB,((1,0)) u{(0,0)}.

Solucion. (a) La imagen de un conexo por una funcién continua es conexa, asi que el
conjunto del enunciado es conexo.

(b) Si C es un subconjunto de @ que tiene al menos dos puntos distintos x e y ¥, sin
pérdida de generalidad, x < y, entonces hay un ntimero irracional £ tal que x < £ < y
y los conjuntos C N (—o00,&) y C N (&,+00) son abiertos disjuntos de C que lo cubren:
vemos asi que C no es conexo.

La conclusién de esto es que los tinicos conexos de @ son los conjuntos con exacta-
mente un punto y, por lo tanto, esas son sus componentes conexas.

(c) Los conjuntos U = B;((—1,0)) y que V = B;((1,0)) son conexos y disjuntos, y
U UV es el espacio del enunciado, asi que son sus componentes conexas.
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(d) Sabemos que los conjuntos U = B;((—1,0)) y que V = B;((1,0)) son conexos, y
x = {(0,0)} estd en la clausura de ambos. De acuerdo al Ejercicio 3(a), UU {x} y V U {x}
son conexos. Como tienen interseccién no vacia, su unién U U V U {x}, el conjunto del
enunciado, es conexo. O

11. Paracadan€Nsea A, = {%} x[0,1] y sea

X ={(0,0),(0,D}u | JA,.

n>1

(a) Los conjuntos {(0,0)} y {(0,1)} son componentes conexas de X.

(b) Si B es un subconjunto abierto y cerrado de X, entonces o bien B contiene al
conjunto {(0, 0),(0,1)} o es disjunto con él.

Solucidn. (a) Es claro que {(0,0)} es conexo. Veamos que se trata de un conjunto maximal
con esa propiedad. Sea U un conexo de X que contiene a (0,0) ysea f : X — R la
proyeccioén en la primera coordenada. Como f es continuay (0,0) € U, f(U) es un conexo
de R que contiene a 0. Ahora bien, la imagen de f es el conjunto {0} U {1/n : n € N}
y la componente de O en él es {0}. Esto significa que f(U) € {0} y, por lo tanto, que
U < {(0,0),(0,1)}. Como U es conexo, debe ser U = {(0,0)}.

El mismo argumento se aplica a {(0, 1)}, por supuesto.

(b) Sea ahora B un subconjunto de X que es abierto y cerrado y supongamos que
contiene a (0,0). Como es abierto, existe ¢ > 0 tal que Bf ((0,0)) € By, por lo tanto,
sin € N es tal que 1/n < ¢, tenemos que (0,1/n) € B. Vemos asi que B interseca no
trivialmente a A, y, por lo tanto, como A, es conexo y B es abierto y cerrado en X, que
A, C B. En particular, (1/n,1) € B. La conclusién de esto es que (1/n,1) estd en B para
todo n € N tal que 1/n < ¢ y, como B es cerrado, que (0, 1) estd en B.

Esto muestra que si (0, 0) esta en B, entonces (0, 1) también esta en B, y la reciproca
puede probarse de la misma forma. La afirmacién que queremos probar es consecuencia
inmediata de esto. O

12. Las componentes conexas de un espacio métrico son cerradas. ¢Son abiertas?

Solucidn. Sea X un espacio métrico y sea C una de sus componentes conexas, esto es, un
subconjunto conexo maximal de X. Como C es conexo y contiene a C, debe ser C = C,
esto es, C debe ser cerrado.

En general, las componentes conexas de un espacio métrico no son abiertas: por ejem-
plo, las componentes conexas de Q tienen exactamente un punto todas y, por lo tanto,
ninguna de ellas es abierta. Es cierto, sin embargo, que son abiertas cuando son finitas:
al ser finitas y cerradas, la unién de todas salvo una de ellas es un cerrado y, por lo tanto,
el complemente de esa unidn, que es la componente restante, es abierto. O

13. Muestre que los siguientes conjuntos son totalmente desconexos:

(a) Un espacio métrico discreto con mas de 1 punto.
® Q

(c) El conjunto de Cantor.
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Solucion. (a) Todo subconjunto de un espacio métrico discreto es él mismo discreto, asi
que para ver que los tinicos conexos de un espacio métrico discreto son los conjuntos que
tienen exactamente un punto es suficiente con mostrar que un espacio métrico discreto
conexo tiene un solo punto.

Sea entonces X un espacio métrico discreto y conexo. Sea x € X ysea f : X — {0,1}
la funcioén tal que f(x) =1y f(y) = 0 para todo y € X \ {x}. Esta funcién es continua:
como X es conexo, tiene que ser constante y claramente esto significa que X \ {x} = @,
esto es, que es X = {x}.

(b) Queremos probar que las componentes conexas de Q tienen exactamente un punto
y para eso es suficiente con ver que un subconjunto de Q con mas de un punto no es conexo.

Sea A un subconjunto de Q y supongamos que x e y son dos elementos distintos de A
con x < y. Sea & un numero irracional tal que x < £ < y ysean U = AN(—00,&) y
V =AnN(&,+0o0). Se trata de dos abiertos no vacios disjuntos de A tales que UUV = A,
asi que A no es conexo.

(c) Sea K el conjunto de Cantor y sea A un subconjunto de K con al menos dos puntos
distintos x e y. Sin pérdida de generalidad suponemos que x < y. Sean x = 0.x;X5...
ey = 0.y;Y,... los desarrollos ternarios de x y de y que no usan el digito 1. Supon-
gamos que n € N es tal que x; = y; paratodoi € [n—1] y que x, =0, y, = 2, y sea
& =0.x7xy...X,_;1 enbase 3. Es x < £ < y y & ¢ K. Los conjuntos AN (—00,&) y
AN (&,+00) son entonces dos abiertos no vacios y disjuntos de A que lo cubren. O

Arco-conexion

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico X es arco-conexo si no es
vacio y cada vez que x e y son puntos de A existe una funcién continua o : [0,1] - A
talque c(0)=xyo(l)=y.

14. Un subconjunto arco-conexo de un espacio métrico es conexo, pero existen
espacios conexos que no Son arco-Conexos.

Solucidon. Sea X un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio arco-conexo de X.
Para cada a, b € A existe una funcién continua f, : [0,1] = A que tienea a y a b en su
imagen: como [0,1] es conexo, f([0,1]) es conexo. Vemos asi que todo par de puntos
de A esta contenido en un conexo contenido en Ay, por lo tanto, que A es conexo.

Veamos ahora que hay espacios conexos que no son arco-conexos. Consideremos en R?
el subconjunto

X :={(0,1)}ul0,1]x {o}u| J{2} x[0,1].

n=1

Su subespacio

Y =[0,1]x {0} U U{%} x [0,1].

n=1

es arco-conexo — el conjunto [0, 1] x {0} y cada uno de los conjuntos {1/n} x [0,1] con
n € N es evidentemente arco-conexo y todos ellos intersecan al primero— asi que es cone-
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x0. Como (0, 1) esta en la clausura de Y, X también es conexo. Veamos que X no es arco-
conexo. Supongamos que f : [0,1] — X es una funcién continua tal que f(0) = (0, 1),
sea

D:={6€[0,1]:Vt€[0,8], f(t)=(0,1)}

ysea T :=supD. Como f es continua, es claro que f(T) = (0,1). Supongamos que T < 1.
Como f es continua, existe & > 0 tal que [T, T +6) € [0,1]y

te[T,T+6) = d(f(¢),(0,1)) < 1.

Supongamos que existe t € [T, T + &) tal que 7;(f(t)) > 0: entonces hay un nimero
irracional ¢ tal que 0 < ¢ < 7, (f (t)) y tiene que existirs € [T, T + &) tal que 7;(f (s)) = .
Pero X N B;,,((0,1)N{{} xR=0.

Vemos asi que para todo t € [T, T + &) es 7;(f(t)) = 0y, por lo tanto, f(t) es (0,0)
0 (0,1). Como [T, T + &) es conexo y f(T) = (0, 1), tenemos que, de hecho, f(t) = (0,1)
para todo t € [T, T + ). La eleccién de T implica entonces que f(t) = (0, 1) para todo
t €[0,T +6/2], de manera que T + 6/2 € D: esto contradice la eleccién de T.

Vemos asi que T = 1y, por lo tanto, que la funcién f es constante de valor (0, 1). Esto
significa que la componente arco-conexa de (0, 1) en X tiene un dnico punto. El espacio X
NO €es, en consecuencia, arco-conexo. O

15. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son arco-conexos?

(a) El grafico Ty = {(x,y,f(x,y)) € R® : (x,y) € R?} de una funcién conti-
nua f : R> > R.

(b) Los conjuntos B;(0) y R" \ B;(0).

© R2\{(x,0):x €R}.

(d R*\{(0,0)}.

Solucién. (a) Sean p y q dos puntos de Iy, de manera que existen (x,y) y (x’,y’) en R?
tales que p = (x,y, f(x,¥)) y ¢ = (x, ¥, f(x, ). La funcién

y:t€[0,1] = ((A—t)x+tx',(1—t)y+ty’, f(A—t)x+tx',(1—t)y +ty) €T}

es claramente continua y tiene y(0) = p y y(1) = q. EI conjunto T} es, por lo tanto,
arco-conexo.

(b) Si x € B,(0), entonces la funcién y : t € [0,1] — tx € B;(0) es continua y tiene
y(0) = 0y y(1) = x. Todos los puntos de B;(0) estan por lo tanto en la componente
arco-conexa de 0y, por lo tanto, B;(0) es arco-conexo.

Sea ahora X =R"\ B;(0) conn > 2. Si x € X e y = 2x/||x||, entonces la funcién

y:te[0,1]—»(1—t)x+ty eR"
es continua y tiene imagen en X. En efecto,

2t

[l = 11 = o)l]x][ + 2¢]
(Y]

I(1—t)x+ty| = H((l—t)+ ﬁ)x

llxl

='(1—t)+

y esto es mayor que 1, porque esta entre ||x||, que es mayor que 1, y 2. Como y(0) = x
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y [ly(D)|| = 2, vemos que todo punto de X se puede conectar con una curva contenida en X
con un punto de S = {x € R" : ||x|| = 2}.

Para probar que X es arco-conexo, entonces, es suficiente que mostremos que S es
arco-conexo. Ahora bien, S es la unién de los conjuntos S, = {x € S : x; = 0} y
S_ ={x €S :x; = 0} y estos dos conjuntos se intersecan no trivialmente, asi que es
suficiente que mostremos que S, y S_ son arco-conexos.

SeaB:={x € R?: ||x|| <2}y sea

f:(e,y)€B—(x,y,4/1—x2—y2€R>

Esta funcion es continua y tiene imagen igual a S, : como B es arco-conexo, esto implica
que S, es arco-conexo. De la misma forma podemos ver que S_ es arco-conexo.

(c) SeaX =R2\{(x,0) : x € R}. Los puntos e, y —e, estadn en X. Supongamos que hay
una curva y : [0,1] — X tal que y(0) = e, y y(1) = —e,. La composicién 7,0y : [0,1] = R
es continua y vale 1 y —1 en O y en 1, respectivamente, asi que existe ¢t € [0,1] tal que
7t,(y(t)) = 0: esto es absurdo, porque entonces y(t) € {(x,0) : x € R}.

(d) Sea X =R?\ {(0,0)}. Sean x e y dos puntos de X. Si y ¢ R_,x (observemos que
esta condicion se cumple si, por ejemplo, x e y son linealmente independientes), entonces
la funcién

f:te€[0,1]— (1—t)x +ty € R?

toma valores en X. En efecto, si t € [0,1] fuese tal que y(t) = 0, tendriamos que
(1—t)x+ty =0: comox #0ey #0,est €(0,1), y, porlotanto, y = —(1—t)x/t € R_yx,
lo que es absurdo. Como f es continua y f(0) = x y f(1) = y, vemos que x e y estan en
la misma componente arco-conexa.

Supongamos ahora que y = —Ax con A > 0. Como R? tiene dimensién 2 y x # O,
existe z € X tal que x y z son linealmente independientes; es claro que y y z son también
linealmente independientes. Lo que ya hicimos nos dice que x y z estan en la misma
componente arco-conexa y que y y z estan en la misma componente arco-conexa: vemos
asi que también en este caso x e y estdn en la misma componente arco-conexa. O

16. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios métricos. Si X es arco-
conexo, entonces f(X) es un subconjunto arco-conexo de Y.

Solucion. Supongamos que X es arco-conexo y sean y e y’ dos puntos de f (X), de manera
que existen dos puntos x y x en X tales que y = f(x) e y’ = f(x’). Como el espacio X es
arco-conexo, existe una funcién continua y : [0,1] — X tal que y(0) = x y y(1) = x’. La
composicién o := f oy : [0,1] — Y es continua, su imagen estd contenida en f (X) y tiene
0(0) =y y (1) = y’. Vemos asi que f(Y) es un subconjunto arco-conexo de Y, como
queremos. O

17. Un espacio métrico X es localmente conexo o localmente arco-conexo si cada vez
que x es un punto de X y U un entorno de x en X existe un entorno V de x en X
tal que V C U y V es conexo 0 arco-conexo, respectivamente.

(a) R" es localmente conexo y localmente arco-conexo.

(b) Un abierto de R es conexo si y solamente si es arco-conexo.
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(¢) Un espacio métrico es localmente conexo si y solamente si las componentes
conexas de sus abiertos no vacios son abiertas.

(d) Las componentes arco-conexas de un espacio métrico localmente arco-conexo
son abiertas.

(e) Un espacio métrico conexo y localmente arco-conexo es arco-conexo.

(f) En un espacio métrico localmente arco-conexo todo abierto conexo es arco-
CONEXo.

(g) Un espacio métrico es localmente conexo si y solamente si cada vez que x es
un punto de X y U es un entorno abierto de x en X existe un entorno abierto
V dexenX talque V C U y V es conexo.

Solucion. (a) Basta probar que toda bola abierta de R" es arco-conexa y esto es claro, ya
que es convexa.

(b) Sea U un abierto no vacio de R". Si U es arco-conexo, entonces es conexo. Supon-
gamos, para probar la reciproca, que U es conexo. Queremos probar que U es arco-conexo:
para eso es suficiente con mostrar que sus componentes arco-conexas son abiertas, ya que
esas componentes dan entonces una particion abierta de U y, como U es conexo, esa par-
ticion solo puede tener una parte.

Sea entonces V una componente arco-conexa de U y sea x € V. Como U es abierto,
existe € > 0 tal que B,(x) € U. Como la bola B,(x) es arco-conexa, esta contenida en U e
interseca a V, tenemos que B,(x) € V. Esto prueba que x es un punto interior de V y, por
lo tanto, que V es abierto.

(c) Sea X un espacio métrico localmente conexo, sea U un abierto de X y sea C una
componente conexa de U. Si x € C, entonces x € U y, como X es localmente conexo
y U es un entorno de x, existe un entorno conexo V de x contenido en U: como V es
conexo, estd contenido en U e interseca a C, vemos que esta totalmente contenido en C.
Esto muestra que x € V C C vy, por lo tanto, que x es un punto interior de C. Concluimos
asi que C es un abierto de X y, en definitiva, que toda componente conexa de un abierto
de X es conexa.

Para probar la reciproca, supongamos que X es un espacio métrico con la propiedad
de que las componentes conexas de todo abierto no vacio son abiertas y sean x un punto
de X y U un entorno de x en X. Si V es la componente conexa de x en U°, entonces por
supuesto x € V y la hipdtesis nos dice que V es abierto: como V esta contenido en U y es
conexo, vemos que X es localmente conexo.

(d) Sea X un espacio métrico localmente arco-conexo, sea C una componente arco-
conexa de X y sea x € C. Como X es localmente arco-conexo, X posee un entorno arco-
conexo U y tiene que ser que U C C, porque C es el maximo subconjunto arco-conexo
de X que contiene a x. Vemos asi que x es interior a su componente arco-conexa C y, en
definitiva, que esta tltima es abierta.

(e) Sea X un espacio métrico conexo y localmente arco-conexo. En vista de la parte (d),
las componentes arco-conexas de X nos dan una particién de X por abiertos: como X es
conexo, esta particion solo puede tener una parte y, por lo tanto, X es arco-conexo.

(f) En vista de la parte (e), para probar que en un espacio métrico localmente arco-
conexo todo abierto conexo es arco-conexo es suficiente con mostrar que en un espacio
métrico localmente arco-conexo todo abierto es localmente arco-conexo.
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Sea entonces X un espacio localmente arco-conexo, sea U un abierto de X, sea x € U
y sea V un entorno de x en U. Como U es abierto, V es también un entorno de x en X y, ya
que X es localmente arco-conexo, existe un entorno conexo W de x en X tal que W C V.
Como W es un entorno de x en U, esto prueba lo que queremos.

(g) La suficiencia de la condicién es evidente. Para probar la necesidad, entonces,
supongamos que X es localmente conexo, sea x € X y sea U un entorno abierto de x en X.
La componente conexa de x en U es un abierto de X por la parte (c), asi que es un entorno
abierto de x en X contenido en U. O

18. Muestre que el conjunto
U={f €C[0,1]: f(x)# 0 para todo x €[0,1]}

es un abierto de C[0, 1] y encuentre sus componentes conexas.

Solucion. Sea f : [0,1] — R un elemento de U. Como f es continua y no se anula en [0, 1],
el namero ¢ = inf{|f(t)| : t € [0,1]} es positivo. Observemos que para todo t € [0, 1]
es |f(t)] = e, asi que 0 ¢ B,(f(t)). Si ahora g € B,(f), entonces para cada t € [0,1]
tenemos que |g(t)— f(t)| < do(f, &) < € ¥, por lo tanto, que g(t) € B,(f(t)), de manera
que g(t) # 0. Esto nos dice que B,(f) estd totalmente contenido en U y, en definitiva, que
U es un abierto de C[0,1].

El espacio C[0, 1] es localmente arco-conexo, porque las bolas abiertas son convexas,
asi que U es localmente arco-conexo y las componentes conexas de U coinciden con las
componentes arco-conexas. Determinemos estas dltimas.

Sea f € U y supongamos, por ejemplo, que f(0) > 0. Como f es continua y no se anula
en [0, 1] el teorema de Weierstral$ nos dice que f(t) > 0 para todo t € [0,1]. Ahora bien,
sis €[0,1], entonces f, : t €[0,1] — (1—s)f (t)+s € R es una funcién continua que per-
tenece a U: en efecto, si hubiera un elemento t en [0, 1] tal que f,(t) = (1—s)f (t)+s =0,
tendria que ser s # 0 porque f(t)>0,s# 1y f(t) =—s/(1—s) <0, lo que es absurdo.

Tenemos entonces una funcién

n:s€[0,1]— f, € U.

Esta funcién es continua. Es, de hecho, uniformemente continua: si € > 0y s y s’ son
elementos de [0, 1] tales que |s —s’| < ¢, entonces

((1—s)f(t)+s)—((1—s/)f(t)+s')

doo(f:s:fs’) = sup
te[0,1]
=ls—s'l- sup If(t)—1|=¢- sup |f(t)—1]|

te[0,1] te[0,1]

y este ultimo supremo es finito.

Vemos asi que f esta en la componente arco-conexa de la funciéon constante 1. De
manera similar, si hubiera sido f(0) < O entonces f habria estado en la componente arco-
conexa de la funcién constante —1. De esta forma concluimos que U tiene como mucho
dos componentes arco-conexas, las de las funciones constantes g = 1 y h = —1. Veamos
que g y h estdn en componentes arco-conexas separadas.

Supongamos que, por el contrario, hay una funcién continua o : [0,1] — U tal que
0(0) = g y 0(1) = h. Podemos considerar la funcién e : s € [0,1] — o(s)(0) € R.
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Veamos que o es continua. Sea s € [0,1] y sea ¢ > 0. Como o es continua en s, existe
6 > 0 tal que si s’ € [0,1]N B;(s) se tiene que do, (o (s),o(s’)) < €y, en particular, que

le(s)—e(s)| = |o(s)(0)— o (s)(0)] < S[li)q]IU(S)(t)—U(S’)(t)I =deo(o(s),0(s) <e.

Como e es continua y e(0) = ¢(0)(0) = g(0) = 1y e(1) = a(1)(0) = h(0) = —1, el
teorema de Weierstral nos dice que existe & € [0, 1] tal que e(§) = o(£)(0) = 0. Esto es
absurdo, porque o (&) es un elemento de U.

La conclusion de todo esto es que U tiene exactamente dos componentes conexas: una
que tiene todas las funciones positivas y otra todas las funciones negativas. O
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