CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 5: Completitud, continuidad uniforme y el
teorema de Baire

Completitud

1. Sea X un espacio métrico, sea x = (x,),>; una sucesién en X y sea a € X.

(a) Lasucesidn x converge a a siy solo si toda subsucesiéon de x converge a a.

(b) Sitoda subsucesién de x posee una subsucesidon que converge a a, entonces x
misma converge d.

(c) Six esde Cauchyy posee una subsucesion que converge a a, entonces x misma
converge a a.

2. (a) Una sucesion en un espacio métrico que converge es de Cauchy. ¢Vale la
reciproca?

(b) Una sucesién en un espacio métrico que es de Cauchy es acotada.

3. Sea X un espacio métrico. Si toda bola cerrada de X es un espacio completo,
entonces X es un espacio completo.

4. Sea X un espacio métrico.

(a) Todo subespacio completo de X es cerrado.

(b) SiX es completo, entonces todo subespacio cerrado de X es completo.

5. Un espacio métrico X es completo si y solamente si cada sucesién (F,),»; de

cerrados no vacios de X tal que F,, 2 F,,; paratodon € Nycon lim diam(F,)=0
n—oQ
tiene interseccién no vacia.

6. Sean X e Y dos espacios métricos. El espacio métrico X x Y, con su métrica d,
es completo si y solamente si X e Y son completos.

7. (a) Sea X un conjunto, sea B(X) el conjunto de todas las funciones X — R que
son acotadas y consideremos la métrica d, sobre B(X) tal que

doo(f, &) = suplf (x) — g(x)|
x€X

cada vez que f y g son elementos de B(X). El espacio métrico (B(X),d,) es
completo.

(b) Sea X un espacio métrico y sea C,(X) el conjunto de las funciones X — R
que son continuas y acotadas. Es Cp,(X) € B(X), asi que podemos restringir la
métrica d, de B(X) a C,(X). El espacio métrico (C,(X), ds,) es completo.
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(¢) El conjunto ¢, de la sucesiones de niumeros reales que convergen a 0 dotado
de la métrica d,, tal que
doo(a’ b) = 5UP|an - bnl
n>1

cada vez que a = (a,)p>1 ¥ b = (b,),>1 son elementos de c, es un espacio
métrico completo.

8. Sea X un espacio métrico y sea D un subconjunto denso de X. Sitoda sucesién de
Cauchy con valores en D converge en X, entonces X es un espacio métrico completo.

Continuidad uniforme

9. Sean X e Y dos espacios métricos. Una funcién f : X — Y tal que existe A > 0
con d(f(x), f(x")) < Ad(x,x") cada vez que x y x’ son puntos de X es uniforme-
mente continua.

10. (a) Sean X eY espacios métricos, sea A un subconjuntode X ysea f : X =Y
una funcién. Si existe a > 0, un entero ny € N y sucesiones (x,,)p>1 € (¥ )n>1
en A tales que

lim d(x,, y,) =0,  VneN,nzny, = d(f(x,),f(yn)) 2 a,

entonces f no es uniformemente continua sobre A.
(b) Lafuncién f : x €eR— x? € R no es uniformemente continua. ¢Y su restric-
cién al intervalo (—oo,—m]?

(¢) Lafuncién g:t<(0,1)— 1/t € R no es uniformemente continua.

11. (a) Sean X e Y dos espacios métricos y sea f : X — Y una funciéon uni-
formemente continua. Si (x,),>; es una sucesién de Cauchy en X, entonces
(f (*,))n>1 s una sucesién de Cauchy en Y.

T(b) Sif :X — Y esuna funcién entre espacios métricos que tiene la propiedad de
que para cada sucesién de Cauchy (x,),>; en X la sucesiéon (f (x,,)),>1 es de
Cauchy en Y, ¢es f necesariamente uniformemente continua?

(c) Sean X e Y dos espacios métricos y sea f : X — Y un homeomorfismo unifor-
me. El espacio X es completo si y solamente si el espacio Y lo es.

(d) Siun espacio métrico (X,d) es completo y d’ es una métrica sobre X unifor-
memente equivalente a d, entonces el espacio métrico (X,d’) es completo.

12. Dé ejemplos de

(a) una funcién R — R que es acotada y continua, pero no uniformemente.

(b) una funcién R — R que es uniformemente continua pero no acotada.

13. Sean X e Y dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién uniformemente
continua. Si Ay B son subconjuntos no vacios de X tales que d(A, B) = 0, entonces

d(f(A),f(B)) =0.
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14. Sean X e Y dos espacios métricos, sea D un subconjunto denso de X y sea
f : D — Y una funcién uniformemente continua. Si Y es completo, entonces existe
una y solo una funcién continua f : X — Y tal que f|, = f y, mas atn, esta
funcién f es uniformemente continua.

El teorema de Baire

15. Si n es positivo, entonces R" no es union finita de subespacios vectoriales pro-
pios.

16. En un espacio métrico completo sin puntos aislados, un subconjunto denso y
numerable no es un conjunto Gs.

17. No existen funciones f : R — R que sean continuas solo en los elementos de Q.
Sugerencia. Para cada n € N considere el conjunto

U, := {x € R: existe un abierto U C R tal que x € U y diam(f(U)) < 1/n}.

18. Sea X un espacio métrico. Decimos que un subconjunto A de X es nunca denso
en X si su clausura tiene interior vacio.

(a) El complemento de un subconjunto nunca denso de X es denso. ¢Vale la afir-
macion reciproca?

(b) SiU es un abierto denso de X, entonces X \ U es nunca denso.

(¢) SiAesunsubconjunto de X, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) Aesnunca denso en X.
(ii) Toda bola abierta B de X contiene otra B’ tal que B’ NA=@.
(iii) A no es denso en ninguna bola abierta.

19. Sea(I,),>; una enumeracioén de los subintervalos no degenerados (es decir, de
longitud positiva) y cerrados de [0, 1] que tienen extremos racionales y para cada
n € N sea

E,:={f €C[0,1]: f es mondtona en I, }.

(@) Cualquiera sea n € N, el conjunto E, es un cerrado nunca denso de C[0,1].

(b) Existen funciones continuas [0,1] — R que no son mondtonas en ningun
subintervalo propio de su dominio.

(c) El conjunto de las funciones [0, 1] — R que son continuas y que tienen algun
intervalo de monotonia tiene interior vacio en C[0, 1].

20. Supongamos que [a,b] es un intervalo no degenerado de R. Una funcién
f :[a,b] — R es de Lipschitz si existe k > 0 tal que [f(x) — f(¥)| < klx — y|
cada vez que x e y son elementos de [a, b].

El conjunto Lip[a, b] de las funciones [a, b] — R que son de Lipschitz estd con-
tenido en C[a, b] y que alli tiene interior vacio.
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