CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Prdctica 4: Continuidad y separabilidad

Continuidad

1. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién.
(a) La funcién f es continua en un punto x, de X si y solo si para toda sucesion
(x,)n>1 €n X que converge a x, se tiene que lim f (x,) = f(xg).

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La funcién f es continua.
(ii) Para todo abierto G de Y el conjunto f ~(G) es abierto en X.
(iii) Para todo cerrado F de Y el conjunto f ~}(F) es cerrado en X.

Solucion. (a) Supongamos que f es continua en x, sea (x,),»; una sucesién en X que con-
verge a x, y sea ¢ > 0. Como f es continua en X, existe & > 0 tal que d’(f (x), f(x,)) < ¢
cada vez que d(x,x,) < 6, y como la sucesién (x,),»; converge a x, existe N € N
tal que d(x,,x,) < & sin > N. Se sigue de estas dos cosas que si n > N, entonces
d(f (x,),f(x)) < 6. En definitiva tenemos que la sucesién (f (x,)),>1 converge a f (x,).

Probemos ahora la implicacién reciproca. Supongamos que cada vez que (x,),=1 €S
una sucesién en X que converge a X, la sucesién (f (x,)),»; converge a f(x,) y suponga-
mos, para llegar a un absurdo, que f no es continua en x,, de manera que existe ¢ > 0
tal que para todo & > 0 existe y; € X tal que d(ys,x,) < 6 v d(f (¥5),f(x,)) = €. Para
cada n € N sea x, = y,,,: tenemos entonces que d(x,,X,) < 1/n para todo n € N, de
manera que la sucesién (x,),>; converge a x. La hipétesis implica ahora que la sucesién
(f (¢,))n=1 converge a f (x,) y, en particular, que existe m € N tal que d(f (x,,), f (x,)) < €.
Esto es absurdo, ya que d(f (x,,), f (X)) = d(f (y1/m), f (x0)) = €.

(b) (i = ii) Supongamos que f es continua, sea G un abierto de Y y sea x € f1(G).
Es f(x) € G y, como G es abierto, existe ¢ > 0 tal que B,(f(x)) € G. Por otro
lado, como f es continua en x, existe & > 0 tal que para todo y € X se tiene que
d(x,y) <6 = d((f(x),f(y)) < e. Sea ahora z € Bs(x). Como d(x,2z) < &, sa-
bemos que d(f(x),f(2)) < €y, por lo tanto, que f(z) € B.(f(x)) € G. Vemos asi que
Bs(x) € f~1(G) v, por lo tanto, que el conjunto f~!(G) es abierto.

(ii = iii) Supongamos que para todo abierto G de Y el conjunto f '(G) es abierto
de X y sea F un cerrado de X. El conjunto Y \ G es abierto, asi que la hipétesis implica
que f~1(Y \ G) es un abierto de X y, por lo tanto, que f ~}(F) =X \ f (Y \ F)) es cerrado.

(iii = i) Supongamos que para todo cerrado F de Y el conjunto f~}(F) es cerrado
en X, sea x € X y sea ¢ > 0. El conjunto Y \ B.(f(x)) es un cerrado de Y, asi que la
hipétesis nos dice que X \ f (B.(f(x)) = f (Y \ B.(f(x))) es un cerrado de X y, por lo
tanto, que f ~(B,(f(x)) un abierto de X. Como f(x) € B.(f(x)), es x € f (B.(f(x)) ¥,
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como este Ultimo conjunto es abierto, existe 6 > 0 tal que B5(x) € f~(B.(f(x)). Ahora
bien, si y € X es tal que d(x,y) < &, entonces ¥y € Bs(x) € f'(B.(f(x))) ¥, por lo
tanto, f(y) € B.(f (x)), de manera que d(f(x), f(¥)) < €. Vemos asi que la funcién f es
continua en Xx. O

2. Decida cuadles de las siguientes funciones son continuas.

(@ f:(x,y)eR?*—x?+y?€eR,conR?yR dotados de sus métricas euclideas.

(b) La funcién identidad (R2,5) — (R?,d,), con & la métrica discreta.

(¢) La funcién identidad (R?,d,) — (R?,5), con § la métrica discreta.

(d) Lainclusién (E,d|z) — (X,d), con (X,d) un espacio métrico cualquiera, E un
subconjunto de X y d|; la métrica sobre E inducida por la de X.

Solucién. (b) La preimagen de todo abierto del espacio métrico (R?,d.,) por la funcién
id : (R?,6) — (R?%,d,,) es abierta, simplemente porque todo subconjunto de (R?,5) es
abierto. Esto nos dice que la funcién es continua.

(c) El conjunto {(0,0)} es un abierto de (R2,5), pero su preimagen por la funcién
id : (R?,ds) — (R?,5) no es un abierto de (R?,d,,).

(d) Sea (X,d) un espacio métrico, sea E un subconjunto de X, sea d|; la restriccién
de la métricad a E ysea f : x € E — x € X. Esta funcién es continua: sie >0y xey
son dos puntos de E tales que d|z(x, y) < ¢, entonces d(f (x), f(¥)) =d|gz(x,y)<e. O

3. Sean f, g, h:[0,1] — R las funciones tales que para todo x € [0, 1] se tiene

. 0 six¢Q;
0 sixeQ@Q; 1
f=1 g =xf(x); hx)={1 six=Zy(mmn)=1;
1 six¢Q;
1 six=0.

Muestre que f es discontinua en todos los puntos de su dominio, que g es continua
Unicamente en 0, y que h es continua en [0, 1]\ Q y en ningtin otro punto de [0, 1].

Solucién. (a) Sea x € [0,1] y sea ¢ := 1/4. Si & > 0, entonces hay puntos a y b
en [0,1]N(x—6,x+ ) talesque a € Qy b ¢ Q, y entonces 0 = f(a) € f(Bs(x)) y
1 = f(b) € f(Bs(x)), asi que diam f(Bs(x)) = 1: como diamB,(f(x)) = 1/2, es claro
que f(Bs(x)) € B.(f(x)). Como esto es asi cualquiera sea 6 > 0, vemos que f no es
continua en x.

(b) Supongamos que x € (0,1) y que la funcién g es continua en x. Como la funcién
k:x € (0,1] —» 1/t € R es continua, tenemos entonces que k - g es continua en x: pero
este producto es la funcién f |« ,;, que no es continua en x, ya que es la restriccién de la
funcién f, que no es continua en x, al entorno abierto (0,1] de x en [0,1]. Concluimos
de esta forma que el inico punto en el que g puede ser continua es 0.

Mostremos que, efectivamente, es alli continua. Sea € > 0. Si y € [0,1] es tal que
d(x,y) < &, entonces como f(y) € {0,1}, tenemos que g(y) € {0, y} y, por lo tanto, que
d(g(0),g(y)=lgV)I<y<e.

(c) Seax €[0,1]\ Q, sea ¢ > 0y sea n €N tal que ¢ > 1/n. El conjunto

F={a/beQ:0<a<b<n,b#0}
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tiene por elementos todos los niimeros racionales de [0, 1] que se pueden escribir en la
forma a/b cona €Ny, b €N, (a,b) =1y b < n. Es finito, asi que es cerrado, y entonces
U = [0,1] \ F es un abierto de [0,1]. Como todos los elemento de F son racionales y
x & Q, tenemos que x € U: asi, U es un entorno abierto de x. Sea y € U. Claramente, o
bien y ¢ Q o bien y € Q. En el primer caso tenemos que |h(y)| =0 < €. En el segundo,
como y € [0,1]y y € F, cuando escribimos y = a/b cona € Ny, b € Ny (a,b) =1, se
tiene que b > n y, por lo tanto, que |h(y)| = 1/b < 1/n < e. Vemos asi que para todo
y €U es |h(x)—h(y)| < &. Eso nos dice que la funcién h es continua en x.

Supongamos ahora que x € [0,1] N Q. Sabemos que existe una sucesién (x,),>; de
numeros irracionales contenidos en [0,1] que converge a x y claramente tenemos que
lim,_, o0 h(x,) = 0. Como h(x) # 0, vemos que h no es continua en x. O

4. Un espacio métrico (X, d) es discreto si y solamente si toda funciéon X — Y con
valores en un espacio métrico (Y, d’) es continua.

Solucién. Supongamos primero que (X, d) es discreto, sea (Y,d’) otro espacio métrico y
sea f : X — Y una funcién. Si U es un abierto de Y, entonces el conjunto f*(U) es un
abierto de X, simplemente porque todos los subconjuntos de X son abiertos: esto nos dice,
como ya sabemos, que la funcién f es continua.

Supongamos ahora que para todo espacio métrico (Y,d’) se tiene que toda funcién
f : X — Y es continua. En particular, si 6 es la métrica discreta en X, la funcién
id : (X,d) — (X, 6) es continua y, por lo tanto, todo subconjunto A de X es abierto para d,
ya que coincide con id*(A) y A es abierto para &. Esto muestra que (X, d) es discreto. [

5. Meétricas topoldgicamente equivalentes.

(a) SeaX un conjunto y sean d; y d, dos métricas sobre X. Si existen dos ntimeros
reales a y 3 tales que

di(x,y) < ady(x,y) < fdi(x,y)

para todo x, y € X, entonces las métricas d; y d, son topoldgicamente equi-
valentes.

(b) Dos métricas d, y d, sobre un conjunto X son topolégicamente equivalentes si
y solamente si la funcién identidad (X, d;) — (X, d,) es un homeomorfismo.

() Sil<p,q< oo, entonces las métricas d, y d, sobre R" son topolégicamente
equivalentes.

(d) Lafunciénd:R xR — R tal que

X Y

d(x,y) = —
e Fr i

cada vez que x e y estan en R es una métrica equivalente a la métrica euclidea
pero para la que el espacio métrico (R, d’) no es completo.
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Solucion. (a) Supongamos que existen @ y 3 en R que satisfacen la condicién del enun-
ciado. Si X tiene un unico punto, entonces las dos métricas coinciden y son obviamente
topolégicamente equivalentes. Supongamos entonces que hay en X dos puntos distintos
X1 Y X5. Como 0 < d;(x7,x,) < ad,(x;,x,) < Bd;(x;,x,), tenemos que a >0y 3 > 0.

Sea U un abierto de X para d; y sea x € U. Como U es abierto para d,, existe r > 0
tal que B,(x,d;) C U. Si ahora y € B, ,(x,d,), entonces

dl(x;y) < adz(X,J’) < ar/a =T,

asi que y € B,(x,d;) € U: vemos asf que B,/,(x,d,) € Uy, en definitiva, que U es un
abierto para d,.

Reciprocamente, sea V un abierto de X para la métrica d, y sea x € V. Como V
es abierto para d,, existe r > 0 tal que B,(x,d,) € V. Si y € B,,5(x,d;), entonces
ady(x,y) < Bdi(x,y) < Bar/f = ar, de manera que d,(x,y) < r vy, por lo tanto,
Y € B,(x,d;). Esto muestra que B,,/5(x,d;) € V y, en definitiva, que V es un abierto
para la métrica d, .

(b) Sean d; y d, dos métricas sobre un conjunto X. Es inmediato que la funcién
identidad id : (X,d;) — (X,d,) es continua si y solamente si todo abierto para d, es
abierto para d, y, por lo tanto, su inversa id : (X,d,) — (X, d;) es continua si y solamente
si todo abierto para d; es abierto para d;. Vemos asi que id : (X,d;) — (X,d,) es un
homeomorfismo si y solamente si los abiertos para d; y los abiertos para d, coinciden, es
decir, si y solamente si d; y d, son topoldgicamente equivalentes.

(¢) Si n =0 no hay nada que probar, asi que suponemos que n > 0. Por otro lado, ya
probamos que las métricas d;, d, y do, son equivalentes en un ejercicio anterior, asi que
es suficiente que mostremos que las métricas d, con p € (1, ©0) son equivalentes entre si.

Fijemos entonces p, g € (1,00). Para todo r > 1 las funciones t € R — [t|" € Ry
t € (0,400) — t'/" € (0 + 00) son diferenciables con continuidad y esto implica inme-
diatamente que la funcién

(X155 %,) €ER"\ {0} = [|x]|, € (0,+00)

es diferenciable con continuidad. Como la esfera unidad S; = {x € R" : [|x||, = 1} es un
compacto de R" \ {0}, existe entonces una constante a, , que es cota superior para esa
funcién sobre S: esto significa que

llxll, < a,, para todo x € S,.

Como hay elementos no nulos en S y estos tienen p-norma positiva, es claro que a,, ; > 0.
Si ahora x es un punto cualquiera de R" \ {0}, entonces x/||x||, es un elemento de S, y,
por lo tanto, tenemos que

QApq>

Il ],
de manera que
lxll, < a, gllxllg-

Si x = 0 esta tltima desigualdad también vale, asi que vale cualquiera sea x € R". Por
supuesto, también tenemos que

lIxlly < ag,llxll,
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para todo x € R" y estas dos desigualdades implican que inmediatamente que

d,(x,y) < a, dy(x,y),  dy(x,¥) < ag,d,(x,y)

cualesquiera sean x e y en R" y, por lo tanto, que las métricas d, y d, son topolégicamente
equivalentes.

Determinemos explicitamente y de manera éptima la constante a,, ,. Supongamos que
P # q; sino es ese el caso podemos tomar simplemente @, , = 1. Las funciones f = ||—||‘; y
g= ”_”Z son diferenciables con continuidad en R"\ 0, asi que el método de los multiplica-
dores de Lagrange nos dice que en todo punto & del conjunto S = {x € R"\ 0: g(x) =1}
donde la funcién f alcanza un extremo relativo a S se tiene que existe A € R tal que

g&)=1,  Vf(§)=2avg(d). (€))]
Para cada i € [n] es g—i(é) = p|&;|P7!, asi que las dos ecuaciones (1) son equivalentes a

las n + 1 ecuaciones

a7+ +1E,11=1,  pl& P =qAlE, ", ..., pIEST =qAIE, T (2

Seal ={i€[n]:&; #0}. La primera ecuacién implica que I # @. Por otro lado, sii €I,
entonces la (i + 1)-ésima ecuacién nos dice que

[p1
oo PSS
ql&let

Como la funcién

3

—1

pt?

t €(0,+00) — T

€ (0,+00)

es o estrictamente creciente o estrictamente decreciente dependiendodesip >qop <q,
es en cualquier caso inyectiva: de las igualdades (3) vemos entonces que existe a € (0, ©0)
tal que |&;| = a para todo i € I. Volviendo ahora a la primera ecuacién de (2) vemos que
si ponemos m := #I es a = m~ /9 y que f(&) = m!/P~/4, Concluimos de esta forma que
el valor méximo de f en el conjunto S, es uno de los n nimeros

m/p=1/4, con m € [n]. @

Tenemos ahora dos casos.

e Supongamos primero que q > p. El punto { = (n™Y/4,...,n~'/9) pertenece a Sqy
£(Q) = n'/P714, Como n'/P~V/4 es el mas grande de los ntimeros listados en (4),
vemos que es el maximo de f en S,.

e Sien cambio g < p, entonces { =(1,0,...,0) €S, y f({) = 1. Como mY/P~14 < 1
para todo m € [n], vemos que el méximo de f en S, en este caso es 1.

La conclusién de esto es que si p # q la menor constante @, , que podemos elegir para que
se tenga

llxll, < a,llx|l; para todo x € R"
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es

a =

n'/P=14 i q>p;
(X

1 sig <p.
Podemos obtener este mismo resultado en el caso en que g > p usando la desigualdad

de Holder. Recordemos que si x e y son dos elementos de R" y r y s son dos nimeros
de [1,+00) tales que 1/r +1/s = 1, entonces la desigualdad de Holder nos dice que

n
> lxllyd < Il iyl
i=1

En particular, si z € R", p, ¢ € R son tales que 1 < p < q, y ponemos x = (|2;|7, -+, |2,["),
y=(,...,1),r=q/pys=1/(1—1/r), de la desigualdad de Holder vemos que

n

n n p/q 1/s
Dlal < (leilp'q“’) (Z 13) = niP/e|g |
i=1 i=1

i=1

y, por lo tanto, tomando raices p-ésimas que
llzll, < n'/a7 il

Como eligiendo z = (1,...,1) vale la igualdad, esto muestra que la mejor constante es
n/a71/? como dijimos arriba.

(d) Es evidente que la funcién d del enunciado es simétrica, no negativa y que se anula
cuando sus argumentos son iguales. Por otro lado, si x e y son elementos de R tales que
tales que d(x, y) = 0, entonces claramente tenemos que

x Yy
1+|x|  1+]y|

y, tomando valores absolutos, que

x| 1yl
T+l 1+l

Como la funcién f : t € [0,00) — t/(1+t) € [0,00) es estrictamente creciente —
ya su derivada es estrictamente positiva— es una funcién inyectiva y, por lo tanto, de
la ultima igualdad deducimos que |x| = |y|. Si multiplicamos ahora nuestra primera
igualdad por 1 + |x|, entonces podemos concluir que x = y.

Nos queda mostrar que la funcién d satisface la desigualdad triangular, pero esto es
inmediato: si x, y y 2 tres elementos de R, entonces

x z
1+ x| 14|z

x Y
1+|x| 1+|y]

Yy Z

d(x,2) = -
(x,2) T+lyl 1+

simplemente por la desigualdad triangular de la métrica euclidea de R, y esto es

=d(x,y)+d(y,2).

Sean x e y son dos elementos de R. Si x > y, entonces

X Y X Y X Yy
dX, = — = — S —
) = |1 1+|y|' T+lx| 1+lyl ~1+lyl 1+l
[x—y|
= —— <d,(x,y).
1+|y| 2( .Y)
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y si x < y vale también que d(x,y) < d,(x, y) porque ambas métricas son simétricas. De
esto se deduce que para cada x € Ry cada r > 0 es B,(x,d,) € B,(x,d) y, por lo tanto,
que todo abierto para d es abierto para d,.

Por otro lado, si x € R y r > 0, entonces y € B,(x,d) si y solamente si

y —
1+|y| 1+4|x|

es decir, si y /(1 + |y|) pertenece al intervalo abierto

(Fm—mm*)
—s, +s
1+ |x| 1+ |x|

En otras palabras, B,(x,d) es la preimagen de este intervalo abierto por la funcién

t € R — t/(1+]t]) € R, que es manifiestamente continua: esto nos dice B,(x,d) es
un abierto para la métrica euclidea d,.

Concluimos de esta forma que d y d, son métricas topolégicamente equivalentes
sobre R. Sabemos que R es completo con respecto a d,: veamos, para terminar con el
ejercicio, que R no es completo con respecto a la métrica d.

Para cadan e Nes

(n+1)_ n
2+n 1+n|

|+ 1> —n(n+2)| 1

d(n+1,n)= (n+Dn+2) | (+Dn+2)

asi que si n, m y N son elementos de N tales que n > m > N se tiene

1

“"mKZd(lH”‘Z(m)(wz) Z(m‘m)

=m
1 1 1
= = < .
m+1 n+1 N+1

Esto nos dice que la sucesién (n),»; es de Cauchy para la métrica d. Sin embargo no
converge con respecto a d: en efecto, como d y d, son equivalentes, si lo hiciera también
convergeria con respecto a d, y es evidente no lo hace. O

6. Consideremos a todos los espacios R" con sus métricas euclideas. Muestre que
(a) el conjunto {(x,y) € R?: x2+ y(e* —1) = —1} es cerrado,

(b) el conjunto {(x,y,z) €R®:—1 < x®—3y*+2z—2 <3} es cerrado, y

(c) el conjunto {(x;,x,,X3,X4,Xs) €ER>:3 < x; —Xx,} es abierto.

¢Puede dar otras métricas no equivalentes a las euclideas para las que estas afirma-
ciones sigan siendo validas?

Solucién. La funcién f : (x,y) € R? — x?+ y(e* —1) € R es continua, asi que el conjunto
F71({=1}), que es el de (a), es un cerrado de R2.

La funcién g : (x,y,2) € R® » x®*—3y*+2—2 € R es continua, asi que el conjunto
g 1([—1,3]), que coincide con el de (b), es un cerrado de R®.

La funcién h : (x;, X5, X3, X4, Xs) € R® — x; — x, € R es continua, asf que el conjunto
h71((3,+00)), el de (c), es abierto en R®. O

7. Sea C[0,1] el conjunto de las funciones [0,1] — R que son continuas y sean
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E,I:C[0,1] — R las funciones tales que

1
E(f) = f(0), I(f)=f f(x)dx
0

para toda f € C[0,1].
(a) Tanto E como I son continuas sobre (C[0,1],d).
(b) La funcién I es continua sobre (C[0, 1], d;) pero la funcién E no lo es.

(¢) ¢Hay alguna funcién F : C[0, 1] — R que sea continua para la métrica d; pero
no para la métrica d,?

Solucidn. (a) Sea f € C[0,1] yseae > 0. Si g € C[0,1] es tal que
deo(f,8) = sup |f(£)—g(t)l <e,
te[0,1]
entonces por un lado tenemos que

|E(f)—E(g)l=f(0)—g(0)] < s[%pl]lf(t) —g()l<e

y, por otro, como para todo T € [0,1] es |f(7) — g(7)| < ¢, tenemos que

1 1
J f(’r)dr—j g(r)dr
0 0

SJ |f(T)—g(T)|dT<J edr=¢
0 0

1
11(f)—=1(g)l = J (f(v)—g(z))dr
0

(En la ultima desigualdad usamos el hecho de que si g y h son funciones continuas en [0, 1]
y g < h entonces fol g< fol h.) Hemos mostrado entonces que E(B,(f,d)) € B.(E(f))
y que I(B,.(f,ds)) € B.(I(f)). Asi, las funciones E e I son continuas en f con respecto a
la métrica d, .

(b) Sean otra vez f € C[0,1] y € > 1y sea ahora g € B,(f,d;). En ese caso tenemos

que
J f(r)dr —J g(r)dr
0 0

< J If(r)—g(D)ldTr =d,(f,8) <e.
0

[1(f)—=1(g)l =

J (f(v)—g(z))dr
0

Asi, I(B,(f,d,)) € B,(I(f)) para todo & > 0y, por lo tanto, la funcién I es continua en f.
Para cada n € N consideremos la funcién f, : t €[0,1] — (1 —t)" € R, que pertenece
a C[0,1]. Es

1

1 1
dl(fmo):JO |(1_T)n|d’f :JO (1—7)“(17 = n_+1,

asi que claramente la sucesién (f,),>; converge a 0 con respecto a d,. Por otro lado,
E(f,) = 1 para todo n € N, asi que la sucesién (E(f,)),>1 converge a 1, que es distinto
de E(0). Esto muestra que la funcién E no es continua con respecto a la métrica d, .
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(c) Supongamos que F : C[0,1] — R es una funcién que es continua con respecto a la
métrica d; y sean f € C[0,1]y € > 0. Como F es continua con respecto a d,, existe § > 0
tal que F(Bs(f,d;)) € B.(F(f)). Por otro lado, si g € B5(f,d.,), entonces

1

di(f,g)=| If(x)—g(®)ldr < S;pl]lf(T)—g(T)l=doo(f,g)<5,

0

asi que Bs(f,dw) € Bs(f,d;) v, por lo tanto,

F(B5(f,deo)) € F(Bs(f,d1)) € B.(F(f))

Esto muestra que F es continua en f con respecto a do,. O

8. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y pongamos en X x Y la métrica d;.
Siuna funcién f : X — Y es continua, entonces el grdfico de f, es decir, el conjunto

G(f)={(x,f(x))eX xY :x X}

es un cerrado de X x Y. ¢Vale la afirmacion reciproca?

Solucién. Sea f : X — Y una funcién continua y mostremos que G(f) es cerradoen X x Y.
Para cada n € N sea p, un punto de G(f) y supongamos que la sucesién (p,),; converge
enX xY ap = (x,y). Sin €N, entonces que p, pertenezca a G(f) significa que existe
x, €X tal que p, = (x,,, f(x,)). Es

d(x,, x) < d(x,, x) +d(f (x,), ) = d(pn, P)

d(f(x,),y) < d(x,, x) +d(f (x,), ) = d(p,, P)
asi que, como lim,_, ., d(p,,, p) = 0, tenemos que

lim d(x,,x)=0,  lim d(f(x,),y) =0,
y esto nos dice que

lim x, = x, lim f(x,)=y.

n—oo

Ahora bien, nuestra hipétesis de que f es continua implica que lim,_,o, f(x,) = f(x) ¥,
por lo tanto, que y = f(x). Vemos asi que p = (x,y) = (x, f (x)) € G(f) ¥, por lo tanto,
que G(f) € G(f), es decir, que G(f) es cerrado.

Consideremos la funcién f : R — R tal que si x €R es

1

— six#O0;
fx)=4%

0 six=0.

El gréfico G(f) es un cerrado de R x R pero es claro que f no es continua. La implicacién
reciproca a la del enunciado no es, por lo tanto, cierta. O

9. Sean (X,d) e (Y,d") dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién. Decida
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si las siguientes afirmaciones son validas:

(a) Si % esun cubrimiento abierto de X y para todo U € % es continua la restric-
cién f|y : U = Y, entonces la funcién f : X — Y es continua.

(b) SiZ esun cubrimiento cerrado de X y para todo F € & es continua la restric-
cioén f|p : F — Y, entonces la funcién f : X — Y es continua.

(¢) SiZ esun cubrimiento cerrado y finito de X y para todo F € & la restriccion
flp : F > Y es continua, entonces la funcién f : X — Y es continua.

(d) Si£ esun cubrimiento finito de X y paratodo Q € ¥ larestriccién f|, : Q =Y
es continua, entonces f : X — Y es continua.

Solucion. (a) Sea % un cubrimiento abierto de X y supongamos que para todo U € %
la funcién f|; : U — Y es continua. Sea V un abierto de Y. Si U € %, entonces la
continuidad de f|;; implica que (f|;)™'(V) es un abierto de U y, como U es abierto en X,
un abierto de X. Tenemos entonces que

FFr=mnx="mnJu=Jrwnu) = J )W)
veu veu Ueu
y esto muestra que f (V) es abierto, ya que lo exhibe como unién de abiertos. Vemos asi
que f es continua.

(b) Sea f : X — Y una funcién que no es continua y pongamos & = {{x} : x € X}.
Es claro que & es un cubrimiento de X por cerrados y que para todo F € & la restriccion
flp : F = Y es continua. La afirmacién del enunciado es por lo tanto falsa en general.

(c) Sea f : X — Y una funcién, sea & un cubrimiento cerrado y finito de X y suponga-
mos que para cada F € & la restriccién f|; : F — Y es continua. Sea G un cerrado de Y.
SiF € Z, el conjunto (f |z)"'(G) es un cerrado de F porque la restriccién f | es continua,
y, como F es cerrado en X, también un cerrado de X. Como

Ao =rGnx=fr@n{Jr=Jr'@nm=JFHG),
Fez FeZ FeZ
vemos que f (G) es una unién finita de cerrados, asi que es él mismo cerrado. Esto
muestra que la funcién f es continua.
(d) Sean X =Y =R, sea & = {(—00,0],(0,+00)} y sea f : R — R la funcién tal que
para cada x €R es

0 six<O0;
f(X)={

1 six>0.

Es inmediato verificar que para cada Q € £ la restriccién f|, es continua y que, sin em-
bargo, la funcién f misma no lo es. Esto muestra que la afirmacién del enunciado es
falsa. O

10. Sea X un espacio métrico. Una familia % de subconjuntos de X es localmen-
te finita si para todo x € X existe un entorno U de x en X tal que el conjunto
{FeZ :FnU # @} es finito.

(a) Si Z es una familia localmente finita de cerrados de X, entonces UFE 7 F es
un cerrado de X.
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(b) Si Z es un cubrimiento cerrado y localmente finito de X y f : X — Y es
una funcion con valores en un espacio métrico Y tal que para todo F € &
la restriccién f|z : F — Y es continua, entonces f misma es una funcién
continua.

Solucién. (a) Sea & una familia localmente finita de cerrados de X y sea G = |, F.
Queremos mostrar que G es cerrado. Sea x € G. Como  es localmente finita, existe
un entorno U tal que Z, = {F € & : FNU # @} es finito y, sin pérdida de generalidad
(reemplazando a U por su interior, si es necesario) podemos suponer que U es abierto.
Como x estd en G, hay una sucesion (x,),>; con valores en G que converge a x. En
particular, existe N € N tal que x, € U sin>N.

Ahora bien, si n > N, el punto x, estd tanto en U como en G, asi que estd en
GNU = Jpes FNU = UFeFUF NU y existe F € &, tal que x, € F. Vemos de esta
forma que hay una funcién ¢ : Noy — Z; tal que x, € ¢(n) para todo n > N. Como
es un conjunto finito y Ny y no lo es, es claro que existe F, € Z tal que {n € Ny, : x,, € Fy}
es infinito: esto nos dice que la sucesién (x,),»; posee una subsucesién que toma valores
en F,. Como la sucesién converge a x y F, es cerrado, esto implica, por supuesto, que
x € F, C G. Hemos mostrado con todo esto que G C G y, por lo tanto, que G es cerrado.

(b) Sea Z un cubrimiento cerrado y localmente finito de X y sea f : X — Y una
funcién con valores en un espacio métrico Y y tal que para todo F € & la restriccién
flp : F =Y es continua. Sea G un cerrado de Y. Es

6= JUln e
FeZ
Si F € &, entonces el conjunto (f|z)"}(G) es un cerrado de F y, como F es cerrado
en X, de X. M4s aun, la familia {(f|;)"}(G) : F € £} es localmente finita en X: si
x € X, entonces como Z es localmente finita, hay un entorno U de X tal que el conjunto
Fy, ={F € Z : FNU # @} es finito, y es evidente que {F € Z : Un (f|)"}(G) # @}
esta contenido en Z;. La primera parte del ejercicio, entonces, nos dice que f '(G) es un
cerrado de X, ya que es la unién de una familia localmente finita de cerrados de X. [

11. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién f : X — R es continua si y sola-
mente si para todo a € R los conjuntos {x € X : f(x) <a}ly{x X : f(x)> a}
son abiertos.

Solucion. Sea f : X — R una funcién y supongamos que f satisface la condicion del
enunciado. Sea x € X y sea € > 0. De acuerdo a la hipétesis, el conjunto

U={yeX:f<fx)+eln{yeX:f(y)>f(x)—¢}

es un abierto de X y claramente contiene a x, asi que se trata de un entorno de x. Como
f(U) € B,(f(x)), esto muestra que f es continua en x.

Para probar la reciproca, supongamos que la funcion f es continua. Si @ € R, en-
tonces los conjuntos (—oo,a) y (a,+00) son abiertos de R, asi que las preimdgenes
FfH((—=00,a)) y f1((a,+00)) son abiertos: estas dos preiméagenes son precisamente los
dos conjuntos que aparecen en el enunciado. O
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12. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A es un subconjunto no vacio de X, entonces
la funcién d, : x € X — d(x,A) € R es uniformemente continua.

Solucién. Sea ¢ > 0y sean x e y dos puntos de B tales que d(x,y) < €. En la practica
anterior probamos que |d(x,A)—d(y,A)| < d(x,y)y, por lo tanto que |d,(x)—d,(y)| < €.
Esto muestra que la funciéon d, es uniformemente continua. O

13. Teorema de Urysohn. Sea (X,d) un espacio métrico

(a) SiAyB sondos cerrados disjuntos de X, entonces existe una funcién f : X - R
que es continua y tal que f|, =0, flz =1y 0< f(x) <1 para todo x € X.
da(x)
da(x) +dg(y)
(b) SiAvy B son dos cerrados disjuntos de X, entonces existen abiertos Uy V de X
talesque ACU,BCVyUNV=@.

Sugerencia. Considere la funcién f tal que f(x) =

Solucién. Consideremos la funcién

d,(x) cR

PR g0+t <

Como las funciones d,, dy : X — X son continuas y la funcién d, +dg no se anula en ningtin
punto de X porque Ay B son cerrados y disjuntos, la funcién f es continua. Es claro que
satisface las tres condiciones del enunciado. M4s atn, si ponemos U = f ~}((—00,1/2)) y
V = f71((1/2,+00)), entonces es claro que UNV =&, que U 2 Ay que V 2 B. O

14. Una funcién Z — Q es siempre continua. ¢Puede ser un homeomorfismo?
¢Qué puede decirse en este sentido de una funcién Z — R?

Solucion. Sea f : Z — Q una funcién. Como todo subconjunto de Z es abierto, es claro que
f es continua. Supongamos que ademads es un homeomorfismo, de manera que hay una
funcién continua y biyectiva g : Q — Z. La sucesién (1/n),>, es inyectiva y converge a 0,
asf que la sucesion (g(1/n)),=; es inyectiva y converge a g(0). Esto es imposible: como el
espacio métrico Z es discreto, toda sucesion convergente en €l es a la larga constante.
Toda funcién Z — R es continua, otra vez porque Z es un espacio métrico discreto,
pero no puede ser nunca un homeomorfismo simplemente porque no hay ninguna funcién
biyectiva Z — R. O

15. Sea (X, d) un espacio métrico. La funcién A : x € X — (x,x) € X x X es un
homeomorfismo de X a su imagen A(X) y el conjunto A(X) es cerrado en X x X.

Solucién. Si e > 0, entonces cada vez que x e y son puntos de X tales que d(x,y) < /2 se
tiene que d(A(x), A(y)) = 2d(x, y) < €: esto muestra que la funcién A es uniformemente
continua. Como es claramente inyectiva, la correstriccién A[*®) : X — A(X) es una
biyeccién. Sabemos que la proyeccién 7 : (x, y) € X xX — x € X es una funcién continua,
asi que su restriccion 7|, xy : A(X) — X también es continua. Es claro que AP®) y | A
son funciones inversas, asi que se trata de homeomorfismos.

Observemos que A(X) es el gréfico de la funcién id : X — X, que es continua, asi que,
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como probamos arriba, se trata de un cerrado de X x X. O

16. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos. Una funcién f : X — Y es abierta

si para todo abierto A de X el conjunto f(A) es abierto en Y, y es cerrada si para

todo cerrado F de X el conjunto f(F) es cerradoen Y.

(a) Una funcién biyectiva f : X — Y es abierta si y solamente si su funcién inversa
f71:Y — X es continua.

(b) Dé ejemplos de funciones continuas R — R que no son abiertas.

(¢) Dé ejemplos de funciones continuas R — R que no son cerradas.

(d) Una funcién puede ser biyectiva, abierta y cerrada y no un homeomorfismo:
dé un ejemplo de esto.

Solucion. (a) Sea f : X — Y una funcion biyectiva y sea g : Y — X su funcidn inversa.
Si f es abierta y B es un abierto de X, entonces g~*(B) = f(B) es una abierto de Y, asi
que g es continua. Reciprocamente, si g es continua y B es un abierto de X, entonces
f(B) =g '(B) es un abierto de Y, asi que f es abierta.

(b) Una funcién constante R — R es continua y no abierta, ya que f(R) no es un
abierto de R.

(c) La funcién : t € R — e' € R es continua pero f(R) = (0,+00) no es un cerrado,
asi que no es cerrada.

(d) Sea (X, d) un espacio métrico que no es discreto y sea d’ la métrica discreta sobre X.
La funcién idy : (X,d) — (X,d’) es biyectiva, abierta y cerrada, pero no es un homeo-
morfismo. O

17. (a) Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y sea D un subconjunto de X
que es denso. Si f, g : X — Y son dos funciones continuas sobre X tales que
flp =glp, entonces f = g.

(b) Sif :R — R esuna funcién continua tal que f(x+y) = f(x)+ f(y) cada vez
que x e y son elementos de Q, entonces existe a € R tal que f(x) = ax para
todo x € R.

Solucion. (a) Sean f, g : X — Y dos funciones continuas que coinciden en el subconjun-
to D y sea x € X. Como D es denso, hay una sucesién (x,),>; en D que converge a x y
entonces porque f y g son continuas y coinciden sobre D tenemos que

fE) = lim fx,) = lim g(x,) = g(x),

Esto muestra que f = g, como queremos.
(b) Sea f : R — R una funcién continua tal que f(x + y) = f(x) + f(y) siempre que
X e y estan en Q y pongamos a := f(1). Mostremos que

sin €N, entonces f(n) = an

haciendo induccidn con respecto a n. Es claro que esto es cierto cuando n = 1, y si supo-
nemos que f(n) = an para algin n € N, entonces es

fn+D)=f(n)+f(Q)=an+a=a(n+1).
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Si ahora n y m son dos elementos de N y n > m, entonces
fm)=f(n+(m—n))=f(n)+f(m—n)

porque n, my m—n estan en Q y, por lo tanto,
f(m—n)=f(m)—f(n)=am—an = a(m—n).

Finalmente, f(1) = f(1+0) = f(1) + f(0), asi que f(0) = 0. Juntando todo, vemos que
f(n) = an para cada n € Z.

Fijemos ahora n € N y mostremos que
f(n/2™) = an/2™ para todo m € N,.

Si m = 0, ya sabemos que la afirmacién vale. Por otro lado, si suponemos que m € Ny
que f(n/2™) = an/2™, entonces

v~/ ()~ (=) (7=) =2 (7=),

asf que f(n/2™) = an/2™'.
Concluimos de esta forma que f y la funcién g : x € R — ax € R, que son ambas

continuas, coinciden sobre el conjunto
n
D=y—:n€Z meN,;.
2m

Como D es denso en R, la primera parte del ejercicio nos permite concluir que f = g. Esto
es precisamente lo que queriamos. O

18. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y pongamos sobre el producto car-

tesiano X x Y la métrica d.

(a) Las proyecciones 77, : (x,y) €EX xY —»xeXyn,:(x,y)eX XY »yeY
son continuas y abiertas, pero en general no son cerradas.

(b) Sea (Z,d”) un tercer espacio métrico. Una funcién f : Z — X x Y es continua
siy solamente si las composiciones 7, o f y 7, o f lo son.

Solucion. (a) Por simetria, bastard que nos ocupemos de la funcién ;. Si (x,y),
(x’,y") €X x Y, entonces

d(nl(x’y): 77-'1(35/:)’/)) = d(x; X/) < d(X,X/) + d(.y’y,) = d((x,.)’): (X/’.y/))

y esto implica inmediatamente que la funcién 7; es uniformemente continua. Sea ahora
U un abierto de X x Y y sea x € m;(U), de manera que existe y € Y tal que (x,y) € U.
Como U es abierto, existe £ > 0 tal que B,(x,y) C U. Ahora bien, si x” € B,(x), entonces
claramente (x’,y) € B.(x,y) ¥, por lo tanto, x’ € m,(B,(x,y)) € 7;(U). Vemos asi que
B,(x) € m;(U) v, en definitiva, que 7t;(U) es un abierto de X. Concluimos con esto que
1, es una funcién abierta.

Para ver que en general la proyeccién m; no es cerrada tomemos X =Y = Ry
F = {(x,y) € RxR : xy = 1}. Es facil ver que F es un cerrado de R x R mientras
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que su imagen por la proyeccién 1, : R x R — R es el conjunto R \ {0}, que no es cerrado
en R.

(b) Sea f : Z — X x Y una funcién. Si f es continua, entonces sus composicio-
nes con las proyecciones 1; y 7, son ellas mismas continuas. Supongamos, para probar
la reciproca, que las composiciones 7; o f y 7, o f son continuas y mostremos que f
es continua. Sea z € Z y sea ¢ > 0. Como 7, o f es continua, existe 6; > O tal que
71(f (Bs, (2))) € B,/2(m1(f (). De manera similar, como 7, o f es continua, existe 5, > 0
tal que 7t,(f (Bs,(2))) C B,/»(7,(f (2)). Seaahora & := min{5,,5,} yseaz’ € B5(z). Como
Bs(2) € Bs,(2) y Bs(2) € Bs, (), tenemos que

m(f (2") € 1y (f (B5(2))) € 1 (f (Bs, (2))) € B (1 (f (2)))

y, de manera similar,

75(f (7)) € Bejo(105(f (2))).

Esto nos dice que

f(&) = (m,(f (&), mo(f (2))) € Bejo (11 (f (2))) X Beja(ma(f (2))) € B, (f (2)).

Vemos asi que f(B;(2)) € B,(f(2)) y, por lo tanto, que f es continua en z. O

19. Sea (X,d) un espacio métrico y sea f : X — R una funcién. La funcién f es
e semicontinua inferiormente en un punto x, € X si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0
tal que d(x,xp) <6 = f(xg)—e < f(x),y
e semicontinua superiormente en un punto x, € X si para todo € > existe 6 > 0
tal que d(x,xy) <& = f(x) < f(xg) +e.
(a) Una funcién X — R es continua en un punto x, de X si y solamente si es alli
semicontinua inferiormente y semicontinua superiormente.
(b) Una funcién f : X — R es semicontinua inferiormente si y solamente si para
todo a € R el conjunto f~((a, +00)) es abierto.
(¢) Una funcién f : X — R es semicontinua superiormente si y solamente si para
todo a € R el conjunto f~}((—oo, a)) es abierto.
(d) SiAesunsubconjunto de X, entonces la funcién caracteristica y, : X - Rde A
es semicontinua inferiormente si y solamente si A es abierto, y es semicontinua
superiormente si y solamente si A es cerrado.

Solucion. (a) Sea f : X — R una funcién y sea x, € X. Supongamos primero que f es con-
tinua en x, y sea € > 0. La continuidad implica que existe 6 > 0 tal que cada vez que x € X
yd(x,xy) <6 es|f(x)—f(xy)l <e&,esdecir es f(x,)—e < f(x) < f(x,)+¢. Por supues-
to, tenemos entonces que para cada x € X vale que d(x,x;) <6 = f(x,)—e<f(x)y
que d(x,x) <6 = f(x) < f(xy)+ €. Vemos asi que f es semicontinua inferiormente
y semicontinua superiormente en Xx.

Supongamos ahora que f es simultaneamente semicontinua inferiormente en x, y se-
micontinua superiormente en Xx,, y sea € > 0. La hipoétesis implica que existen §; > 0
y 86, > O tales que para cada x € X vale que d(x,xy) < 6; = f(xy) —¢ < f(x)
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y que d(x,x,) < 6, = f(x) < f(x,)+ ¢. En particular, si x es un punto de X
tal que d(x,x,) < min{&,,0,} se tiene simultdneamente que f(x,) —¢& < f(x) y que
F(x) < f(xp)+¢€,asique [f(x)—f(xy)| < &. Vemos asi que f es continua en x,.

(b) Sea f : X — R una funcién, supongamos que f es semicontinua inferiormente
yseaa € R. Six € f7!((a,+00)), entonces por un lado f(x) > a y por otro, como
€:= f(x)—a> 0, existe § > 0 tal que para cada punto y € X tal que d(y, x) < & se tiene
que f(x)—e < f(y). Se sigue de esto que si y € Bs(x) entonces f(y) > f(x)—e = a,
de manera que y € f!((a, +00)). Vemos asi que B5(x) € f~'((a, +00)) y, en definitiva,
que el conjunto f*((a,+00)) es un abierto de X.

Supongamos ahora que f : X — R es una funcién tal que para todo a € R el conjunto
f1((a,+00)) es abierto y sean x € X y € > 0. La hipétesis nos dice que el conjunto
F7X((f (x)—e,+00)) es un abierto de X: como contiene evidentemente a x, esto nos dice
que existe 5 > 0 tal que Bs(x) € f1((f(x) —&,+00)) y esto, a su vez, significa que
f(y)> f(x)— ¢ para todo punto y de X tal que d(x,y) < 6. En otras palabras, tenemos
que f es semicontinua inferiormente en x.

(c) Esta afirmacién puede probarse o bien de la misma manera que la afirmacién (b)
o bien observando que a funcién f es semicontinua superiormente si y solamente si —f
es semicontinua inferiormente, y que f satisface la condicion de (c) si y solamente si —f
satisface la condicién de (b).

(d) Sea A un subconjunto de X y escribamos f = y,. Si a € R, entonces

R sia<O;
Fl(a,+0)=4A si0<a<l1;1
@ sil<a.
De acuerdo a la parte (b), f es semicontinua inferiormente si y solamente si los tres con-
juntos R, Ay @ son abiertos y esto ocurre, por supuesto, si y solamente si A es abierto.
De manera similar, para cada @ € R es
%) sia<0;
FH(—o0,a))={ R\A si0O<a<]l;
R sil<a.
Usando ahora la parte (c) sabemos que f es semicontinua superiormente si y solamente

si los tres conjuntos @, R \ Ay R son abiertos, lo que ocurre exactamente cuando A es
cerrado. O

Separabilidad

20. El espacio R" con su métrica euclidea es separable.

Solucion. Es facil que

si X e Y son espacios métricos separables, entonces el producto cartesiano
X x Y también es separable.
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Usando esto y una induccion evidente, el ejercicio se reduce a mostrar que R es separable:
esto es inmediato, porque sabemos que Q, que es numerable, es denso en R. O

21. sea R™Y el conjunto de todas las sucesiones (a,),>; de nimeros reales para las
que existe un entero ny € N tal que a, = 0 para todo n > ny. Sia = (a,)p>1 ¥
b =(b,),>1 son dos elementos de R™, el conjunto {|a, — b,| : n € N} es acotado:
hay, por lo tanto, una funcién de, : R™ x R™ — R tal que

doo(a’ b) = 5UP|an - bn|
n>1

cada vez que a = (a,)y>1 ¥ b = (b,)n>1 son dos elementos de R, Muestre que
(R™, d_.) es un espacio métrico separable.

Solucién. Sea D el subconjunto de R™ de los elementos de R™ que tienen todas sus
componentes en Q. Sabemos que D es numerable: mostremos que es denso en R®™,

Sea x = (x,),>1 € R®™ y sea ¢ > 0. Sea n, € N tal que x,, = 0 para cada n > n,.
Como Q es denso en R, para cada i € [n— 1] existe a; € Q tal que |x;—a;| < . Pongamos
ademds a; = 0sii > n, ysea a :=(a,),>1, que es claramente un elemento de D. Es

doo(a,X)ZSUP|an_Xn|: sup |an_xn|<€'
n>1 1<n<ng
Esto implica que D es denso, como queremos. O

22. Sea (X,d) un espacio métrico. Una familia 98 de abiertos de X es una base
si todo abierto de X es union de elementos de 9. Muestre que una familia 9 de
abiertos de X es una base si y solamente si para todo abierto U de X y todo punto x
de U existe B€ B talque x € BCU.

Solucién. Sea 98 una familia de abiertos de X. Supongamos primero que 93 es una base y
sean U un abierto de X y x un punto de U. Como 9 es una base, tenemos que

u=|JB

Bexn
BCU

y, por lo tanto, existe B € % tal que x € B € U. Esto muestra que la condicién del
enunciado es necesaria para que 98 sea una base.

Para probar que también es suficiente, supongamos ahora que 9 la satisface y sea
U un abierto de X. Si x € U, entonces la hipdtesis nos dice que existe B, € 93 tal que
Xx € B, C U, y entonces tenemos que

velJB.cu,

xeU

de manera que U es unién de elementos de 2. O

23. Sea (X,d) un espacio métrico. Si todo cubrimiento abierto de X posee un
subcubrimiento numerable, entonces X es separable.
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Solucion. Supongamos que todo cubrimiento abierto de X posee un subcubrimiento nu-
merable. Para cada n € N, el conjunto %, = {B,;,(x) : x € X} es un cubrimiento abierto
de X, asf que existe un subconjunto numerable X, de X tal que % = {B;,(x) : x €X,}

también es un cubrimiento de X. Pongamos ahora D = | J, ., D,, que es un subconjunto

n=1
numerable de X. Queremos mostrar que D es denso en X.
Sea y € X. Sin €N, entonces como %, es un cubrimiento de X sabemos que existe
x, € X, C D tal que y € By,,(x,). La sucesién (x,),>; es entonces una sucesién en D y
tiene d(y, x,) < 1/n para todo n € N, asi que converge a y. Esto muestra que D es denso,

como queriamos. O

24. Todo subespacio de un espacio métrico separable es él mismo separable.

Solucion. Sea X un espacio métrico separable, sea D un subconjunto denso y numerable
de X, y sea Y un subconjunto de X. Consideremos el conjunto

B ={By,(x) :n€N,x €D}

y mostremos que se trata de una base de X. Claramente sus elementos son abiertos. Sea,
por otro lado, U un abierto de X y sea x un punto de U. Como U es abierto, existe m € N tal
que By ,,(x) € U. Como D es denso, existe y € D tal que d(x, y) < 1/2m. Siz € By 5, (¥),
entonces

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)<1/2m+1/2m=1/m

¥, por lo tanto, z € By, (x), de manera que By 5,,(y) € By;, € U. Como By ,,(y) € By
que x € By ,,(¥) €€ U, esto muestra que 98 es una base.

Sea ahora ' = {BNY : B € B,BNY # &}, seac : B’ — Y una funcién tal que
¢(B) € B para todo B € %’ y sea E = c(%’) su imagen. Es claro que E es un subconjunto
numerable de Y. Veamos que es ademds denso. Sea U un abierto no vacio de Y. Existe
entonces un abierto V de X tal que U =V NY. Como % es una base de X, tenemos que

V=UB,

Be%
BV

asi que

U:YﬂV:YﬂUB,: U(YnB).

BeRB Be%
BcvV BV

En particular, como U no es vacio, existe B € % tal que Y N B # @, de manera que
YNBe A',y, porlo tanto, es E> c(YNB)€ Y NB C U: vemos asi que ENU # @. O

25. Sea (X, d) un espacio métrico separable.

(a) Toda familia de abiertos de X dos a dos disjuntos es a lo sumo numerable.

(b) El conjunto de puntos aislados de X es a lo sumo numerable.

Solucién. (a) Sea D un subconjunto denso y numerable de X y sea % una familia de
abiertos de X disjuntos dos a dos; podemos suponer sin pérdida de generalidad que @ ¢ % .
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Si U € %, entonces el conjunto U N D # @&: existe entonces una funcién ¢ : % — D tal
que ¢(U) € U para todo U € % . Esta funcién es inyectiva: si U y V son elementos de %
tales que ¢ (U) = ¢(V), entonces ¢p(U) € UNV y, como los elementos de % son disjuntos
dos a dos, debe ser U = V. Como la funcién ¢ es inyectiva y D numerable, es claro que
% es a lo sumo numerable.

(b) Sea A el conjunto de puntos aislados de X. Si x € A, entonces existe € > 0 tal que
B,(x) = {x}: esto nos dice que % = {{x} : x € A} es una familia de abiertos de X. Como
evidentemente los elementos de % son disjuntos dos a dos, la primera parte del ejercicio
nos dice que %, y por lo tanto también A, es a lo sumo numerable. O

26. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos. El espacio métrico (X x Y,d,) es
separable si y solamente si tanto el espacio (X, d) como (Y,d’) es separables.

Solucion. Supongamos primero que (X,d) e (Y,d’) son separables y sean D y E subcon-
juntos densos y numerables de X y de Y. Pongamos F := D X F y mostremos que F, que
es claramente numerable, es denso en (X x Y,d,). Sea (x,y) un punto de X x Y y sea
€ > 0. Como D es denso en X, existe a € D tal que d(x,a) < &,y como E es denso en Y,
existe b € E tal que d’(y, b) < ¢, y entonces tenemos que

deo ((x,¥), (a, b)) = max{d(x,a),d’(y, b)} < &.

Esto muestra que D x E es denso en X X Y, como queriamos.

Supongamos ahora que el espacio métrico (X x Y, d,) es separable. Las proyecciones
n,:XxY —>Xym,:X xY — Y son continuas, asi que el Ejercicio 28(a) nos dice que X
e Y son separables. O

27. ¢(Es separable el espacio métrico (£ o, dos)?

Solucion. Mostremos primero que

si X es un espacio métrico separable y Q es un subconjunto de X tal que
r,s€Q = d(r,s) €{0,1},

entonces Q es a lo sumo numerable.

Sea X un espacio métrico separable y sea Q un subconjunto de X que satisface esa con-
dicién. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Si g € Q, entonces B;/,(q) es
una abierto no vacio de X, asi que D N B;,,(q) # &. Esto implica que existe una funcién
¢ :Q — D tal que ¢(q) € B;/,(q) para todo q € Q. Esta funcién es inyectiva: en efecto, si
q y r son dos elementos de Q tale que ¢(q) = ¢(r), entonces

d(g,r) <d(q,¢(q)) +d(P(q),r) <1,

asi que debe ser d(q,r) = 0, esto es, debe ser ¢ = r. Ahora bien, como la funcién ¢ es
inyectiva y D es numerable, es claro que Q es numerable.

Volvamos ahora al ejercicio. Sea Q el conjunto de todas las sucesiones de elementos
de {0,1}. Claramente Q es un subconjunto de £, y dos puntos distintos de Q estdn a
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distancia 1. La afirmacién que probamos al empezar nos dice que si £, fuera separable Q
deberia ser numerable. Como Q no es numerable, £, no es separable. O

28. Sean (X,d) e (Y,d’) dos espacios métricos y sea f : X — Y una funcién conti-
nua y sobreyectiva.

(a) SiX esseparable, entonces Y es separable.

(b) ¢Es cierto que si X es completo entonces Y es completo?

Solucion. (a) Supongamos que X es separable y sea D un subconjunto denso y numerable
de X. Claramente f (D) es un subconjunto numerable de Y: veamos que es denso. Sea
y €Y. Como la funcién f es sobreyectiva, existe x € X tal que f(x) = y. Por otro lado,
como D es denso en X existe una sucesién (x,),»; en D que converge a x. Ahora bien,
como la funcién f es continua, tenemos que la sucesién (f (x,)),>; converge a f(x) =y:
como se trata de una sucesion en f (D), vemos que f (D) es denso en Y, como queriamos.
(b) La funcién t € R — e’ € (0,+00) es continua y sobreyectiva, su dominio es
completo y su codominio no: esto muestra que la afirmacién del enunciado no es cierta.

20/20




	Continuidad
	Separabilidad

