CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 3: Espacios métricos

El espacio métrico R"

1. (a) Toda familia de abiertos disjuntos dos a dos de R" es a lo sumo numerable.

(b) Muestre que la misma conclusién es falsa para familias de cerrados disjuntos
dos a dos.

Solucion. (a) Sea % una familia de abiertos disjuntos dos a dos de R" y supongamos sin
pérdida de generalidad que @ ¢ %. Sea ¢ : N — Q" una biyeccién. Para cada U € % el
conjunto S(U) := {n € N: ¢(n) € U} es un subconjunto no vacio de N, porque UNQ" # &
ya que U es no vacio y abierto y Q" denso en R", asi que tiene sentido considerar la funcién
®:U € % — minS(U) € N. Esta funcién es inyectiva: si U y V son dos elementos de % y
®(U) = ®(V), entonces U 3 ¢ (®(U)) = ¢(®(V)) € V, de manera que UNV # @y, como
los elementos de % son disjuntos dos a dos, debe ser U = V. Es claro ahora que #% < X,.

(b) Los elementos de & = {{t} : t € R} son cerrados de R dos a dos disjuntos y &
tiene evidentemente cardinal c. O

2. Sea A el conjunto de todas las bolas abiertas B,.(x) de R" con x € Q" y r € Q.
Si U es un abierto de R" y x € U, entonces existe B € % tal que x € BC U.

Solucion. Sea U un abierto de R" y sea x € U. Como U es abierto, existe s > 0 tal que
B,(x) € U. Por otro lado, como el conjunto Q" es denso en R", existe y € Q" tal que
d(x,y) <s/4. Finalmente, como s > 0, es s/4 <s/2 yexiste r e Q tal que s/4 <r <s/2

Si z € B,(y), entonces d(x,2z) < d(x,y) +d(y,z) <s/4+r <s, asi que z € B;(x).
Esto nos dice que B,(y) € B,(x) C U. Por otro lado, d(x,y) <s/4 <r, asi que x € B.(y).
Basta tomar entonces B = B,(y), que es un elemento de 93, para probar el enunciado. O

3. (Teorema de Lindeldf) Todo cubrimiento abierto de R" posee un subcubrimiento
numerable.

Solucion. Sea % el conjunto de bolas con centro en Q" y radio racional, como en el
Ejercicio 2, y sea % un cubrimiento abierto de R". Para cada x € R" existe U, € %
tal que x € U,, porque % cubre R", y de acuerdo al Ejercicio 2 existe B, € & tal que
X €B, CU,. Como C :={B, : x € R"} es un subconjunto de 8 y 8 es numerable, C es
él mismo, contable. Esto implica que hay una funcién ¢ : N — R" tal que

C={By(:neN}L (@)

Veamos que %’ = {Us(m) = n € N}, que manifiestamente estd contenido en %, es un
cubrimiento de R". Sea y € R". Como B, € C, de (1) vemos que existe n € N tal que
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B, = By ¥, por lo tanto, que y € B, = By, € Uy € %’. Asi, %' es un subcubrimiento
de %: como %' es numerable, esto prueba la afirmacién del ejercicio. O

Otra solucion. Sea % un cubrimiento abierto de R". Si n € N, entonces la bola cerrada
B,,(0) es compacta y % la cubre, asi que existe un subconjunto finito %, de % que también
cubre a B, (0). Si ponemos %’ := Un21 %,, tenemos que

R = JB.(c|JJUu= U

n>1 n>1Ue%, vewu’

asi que %’ es un subcubrimiento de %. Como %’ es claramente numerable, esto prueba
lo que queremos. O

4. SiSCR"yx €8, decimos que x es un punto de condensacién de S si para todo
¢ > 0 la interseccién S N B,(x) es no numerable. Muestre que todo conjunto no
numerable de R" posee al menos un punto de condensacion. ¢Puede ser que posea
uno solo?

Solucion. Sea S € R" un conjunto no numerable y supongamos que S no posee ningtn
punto de condensacién, de manera que para cada x € R" existe r, > 0 tal que SN B, (x)
es contable. Es claro que el conjunto % := {B, (x): x € R"} es un cubrimiento abierto
de R", asi que por el teorema de Lindelof % posee un subcubrimiento numerable. Esto
implica que hay una funcién ¢ : N - R" tal que R" = Uizl Br¢(l_](¢)(i)) y, por lo tanto, que

s=snr"=sn( B, (@) =|J(snB,,, (1))
i>1 i>1
Esto es absurdo, ya que esta ultima unién es una unién de numerables conjuntos numera-
bles y S no es numerable. Esto prueba que S posee al menos un punto de condensacién a.

Supongamos que a es el unico punto de condensacion de S. Si n € N, entonces el
conjunto SN(R"\ B, ,,(a)) tiene que ser numerable. En efecto, si no lo fuera deberia tener,
como dijimos arriba, al menos un punto de condensacién b y, como

besn (Rn \Bl/n(a)) CRn \Bl/n(a) =R" \Bl/n(a):

es necesariamente b # a: esto es imposible, porque claramente b es un punto de conden-
sacion de S y estamos suponiendo que el inico punto de condensacién de S es a.

Hemos probado que para todo n € N el conjunto S N (R" \ B;/,(a)) es numerable y,
como

U(s N (R" \Bl/n(a))) =sn [ J®R"\B, (@) =S N(R\{a}) =S\ {a},

n>1 n>1

que S \ {a} también lo es. Esto es absurdo porque S no es numerable. O

Una solucion alternativa para la primera parte. Sea S un subconjunto no numerable de R.
EsS = Uk€Z SN[k,k+1]: como S es no numerable y la unién numerable, tiene que existir
k € Z tal que SN [k, k + 1] es no numerable.
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Vamos a construir una sucesién ([a,, b,]),>; de intervalos cerrados de manera tal que
para todo n € N se tenga que [a,, b,] 2 [@,41, Dpsr ], #([ay, b, 1NS) > Ry y b,—a, = 1/2"7.
Empezamos poniendo a; = ky b; = k+1: es b; —a; =1 y la forma en que elegimos al
entero k nos dice que #([a;, b;1NS) > V.

Supongamos ahora que n € N y que ya construimos el intervalo [a,,b,]. Sea
c¢=(a,+b,)/2. Es

[a,,b,]NS = ([an,c] ﬂS)U([c, b,] ﬂS)

y el lado izquierdo es un conjunto no numerable, asi que alguno de los dos conjuntos
que aparecen en el lado derecho tiene que ser numerable: si [a,,c] NS es no nume-
rable, pongamos a,,; = a, ¥ b,.; = ¢, y si no lo es, entonces pongamos a,,; = c y
b,,1 = b,. Es claro que en cualquiera de los dos casos tenemos que [a,, b,] 2 [@,41, bpi1 ],
#([an41, b1 1NS) >Ry y bpyy —apy = (b, —a,)/2=1/2"

Sean a = sup{a, : n € N}. Mostremos que a es un punto de condensacién. Sea ¢ > 0.
La definicién de a y el hecho de que la sucesién (a,),»; es creciente implican que existe
N e Ntalque sin > N entonces a —¢ < a, < a. Siahorame€Nestalquem >Ny
1/2™" ! < ¢, entonces a — & < a,, < a, asi que b, = a, +1/2" 1 < a+1/2" ' < a+e:
vemos asi que [a,,, b,,] € (a—e, a+¢€)y, por lo tanto, que (a—¢, a+¢)NS no es numerable,
ya que contiene a [a,,, b,,]NS. O

5. Todo subconjunto discreto de R" tiene cardinal a lo sumo numerable.

Solucion. Sea A un subconjunto de R" que no es numerable. El Ejercicio 4 nos dice que
hay un punto a € R que es de condensacién de A y, por lo tanto, para todo € > 0 el
conjunto ANB,(a) es no numerable: esa interseccion tiene por lo tanto al menos un punto
distinto de a y entonces a no es un punto aislado de A. Vemos asi que un subconjunto
no numerable de R" no es discreto y esta es la afirmacién contrarreciproca de la que
queriamos probar. O

6. ¢De las funciones d; : R x R — R, dadas por

dl(X,.)’):(X_J/)z; dz(x:J’)= le_y|: ds(x:J’)=|x2_y2|,

lx — y]

4(X,J/) |X .y|7 S(X:y) 1+ |X—y|’

cudles son métricas?

Solucion. Consideremos cada una de las funciones por separado:
e Esd,(—1,1)=2%>1+1=d;(—1,0)+d;(0, 1), asf que d; no es una métrica.

e Six,y €Resclaro que
dy(x,y)=+Ix—y[=0 & x=y
y que d,(x,y) = d,(y, x). Por otro lado, si x, y, z € R, entonces
dy(x,2)” = |x —2| < |x —y| + ]y —z
Sle—yl+ly —zl+2y/[x—ylly —=|

= (dy(x, ) + dp(x, y))?
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y como la funcién t € Ry, — t? € Ry, es estrictamente creciente, tenemos que
dz(X,Z) < dZ(X: _Y) + dZ(.y)Z)'
Vemos asi que d, es una métrica.
e Esd;(1,—1) =0y 1#—1, asi que d, no es una métrica.
e Esd,(0,1)=2#1=d,(1,2), asi que d, no es una métrica.
e Es claro que para todo x, y € R se tiene que

ds(x,y)=0 << x=y

y que ds(x,y) = ds(y, x). Por otro lado, sean x, y, z € R. Consideremos la funcién
fit€Ryy > t/(1+¢) €Ryy. Bs f/(t) =(1+¢t) 2 para todo t > 0, asf que f es
estrictamente creciente en R.,. Por otro lado, sis, t € R, entonces

s2t +st? + 2st
>0,
(s+1)(t+1)(s+t+1)

fE)+fO—-fls+t)=
asi que

fE+f(O)= fs+10).
En particular, si ponemos s = |[x —y|y t = |y —z|, vemos que

ds(x,y)+ds(y,2) = f(lx—yD+fly —2z) = f(lx —y[+ |y —=z])
> f(lx —z|) = ds(x, 2).

Vemos asi que ds es una métrica. O

7. Muestre que son métricas sobre R" las funciones d; : R" x R" — R dadas por

dl(X,.)’) = lel _yi|:
i=1

n 1/2
dy(x,y) = (Z(xi —yi)Z) :

i=1

doo(x,y) = sup |x; — y;l.

1<i<n

En el caso particular en que n = 1, n = 2 o n = 3 dibuje las bolas correspondientes.

Solucién. Es inmediato que las tres funciones se anulan exactamente en los puntos de la
diagonal de R" xR" y que son simétricas y no negativas, asi que es suficiente que probemos
que las tres satisfacen la desigualdad triangular. Sean x, y y 2 tres elementos de R".

e Para cada i € [n] tenemos que
lx; — 2] < |x; — il + |y — 2l

asi que

dy(x,2) = Zn:bfi —z| < zn:(bfi —yil +y; —Zi|),

i=1 i=1
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porque cada sumando de la primera suma estd acotado por el correspondiente su-
mando de la segunda, y esto es

=l —yil+ Dy —zl = di(x,y) + di (3,2).
i=1 i=1

De manera similar, para cada j € [n] tenemos que

|xj_zj| < |xj_yj|+|.yj_zj| < 1511|P |xi_.Yi|+151{P [yi—2i| = deo (x, y) +d oo (¥, 2),
<i<n <isn

asi que

doo(x’z) = sup |xi _Zi| < doo(x3y)+doo(y3z)

1<i<n

e Sea (—,—) el producto interno usual en R" y sea ||—|| la correspondiente norma, de
manera que para cada x e y en R" se tiene que d,(x,y) = |[x — y||. Para ver que
d, satisface la desigualdad triangular, entonces, es suficiente que mostremos que si
X, y ¥ z estan en R" entonces

llx —zll < llx =yl +lly —=Il.
Equivalentemente, hay que mostrar que si u y v son elementos de R" entonces
lu+ vl < flull +IvIl,

ya que sabiendo eso basta poner u = x —y y v = y —z para obtener la desigualdad
anterior. Probemos esta dltima desigualdad. Sea f : t € R — (u+ tv,u + tv) € R,
de manera que, de hecho, para todo t €R es

F(t) = (wu) + t2(w,v) + t2(v,v).

Asi, f es una funcién polinomial. Como toma valores estrictamente positivos, el
discriminante® del correspondiente polinomio no es positivo, esto es,

4(u, v)% — 4{u,u) (v,v) <0

y, por lo tanto, (u,v)? < (u,u){v,v). Tomando raices cuadradas a ambos lados de
esta desigualdad vemos que

(o, VI < Ml - (V1]
Ahora podemos calcular que
lu+v|?> = (u+v,u+v)=(uu)+2(uv)+ (v,v)
< lull? + 21w, v) |+ VI < lull? + 20l + 1912 = (lll + 1),
asi que tomando raices cuadradas vemos que

llu+vI[ < flull + v,

como queriamos.
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Las tres métricas coinciden cuando n = 1, y la bola unidad centrada en O es simple-
mente el intervalo abierto (—1,1). Los siguientes dibujos ilustran las bolas centradas en
el origen y de radio 1 para las tres métricas d,, d, y do, cuando n = 2.

Por otro lado, cuando n = 3 las bolas unidad de d;, d, y d, son, respectivamente, el
octaedro de vértices (£1,0,0), (0,£1,0) y (0,0, £1), la esfera unidad, y el cubo de vértices
(£1,+1,+1). O

9Recordemos que el discriminante de un polinomio at? + bt + ¢ es A = b% —4ac, y que si los
coeficientes son reales y el polinomio sdlo toma valores no negativos, entonces es A < 0.

Espacios métricos

8. Sea p un nuimero primo positivo y sea d : Z x Z — R la funcioén tal que cada vez
que x e y son elementos de Z es d(x,y) = 27%, con a el maximo entero tal que
p*lx—y,six#y,yd(x,y)=0six=y. Muestre que d es una métrica en Z. La
llamamos la métrica p-ddica de Z.

Solucién. Para cada entero n no nulo escribamos v(n) al mayor a € N tal que p® | n. Es
claro que si n es un entero no nulo, entonces

v(n) = v(—n). 2
Por otro lado, si n y m son dos enteros no nulos y n + m # 0, entonces
v(n+m) = min{v(n), v(m)}. 3)
La métrica d del enunciado es tal que si n y m estan en Z, entonces
27 sin £ m;
d(n,m)=
0 sin=m.
Veamos que d es una métrica:

e Es claro que d(n,n) = 0 para todo n € Z. Mds aun, si n y m son elementos de Z
tales que n # m, entonces d(n,m) = 27" > 0.

e Siny m son enteros, entonces o bien n = m y, por supuesto, d(n,m) = d(m,n), o
bien n # my d(n,m) = 27" = 277" — q(m, n) por la igualdad (2).

e Seann, my r tres enteros. Queremos ver que
d(n,r) <d(n,m)+d(m,r).

Si n = r, entonces el miembro izquierdo de la desigualdad es nulo, asi que la de-
sigualdad es evidente. Supongamos entonces que n # r. Si ahora m € {n,r},
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entonces uno de los sumandos del lado de la derecha de la desigualdad se anula
y el otro es igual al lado izquierdo: otra vez la desigualdad es clara. Nos queda
entonces considerar el caso en que los tres enteros n, m y r son distintos dos a dos.
En ese caso los nimeros n—r = (n—m)+ (m—r), n—my m—r son no nulos, asi

que la desigualdad (3) nos dice que
v(in—r)=v((n—m)+(m—r)) = min{v(n—m), v(m—r)},
asi que

d(n, T") — 2—v(n—r) < 2—min{v(n—m),v(m—r)} — min{z—v(n—m)’ z—v(m—r)}

=min{d(n,m),d(m,r)} < d(n,m)+d(m,r).

Esto completa la prueba. U

9. Sea X un conjuntoy sea d : X xX — R la funcién tal que si x e y son elementos
de X se tiene que
0 six=y;

d(x,y) = _
1 six#y.

Muestre que se trata de una métrica sobre X y determine sus conjuntos abiertos.
Llamamos a & la métrica discreta sobre X.

Solucion. Es claro que d toma valores no negativos y que si x e y son elementos de X
se tiene que d(x,y) =0 < x =y y que d(x,y) = d(y,x). Por otro lado, si x, y, 2
son elementos de X, tenemos que ver que d(x,y)+d(y,z) = d(x,z). Esta desigualdad es
evidente si x = gz, porque en ese caso el miembro derecho es nulo. Si en cambio x # z,
entonces el miembro derecho de la desigualdad vale 1 y o bien x # y o bien y # z,
y alguno de los dos sumandos del miembro izquierdo es igual a 1: asi, la desigualdad
también vale en este caso. Esto prueba que d es una métrica.

Sea A un subconjunto de X. Si a € A, entonces B, ,(a) = {a} € A: esto muestra que A
es abierto. En particular, el conjunto X \ A también es abierto y, por lo tanto, A es cerrado.
Vemos asi que todo subconjunto de X es abierto y cerrado. O

10. Sea £°° el espacio vectorial real de todas las sucesiones (a,),~; de nimeros
reales que son acotadas y sea d : £*° x £*° — R la funcién tal que

d((an)an (bn)nZl) = Slirl)|ai - bll

cadavez que (a,),>1 ¥ (b,)n>1 son elementos de £°°. Muestre que d es una métrica.

Solucion. Observemos antes que nada que si a = (a,),=1 ¥ b = (b,),>1 son elementos
de £°°, de manera que existen A, B > 0 tales que |a,| < Ay |b,| < B para todo n € N,
entonces es |a, — b,| < |a,| + |b,] < A+ By, en particular, tiene sentido considerar el
supremo sup,.,|a, — b, | que usamos para definir d(a, b).

Es evidente que d(a, b) > 0y que d(a, b) = d(b,a). Mas aun, si d(a, b) = 0, entonces
|a, — by| < 0 para todo n € N y necesariamente a = b. Nos queda verificar la desigualdad
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triangular. Sea ¢ = (c,),>; un tercer elemento de £°°. Si m € N, entonces
|an = cul < lan = bul + by —cnl < supla, — byl +suplb, —c,| = d(a, b) +d(b, c),
n= n=

asi que

d(a,c) =supla, —c,| < d(a, b)+d(b,c).
n>1

Podemos concluir con todo esto que d es una métrica en £°°, como queremos. O

11. Sean a y b dos niumeros reales tales que a < b y sea C[a, b] el espacio vectorial
real de todas las funciones [a, b] — R que son continuas. Muestre que son métricas
sobre C[a, b] las funciones d; : C[a, b] x C[a, b] — R tales que

b
d1(f,g)=f If (6)—g (D)l dt, doo(f,8) = sup |f(t)—g(t)l

te[a,b]

cada vez que f y g son elementos de C[a, b].

Solucién. Observemos que la integral y el supremo que definen a d; y a d, tienen sentido
porque la funcién |f — g| es continua. Es claro que ambas funciones son simétricas, no
negativas, y que se anulan si y solamente si sus dos argumentos son iguales. Mostremos
que satisfacen la desigualdad triangular. Sean f, g y h tres elementos de C[a, b].

Para cada t € [a,b] es

If () —h(OI < If () — g(6)] + [g(£) —h(t)]. )
Como la integraciéon es mondtona y aditiva, tenemos entonces que
b b b
d,(f,h) = f If (£)—h(6)ldt < J If (£)—g(®)l dt+f lg(t)—h(t)|dt = d,(d, g)+d,(g, h).

Por otro lado, de la desigualdad (4) se tiene que para todo s € [a, b] es

If () =h(s)l < sup |f(t)—g(t)| + sup |g(t) —h(t)| = dos (f,8) + dos (g, h)

tela,b] tela,b]

y, por lo tanto, que
Qoolfs1) = 5Up 1) =HO) < doolf )+ oo,
tela,

Esto completa la prueba de las dos desigualdades. O

12. Sean (X;,d;)y (X,,d,) dos espacios métricos. Sid : (X; xX,) %X (X; xX,) > R
es la funcidn tal que

d((x1,x5), (y1,¥2)) = dy(x1, y1) + da(x3, ¥2)

cada vez que (x1,x,) e (¥1,y,) son elementos de X; x X,, entonces (X; x X,,d) es
un espacio métrico. Construya otras métricas «naturales» sobre el conjunto X; x X,.
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Solucidn. Sean x = (x1,x,) e ¥y = (y;,Y>) dos elementos de X; x X,. Es claro que
d(x,y) = dy(x1, y1) + dy(x3, ¥2) = di(¥1, X1) + da(¥2, X2) = d(y, x).

Por otro lado,
d(x,y) = dy(xy, y1) + dy(x5,¥,) 2 0

porque las funciones d; y d, toman valores no negativos y, mas aun, si vale la igualdad
debe ser d;(x, y;) = dy(x5, y,) =0, asi que x; = y;, X, = ¥, , en definitiva, x = y.
Sea z = (z;,2,) un tercer elemento de X; x X,. Es
d(x,2) = dy(x1,21) + dy(x3,25) < di(x1, 1) + d1(31,21) + do (3, ¥2) + do (2, 22)
=d(x,y)+d(y,2).

Concluimos asi que la funcién d es una métrica sobre X; x X,. O

13. Si(X,d) es un espacio métrico y d’ : X x X — R es la funcién tal que

/ _ d(x,y)
d'(x, ) = 1+d(x,y)

cada vez que x e y son elementos de X, entonces (X,d’) es un espacio métrico y d
y d’ son métricas topoldgicamente equivalentes. Observemos que 0 < d’(x,y) <1
para todo (x,y) € X x X.

Solucion. Sea f : t € [0,00) — t/(1+t) € [0,00). En la solucién del Ejercicio 6 vimos
que f es estrictamente creciente y que si s, t > 0 se tiene que f(s) + f(t) = f(s + ¢t)
y f(s) <s. Observemos que d’(x,y) = f(d(x,y)) cada vez que x, y €X.

Como d es simétrica, la funcién d’ es claramente simétrica. Por otro lado, como f
es estrictamente creciente, f(t) = O si y solamente si t = 0, y por lo tanto si x e y son
elementos de X, se tiene que d’(x,y) = f(d(x,y)) = 0 si y solamente si d(x,y) =0, y
esto ocurre si y solamente si x = y. Finalmente, sean x, y y z tres elementos de X. Como
d es una métrica, d(x,2z) < d(x,y)+d(y,z) y entonces

d'(x,2) = f(d(x,2)) < f(d(x,y) +d(y,2)) < f(d(x,¥)) + f(d(y,2))
=d'(x,2)+d'(y,2).

Mostremos ahora que las métricas d y d’ son topoldgicamente equivalentes. Sea x € X
ysear > 0. Siy € B.(x,d), entonces d’(x,y) = f(d(x,y)) < d(x,y) < r, asi que
Yy €B,(x,d’): vemos asi que B, (x,d) € B,(x,d’).

Sea, por otro lado, s = min{r,%} y sea t = s/(1 +s), que es un elemento
de (0,1). Si y € B,(x,d’), entonces f(d(x,y)) = d'(x,y) < t y, como la funcién
g :u € [0,1) » u/(1—u) € R es estrictamente creciente y g(f(t)) = t para todo
t € [0,1), tenemos que d(x,y) = g(f(d(x,y)) < g(t) =s < r. Concluimos de esta
forma que B,(x,d") C B,(x,d). O

14. Sea ((X,,d,)),>1 una sucesién de espacios métricos tales que para todo n € N
y todo (x,y) € X, x X, se tiene que d,(x,y) < 1. Sea X = [],.,X, y sea
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d : X x X — R la funcion tal que

d(x,y) — Z dn(xn:yn)

n
n=1 2

cada vez que x = (x,)p>1 € ¥ = (¥n)n>1 sON elementos de X. Muestre que (X, d) es
un espacio métrico.

Solucién. Observemos que la serie que define a d(x, y) converge absolutamente, ya que
tiene términos no negativos y esta acotada término a término por la serie Z::l 27" que
converge.

Sean x = (x,)p=1 € ¥ = (¥)u>1 dos elementos de X. Como para todo n > 1 es
d, (x4, ¥n) = dy (¥, X,) = 0, tenemos que

d(x,y) = Z dn(xrl’yn) — Z dn(yrl")xn) — d(_y,x)

n=1 2" n=1 2
Yy que
=)
_ dn(xm yn)
d(x,y)__jgg——fgr——;zo.

Maés aun, si vale la igualdad en esta ultima desigualdad, entonces todos los términos de la
serie que ahi aparece tienen que ser nulos, porque son todos no negativos, y por lo tanto
d,(x,,y,) = 0 para todo n > 1, de manera que x, = y, para todo n > 1y, en definitiva,
x =Y. Es claro, ademéds, que d(x,x) = 0.

Probemos, para terminar, que d satisface la desigualdad triangular. Sea z = (2,)n>1
un tercer punto de X. Para cada n > 1 tenemos que d,(x,,2,) < d,(x,, ¥,) + do (Vs 20),

asi que
d(x,Z) N d(x,y L GG )
d(x,z) = l'l. ( n n n n n )
que es
o da(Ya) | o (e yi)
=2 S LT =)+ d0s)
porque las dos series que aparecen aqui convergen. O

15. Muestre que las métricas d;, d, y d del ejercicio 7 son equivalentes sobre R".

Solucion. Sean x e y dos puntos de R". Es

d(xy)—ch — Yl S Sup I, = 3] = 1 deo (6, ).

i=1

Por otro lado, si j € [n] tenemos que

1/2
I =yl = (G —y)?)" < (Z(x —yl) =d,(x,¥),
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asi que

doo(x,y) = sup |x; — y;| < dy(x, y).

1<i<n
Finalmente, para cada j € [n] es
2
(=3, =1y =3, < sup b =il = sup b =il | =deaC )%
1<i<n 1<i<n
de manera que
n
dy(6, 2 = D (6, =y S dog (x, ¥)?
i=1

y, por lo tanto,
dz(X:J’) < \/ﬁ doo(x:y)

Las tres desigualdad que hemos obtenido implican inmediatamente que las métricas d;, d,
y do, son equivalentes. O

Propiedades topoldgicas

16. Sea (X,d) un espacio métrico.

(a) SiACX, entonces se tiene que A° = U U.

UCA
U abierto

(b) Es @° =@, X° =X y cada vez que Ay B son dos subconjuntos de X se tiene
que

ACB = A°CB°, (ANB)Y°=A°NB°, (AUB)’DA°UB".

¢Puede extenderse la segunda de estas afirmaciones al caso de intersecciones
infinitas? ¢Vale siempre la igualdad en la tercera?

Solucion. (a) SeaAC X. Si x € A°, entonces existe r > 0 tal que B,(x) € A. Como B, (x)
es un abierto contenido en A, tenemos entonces que

x €B,(x) < U U.

UCA
U abierto

Reciprocamente, supongamos que x es un elemento de esta dltima unién, de manera que
existe un abierto U de X tal que x e U y U C A. Como U es abierto, existe r > 0 tal que
B, (x) € U y entonces tenemos que B, (x) C A: vemos asi que x € A°.

(b) Si x fuera un punto de @°, habria un r > 0 tal que x € B,(x) € @: esto es absurdo,
asi que @° = @. Por otro lado, si x € X, entonces B;(x) € X, asi que x € X°: esto muestra
que X° = X. Veamos ahora las ultimas tres afirmaciones.

e Supongamos que A C By que x € A°, de manera que existe r > 0 tal que B,(x) C A.
En ese caso claramente tenemos que B,(x) € By, por lo tanto, que x € B°.

e Sea x € (AN B)°, de manera que existe r > 0 tal que B,(x) € AN B. En ese caso
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tenemos que B,(x) € Ay que B,(x) C B, asi que x € A° y x € B° y, por lo tanto,
Xx € A°NB°. Sea, por otro lado, x € A°NB°. Como x € A°, existe r > 0 tal que
B.(x) € A, y como x € B°, existe s > 0 tal que B,(x) € B. Sea t = min{r,s},
que es un numero positivo. Es B,(x) € B,(x) € Ay B,(x) € B,(x) C B, asi que
B,(x) CANB: esto nos dice que t € (ANB)°.

e Sea x € A°UB°, de manera que x € A° 0 x € B°, esto es, existe r > 0 tal que o
B,(x) €A o B,(x) € B. En cualquiera de los dos casos tenemos que B,(x) CAUB
y, por lo tanto, que x € (AUB)°.

Para cadane€NseaA, =(—1/n,1/n) CR. Es A’ =A,, asi que

ﬂA;ﬂijmum=«n¢@=mr=(ﬂAJ.
=, n>1 n>1

Este ejemplo muestra que la segunda igualdad del enunciado no puede extenderse al caso
de intersecciones infinitas. Por otro lado, siA=Q y B =R\ Q, entonces A° = B° = &, asi
que A°UB° = @ # R =R° = (AUB)°: vemos que la tercera inclusién no es en general una
igualdad. O

17. Sea (X,d) un espacio métrico.

(a) SiACX, entonces se tiene queZ = ﬂ F.

F2A
F cerrado

() Es@=@,X =X ycada vez que Ay B son dos subconjuntos de X se tiene que

ACB => ACB, AUB=AUB, ANBCANB.
¢Puede extenderse la segunda de estas afirmaciones al caso de uniones infini-
tas? ¢Vale siempre la igualdad en la tercera?
(c) SiIACX yx€X,entonces x € Asi y solamente si existe una sucesiéon conver-
gente (x,),>; tal que x, €Aparatodone Ny lim x, €A.
- n—oo

Solucion. (a) Sea A C X y escribamos B a la interseccién que aparece en el enunciado. Su-
pongamos primero que x € A, que F es un cerrado de X que contiene aAy que x & F: esto
significa que existe r > 0 tal que B,(x)NF = @. Ahora bien, como x €A, es B,(x)NA # &:
esto es absurdo, ya que como A C F tenemos que B, (x)NA C B,(x)NF. Esta contradiccién
nos dice que tiene que ser x € F y vemos asi que todo punto de A estd contenido en todo
cerrado de X que contiene a Ay, en definitiva, que A C B.

Supongamos ahora que x es un punto de B y sea r > 0. Si B,.(x) N A fuese vacio,
tendriamos que A C X \ B,(x) y, como este tltimo conjunto es cerrado y x estd contenido
en todo cerrado que contiene a A, que x € X \ B,(x): esto es absurdo.

(b) Si x € @, entonces B;(x) N @ # &: esto es claramente imposible, asi que debe ser
@ = @. Por otro lado, si x €X y r > 0, entonces x € B, (x) NX, asi que x € X: vemos asi
que X =X.

e Supongamos que AC By que x €A. Sir > 0, entonces B,(x)NB 2B, (x)NA# &
porque x € Ay, por lo tanto, tenemos que x € B.

e Sea x € AUB y supongamos para llegar a un absurdo que x ¢ AU B, de manera
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que x ¢ Ay x ¢ B: existen entonces r > 0y s > 0 tales que B,(x)NA= @y
B,(x)NB =@. Sea t = min{r,s}, que es un nimero positivo. Es

B.(x)N(AUB) = (B.(x)NA)U(B.(x)NB) C (B.(x)NA)U(B,(x)NB) = ZUD = @.

Esto es absurdo, ya que x € AUB, y esta contradiccién provino de suponer que
x ¢ AUB. Vemos asi que AUB CAUB.

Por otro lado, es claro que Ay B estan contenidos en AU B y este tiltimo conjunto
es cerrado, asi que de acuerdo a la primera parte de este ejercicio tenemos que
ACAUB y que BCAUB. Se sigue de esto, por supuesto, que AUB CAUB.

e Sea x € ANB. Sir > 0, entonces B,(x)NA 2 B.(x)N(ANB) # @y
B.(x)NB 2 B,(x)N(ANB) # @: esto muestra que x € Ay que x € B y, por lo
tanto, que x € AN B.

Paracadan€NseaA,={1} CR.EsA, =4,y

Ua.={Ja,={::neN}goe{lnent=| JA,

n=1 n=1 n#l
asi que

Ua. # 4.

n=1 n#l

Esto muestra que la segunda igualdad del enunciado no puede extenderse en general al
caso de uniones infinitas. Por otro lado, si ponemos A = Q y B = R\ Q, tenemos que
A=B=R y entonces que

ANB=0=@#R=RNR=ANB.

Vemos asi que la tercera inclusion del enunciado no es en general una igualdad.

(c) Sea A un subconjunto de X y sea x € X. Supongamos primero que x € A. Para
cada n € N, entonces, el conjunto B;,,(x) NA no es vacio, asi que existe a, € A tal que
d(x,a,) < 1/n. La sucesién (a,),>; es por lo tanto una sucesién en A que converge a Xx.
Reciprocamente, supongamos que (a,),-; €S una sucesién en A que converge a x. Sir > 0,
la convergencia nos dice que existe n, € N tal que para todo n > n, es d(x,a,) <1y, en
particular, que a,, € B,(x)NA, de manera que esta ultima interseccién no es vacia: vemos
asi que x €A. O

18. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A C X, entonces
(X\A)P° =X\4, X\A=X\A"

¢Es cierto que A = A° o que A° = (A)°?

Solucion. Sea A un subconjunto de X. Probemos primero las dos igualdades:
e ESACA asi que X \A 2 X \A Como X \ A es un abierto, esto implica que
(X \A)° 2 X \ A. Por otro lado, supongamos que existe x € (X \ A)° NA. Como
x estd en (X \ A)°, existe r > 0 tal que B,(x) € X \ A, y entonces B,(x) NA = &:
esto es absurdo, ya que x € A. Vemos de esta forma que debe ser (X \A)°NA= @
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0, equivalentemente, que (X \ A)° € X \ A.

e Sea B = X \ A. De acuerdo a lo que ya probamos, A° = (X \ B)° = X \ B, as{ que
tomando complementos vemos que X \A° =B =X \ A.

SiA= {0} en R, entonces A° = @ = & # A. Por otro lado, Q° = @ # R = R° = (Q)°. Esto
muestra que ninguna de las dos igualdades de la pregunta final valen en general. O

19. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X, entonces la frontera A es un cerrado
de X y se tiene que JA=ANX \Ay A= 3(X \ A).

Solucién. Sea A un subconjunto de X. Mostremos primero que JA=ANX \ A.

e Sea x € JA. Sir > 0, entonces es B, (x)NA# @y B,(x)N(X \A) # @: esto muestra
que x €Ay que x € X \ Ay, en definitiva, que x €ANX \ A.

e Seax € ANX \A. Sir > 0, entonces B, (x)NA # @ porque x €Ay B, (x)N(X\A) # &
porque x € X \ A: vemos asi que x € JA.

Usando la igualdad que ya tenemos dos veces, vemos que

PA=ANX\A=X\(X\A)NX\A=3(X\A).

Finalmente, como A y X \ A son conjuntos cerrados, también lo es su interseccién dA. O

20. Sea (X,d) un espacio métrico. Si U y F son un abierto y un cerrado de X,
entonces F\ U y U \ F son un cerrado y un abierto de X.

Solucién. Si Uy F son un abierto y un cerrado de X, entonces X \ U y X \ F son un cerrado

y un abierto de X y por lo tanto U\ F = UN(X \ F) es un abiertode X y F\U = FN(X \U)
es un cerrado de X. O

21. Sea (X, d) un espacio métrico. Six € X y r > 0, llamamos bola cerrada centrada
en x de radio r al conjunto

B(x,r) = {yex:d(x,y)<r}

(a) Paracadax € X ycadar > 0 el conjunto B(x, ) es cerrado y B(x, r) € B(x, r).
(b) Muestre que en general no vale la igualdad en la afirmacién anterior.

Solucién. Es claro que B, (x) € B,(x) asi que para probar que m C B, (x) es suficiente
con mostrar que B, (x) es un cerrado de X y para ello que X \ B, (x) es un abierto. Sea en-
tonces y € X \ B, (x), de manera que d(x,y) > r y, por lo tanto, el nimero ¢ := d(x, y)—r
es positivo. Si z € B,(y), entonces d(z,x) +d(z,y) = d(x,y) y, en consecuencia,

d(z,x) =>d(x,y)—d(z,y)>d(x,y)—e=r,

asi que z € X \ B, (x). Esto nos dice que B,(z) € X \ B,(x) y, en definitiva, que X \ B, (x)
es abierto, como queriamos.

Si X = {x,y} es un conjunto de cardinal 2 dotado de su métrica discreta, entonces
m = m = {x} # {x,y} = B,(x). Esto muestra que la inclusién que probamos arriba
bien puede ser estricta. O
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22. Sean (X,d;) e (Y,d,) espacios métricos y sea (X x Y, d) el espacio métrico con
la métrica tal que

d((x1, 1), (x2,¥2)) = dy(x1,Xx2) + da (1, ¥2)

cada vez que (x1, y;) ¥ (xg,¥5) son elementos de X xY. SiAC X y B C Y, entonces
(AxB)’=A°xB°yAxB=AxB.

Solucion. Empecemos por mostrar que

si Uy V son abiertos de X y de Y, respectivamente, entonces U x V es un abierto
de X xY.

Sean Uy V abiertosde X yde Y ysea(x,y) € UxV. Como x € Uy U es abierto en X, existe
r; > 0tal que B, (x) € X; de manera similar, como y € V y V es abierto en Y, existe r, > 0
tal que B,,(y) € V. Sea r := min{r,,,}, que es un niimero positivo. Si (x’,y’) € B,(x, y),
entonces r > d((x,y),(x’,y")) = d(x,x") +d(y,y’) y, como d(x,x’) y d(y,y’) son no
negativos, de esta desigualdad se deduce que d(x,x’) <r <r, yd(y,y)<r <r,, de
manera que x’ € B, (x) CU ey €B, (x) CV: asi, es (x’,y’) € U x V, y esto muestra
que B, ((x,y)) CU x V. El conjunto U x V es, por lo tanto, abierto.

Volvamos ahora al ejercicio. Sean A y B subconjuntos de X y de Y, respectivamente.
Como A° y B° son abiertos en X y en Y lo que acabamos de hacer muestra que A° x B°® es
un abierto de X x Y. Como ademas se tiene claramente que A° x B° C A x B, podemos
concluir que A° x B° C (A x B)°.

Para probar la inclusion reciproca, supongamos que (x,y) € (A x B)°, de manera
que existe r > 0 tal que B,((x,y)) S Ax B. Six’ € B,;5(x) e y' € B,,(y) , entonces
d((x’, y"),(x,y)) = d(x’,x)+d(y’,y) < r, de manera que (x’,y") € B.((x,y)) CAxB
y, en particular, x’ €A e y’ € B. Vemos asf que B, ,(x) CAy que B, 5(y) C Y, con lo que
x €A’, y € By, finalmente, (x, y) € A° x B°. Con esto concluimos que (Ax B)° =A° x B°.

Mostremos ahora que

si F y G son cerrados de X y de Y, respectivamente, entonces F x G es un
cerrado de X x Y.

Sean para ello F y G cerrados de X yde Y. Como X \ F y Y \ G son abiertos de X yde Y,
lo que hicimos arriba nos dice que X x Y \F xY = (X \F)xY yXxY\XxG=X x (Y \G)
son abiertos de X x Y. En particular, F x Y y X x G son cerrados de X x Y y también lo es
su interseccidn, que es precisamente F x G.

Sean otra vez A C X y B C Y subconjuntos. Como Ay B son cerrados de X y de Y, el
conjunto A x B es un cerrado de X x Y. Como ademds contiene evidentemente a A x B,
tenemos que A x B C A x B.

Supongamos ahora que (x, y) es un punto de X x Y que no estd en A x B, de manera
que existe r > 0 tal que B,((x,y)) N (A x B) = @. Queremos ver que (x,y) & AxB: si
x ¢ A, esto es claro. Supongamos entonces que x € A, de manera que en particular existe
x' € B,,(x)NA. Si y’ €B,,(y), entonces claramente (x’, y’) € B,((x, y)) ¥, por lo tanto,
(x,y") € Ax B: como x’ € A, debe ser entonces y’ & B. Vemos asi que B, ,(y) NB =@
y, como consecuencia de ellos, que y ¢ B. Esto prueba que (x, y) ¢ A x B y, en definitiva,
que (X x Y)\Ax B C (X xB) \ (A x B). O
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23. Sea (X, d) un espacio métrico.
(a) SiACX, entonces el conjunto derivado A’ es un cerrado de X.
(b) SiAvy B son subconjuntos de X, entonces
ACB = A CPH, (AUBY =A'UB’, A=AUA, A =A.

(¢) SiACXyx€X,entonces x €A’ siysolamente si existe una sucesion (x,,),ey
de puntos de A que converge a X y que no es casi constante.

Solucion. (a) Sea A un subconjunto de X y sea x € A’. Para cada n € N existe entonces
un punto x, en By,,(x) NA’. Por otro lado, como x, estd en A’ la interseccién B, ,,(x,) NA
tiene algin punto distinto de x,: llamémoslo a,,.

Sea ahora r > 0 y sea m € N tal que 1/m < r/2. El punto a,, es distinto de x y
d(a,,,x) < d(a,,x,,)+d(x,,x) <2/n<r, asi que B.(x) NA tiene un elemento distinto
de x. Vemos asi que x € A’: esto muestra que A’ C A’ y, por lo tanto, que el conjunto A’ es
cerrado.

Una forma alternativa de hacer (a), usando sucesiones. Sea x € A/, de manera que hay
una sucesion (x,),>; en A’ tal que limx, = x. Si n € N, entonces x, € A" y, por lo tanto,
hay una sucesién (a,,),>1 de puntos de A que converge a x,, y que no es casi constante.
Mostremos que

si (n,m) € N x N es tal que a, ,, # x, entonces existe (n’,m’) € N x N tal

que 0 < d(x,a, ) <d(x,a,,)/2. ®)

Sea, para ello, (n,m) € N x N y supongamos que a, ,, 7 x. Pongamos ¢ := d(x,a,,)/2,
que es un nimero positivo. Como la sucesién (x;)s; converge a x, existe n’ € N tal que
d(x,x,) < €/2. Por otro lado, como la sucesién (a,,),>; converge a x,, y no es casi
constante, existe m’ € N tal que a,/ v # x y d(x,/,a, ) < €/2. Tenemos entonces que

0< d(X, an/’m/) < d(x,xn/) ar d(xn/,an/’m/) <e.

Como la sucesién (a; ,),>1 NO €s casi constante, existe m; € N tal que a; ,, 7# X.
Pongamos n; = 1. Usando (5) es claro que hay una sucesién (n;,m )=, de elementos
de N x N tal que para todo k € N es 0 < d(x,a,,,, m.,) < d(x,a, n )/2. Se sigue de
que la sucesién (d(x,a,, ., )i>1 €s estrictamente decreciente y que converge a 0, y esto
implica que la sucesién (a,, ,, Ji>1, que estd en A, tiene todos sus componentes distintas
dos a dos y que converge a x. Vemos asi que x € A’ y; en definitiva, que A’ C A, es decir,

que el conjunto deriva A’ es cerrado.

(b) Sean Ay B dos subconjuntos de X.

e Supongamos que A C By que x € A’. Sir > 0, entonces B,(x)NB 2 B,(x)NAy
este tltimo conjunto contiene un punto distinto de x: esto nos dice que x € B’.

e Sea x € (AUB)’ y supongamos que x € A’, de manera que existe r > 0 tal que
B,(x)NA € {x}. Queremos mostrar que necesariamente es x € B’. Seas > 0
y sea t := min{r,s}, que es un nimero positivo. Como x € (AU B)’, el con-
junto B,(x) N (AU B) tiene un elemento distinto de x: como ademds es igual a
(B,(x)NA)U(B,(x)NB) y B,(x)NA C B,(x)NA C {x}, vemos que B,(x)NB tiene un
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elemento distinto de x. Ese punto también estd en B;(x)NB. Vemos asi que x € B/,
como queriamos.

Por otro lado, como A € AUB y B € AU B, la primera afirmacién que probamos
nos dice que A’ € (AUB)' y que B’ € (AUB)': vemos asi que A’ UB’ C (AUB)'.

e Sea x € AUA. Six €A, entonces claramente x € A. Si en cambio x € A/, para todo

r > 0 el conjunto B, (x) N A tiene un elemento distinto de x asi que, en particular,
no es vacio: esto nos dice que también en este caso x € A. Vemos de esta forma que
AUA CA.

Por otro lado, supongamos que x €Ay que x ¢ A’, de manera que existe r > 0
tal que B, (x)NA C {x}. Ahora bien, como x € A la interseccién B, (x) NA no puede
ser vacia, asi que tiene que coincidir con {x} y, en particular, tenemos que x € A.
Esto muestra que A C A’ UA.

e Como A’ es cerrado, A’ = A’ = A’ UA”, asf que A” C A'. Por otro lado, esA=AUA/,

asi que (A) = (AUA'Y =A' UA" CA'.

(c) Sea A C X y sea x € X. Supongamos primero que x € A’. Para cada r > 0
el conjunto B,(x) N A tiene un elemento distinto de x, que escribimos ¢ (r). Podemos
entonces definir una sucesién (a,),s; poniendo a; = x; y a,,; = ¢(d(x,a,)/2) para cada
n € N. Mostremos que

para cada n, m € N se tiene que d(x,a,,,) < d(x,a,)/2"

fijando n € N y haciendo induccién con respecto a m. Como

App1 = ¢(d(x: an)/z) € Bd(x,an)/z(x)y

es d(x,a,,1) < d(x,a,)/2. Por otro lado, si suponemos que d(x,a,.,) < d(x,a,)/2™,

entonces
Qpim+1 = ¢(d(x; an+1)/2) € Bd(x,ﬂn+l)/2(x)’

ast que d(x,apymer) < d(x,ay41)/2 < d(x,a,)/2m.

Como consecuencia de lo que acabamos de probar, podemos ver que la sucesién
(a,)n>: tiene todos sus términos distintos dos a dos. En efecto, si n y m son dos elementos
de Ny n < m, tenemos que d(x,a,,) < d(x,a,)/2™ " < d(x,a,), asi que, en particular,
a,, # a,, como queremos. Como claramente lim,,_, ., a, = x, vemos que x es limite de una
sucesién no casi constante de elementos de A.

Reciprocamente, supongamos que existe una sucesién (a,),; de elementos de A que
no es casi constante y que converge a x. Si r > 0, entonces existe m € N tal que para todo
n > mes a, € B,(x). Mas atin, como la sucesién no es casi constante esto muestra que
hay al menos dos elementos de A en B,.(x): esto nos dice que x € A'. O

24. Para cada uno de los siguientes conjuntos determine el interior, la clausura, la
frontera y el conjunto derivado, y si se trata de abiertos o cerrados:

[0,1], (0,1), Q, Qnlo,1], Z, [0,1)u{2}.
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Solucién. Sean X =QnN[0,1]e Y =[0,1) U {2}. Tenemos que

[0,11° = (0,1), 0,1]1=[0,1], a[o,11={0,1},  [0,1]) =[o0,1],
(0,1°=(0,1),  (0,1)=[0,1], 2(0,1)={0,1},  (0,1) =[0,1],
Q=2 Q=R Q=Q Q =R,

X° =g, X =[0,1], X =X, X' =[0,1],

7 =0, Z=1, 07 =17, 7' =@,

Y° =(0,1), Y=[0,1]u{2}, a8y ={0,1,2}, Y’ =1[0,1].

25. Describa los conjuntos abiertos y cerrados de Z visto como subespacio de R.
Generalice esto a una descripcion de los abiertos y cerrados de un subconjunto
discreto de un espacio métrico arbitrario.

Solucién. Sea (X,d) un espacio métrico y sea D € X un subconjunto discreto de X, de
manera que para cada x € D existe r, > 0 tal que B, (x) N D = {x}. Afirmamos que todo
subconjunto de D es abierto para la métrica inducida: si A € D es un subconjunto de D y
x € D, es claro que B, (x) € A. Por otro lado, como todo subconjunto de D es abierto, se
sigue inmediatamente que todo subconjunto de D es cerrado. O

26. SiS esun subconjunto no numerable de R, entonces el conjunto P de los puntos
de condensacién de S es perfecto (es decir, es cerrado y P = P’) y la diferencia S \ P
es a lo sumo numerable.

Solucién. Sea Q = S\ P. Por definicion, si g € Q, existe un abierto UjenRtalqueqe U,y
U, NS es alo sumo numerable. El conjunto {Uq : ¢ € Q} es un cubrimiento abierto de Q y
como subconjunto de R tiene la propieda de Lindel6f, existe un subconjunto numerable R
de Q tal que Q C quR U,. Tenemos entonces que Q C (quR U)ns = quR(Uq ns),y
esta tltima unién es una unién numerable de conjuntos a lo sumo numerables: vemos asi
que el conjunto Q, es decir S \ P, es numerable.

Sea x un punto de P’. Si ¢ > 0, entonces B,(x) N P no es vacio, asi que contiene un
punto p de P distinto de x. Como B(x) es un entorno de p y p es un punto de condensacién
de S, hay en B?(x) no numerables puntos de S: vemos asi que todo entorno de x contiene
no numerables puntos de S y, por lo tanto, que x € P. Esto muestra que P’ C P.

Sea ahora x € P y sea ¢ > 0. Como x es un punto de condensacién de S, B, ,(x)NS es
no numerable. En particular, existe m € N tal que (BE /20)\B,/2m (x))ﬂS no es numerable:
si no fuese ese el caso, tendriamos que

B,(x)NS = [)(B.(x) \ B, 2a(x)) NS,
=1
una unién numerable de conjuntos numerables, lo que es absurdo. Ahora bien, como
(Bg ;2(x)\ B, /Zm(x)) NS es no numerable, posee un punto de condensacién &. Ese punto
claramente pertenece al cerrado B, /2(X)\ B /2n(x), de manera que & € B.(x) y & # x.
Concluimos asi que todo entorno de x posee un punto de condensacién de S distinto de x
y, por lo tanto, que x € P’. Vemos asi que P C P’ y, juntanto todo, que P = P’, como
queremos. O
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27. Sea (X,d) un espacio métrico y sean x = (x,),>1 € ¥ = (¥,)n>1 dos sucesiones
en X.
(a) Six converge a xy ey ay,,entonces lim d(x,,y,)=d(xq,Yo)-
n—oo
(b) Si x e y son sucesiones de Cauchy, entonces la sucesiéon de nimeros reales
(d(x,, ¥n))a>1 €S cOnvergente.

Solucion. (a) Supongamos que x e y convergen a X, y a Y,, respectivamente. Sea £ > 0.
La convergencia de las dos sucesiones nos dice que existe n, € N tal que si n > n,, entonces
d(x,,xq) < eyd(y,Yo) < €. Para tales valores de n tenemos que

d(xp, ¥7) < d(xy, X0) +d(x0, o) + d(Yo, )
de manera que

d(xn, ¥n) = d(xo, ¥o) < d(xn, X0) +d(¥0, ¥,) < 2¢.
De manera similar, tenemos que

d(xo,Yo) < d(xo,x,) +d(xy, ¥n) +d (¥, o)
asi que

—d(x, ¥n) + d(x0, ¥o) < d(x0, X,) + d(¥y, Yo) < 2¢.

En definitiva, tenemos que |d(x,, y,) — d(xy, ¥o)| < 2¢ ¥, por lo tanto, podemos concluir
que

rlILTo d(x,, y,) = d(xo, ¥o)-

(b) Supongamos ahora que x e y son sucesiones de Cauchy. Sea € > 0. La hipdtesis
implica que existe n, € N tal que si n, m > n, entonces d(x,,X,) < €y d(¥n, ¥m) < €. Si
ahora n, m > n,, tenemos que

d(xy, ¥n) < d(xp, Xp) + d (X, Vi) + d(Yims Y
asi que
d(xp, ¥n) = d(Xpn; Yin) < A%, X5) + d(Yimy ) < 26
Intercambiando los roles de n y de m en este razonamiento vemos que también
—d(x,, ¥n) +d(x, yin) < 2¢
y, juntando las dos desigualdad que obtuvimos, que
|d(xn,yn) —d(xm,ym)| < 2e.

Esto nos dice que la sucesién de niimeros reales (d(x,, ¥,)).=: €s de Cauchy y, por lo tanto,
que converge. O

28. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que un subconjunto A de X es un Gj si
es interseccion de una familia numerable de abiertos, y que es un F,; si es unién de
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una familia numerable de cerrados.

(a) El complemento de un conjunto G5 es un conjunto F,, y el complemento de
un conjunto F, es un conjunto Gg.

(b) Todo abierto es un conjunto F,, y todo cerrado es un conjunto G, .

(¢) Exhiba familias numerables de abiertos de R cuya interseccion sean los conjun-
tos [0,1] y [0, 1), y una familia numerable de cerrados cuya unién sea [0, 1).
¢Qué conclusion puede obtenerse de estos ejemplos?

Solucion. (a) Sea U un conjunto Gs (un conjunto F,), de manera que hay una sucesion

(U,)ns1 de abiertos (cerrados) de X tal que U = ﬂnZI U, U =], Uy). Tenemos que

n=1

X\U=x\{JU, =& \U) (X\U=X\ﬂUH=U(X\Un))
n=1 n>1 n>1 n>1
y, como el conjunto X \ U, es cerrado (abierto) cualquiera sea n > 1, esto muestra que
X \ U es un conjunto F, (un conjunto Gg) .
(b) En vista de la primera parte del ejercicio, es suficiente con mostrar que todo abierto
es un F5. Sea U un conjunto abierto de X y para cada n € N sea

Un = U Bl/n(x)‘
xex\U
Es claro que U, es abierto, asi que F, =X \ U, es cerrado. Para probar lo que queremos es
suficiente que mostremos que

U=|JF,.

n=1

Llamemos V a la unién que aparece aqui. Sea u € U. Como u es abierto, existe m € N
tal que By,,,(u) € U. Si fuese u € U, tendriamos que hay un punto z € X \ U tal que
U € Byj,(2): en ese caso es X \ U > z € By,,,(u) C U, lo que es absurdo. Vemos asi que
uex\U,=F, CV.

Por otro lado, supongamos que v € V, de manera que existe n > 1 tal que v € F, ¥,
por lo tanto, v ¢ U,. Esto significa que para todo z € X \ U se tiene que d(z,v) = 1/ny,
en particular, que z ¢ X \ U, es decir, que z € U.

(c) Es inmediato verificar que

[0,1]=(\-%1+2%), [0,D=()-%1, [0,1)=[]J0,1-21].

n>1 n>1 n>1

Distancias a conjuntos

29. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio de X. Si x € X,
la distancia de x a A es el nimero

d(x,A) =inf{d(x,a): a € A}.
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Observemos que el infimo tiene sentido: es el infimo de un conjunto no vacio y
acotado inferiormente.

(a) Six ey son puntos de X, entonces |d(x,A)—d(y,A)| < d(x,y).

(b) Six €A, entonces d(x,A) =0.

() SixeX,entoncesd(x,A)=0 < x €A.

(d) Para todo r > 0 el conjunto B,(A) = {x € X : d(x,A) < r} es abierto y el
conjunto B,(A) = {x € X : d(x,A) < r} es cerrado.

Solucion. (a) Sean x e y dos puntos de X. Si a € A, entonces
d(x,A) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a),

asi que d(x,A)—d(x,y) <d(y,a)y, por lo tanto, d(x,A) —d(x,y) < d(y,A), de manera
que

d(x,A)—d(y,A) <d(x,y).

Intercambiando los roles de x y de y en esta desigualdad vemos que también
—d(x,A) +d(y,A) <d(x,y)

y, en definitiva, que
d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y),

€Omo queremos.
(b) Si x €A, entonces 0 € {d(x,a) : a € A} C [0, 00), asi que

d(x,A) =inf{d(x,a):a €A} =0.

(c) Sea x € X y supongamos primero que d(x,A) = 0, de manera que se tiene que
inf{d(x,a) : a € A} = 0. Sir > 0, entonces esto significa que existe a € A tal que
d(x,a) < ry, por lo tanto, que B,(x) NA # @: vemos asi que x EA.

Supongamos ahora, para probar la reciproca, que x €Ay sea D = {d(x,a) : a €A}. Si
r > 0, entonces como x € A existe a € B, (x)NAy, por lo tanto, D 3 d(x,a) < r. Vemos asf
que ningln nimero positivo es cota inferior para D, asi que debe ser d(x,A) =inf D = 0.

(d) Sear > 0y sea x € B,(A), de manera que d(x,A) <. Siy € B,_4, 4(x), entonces

d(y,A)—d(x,A) < |d(y,A)—d(x,A)| <d(y,x) <r—d(x,A),

asi que d(y,A) < r: vemos asi que B,_(, 4(x) € B,(A) y, por lo tanto, que B, (A) es abierto.
Supongamos ahora que x & B,(A), de manera que d(x,A) > r. Si y € By (x),
entonces

d(x,A)—d(y,A) <|d(x,A)—d(y,A)| <d(x,y)<d(x,A)—r

y, por lo tanto, d(y,A) > r, es decir, y ¢ B,(A). Esto nos dice que X \ B,(A) es un abierto
de X y, como queremos, que B, (A) un cerrado. O

30. Sea (X,d) un espacio métrico. Si Ay B son dos conjuntos no vacios de X, la
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distancia de A a B es el nimero
d(A,B) =inf{d(a,b):a €A, b € B}.

Observemos que el infimo tiene sentido: es el infimo de un conjunto no vacio y
acotado inferiormente.
Sean A, B y C tres subconjuntos no vacios de X. Determine si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:
(@) d(A,B)=d(B,A).
() d(A,B)=0 <> ANB=g.
(© d(AB)=0 < ANB=g@.
(d d(A,C)<d(A,B)+d(B,C).

Solucién. (a) Como {d(a,b) : a € A,b € B} y {d(b,a) : b € B,a € A} son el mismo
conjunto, porque la métrica es simétrica, los infimos de esos dos conjuntos son iguales y
d(A,B) =d(B,A).

(b) Si en R consideramos los conjuntos A = (—1,0) y B = (0,1), tenemos que
d(A,B) =0, porque para todon € Nes —1/n €A, 1/n € By, por lo tanto,

d(A,B) <d(—1/n,1/n) =2/n.

Sin embargo, es AN B = @: esto muestra que la afirmacion es falsa.
(c) En R? consideremos los conjuntos A= {(x,0) : x € R} y B = {(x,e*) : x €R}. Se
trata de conjuntos cerrados:

® Si (p,).=1 €s una sucesién convergente de puntos de Ay p = (x,y) es su li-
mite, entonces para cada n € N existe x, € R tal que p, = (x,,0). Es
d(p,,p)* = (x — x,)*> + y2. Sifuese y # 0, tendriamos que 0 < y? < d(p,,p)>
y, tomando limites, que 0 < y? < limd(p,, p)* = 0: como esto es absurdo, debe ser
y = 0. Esto muestra que p € Ay, en definitiva, que A es cerrado.

e Sea ahora (p,),>; una sucesién convergente de puntos de By p = (x, y) su limite.

Como la sucesion estd en B, para cada n € N existe x,, € R tal que p, = (x,,e*). Si

n € N, tenemos que 0 < |x,—x| < d(p,,, p): como la sucesién (d(p,, p)).s1 converge

a 0, podemos concluir entonces que la sucesién (|x —x,|),~, también converge a 0,

y esto significa que limx, = x. Ahora bien, como la funcién t € R — e' € R es
continua, de esto tltimo podemos deducir que también e* = lim e*n.

Por otro lado, es 0 < |e*™ — y| < d(p,,p) para todo n € N, asi que la sucesién

(le*» — y|),>; también converge a 0, es decir, lime*™ = y. Vemos asi que y =e* y,
por lo tanto, que p = (x, x*) € B. El conjunto B es por ello cerrado.

Que Ay B sean cerrados implica que ANB = ANB = @: en efecto, un punto (x, e*) de B no
pertenece a A porque la funcién exponencial no se anula. Ahora bien, si ¢ > 0, entonces
existe t € R tal que 0 < e’ < ¢, porque lim,_,_., e* =0, asi que

d((t,0),(t,e)) =e <e.

Como (t,0) € Ay (t,e") € B, esto nos dice que d(4,B) < ¢. Finamente, como esto pasa
para todo niimero ¢ positivo, tenemos que d(A,B) = 0.
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(d) SiA=[0,1], B=[0,3]y C =[2,3], tenemos que
d(A,C)=1>0+0=d(A,B)+d(B,C),

asi que la desigualdad del enunciado no vale en general. O
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