CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 2: Cardinalidad

Conjuntos

1. Si B es un conjunto y (A;);; una familia de conjuntos con I # @, entonces

B\[Ja=@\a), B\Na=Js\a), JBnay=8n[JA.

i€l i€l i€l i€l i€l i€l

Solucion. Probemos cada una de las igualdades por separado.

o Seax € B\|J,,,Ai- Esx €Byx €| J,;A;: sii €1, entonceses x €EBy x ¢ A,,
asf que x € B\ A;. De esto se deduce que x € [),.,(B \ 4;). Sea, por otro lado,
x €[ ie;(B\A;). Como I # @, existe j €I y, por lo tanto, x € B\ A;: en particular,
vemos que x € B. Por otro lado, si i € I, entonces x € B \ A; y, por lo tanto, x & A;.
Esto nos dice que x & | J.;A; y; en definitiva, que x € B\ | J,, A;.

e Seax € B\()
que existe j € I tal que x & A; y, por lo tanto, que x € B\ A;. Vemos asi que
x € | Jie,(B\Ay). Por otro lado, sea x € | J,,(B \ A;). Existe entonces j €I tal que
x €B\ A, y, por lo tanto, x € By x € A;. De esto tltimo se deduce que x & [),.;A;
y, en definitiva, que x € B\ (), A;.

:c;4;, de manera que x € By x ¢ ﬂieIAi. Esto dltimo implica

e Sij€l,entonces A; C ., A;, asi que B NA; €BN |Jic; A;. Como esto es asi cual-
quiera sea j, tenemos que | J,.,(BNA;) € BN{ J,; A;. Por otro lado, si x € BN J;cy.»
se tiene que x € By x € | J,; A;, de manera que existe j € I tal que x €A;: vemos
entonces que x € BNA; C  J,.,(BNA)). O

i€l

2. Sea (A,),>1 una sucesién de conjuntos y sea A= U A,. Encuentre una suce-

n=1
sién de conjuntos (B,),>; que satisfaga las siguientes tres condiciones:
e B, CA, paratodon €N;
e B,NB,, = siempre que n, n € Ny n # m;

* A= UnZl B,.

Solucién. Para cada n € N sea B, = A, \ UI: A,. Veamos que se satisfacen las tres
condiciones del enunciado.
e Es evidente que B, € A, cualquiera sean € N.
e Sean n y m dos elementos distintos de N y supongamos que, por ejemplo, n < m.
Como B, €A, €| J™' A, es claro que B, N B,, =B, N (A, \";' 4) = 2.
e Sia €A, entonces el conjunto {i € N : a €A;} no es vacio y podemos considerar su
elemento minimo m: tenemos entonces que a €A, yque a ¢ A; sii € [m—1], asi
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U

1 B,,. Por otro lado, en vista de la primera propiedad,

quea €A, \U -
A, =A O

m S
tenemos que Un21 U

3. Sea f : X — Y una funcién.

(a) SiAvy B son subconjuntos de X, entonces
fAUB)=f(AUf(B), f(ANnB)C f(A)Nf(B).

¢Vale siempre la igualdad en la segunda de estas inclusiones?

(b) Generalice la parte anterior al caso de uniones e intersecciones arbitrarias.

Solucion. (a) Sean Ay B dos subconjuntos de X.

e Si y € f(AUB) entonces existe x € AUB tal que y = f(x): si x € A, entonces
y = f(x) € f(A), y si x €B, entonces y = f(x) € f(B). En cualquier caso, vemos
que y € f(A)U f(B): esto muestra que f(AUB) C f(A)U f(B).

Por otro lado, si y € f(A)U f(B) tenemos que o bien y € f(A) o bien y € f(B).
En el primer caso existe x € A tal que y = f(x), y en el segundo existe x € B tal que
y = f(x): en cualquiera de los casos, entonces, existe x € AUB tal que y = f(x) v,
por lo tanto, y € f (AU B). Esto muestra que f (A) U f(B) C f(AUB)y, junto con la
inclusién que vimos antes, que, de hecho, vale la igualdad.

e Sea ahora y € f(ANB), de manera que existe x € AN B tal que y = f(x). Como
x €A esy = f(x) € f(A), ycomo x € Besy = f(x) € f(B): vemos asi que
y € f(A)N f(B), y, como afirma el enunciado, que f(ANB) C f(A) N f(B).

En general no vale la igualdad en la segunda inclusién. Por ejemplo, siX = {1,2}, Y = {3},
f :X — Y es la funcién constante de valor 3 y tomamos A = {1} y B = {2}, se tiene que
f(ANB) = f(@) = @ mientras que f(A) N f(B) = {3}, de manera que la inclusi6n es, en
este caso, estricta.

(b) Sea (A;);e; una familia de conjuntos. Mostremos que

f (UAi) =Uray, f (ﬂAi) S f@).

i€l i€l iel i€l

e Sea y € f (U, A:), de manera que existe x € |J,.,A; tal que y = f(x).
Como x pertenece a esa unidn, existe j € I tal que x € A; y, por lo tanto,
y=fx)ef(a)c Uiel f(A;). Esto muestra que f (UieIAi) S Uielf(Ai)'

Sea ahora y € | J,.,; f(4;), de manera que existe j € I tal que y € f(A;)y, por
lo tanto, x € A; tal que y = f(x). Tenemos entonces que x € Ui, As» asi que
¥y =f(x) € f (U, Ai)- Esto muestra que f (|, A1) 2 Uiy £ (A

o Seay € f ([ A:), de manera que existe x € (). A; tal que y = f(x). Sii €1,
entonces tenemos que x € A; , por lo tanto, que y = f(x) € f(A;): vemos asi que
¥ €(\ie; f(A). Esto prueba que f (., Ai) € Niey f AD- O

4. Sea f : X — Y una funcién.

(a) Para todo subconjunto A de X se tiene que A C f~1(f(A)).
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(b) SiB es un subconjunto de Y, entonces
FUET'BNEB, Y \B)=X\fT'(B).
(¢) SiB; y B, son subconjuntos de Y, entonces
fTHBIUB) =TI (BUSTH(By),  fTU(BiNBy) =f'(B)NST(By)

(d) ¢De qué manera se generaliza el resultado de la parte anterior al caso de unio-
nes e intersecciones arbitrarias?

Solucion. (a) Sea A un subconjunto de X. Si x € A, entonces f(x) € f(A), asi que
x € fY(f(A)). Esto muestra que A C f~1(f(A)).
(b) Sea B un subconjunto de Y.

e Sea y € f(f1(B)), de manera que existe x € f 1(B) tal que y = f(x). Como
x € f~1(B), tenemos que y = f(x) € B. Esto nos dice que f(f '(B)) € B.

e Sera x € f~1(Y \ B), de manera que existe f(x) € Y \ B. Tenemos entonces que
f(x) & B, asi que x & f(B) y, por lo tanto, que x € X \ f}(B). Esto muestra que
FH Y \B) € X\ f}(B)). Sea, por otro lado, x € X \ f~!(B). Como x & f'(B), es
f(x) & By, por lo tanto, f(x) € Y \ B. Esto nos dice que x € f~}(Y \ B) y, por lo
tanto, que X \ f 1(B) CX \ f1(B).

(c) Sean B; y B, subconjuntos de Y.

e Sea x € f(B, UB,), de manera que f(x) € B; UB,. Tenemos entonces que o
bien f(x) € B; y, por lo tanto, que x € f*(B;), o bien f(x) € B, y, por lo tanto,
que x € f~1(B,). En cualquier caso, es x € f~1(B;) U f!(B,). Esto nos dice que
fH(ByUB,) € fH(B)UfH(By).

Sea ahora x € f1(B;)U f(B,). Si x € f'(B;), entonces f(x) € By,
y si x € f71(B,) entonces f(x) € B,: en cualquiera de los dos casos tene-
mos que f(x) € B, UB, v, por lo tanto que x € f (B, UB,). Vemos asi que
fHBIUST(B) E fTH (B UST(B).

e Sea x € f}(B; NB,), de manera que f(x) € B;NB,. Es f(x) € B;, asi que
x € fX(By), y es f(x) € B,, asi que x € f~!(B,): vemos, por lo tanto que
€ f71(B;) N f7(B,) v, en definitiva, que f~(B; NB,) € f~1(B;) N f1(B,).

Sea, en segundo lugar, x € f~(B;)Nf~!(B,). Como x € f~'(B;), es f(x) € B,
y como x € f7!(B,), es f(x) € B,: asi, es f(x) € B, N B, y, por lo tanto
x € f~}(B, NB,). Esto nos dice que f~*(B,) N f~1(B,) € f~1(B, NB,).

(d) Sea (B;);; una familia de subconjuntos de Y. Mostremos que

f (UBl-) =@y, 57 (ﬂBi) =7 ®)
il iel iel iel
o Sea x € f71(|J,, B:), de manera que f(x) € | J,, B: ¥ por lo tanto, existe j € I
tal que f(x) € B;: tenemos entonces que x € f’l(Bj) € Ui, f71(B;). Esto muestra
que f_l (UieIBi) € Uielf_l(Bi)'
Por otro lado, sea x €  J,., f~'(B;). Existe entonces j € I tal que x € f7'(B)) y,
por lo tanto, f(x) € B; C |, B;: esto nos dice que x € f " (Uie: B;)- Concluimos

asi que f ' (Ui Bi) 2 Ui, £ (B

i€l

i€l
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o Seax € f((.; B;), de manera que f(x) € ., B;. Si j €1, entonces f(x) € B;
y, por lo tanto, x € f~'(B;): esto nos dice que x € (,., f ' (B;) y; en definitiva, que
FH Mt Be) € Nt £ 7B

Sea x € ();; f'(B;). Si j €1, entonces x € f~'(B;) v, por lo tanto, f(x) € B;:
vemos asi que f(x) € [),; B: ¥ en consecuencia, que x € f ([0, B;). Esto nos

dice que £ ((Nie; B) 2 Nier £ 1(B). O

5. Una funcién f : X — Y es sobreyectiva si y solamente si para todo subconjunto
B deY se tiene que f(f '(B)) =B.

Solucién. Mostremos primero la necesidad de la condicién. Supongamos que la funcién
f es sobreyectiva y sea B un subconjunto cualquiera de Y. Del Ejercicio 4 sabemos que
f(f~Y(B)) € B. Por otro lado, si y € B, porque la funciénf es sobreyectiva existe x € X
tal que y = f(x) y, por lo tanto, x € f }(B) e y = f(x) € f(f *(B)): esto muestra que
también B C f(f1(B)).

Veamos ahora la suficiencia de la condicién. Sea f : X — Y una funcién tal que para
todo subconjunto B de Y se tiene que f(f (B)) =B yseay € Y. La hipétesis nos dice que
ye{y}=Ff(f1({y}), asi que existe x € f1({y}) tal que y = f(x): por supuesto, esto
nos dice, en particular, que y € f(X)y, en definitiva, que la funcién f es sobreyectiva. [J

6. Sea f : X — Y una funcién. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La funcién f es inyectiva.
(i) Cada vez que A, B C X se tiene que f(ANB) = f(A)N f(B).
(iii) Para todo A C X se tiene que f(f(A)) = A.
(iv) Cadaver que A, BCX yANB = @ se tiene que f(A) N f(B) =@.
(v) SiAy B son subconjuntos de X tales que A 2 B, entonces f (A\B) = f (A)\f(B).

Solucion. (i = ii) Supongamos que la funcién f es inyectiva y sean A y B dos subcon-
juntos de X. Del ejercicio 3 sabemos que f(ANB) € f(A)N f(B). Por otro lado, sea
y € f(A) N f(B). Como y € f(A), existe a € A tal que f(a) =y, y como y € f(B) existe
b € B tal que f(b) = y: ahora bien, como f(a) = f(b) y la funcién f es inyectiva, tene-
mos que a = b y, por lo tanto, que a € AN B y, en consecuencia, que y = f(a) € f(ANB).
Vemos asi que f(A) N f(B) € f(ANB) y, en definitiva, que f(A)N f(B) = f (AN B), como
queriamos.

(ii = iif) Supongamos que la funcién f satisface la condicién (ii) y sea A un subcon-
junto de X. Si a € A, entonces f(a) € f(A) y, por lo tanto, a € f1(f(A)). Por otro lado,
si b € f71(f(A)), entonces f(b) € f(A) y existe a € A tal que f(b) = f(a). Tenemos
entonces, de acuerdo a la hipoétesis, que f({a} N{b}) = f{a}) N f{b}) ={f(a)} # Dy,
por lo tanto, tiene que ser {a} N {b} # @, esto es, tiene que ser b = a € A. Vemos asi que
@A) =A

(iii = iv) Supongamos ahora que la funcién f satisface la condicién (iii) y sean A
y B dos subconjuntos de X tales que ANB = @. Si x € f(A) N f(B), entonces exis-
tena € Ay b € B tales que f(b) = x = f(a) y, usando la hipétesis, tenemos que
be f({x}) = fY(f({a})) = {a}, de manera que b = a y, por lo tanto, a EANB = @.
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Esto es, por supuesto, absurdo, y esta contradicciéon muestra que debe ser f (A)Nf(B) = @,
€omo queremos.

(iv = v) Supongamos que la funcién f satisface la condicién (iv) y sean Ay B dos
subconjuntos de X tales que A 2 B. Si y € f(A)\ f(B), entonces existe a € A tal que
y =f(a)y, como f(a) =y ¢ f(B), es a ¢ B, de manera que a € A\ B: esto muestra que
y = f(a) € f(A\B) v, en definitiva, que f(A)\ f(B) € f(A\B).

Sea, por otro lado, y € f(A\ B). Como A\ B C A, es claro que y € f(A). Co-
mo (A\ B) N B = @, la hipdtesis nos dice que f(A\ B) N f(B) = @: como y pertenece
a f(A\B), tenemos que y € f(B). Vemos asi que y € f(A) \ f(B). Con esto vemos que
f(A\B) C f(A)\ f(B) v, juntando todo, que, de hecho, f(A\ B) = f(A) \ f(B).

(v = i) Supongamos que la funcién f satisface la condicién (v) y sean x y x’
dos elementos de X tales que f(x) = f(x’). De acuerdo a la hipdtesis, tenemos que

FHx, ¥\ = f({x, yD\ f({y}) = @, asi que tiene que ser {x,y} \ {x} =By, por lo
tanto, x = y. Vemos asi que la funcién f es inyectiva. O

7. Sea Aun conjunto. Si S es un subconjunto de A, entonces la funcion caracteristica
de S en A es la funcién yg : A— {0, 1} que sobre cada a € A toma el valor

1 siaes;

xs(a) = {

0 sino.

Muestre que si S y T son dos subconjuntos de A, entonces

XsnT = Xs* XT> Xas = Xa—Xs» Xs T X1 = Xsur T XsnT-

Solucion. Sean S y T dos subconjuntos de Ay sea a € A.

e Sia€ANB, entonces ysnr(a) =1y, como ys(a) =1y yr(a) =1, ys(a)yr(a) =1.
Si, en cambio, a € SN T, entonces o bien a ¢ S, de manera que ys(a) = 0, o bien
a ¢ T, de manera que y;(a) = 0: en cualquiera de los dos casos tenemos que
2s(@yxr(a) =0= ysnr(a).

e Sia€A\S, entoncesa€Aya ¢S, asique y4(a)—ys(a) =1-0=1= ys(a). Si,
en cambio, a A\ S, es a € S y, por lo tanto, y,(a) — ys(a) =1—1=0= y,s(a).

e ESADSUT DS 2SNT, asi que basta considerar los siguientes cuatro casos:

> Sia ¢ SUT, entonces a tampoco pertenece a los conjuntos S, T, SNT y
xs(@)+ xr(a) =0+ 0 = ygur(a) + xsnr(a).

> Sia € SUT pero a € S, entonces se tiene que a € T ya ¢ SN T, asi que
xs(@+ xr(@)=0+1=1+0= ygr(a) + xsnr(a)-

> Sia €S pero a ¢ SN T, entonces necesariamente tenemos que a € SUT y
a¢ T,y xs(a)+ xr(a) =1+ 0= xgur(a) + xsar(a).

> Finalmente, sia € SNT, entonces a pertenece a los tres conjuntos S, Sy SUT,
asi que ys(a) + yr(a) =1+ 1= ys,r(a) + gsnr(a). O

8. Sea A un conjunto, sea ~ una relacion de equivalencia en Ay para cada a € A es-
cribamos S, a la clase de equivalencia de a en A, esto es, al conjunto {b € A: a ~ b}.

(a) Siay b son elementos de A, entonces o bien S, =S, o bien S, NS, =3@.
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b)) A={J,enSa-
T(c) SeaA={S, :a €A} el conjunto de las clases de equivalencia. Si f : A— X es
una funcion tal que cada vez que a y b son elementos de A se tiene que

a~b = f(a)=f(b),
entonces existe una y una tinica funcién f : A — X tal que
F(S)=f(a)

para todo a € A.

Solucion. (a) Sean a y b dos elementos de A y supongamos que existe ¢ € S, N S,, de
maneraquea ~cy b ~c. Six €S,, entoncesa ~ xy,comob~c~a~xyn~es
una relacion de equivalencia, tenemos que b € x, esto es, que x € S;: esto muestra que
S, € Sp. Por supuesto, un razonamiento simétrico intercambiando los roles de a y de b
muestra que S, C S,, asi que, en definitiva, tenemos que S, = S;, como queremos.

(b) Si b € A, entonces b € S, porque la relacién ~ es reflexiva, y, por lo tanto,
b € J,eqSa- Esto muestra que A C | J,., S, ¥ por lo tanto, que vale, de hecho, la igualdad.

(c) Sea f : A— X una funcidn que satisface la condicién del enunciado y consideremos
el conjunto f = {(S,,f(a)) € AxX : a € A}. Afirmamos que f, que en principio es
solamente una relacién del conjunto A al conjunto X es una funcién A — X.

e SiS €A, entonces existe a €A tal que S = S, y, de acuerdo a la definicién de f, es
(Swsfa)) € f.
e Supongamos que S € Ay x, y € X son tales que los pares (S,x) y (S,y) perte-
necen a f. En vista de la definicién de f, existen entonces elementos a y b en A
tales que (S,x) = (S, f(a)) vy (S,y) = (Sp, f(b)). En particular, es S, = S = S,
y, por lo tanto, a ~ b: la hipétesis que hicimos sobre f, entonces, nos dice que
x=f(a)=f(b)=D.
Tenemos entonces, como dijimos, una funciéon f :A— X. Sia € A, entonces el par
(S, f(a)) estd en f y, por lo tanto, f(S,) = f(a): esto significa que la funcién f satisface
la condicién del enunciado. O

Cardinalidad

9. SiA es un conjunto finito con n elementos, entonces el conjunto de partes & (A)
tiene 2" elementos.

Solucion. Hagamos induccién con respecto a n. Cuando n = 0, el conjunto A es vacio, y
entonces #2& (A) = #{@} = 1 = 2°, asf que la afirmacién vale en ese caso.

Supongamos entonces que n es un entero positivo y sea A un conjunto finito con n
elementos. Como n es positivo, hay un elemento a en A. Sea B = A\ {a}, que es un
conjunto finito de n — 1 elementos, y consideremos los conjuntos X = {P € & (A) : a € P}
eY ={P e P(A):aecP}. Es claro que X = #(B), asi que la hipétesis inductiva nos dice
que #X = 2", Por otro lado, la funcién ¢ : P € X — P U {a} € Y es biyectiva, asi que
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#X = #Y. Finalmente, se tiene que XNY =@y X UY = Z(A), asi que
#PA)=#X +#Y = #X +#X =2-2"1 = 2",

Esto completa la induccidn y, por lo tanto, la prueba. O

10. Sea A un conjunto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() Aes infinito, esto es, posee un subconjunto equipotente con N.
(ii) Para todo x € A existe una funcién biyectiva f : A — A\ {x}.
(iii) SineNyXxy, ..., x, son n elementos distintos dos a dos de A, entonces hay
una funcién biyectiva f : A— A\ {xq,...,x,}.

11. Sean Ay B dos conjuntos. Si A es numerable y existe una funcién sobreyectiva
A — B, entonces B es o finito o numerable.

Solucion. Supongamos que A es numerable y que f : A — B es una funcién sobreyectiva.
Como A es numerable, existe una funcién biyectiva g : N — A y podemos considerar la
funcién h = f o g : N — B, que es sobreyectiva.

Si b € B, entonces S(b) = {i € N: h(i) = b} es un subconjunto no vacio de N, asi que
tiene sentido considerar su minimo. Hay, por lo tanto, una funcién ¢ : B — N que para
todo b € N tiene ¢(b) = min S(b); en particular, para todo b € B se tiene que h(¢ (b)) = b.
Esta funcién es inyectiva: si b y b’ son elementos de b tales que ¢(b) = ¢(b), entonces
¢(b) € Sy v, por lo tanto, b = h(¢(b)) = h(¢p(b’)) = b’. Esto muestra que el cardinal
de B es a lo sumo infinito numerable. O

12. Muestre que los siguientes conjuntos son numerables:

/P Zs_s, 2N, N2, Z x N, Q, N™,

conm € N.

Solucion. Nos ocupamos de cada uno de los conjuntos por separado.

e Lafunciénz € Z._; — —2N es una biyeccién, que tienean € N+— —n € Z__; como
inversa.

e Lafunciénz € Z,_; — z+4 € N es una biyeccién, que tiecnean e N—»n—4 € Z,_,
como inversa.

e La funcién z € 2N — z/2 € N es una biyeccién, que tiene a n € N — 2n € 2N como
inversa.

e Es claro que N? es un conjunto infinito y que la funcién (n, m) € N? — 2"3™ € N es
inyectiva: esto implica que el cardinal de N? es infinito numerable.

e Es biyectiva la funcion

n—1+(-1) e

f:neN—%—l)”2 7 Z.

En efecto, si a y b son elementos de N, tales que f(a) = f(b), entonces

a—1+(-1)*

_ _1\b
(12 1+(-1)"

_

4 4 =
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Si a = 0, entonces el miembro izquierdo de esta igualdad se anula, asi que el de-
recho también, y es inmediato ver que debe ser b = 0. Supongamos entonces que
a > 0. En ese caso, los numeradores de las dos fracciones que aparecen en la
igualdad son estrictamente positivos, asi que tomando valor absoluto y signo a am-
bos lados de la igualdad concluimos que 2a — 1 + (—1)? = 2b —1 + (—=1)? y que
(—1)* = (—1)?, y de estas dos igualdades, a su vez, que a = b. Esto muestra que la
funcion es inyectiva. Por otro lado, si z € Z es tal que z > 0, entonces

_ _1)22
fon= (2L

mientras que siz <0es—2z+1€N

o1 2022+ 1) =14+ (=1)F —4z4+2-1-1
—2z+1)=(—1)**" == =
f(=22+1)=(-1) 2 2

Z.

Esto muestra que la funcién f es sobreyectiva.
Es inmediato ahora ver que la funcién

(n,m) eN? — (f(n),m)) €ZxN

es una biyeccién y, como N? es numerable, que Z x N es una numerable.

e La funcién (z,n) € Z x N — £ € Q es sobreyectiva y su dominio numerable, asi que

n

su codominio Q, que es infinito, es numerable.

e Sea m € N. El conjunto N™ es claramente infinito y si p;, ..., p,, Son m niimeros
primos distintos dos a dos la funcién

ny€N

(nl;"'inm)eNmeyl.upm

es inyectiva. Esto nos dice que N™ es numerable.

13. (a) La unién de dos conjuntos contables es contable.

(b) Si(A,).>1 es una sucesion de conjuntos contables, entonces | J
es contable.

2>1 A, también

(c) SiAesun conjunto finito no vacio, entonces el cardinal de | ., A" es R,.

(d) Deduzca de la parte anterior que cualquiera sea el alfabeto utilizado, hay mas
numeros reales que palabras para nombrarlos. ¢Cudntos subconjuntos de N
pueden ser definidos en un lenguaje fijo? ¢Cuantos hay en total?

Solucion. (a) Sean Ay B dos conjuntos contables y sean f : N - Ay g : N — B funciones
sobreyectivas. Consideremos la funcién h : N — AU B tal que parea cada n € N es

h(n) = f(n/2) si n es par;
"o g((n+1)/2) sin esimpar.

Esta funcién es sobreyectiva. En efecto, si x € AU B entonces o bien x € A o bien x € B.
En el primer caso existe n € N tal que f(n) = x y es h(2n) = f (n) = x, mientras que en el
segundo existe m € N tal que g(m)=xyes2m—1€Nyh(2m—1)= f(m) = x. Asi, en
cualquier caso es x € f(N).
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(b) Sea (A,),>; una sucesién de conjuntos contables y para cadan € Nsea f, : N —= A,
una funcién sobreyectiva. Consideremos la funcién

f:(n,m)eNxNwo f,(m)e UA"'
n>1
Esta funcién es sobreyectiva: si a € Un21A", entonces existe n € N tal que a €A, y, como
f. es sobreyectiva, existe m € N tal que a = f,(m), asi que a = f (n, m).

(c) Si A es un conjunto finito, entonces para todo n € N el conjunto A" es finito. Se
sigue de lo que ya hicimos que la unién Un21A” es contable. Por otro lado, como A no es
vacio, existe a € Ay podemos considerar la funcién

neN—(a,...,a )GUA”,

~——

s n>1
n repeticiones

que es claramente inyectiva: esto deja en claro que el conjunto U"21A” es infinito. O

14. Sean Ay B dos conjuntos disjuntos tales que A es infinito y B numerable.
(a) Hay una biyeccién entre Ay AUB.

(b) SiAno esnumerable y B C A, entonces hay una biyeccién entre Ay A\ B.
(c) ¢Es numerable el conjunto R \ Q?

Solucién. (a) Como A es infinito, hay una funcién inyectiva f : N > A. Sea C = f(N) y
D =A\C. Como C y BUC son conjuntos numerables, sabemos que hay una biyeccién
¢ : C = BUC y podemos entonces considerar la funcién ® : A— AUB tal que

{x six €D;
d(x)=
¢(x) sixeC.

Mostremos que se trata de una biyeccién:

e Seay € AUB. Como AUB =BUCUD, tenemos que o bien x € D o bien x e BUC.
En el primer caso, y € Ay ®(y) = y porque y € D, mientras que en el segundo
sabemos que existe x € C C A tal que ¢(x) =y y, por lo tanto, ®(x) = y.

e Sean x y x’ dos elementos de A tales que ®(x) = &(x’).

> Six €Dy x’ €D, entonces x = &(x) = &(x") = x’.

> Six € Cyx’ €D, entonces BUC 3 ¢(x) = &(x) = &(x’) = x’ € D, de
manera que (BU C)N D # @&: esto es absurdo.

> SixeDyx'€C,entonces BUC 3 ¢(x') =d(x’) =®(x) = x €D, asi que
otravez (BUC)ND # @&.

> Finalmente, si x € C y x’ € C, entonces ¢(x) = &(x) = &(x’) = ¢(x) y es
x = x’ porque la funcién ¢ es inyectiva.

(b) Supongamos que A no es numerable y que B C A. El conjunto A\ B es infinito —si
fuera finito entonces A, que es la unién de B, que es numerable, con A\ B, serfa numerable,
y no lo es— asi que hay un subconjunto C de A\ B que es numerable. La unién BU C es
numerable, asi que hay una biyeccién ¢ : C — B U C, y podemos considerar la funcién
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®: A\ B — Atal que para cada x €A\ B es
x six ¢C;
d(x) =
¢(x) sixeC.

Es facil ver que se trata de una biyeccién.

(©) SiR\ Q fuese numerable, tendriamos que R = Q U (R \ Q) es numerable, por ser
unién de dos conjuntos numerables, y no lo es. O

15. El conjunto Q[X] de los polinomios con coeficientes racionales es numerable.

Solucidn. Para cada n € N escribamos Q[X ], al subconjunto de Q[X ] de los polinomios f
tales que o f =0 o deg f < n. Es claro que para todo n € N la funcién

n
(ag,...,a,) € Q"' — ZaiXi €Q[X].,
i—0

es sobreyectiva, asi que Q[X ], es numerable. Como Q[X] = [, Q[X]<,, esto implica
que Q[X ] es numerable. O

16. Un nimero complejo z € C es algebraico si existen enteros ay, ..., a4, € Z, no
todos nulos, tales que

ay+ayz+-+a,12"  +a,z" =0.

(a) El conjunto de los numeros algebraicos es numerable.

(b) Existen nimeros reales que no son algebraicos.

Llamamos a estos ultimos nimeros niimeros trascendentes.

Solucién. (a) Si f € Q[X] no es nulo, el conjunto S(f) = {z € C: f(z) = 0} es finito —de

hecho, tiene a lo sumo deg(f) elementos. El conjunto . de los ntimeros algebraicos es
igual a

S(H),
FEQIXN0}

una unién de una familia numerable de conjuntos numerables, asi que .«/ es numerable.
(b) Si todos los nimeros reales fueran algebraicos, tendriamos que R C ./ y, por lo
tanto, que R es numerable: esto es absurdo. O

17. Determine el cardinal de los siguientes conjuntos:
(@ X;=A{[a,b]:a,beQ,a<b};

b) Xy=1{[a,b]:a,beR,a< b};

© X;={(x,y)eR?:2x+2y >7};

(d) X,=R.,.

Solucion. (a) La funcién (a, b,c) € Q x Ng x N — [a,a + b/c] € X; es sobreyectiva y la
funcién n € N+— [n,n+ 1] € X; es inyectiva asi que X; es numerable.
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(b) La funciéna € R — [a,a+1] € X, es inyectiva yla funcién [a, b] € X, € (a, b) € R?
es inyectiva asf que, como R ~ R?, es X, ~ R.

(c) La funcién t € R — (t,4—t) € X, es inyectiva y X5 C R%. Como R ~ R?, se sigue
de esto que X5 ~ R.

(d) La funcién t € R — e' € X, es una biyeccion, con inversa s € X, — Ins € R, asi
que X, ~ R. O

18. ¢{Qué cardinal puede tener un conjunto de intervalos abiertos de R que son
disjuntos dos a dos?

Solucion. Sea .# una familia de intervalos abiertos no vacios de R que son disjuntos dos
a dos. Sil € #, entonces sabemos que I N Q # @, Sea ¢ : Q — N una biyeccién y
consideremos la funcién & : ¢ — N tal que para cada I € .# es

®(I)=min{i eN: ¢(i) eI}.

Observemos que esto tiene sentido: sil € .#, entonces {i € N : ¢ (i) € I'} es un subconjunto
no vacio de N y tiene, por lo tanto, minimo. La funcién & es inyectiva: si I y J son dos
elementos de .# tales que ®(I) = ®(J), entonces tenemos que I > ¢(®(1)) = ¢(®(J)) € J,
asi que I NJ # @, asi que I =J, porque los elementos de .# son dos a dos disjuntos.

Como la funcién & es inyectiva, vemos que #.¢ < X,. Por otro lado, si Q es un sub-
conjunto de N, el conjunto {(n,n+ 1) : n € Q} es claramente una familia de intervalos
abiertos de R disjuntos dos a dos de cardinal igual al de Q.

Concluimos de esta forma que un cardinal es el cardinal de una familia de intervalos
abiertos disjuntos dos a dos si y solamente si es a lo sumo numerable. O

19. Sia, b y c son cardinales, entonces
(@ a-(b+c)=a-b+a-c;

(b) ab*=ab-a
© (") =a"

Si ademas b < c, entonces
(d a’®<a‘sia#0;

(&) b*<ch.

Solucidn. Sean A, By C conjuntos de cardinales a, b y c, respectivamente.

(a) Supongamos que By C son disjuntos, de manera que b+c = #(BUC). En ese caso
los conjuntos Ax B y Ax C son también disjuntos y es evidente que Ax (BUC) = AXBUAXC.
Se sigue de estoque a- (b+c)=#((Ax(BxC))=#AxBUAXxC)=a-b+a-c.

(b) Supongamos que B y C son disjuntos, como antes, y sea F : ABYC — AP x A€ la

funcién tal que F(f) = (f|s, f|c) para cada f € AB°C. Esta funcién es biyectiva y, por lo
tanto, tenemos que a’*¢ = #(APYC) = #(AP x AP) = a® - a°. Probémoslo.

* Sean f, g € A°"C tales que F(f) = F(g), de manera que (|5, flc) = (g, glc)- Si
X € BUC, entonces 0 x € B o x € C: en el primer caso tenemos que

fx) = fla(x) = glg(x) = g(x)
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y en el segundo que
fl)=flc(x) = glc(x) = g(x).

En cualquier caso, entonces, es f(x) = g(x) y, por lo tanto, f = g. Vemos asi que
la funcién F es inyectiva.

e Sea ahora (k,1) € A x A® y consideremos la funcién f € ABYC tal que para cada
x€BUC es

k(x) sixe€B;
fl)= _
l(x) sixecC.
Es claro que F(f) = (k, 1), asi que la funcién F es sobreyectiva.
(c) Consideremos

e la funcién F : (AB)¢ — AB*C tal que para cada h € (A®)€ y cada (b,c) €B x C es

F(h)(b,¢) = h(c)(b),

e vy la funcién G : AB*¢ — (AP)C tal que para cada k € A®*¢, cadac € C ycada b € B
es

G(k)(c)(b) = k(b, c).

Mostremos que se trata de funciones inversas. Si k € AP*¢, para cada (b,c) € B x C,
entonces

F(G(k))(b,c) = G(k)(c)(b) = k(b, c),

asi que F(G(k)) = k. Por otro lado, si g € (A?)C, para cada ¢ € C se tiene que
G(F(g))(c)(b) =F(g)(b,c) = g(c)(b)

para cada b € B, de manera que
G(F(g))(c) = g(c)

y, por lo tanto G(F(g)) = g.

Como F es una biyeccién, tenemos que (a®)° = #((A%)€) = #(AP*C) = a’<.

(d) Supongamos que b < c y que a # 0, de manera que hay una funcién inyectiva
f:B—CyA#@. Sea x un elemento de Ay sea F : h € A° — ho f € A8, Esta funcién F
es sobreyectiva. En efecto, si g € A?, entonces podemos considerar la funcién k € A€ tal
que

h()_{g(b) sic€ f(B)y b €B es tal que f(b) =c;
T sicgso,

y se tiene que F(h)(b) = h(f (b)) = g(b) para todo b € B y, por lo tanto, que F(h) = g.
Como la funcién F es sobreyectiva, tenemos que a® = #(A¢) > #(AP) = a°.

Observemos que sia = 0, b = 0y ¢ = 1 la desigualdad no se cumple: el conjunto
@? tiene exactamente un elemento, la funcién vacfa, mientras que @V} = @, asi que
#(22) £ #(@™).
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(e) Supongamos otra vez que b < ¢, de manera que hay una funcién inyectiva
f : B —> C. Podemos ahora considerar la funcién F : h € BA — f oh € C4, que tam-
bién inyectiva: en efecto, si h; y h, son dos elementos de BS tales que F(h;) = F(h,),
entonces para cada b € B es f(h;(b)) = F(h,)(b) = F(h,)(b) = f(hy(b)) y, como f es
inyectiva, h;(b) = h,(b): esto muestra que, de hecho, h; = h,. Concluimos as{ que
b = #(B*) < #(C*) = ¢%, como queremos. O

20. Sea X un conjunto de niimeros reales positivos. Si existe C € R tal que cada
vez que n € Ny Xy, ..., X, son elementos distintos dos a dos de X se tiene que
x,+ -+ x, < C, entonces X es numerable.

Solucidon. Supongamos que existe una constante C con la propiedad descripta en el enun-
ciado y, para llegar a un absurdo, que X no es numerable. Como

X< (0,00)= | [5,m],

n,meN

es claro que

y, por lo tanto, existen n y m en N tales que [%, m]NX es infinito: si no fuese ese el caso,
todos los conjuntos que aparecen en la unién serian finitos y X numerable, contra nuestra
hipétesis. Ahora bien, como la interseccién [%, m]NX es infinita, hay una funcién inyectiva
f:N— [%,m] N X y, por otro lado, existe k € N tal que k/n > C. Como f (i) > % para
cada i € [n] y en vista de la forma en que elegimos C, tenemos que

C<S§ﬂn+m+ﬂmsc

Esto es, por supuesto, imposible. O

21. Si f : R — R es una funcién mondtona, entonces

#{x €R: f no es continua en x} < X,.

Solucién. Sea f : R — R una funcién no decreciente y sea D(f) el conjunto de los puntos
de R donde f es discontinua. Si x € R, entonces los conjuntos no vacios

L.={f(y):yeR,y <x}, R.={f(®):z€R,z > x}

son acotados superior e inferiormente por f (x), respectivamente, asi que podemos consi-
derar los numeros

l,=suplL,, r, =infR,.
Es claro que I, < f(x) < g(x). Mostremos que
l,=r, = f escontinua en x. (2)

Supongamos para ello que I, = r,, de manera que en particular, f(x) =, = r,, y sea
€ > 0. Como f(x) =supL,, existe y e Rtalque y < xy f(x)—e < f(y) < f(x);
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como f(x) = infR,, existe z € R tal que z > x y f(x) < f(2) < f(x)+ ¢. Pongamos
6:=min{x—y,z—x}yseate(x—5,x+85)talquet # x. Sit € (x—5,x), entonces
y=x—(x—y)<x—86 <t<xy,como f esno decreciente, [, —¢ < f(y) < f(t) < f(x).
Si, en cambio, t € (x,x +6), entonces x <t < x+6 < x+(z—x) =2y, como f es
creciente, f(x) < f(t) < f(2) < f(x) + €. Vemos asi que en cualquiera de los dos casos
tenemos que f(t) € (f(x)—¢, f(x)+¢). Podemos concluir de todo esto que f es continua
en x.
Se sigue de (2) y de que I, < r, para todo x € R que

xeD(f) = I, <r,.

En vista de esto, para cada x € D(f) podemos considerar el intervalo abierto I, = (1., 7).
Afirmamos ahora que

x,yeED(f),x#y = I,NI, =0@.

Para verificarlo, sean x e y dos elementos distintos de D(f) y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que x < y. Para ver que I, NI, = & es suficiente con que mostremos que
. < 1,. Sino fuera ese el caso, tendriamos que [, <, y, si ponemos z = %(x + ), que
x <z <y, de manera que r, < f(z) < [, porque z € R(x) y z € L(y): juntando todo
tendriamos que r, < f(2) <1, <r,, lo que es absurdo.

Con todo esto podemos concluir que .# = {I, : x € D(f)} es una familia de intervalos
abiertos de R que son disjuntos dos a dos y que la funcién x € D(f) — I, € .# es una
biyeccién. De acuerdo al Ejercicio 18, entonces, el conjunto D(f) es contable. O

22. Si A es un conjunto numerable, entonces el conjunto de las partes finitas de A,
esto es, el conjunto de los subconjuntos finitos de A, es él también numerable.

Solucion. Sea A un conjunto numerable. Si n € N, entonces el conjunto A" es numerable
y, por lo tanto, la imagen de la funcién

fn : (al"":an) EAH => {al’“':an} GW(A)
es contable. Se sigue de esto que el conjunto
F:={g}u ] f.@a"
neN

es contable. Ahora bien, si B es un subconjunto finito y no vacio de Ay ¢ : [k] — B es
una biyeccion, tenemos que

B=fi(¢(1),..., (k) € fiA) CF.

Como ademds & € F, esto muestra que todo subconjunto finito de A es un elemento de F
y, por lo tanto, que el conjunto de las partes finitas de A es contable. Por otro lado, como
A es numerable, hay una biyeccién h : N — Ay para cada n € N el conjunto h([n]) es
un subconjunto finito de A de exactamente n elementos: esto muestra que el conjunto de
partes finitas de A es infinito, ya que contiene a {h([n]) : n € N}. O

23. Determine el cardinal de cada uno de los siguientes conjuntos de sucesiones:
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(@) X;=1{(a,):a, €N paratodo n € N};

b X,={(a,):a,€eNya, <a,, para todo n € N};

© X5={(a,):a, €Nya,>a,, paratodoneN};

d X,={(a,):a,€QparatodoneNy nlrgo a, =0};

() Xs=1{(a,):a, € QparatodoneNy(a,)es periddica};

) X¢(m)={(a,):a,€Ny1l<a,<mparatodoneN},conmeN.

Solucién. (a) El conjunto X; = NV tiene cardinal Rgo. Por un lado, es NZ" > 2% = ¢. Por
otro, de que X, < 2% se deduce que }(§° < (2%0)R0 = 2% = 2N = ¢, Las dos desigualdad
implican que, de hecho, #X; = Ng" =c.

(b) Hay una funcién f : X; — X, tal que cada sucesién a = (a,),»; € X, tiene por
imagen f(a) a la sucesién (b,),>, con b, =a, y b, = b,_, +a,—1 para cadan > 2. Como
esta funcion es biyectiva, tenemos que #X, = c.

(c) Para cada k € N sea A, el subconjunto de X5 de las sucesiones a = (a,),>; tales
que a, = a; para todo n € N con n > k. Se tiene que

X; = A 3)
k=1
En efecto, un elemento a = (a,),>; de X5 es una sucesién decreciente de elementos de N,
asi que existe v € N tal que a; = a,, para todo i > vy, por lo tanto, es a €A,,.

Sea ahora k € N y consideremos la funcién ¢, : N — A, tal que cada elemento
q=(qy,---,q;) de N¥ tiene por imagen ¢, (q) a la sucesién (a,),»; con a; =q; sii € [k]y
a; = q; sii> k. Como esta funcién ¢, es biyectiva, vemos que A, es numerable. En vista
de la igualdad (3), entonces, podemos concluir que #X5 = X,,.

(d) Es X, € QY ~ NV, asi que #X, < #(N") = ¢. Por otro lado, podemos considerar
la funcién 1 : {0,1} — X, tal que para cada a = (x,),>; € {0,1}" la imagen v (a) es
la sucesién (x,/n),-,: notemos que es claro que esta dltima sucesién es una sucesién de
numeros racionales que converge a 0, asi que se trata de un elemento de X,. Es inmediato
verificar que la funcién 1) es inyectiva, asi que ¢ = #({0, 1}") < #X,. Juntando esto con
la desigualdad anterior, entonces, concluimos que #X, = c.

(e) Para cada k € N sea P, el subconjunto de X5 de las sucesiones (a,),s; tales que
., = a, para todo n € N. La definicién de X; hace evidente que X5 = (J,, Px. Aho-
ra bien, si k € N, entonces la funcién (a,),s; € A — (ai,-..,a;) € NF es claramente
biyectiva, asi que #A; = X,. Podemos concluir, entonces, que #X5 = X,.

(f) El conjunto X¢(1) tiene exactamente un elemento, a saber, la sucesién constante
(1,1,1...), asi que, por supuesto, #X¢(1) = 1. Por otro lado, sabemos que X¢(2) = ¢c. Si
m > 2, tenemos que X4(2) C X (m) C NV, asi que ¢ = #X4(2) < #X(m) < #(NY) =y,
por lo tanto, #X¢(m) = c. O

Ry —

24. Muestre que para todo n € N5, es n™0 = Ng‘) =c c.

Solucién. Probamos arriba que Rg(’ = #(NY) = c y sabemos que 2% = ¢. Sin € N es tal que
n > 2, entonces [2]" € [n]" € N, asi que ¢ = 2% = #([2]") < #([n]") < #(NY) =y,
por lo tanto, n%¢ = #([n]") = ¢. Finalmente, es ¢X0 = (2% )% = 2¥oRo = X0 — ¢, O
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25. Una unién numerable de conjuntos de cardinal ¢ tiene ella misma cardinal c.

Solucion. Sea (A,),>; una sucesiéon de conjuntos tales que para todo n € N es #4, =, de
manera que existe una biyeccién ¢, : R — A,. La funcién

¢:()ENxR- ¢, ()eAa=| Ja,

es claramente sobreyectiva, as{ que ¢ = #(N x R) > #A. Por otro lado, #A > #A; = ¢, asi
que, en definitiva, es #A = ¢, como queremos. O

26. Consideremos los siguientes conjuntos de funciones

FR)={f :R—R}, FQ={f:Q—-R},
C(R)={f € F(R): f escontinua}, C(Q)={f €F(Q): f escontinua}.
(@) Muestre que #(F(R)) > ¢ y determine los cardinales de F(Q) y de C(Q).
(b) Pruebe que la funcién ¢ : f € C(R) — f|g € C(Q) es inyectiva. ¢Qué significa
esto?
(c) Determine el cardinal de C(R).

Solucién. (a) Supongamos, para llegar a un absurdo, que #(F(R)) < ¢, de manera que
existe una funcion sobreyectiva ¢ : R — F(R). Podemos considerar entonces la funcién
f:teR~- ¢(t)(t)+1€ER, que es un elemento de F(R): hay entonces un nimero s € R
tal que ¢(s) = f. Pero en ese caso tenemos que ¢ (s)(s) = f(s) = ¢(s)(s) + 1, lo que es
imposible. Esto prueba la primera afirmacién del enunciado.

Claramente F(Q) = R?, asi que #(F(Q)) = ¢® = ¢, como vimos en el Ejercicio 24.
Por otro lado, es claro que C(Q) € F(Q), asi que #(C(Q)) < #(F(Q)) = ¢y, como C(Q)
contiene al subconjunto de las funciones Q — R que son constantes, que evidentemente
tiene cardinal ¢, tenemos que #(C(Q)) =c.

(b) y (c) Supongamos que f y g son dos elementos de C(R) tales que f|o = glg. Si
x € R, sabemos que existe una sucesién (g, ),-; de nimeros racionales tal que nlLTo g, =X
y entonces, como f y g son continuas, tenemos que

fO)= lim f(g,) = lim g(q,) = g(x).

Vemos asi que f = g. Esto muestra que la funcién ¢ del enunciado es inyectiva y esto
implica, en particular, que #(C(R)) < #(C(Q)) = ¢. Como C(R) contiene al subconjunto
de las funciones R — R que son constantes y este subconjunto claramente tiene cardinal c,
podemos concluir con todo esto que #(C(R)) = c. O

27. El conjunto de las partes numerables de R tiene cardinal c.

Solucidn. Sea P el conjunto de las partes numerables de R. Como {{t}UN: ¢t € (0,1)} es
un subconjunto de P que estd en biyeccién con el intervalo (0, 1), es claro que #P > ¢. Por
otro lado, la funcién ¢ : f € RY — f(N) € #(R) que a cada funcién N — R le asigna su
imagen claramente tiene como imagen al conjunto de partes contables de R, que contiene
a P. Como #(RY) = ¢, vemos que #P < ¢y, en definitiva, que vale la igualdad. O
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