CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Practica 1: Numeros reales

1. Paracadax € RseaA, ={meZ:m< x}.

(a) Muestre que el conjunto A, no es vacio y que estd acotado superiormente.
Concluya que existe el maximo de A,: lo llamamos la parte entera de x y lo
escribimos | x |.

(b) Pruebe las siguientes afirmaciones:

e Paratodox € ResO0<x—|x]|<1.
o |x]=x & x€eZ.

o |[x]=minfkeZ:x <k+1}.

o |[x+yl<|x]+lyl+1.

e x<y = |x|< |yl

2. (a) Six, y € R son tales que y —x > 1, entonces existe un entero k tal que
x<k<y.

(b) Six,y<Rsontales que x < y, entonces existe r e Rtal que x <r < y.

(¢) Sir,s e Qson tales que r > s, entonces existe un nimero irracional g tal que
r>q>s.

(d) Six,y eRsontales que x < y, entonces existe un numero irracional entre x
ey.
. m .
3. Muestre que el conjunto A = {5 :meZ,ne N} esdensoenR. Sib €(1,+00),

¢qué puede decir del conjunto B = {% :meZ,ne N}?

4. (a) Six €R, entonces existe una sucesion (q,),>; en Q que es estrictamente
creciente, tiene g, > x para todo n € N, converge y tiene lim,_, o, q,, = X.

(b) Enuncie un enunciado similar en el que la sucesién (g, ),>; es estrictamente
decreciente y pruébelo.

5. Six =(xy,...,x,) €R™ye >0, entonces existe ¢ = (qy,--.,49,,) € Q™ tal que
m 1/2
llx —ql = (Z(xl— —ql-)z) <e.
i=1
6. Si(a)n>1, (bp)n>1 ¥ (ch)a>1 son sucesiones de ntimeros reales tales que

e existe ny € N tal que paratodon>ngesa,<b,<c,, vy

e las sucesiones (a,),> ¥ (¢,)n.>1 convergen y tienen el mismo limite L,
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entonces la sucesién (b,),»; también converge y, de hecho, converge a L.

7. (a) Siuna sucesién monétona (a,),»; de nimeros reales posee una subsuce-
sién (a,, )i>1 que converge a un numero real L, entonces la sucesion (a, )1
misma también converge a L. ¢Qué sucede si la subsucesion converge a 00?

(b) Una sucesion monotona de ntimeros reales converge si y solamente si es aco-
tada.

(¢) Toda subsucesién de una sucesiéon convergente es ella misma convergente.
(d) Encuentre un ejemplo de una sucesién (a,),»; que no converja y que sea tal
ue lim |a, —a,.1|=0.
q n—>oo| n n+1|
(e) ¢Converge necesariamente una sucesién (a,),»; tal que para todo p € N se
tiene que lim |a, —a =0?
q nﬁoo| n n+p|
8. Una sucesion (a,),>; es de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe n, € N tal que
la, —an| < € siempre que n, m > n,.
(a) Siuna subsucesién de una sucesién de Cauchy converge, entonces la sucesion
completa converge.

(b) Toda sucesién de Cauchy es acotada.

9. Encuentre los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:
@ 1,3,-1,1,3,—-1,1,3,—1,1,3,...;

3
®) a, =10 (242);

n

© a,= (1 - %)sin (ng);

(d) lasucesién (s,),>1 tal que s; =0y para todo n € N tiene

spp = 201 Sons1 ==+
2n 9 > 2n+1 2 2n*
n o |n
(e) a,=—=-— [—J
3 3
10. (a) Encuentre una sucesion (x,),>; de nimeros reales tal que liminf x, = —1,
- n—oQ

limsupx, =5 y el conjunto {x, : n € N} es infinito.
n—oo

(b) ¢Cudles de las siguientes dos afirmaciones valen?
e Silimsupx, = 2, entonces existe n, € N tal que x, > 1,99 para todo
n—oo

n=ng.

e Silimsupx, = b, entonces existe n, € N tal que x, < b para todo n > n,,.
n—oo

11. Sea (a,),>; una sucesién acortada de nimeros reales.

(@) Es a=Ilimsupa, siy solamente si para todo ¢ > O se tiene que
n—oo

e existe np € Ntal que paratodon>ngesa, <a+e¢,y
e paratodon € Nexiste neNtalquem=>nya,, >a—e¢.
(b) Es a=limsupa, siy solamente si

n—,oo
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o existe una subsucesién de (a,),>; que converge a a, y

o toda subsucesién de (a,),>; que converge tiene limite menor o igual a a.

12. Una sucesion de ntimeros reales (a,),>; converge a un limite L si y solamente
si
limsupa, =liminfa, = L.
n—oo n—oo

13. Si(a,)n>1Y (by).>1 son sucesiones acotadas de nimeros reales, entonces valen
las siguientes afirmaciones:

(@) limsup(a,+b,) <limsupa, +limsupb,.

n—oo n—oQo n—oo

(b) Sia,=0yb, >0 paratodon €N, entonces

limsup(a,b,) <limsupa,-limsupb,.
n—oo n—oo n—oo

(¢) Sic >0, entonces limsupca,, =climsupa,.
n—>oo n—oQ

Enuncie y pruebe resultados similares para liminf.

14. Sea (a,),>; una sucesién de niimeros reales positivos.

.. A .. . . a1
(@ liminf == <liminf {/a, <limsup {/a, <limsu .
n—oo  a, n—o0 " nﬂoop " nﬂoop a,
.. o . a .
(b) Si existe el limite A= lim 1l cRU{oco , entonces lim {/a, =A.
n
n—-oo g, n— o0
. /n!
(¢) Calcule lim —.
n—oo n

15. Sean x, y €[0,1), sean

x =0.x1XpX3..., Yy=0.y1y2y3...

los desarrollos de x e y en base b > 1, y supongamos que el de y es infinito, esto

es, que el conjunto {i € N : y; > 0} es infinito.

(a) Siexisten € Ntalque x; = y; paratodoi € Ntalquei < ny x, < y,, entonces
x<y.

(b) Elorden entre x e y es el mismo que el de los primeros digitos b-arios en que
difieren sus desarrollos.

(¢) Supongamos que existe n € N tal que x; = y; paratodoi € Ntalquei <ny
X, < y,. Siz € [x,y], entonces el desarrollo z = 0.2,2,%5 ... en base b de z
tiene z; = x; = y; paratodoi € Nconi < n.

16. Encuentre los desarrollos en base 2, 3 y 16 de los numeros

2,25 10.7 27 255.
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