CALCULO AVANZADO
Segundo Cuatrimestre — 2019

Segundo Parcial
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1. Muestre que una funcién lineal T : V — W entre espacios normados es continua
si y solamente si cada vez que (x,),>; €s una sucesién en V que converge a 0 la
sucesion (T(x,)),>:; es acotada.

Solucion. Si T es continua, sabemos que cada vez que (x,),>; es una sucesién en V que
converge a 0 la sucesién (T(x,)),s; converge a 0y, por lo tanto, es acotada: esto nos dice
que la condicién del enunciado es necesaria para la continuidad de T.

Vamos que es suficiente. Supongamos que T no es continua, de manera que el conjunto
{IT )|l : x € V,||x|| £ 1} no es acotado. Esto implica que para cada n € N existe y, € V
con |ly,ll £ 1y ||IT(y,)l = n® Pongamos x, = y,/n paracadan € N: es ||x,|| < 1/ny
IT(x,)ll = n, asi que (x,),>; €s una sucesién en V que converge a 0 tal que la sucesién
(T(x,))n>1 Do es acotada. La condicién del enunciado, por lo tanto, no se cumple. O
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2. Muestre que la serie de funciones Z
n>1

y uniformente en cada intervalo de la forma (r,+00) con r > 0. ¢En qué puntos es

— converge puntualmente en (0, +00)

derivable la funcién suma? ¢Es esta acotada?

—nx

Solucién. Sea r > 0. Si x > r, entonces para todo n € N es < ne"yla

1 n
serie numérica »; , ne™" converge: el cociente entre dos de sus tér—;)icnos sucesivos es
(n+ 1)V /ne™ = (n+ 1)/ne”, que cuando n crece converge a e™" , que es menor
que 1. El criterio de Weierstral3, entonces, nos permite concluir que la serie del enunciado
converge uniformemente en (r,+00). Como esto es asi cualquiera sea r > 0, esto implica
que la serie converge puntualmente en todo el intervalo (0, +00).

Llamemos f a la suma de la serie. Sin € N, la funcién ne ™ /(1+x") es continua en 0

y ahi vale n: existe entonces 6, > 0 tal que ne ™™ /(1 +x") > % siempre que x € [0,6,].

Para cada N € N podemos poner xy = min{6;,...,6y} y es
(xy) Z ne "N ﬁ: ne™~ N
flxy)= > > —.
S ltxy  Hl+xy 2

Esto muestra que la funcién f no es acotada en (0, +00).
Mostremos ahora que la funcién f es derivable en todo (0, +00): para ello es suficiente
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que probemos que la serie que se obtiene derivando término a término la de partida,

n?(x" 4+ x" 4 1)e™
P - €))

(1 +xm)?

n>1
converge uniformemente en cada intervalo de la forma (r,+00) con r > 0.
Sea entonces r > 0. Observemos que si x € [0,1] es

X"+ x" 41 < 1+1+1
(Q4+xm)2 — (1+x)2

>

mientras que si x € [1,+00) es

XL XXt X"

(I4+xm)2 = 14xm 1+xn ™

Usando esto vemos que si x € [r,+00) entonces

S X+ x +1

—nx 2 —nr
A+ xn? e ™ <3n%e .

Para ver que la serie (1) converge uniformemente en (r, +00) es suficiente, entonces, con
mostrar que la serie Y. . n®e™™ converge, y esto es inmediato via una aplicacién del

criterio del cociente. O

3. Un espacio normado V es completo si y solo si el subconjunto {x € V : ||x|| = 1}
es completo.

Solucion. Escribamos S al conjunto del enunciado. Si V es completo, entonces S es com-
pleto porque es cerrado en V. Supongamos, para probar la reciproca, que S es completo
y sea (x,),>; una sucesiéon de Cauchy en V: queremos probar que posee un limite.

La sucesién (||x,||),»1 es de Cauchy en R: en efecto, si € > 0, entonces existe N € N
tal que ||x, — x,,|| < € siempre que n, m > N, y entonces cuando n, m > N tenemos
que |[|x, |l = Il < llx, — x|l < €. Como el espacio métrico R es completo, existe
a = lim,_,|lx,|| y es, claro, un nimero no negativo. Si a = 0, entonces la sucesién
(x,).>1 converge a 0. Supongamos entonces que a > 0. En ese caso, existe M € N
tal que a/2 < ||x,|| < 2a siempre que n > M y podemos poner, para cada n > M,
Ya = Xx,/|lx,|l, porque el denomimandor no se anula. Afirmamos que la sucesién (y,),sum
es de Cauchy. Sea, en efecto, € > 0y sea N € N tal que cuando n, m > N es ||x,, —x,,|| < €

y |||xn|| — ||xm||| < €. Entonces si n, m = max{N, M} es
X X X, —X 1 1
||y—y||=‘ r o (L
oo llocnll 11l [l I - Mlell )7
Xy — X [l 1 = [l I € € 10
b, =X | z z |||xm|| S ——+—5-2a=—e¢
[l [E ]I b a/2  a*/4 a

Como la sucesién (y,),>) toma valores en S, que es completo por hipétesis, posee un
limite ahi: escribamoslo y. Es claro ahora que la sucesién (x,),-y, que coincide con
(I, /1y )n=n> converge a ay. Vemos asi que el espacio V es completo, como queremos. [

4. (a) Sea F :V — R una funcién lineal y continua definida en un espacio nor-
mado V. Muestre que si x; es un vector de V tal que ||xq|| =1y |[|xo—y||=1

2/4




Caélculo avanzado — Segundo Cuatrimestre — 2019

para cada y € ker F, entonces ||F|| = |F(x,)|.
(b) Sea T :C[0,1] — R tal que para cada f € C[0,1] es

1/2 1
T(f) =J. f(t)dt—J. f(e)de.
0 1/2

Muestre que T es lineal y continua, y calcule su norma.
T(c) Muestre que no existe f € C[0,1] tal que ||f|| =1y |T(f)| = 1.

Solucién. (a) Sea x, como en el enunciado. Sabemos que |F(xy)| < ||F||||xoll = IIF|], ya
que ||xq]| = 1. Por otro lado, si x € X, entonces existen y € kerF y A € R tales que
X =y + Ax,. Observemos que |A| < ||x||: esto es evidente si A = 0, y si A # 0, entonces
[[x]| = |A] - [[xg — (=y /M)l = |A| por la forma en que elegimos a x,. Esto implica que
[F ()l = [AIF (xo)l < |F (o)l - [Ix]l, de manera que [|F| < [F(xo)l-

(b) Es claro que si f € C[0, 1], entonces

1/2 1
f f(t)dt—f f(e)dt
0 1/2

asi que la funcién T es continua y tiene ||T|| < 1.
Sera ahora € € (0, %) y y consideremos la funcién f : [0,1] — R tal que

IT()l =

1/2 1
Sf If(t)ldt+f If()lde < [If1l,
0 1

/2

1 si

OStS%—e;
fO=12iG—-1t) siz—e<t<i+e;
-1 siz+e<t<l.

Estd funcion pertence a C[0,1], tiene ||f || =1y es

1/2 1 1
T(f)=f f(t)dt—f f(f)dt=f If(O)ldt=1—e.
0 1/2 0

Es claro, entonces, que | T|| = 1 — € para todo € € (0, %) y, por lo tanto, que ||T|| = 1.

Supongamos, para probar la dltima afirmacién por el absurdo, que f € C[0,1] es tal
que |IfIl =1y |T(f)| = 1. A menos de cambiar f por —f podemos suponer sin pérdida
de generalidad que, de hecho, es T(f) = 1. Tenemos que

1 1/2 1/2 1/2
5=J U+U—ﬂhd‘f+f (1-1).
0 0 0

1 1 1/2 1
5=J Gf+ﬂ+fD=—J f+J (1+£),
1/2 0 1/2

y sumando miembro a miembro estas dos igualdades y usando que T(f) = 1 vemos que

1/2 1
Ozf (1—f)+f a+1).
0 1/2

Como ||f||=1,es—1 < f <1y, porlotanto,1—f >0y f +1 > 0: esto nos dice que los
integrandos de estas dos ultimas integrales son no negativos. Como son continuos, vemos
que tiene que ser 1 — f =0en [0,1/2]y 1+ f =0en[1/2,1], lo que es absurdo. O

Yy que
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5. Muestre que la funcién F : f € C[0,1] — folf(t)2 dt € R es diferenciable y
encuentre su diferencial.

Solucién. Sea f € C[0,1]y G:heC[0,1] — fol 2f (t)h(t)dt € R, que es claramente una
funcién lineal y continua, con ||G|| < 2||f]|. Si h € C[0, 1], es

F(f +h)—F(f)—G(h)=f ((f(t)+h(t))z—f(t)—Zf(t)h(t))dt=J h(t)* dt
0

0

y
1
f h(e)?dt| < |[Rl1%,
0
asi que
] 01 h(t)*dt
lim— =
=0 |||
Esto muestra que F es diferenciable en f y que G es alli su diferencial. O

6. Sea V un espacio normado y sean Ay B dos subconjuntos de V. Si A es cerrado
y B compacto, entonces el conjunto C :={a+ b :a €A,b € B} es un cerrado de V.

Solucidn. Supongamos que A es cerrado y B compacto, y sea (c,),»; una sucesién en C que
converge a un punto c de V: queremos mostrar que ¢ € C. Paracadan€ N haya, €Ay
b, € B tales que ¢, = a. + b, y, como B es compacto, hay una sucesién estrictamente cre-
ciente (1;);>; en N tal que la subsucesién (b, )x>; de (b,),>; converge a un punto b € B.
Es claro que la sucesién (a,, )>1, que coicide con (c,, — by, Jk>1, converge a c —b: como A
es cerrado, tenemos que ¢ —b € Ay, por lo tanto, que c =(c—b)+ b €A+ B. O
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