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1 El lema de Zorn

Sea (27, =) un conjunto ordenado, de manera que 2" es un conjunto y < es
una relacion de orden en 2". Necesitamos tres definiciones:

e Un subconjunto Y de 2 es una cadena si cada vez que x e y son dos
elementos de Y se tiene que x < y o que y =X x, es decir, si todo par de
elementos de Y es comparable. También decimos que Y es un subconjunto
totalmente ordenado de 2.

e Por otro lado, un subconjunto Y de 2" es superiormente acotado si
existe un elemento z en 2 tal que y < x para todo y € Y, y todo
elemento x con esa propiedad es una cota superior para Y.

e Finalmente, un elemento x de 2" es maximal si para todo y € 2 se tiene
que
r<y = r=4y.

Es importante observar la diferencia entre la nocion de elemento maximal y
elemento maximo: un elemento x de 2" es un méaximo si para todo y € 2 se
tiene que y < z. Un conjunto ordenado puede tener a lo sumo un elemento
maximo, mientras que puede tener muchos elementos maximales.

Usando estas nociones podemos enunciar el Lema de Zorn:

Lema de Zorn. Sea (Z',=) un conjunto ordenado con X # @. Si toda
cadena Y de X estd acotada superiormente, entonces 4 posee un elemento
mazximal.



Es 1til observar que en la situacion del Lema de Zorn la condiciéon de que toda
cadena esta acotada superiormente se cumple automaticamente para cadenas
finitas. De hecho, vale lo siguiente:

Lema 1. Sea (27, =) un conjunto ordenado. SiY es una cadena finita y no
vacia de 2, entonces Y posee un elemento mdzimo.

Demostracion. Sea n el cardinal de Y y sea y € Y. Sin = 1, entonces Y = {y}
y, por supuesto, y es un méaximo de Y. Si en cambio n > 1, entonces el conjunto
Y=Y\ {y} es una cadena de 2" finita de cardinal n — 1: la hipotesis inductiva
nos dice que Y’ tiene un elemento maximo y’. Ahora bien, como Y es una
cadena, y, ¥y’ € Y e y # 3/, tenemos que o bien y < y’ o bien 3y’ < y: en el primer
caso 3’ es un maximo de Y y en el segundo y es un maximo de Y. O

2 Aplicaciéon: existencia bases de espacios vecto-
riales

Sea k un cuerpo.
Proposicion 2. Todo k-espacio vectorial posee una base.

Cuando el espacio vectorial es finitamente generado, esta afirmacion es facil de
probar haciendo induccién con respecto al cardinal de un subconjunto generador
finito. Ese argumento, sin embargo, no puede extenderse al caso de espacios
vectoriales que no son finitamente generados. De hecho, es posible mostrar que
la afirmacion del enunciado es equivalente (en presencia de los demas axiomas
usuales de la teoria de conjuntos) al Azioma de Eleccion y, por lo tanto, al Lema
de Zorn — esto fue probado por Andreas Blass en [Bla&4].

Demostracion. Sea V un k-espacio vectorial, sea 2~ el conjunto de todos los
subconjuntos de V' que son linealmente independientes y sea < la relaciéon de
contencion en 2, de manera que si A y B son elementos de 2~ se tiene que

A<B < ACB.

Es claro que el conjunto 2" no es vacio, ya que @ € 2 por razones triviales.
Veamos que el conjunto ordenado (27, =) satisface la condiciéon del Lema de Zorn.

Sea Y un subconjunto totalmente ordenado de Z": tenemos que mostrar que
Y esté superiormente acotado. Sea

C = UB,

BeYy

la unién de todos los elementos de Y. Afirmamos que C es un subconjunto
linealmente independiente de V.

Supongamos que, por el contrario, esto no es asi, de manera que existen
n € N, elementos vy, ..., v, en C distintos dos a dos, y escalares A1, ..., A, €k,



no todos nulos, tales que Az + -+ Apx, = 0. En vista de la definiciéon de C,
para cada ¢ € [n] existe B; € Y tal que v; € B;. El conjunto {B; : i € [n]} es
finito y esta contenido en Y, asi que esté totalmente ordenado por <: de acuerdo
al Lema 1, existe j € [n] tal que B, < B; para todo ¢ € [n]. En particular,
tenemos que vi, ..., v, € Bj: pero esto es absurdo, porque esos vectores son
linealmente dependientes y B; es un conjunto linealmente independiente.

Esta contradiccion muestra que C' es linealmente independiente y, por lo tanto,
que es un elemento de 2. Como claramente B < C para todo B € Y, vemos
que C' es una cota superior para la cadena Y. Esto prueba, como queriamos, que
el conjunto ordenado (£, X) satisface la condicion del Lema de Zorn y, como
consecuencia de ello, ese lema nos permite concluir que existe un elemento G
en 2 que es maximal.

Para terminar, bastard que mostremos que este conjunto GG es una base del
espacio vectorial V. Como es linealmente independiente, para ello solo nos queda
probar que genera a V. Ahora bien, si no fuera ese el caso, existiria un vector
v € V tal que v no pertenece al subespacio (G) de V' generado por G y es facil
ver que entonces el conjunto G’ = G U {v} serfa linealmente independiente: esto
es absurdo, porque tendriamos que G < G’ € 2, contradiciendo el hecho de que

G es un elemento maximal de 2.
O

3 Aplicaciéon: comparabilidad de cardinales

Proposicion 3. Si A y B son dos conjuntos, entonces existe una funcion
inyectiva A — B o una funcion inyectiva B — A.

Demostracion. Sea 2 el conjunto de todos los pares (C, f) con C un subconjunto
de Ay f:C — B una funcién inyectiva. Este conjunto 2" no es vacio, ya que
el par (&, f), con f: @ — B la funcion vacia, es un elemento de 2.

Definimos en 2" una relacion < de la siguiente manera: si (C, f) y (D, g)
son dos elementos de 2", entonces

(C.f)=2(D,9) <= CCDyglec="f.

Es facil verificar que < es una relaciéon de orden en 2. Mostremos que el
conjunto ordenado (2, =) satisface la condicion del Lema de Zorn.
Sea Y un subcojunto totalmente ordenado de 2 y sea

T = U C C A.
(C,fley

Por otro lado, para cada (C, f) € Y la funciéon f es un subconjunto de C x B,
que esta por lo tanto contenido en T' x B, y podemos considerar la unién

g:= U fCTxB.
(C,fHey

Mostremos que g es, de hecho, una funcion T — B.



e Si z € T, entonces existe (C,f) € Y tal que x € C vy, por lo tanto,
(z,f(x)) e fCy

e Por otro lado, supongamos que x € T y que b y b’ son elementos de B tales
que los pares (z,b) y (x,V') estan en g. En vista de la definicion de g, esto
significa que existen (C, f) y (C’, f') en Y tales que (z,b) € fy (z,V) € [,
esto es, tales que b = f(z) y b’ = f’(x). Ahora bien, como los pares (C, f)
y (C, f") estan en Y y este conjunto esta totalmente ordenado con respecto
a la relacion =<, tenemos que (C, f) =< (C', f") o (C', f") = (C, f). En el
primer caso tenemos que x € C C C' y que f'|¢c = f, de manera que
b= f(z) = f'(x) =¥, y en el segundo caso llegamos de manera simétrica
a la misma conclusion. Vemos asi que en cualquier caso es b = b'.

Afirmamos que la funcién g : T'— B es inyectiva:

e Supongamos que z e y son dos elementos de T tales que g(x) = g(y).
Como pertenecen a T', hay pares (C, f) y (C', f') en Y tales que z € C
ey € C'. Por otro lado, como Y esta totalmente ordenado por <, o bien
(C,H)y=2(Cf)o (C',f) 2 (C,f). En el primer casoesz € C C C' y
que f'|c = f, de manera que f'(y) = g(y) = g(z) = f(x) = f'(z) y, como
/' es una funcién inyectiva, que y = z. En el segundo caso, tenemos que
ye€C' CCyaque fler = f', asi que f(z) = g(z) = g(y) = f'(v) = f(y) v,
como [’ es una funcién inyectiva, que x = y.

Con todo esto concluimos que el par (T, ¢g) es un elemento de 2°. Se trata, de
hecho, de una cota superior para Y en 2:

e Sea (C, f) un elemento de Y. Por la forma en que definimos a T' y a g,
es claro que C C Y y que f C g, y esto ultimo significa precisamente que
gle = f. Vemos asi que (C, f) < (T, g).

La conclusion de todo esto es que el conjunto ordenado (27, <) satisface la
condicion del Lema de Zorn y, por lo tanto, que existe un elemento (D, h) en 2
que es maximal. Tenemos asi una funcién inyectiva h : D — B definida en un
subconjunto D de A, y estamos en alguno de los siguientes dos casos:

e Puede ser que D coincida con A, y entonces h es una funciéon inyectiva
A — B.

e Puede ser que en cambio tengamos que D C A, de manera que hay un
elemento a € A\ D. Supongamos por un momento que la funciéon h no
es sobreyectiva, de manera que también existe un elemento b € B\ h(D).
En ese caso podemos considerar el conjunto D’ = D U {a} y la funcién
k' : D' — B tal que para cada d € D tiene

h(d ide D,
b sid=a.

Esta funcion es inyectiva, asi que el par (D’,h') es un elemento de 27, y
es claro que (D,h) < (D’,1'): esto es absurdo, porque el par (D,h) es
maximal en 2.



Concluimos de esta forma que si D C A, entonces la funcion h : D — B
es una biyeccion. Podemos, por lo tanto, considerar su funcién inversa
h~!': B — D y la composiciéon de esta con la funcién inclusién ¢ : D «— A:
claramente la funcién to h™! : B — A es inyectiva.

En definitiva, o hay una funcion inyectiva A — B o hay una funcion inyectiva
B — A, como afirma la proposicion. O

En el transcurso de la prueba que acabamos de hacer construimos una funcioén:
el siguiente lema abstrae la construccion, que usaremos varias veces.

Lema 4. Sean A y B dos conjuntos, sea Y un conjunto de pares (C, f) con
CCAyf:C— B una funcion, y consideremos el conjunto

T := U C.

(C.fey

Si cada vez que (C, f) y (D, g) son elementos de Y se tiene que o bien C C C’
y f'le=17f obienC' CC y fler = f', entonces existe una funcién g : T — B
tal que para cada (C, f) €Y esglec = f. O

4 Aplicaciéon: el axioma de eleccion

Si P es un conjunto de subconjuntos no vacios de un conjunto A, una funcion
de eleccion sobre P es una funcion ¢ : P — A tal que ¢(T) € T para todo
TecP.

Proposicion 5. Sea A un conjunto. Si P es un conjunto de subconjuntos no
vacios de A, entonces existe una funcion de eleccion ¢ : P — A sobre P.

Notemos que esta afirmacion es precisamente el Axioma de Eleccion. Lo
que estamos afirmando es que el Lema de Zorn implica —en presencia de los
restantes axiomas usuales de la teoria de conjuntos— al Azioma de Eleccion. La
implicacion reciproca también es cierta, pero require més trabajo.

Demostracion. Sea A un conjunto y sea P un conjunto de subconjuntos no vacios
de A. Consideremos el conjunto 2 de todos los pares ordenados (@, d) con
Q CPyd:Q — Auna funciéon de eleccion sobre @, v la relacion < sobre 2
tal que si (Q,d) y (Q’,d’) son elementos de 2~ se tiene que

(Q.d) < (Q,d) = QCQ yd|g=d

Es facil verificar que < es una relacion de orden sobre £ y es claro que 2 # @,
ya que el par (&,d), con d : @ — A la funciéon vacia, es un elemento de 2.
Veamos que el conjunto ordenado (27, <) satisface la condicion del Lema de
Zorn.



Sea Y un subconjunto totalmente ordenado de 2. En vista del Lema 4, si
ponemos
R= |J Qcp

(Q,d)eYy

entonces existe una funcion h : R — A tal que para todo (Q,d) € Y se tiene
que h|g = d. En particular, se sigue de esto que la funciéon h es una funcion de
eleccion sobre R: en efecto, si T' € R, entonces existe (Q,d) € Y talque T € Q y
entonces h(T') = d(T) € T, porque d es una funcion de eleccion sobre ). Vemos
asi que (R, h) es un elemento de 2" y es claro que (R, h) es una cota superior
para la cadena Y.

Concluimos de esta forma que el conjunto ordenado (27, <) satisface la
condicion del Lema de Zorn y, por lo tanto, que existe un par (S, k) en 2" que es
maximal. El conjunto S esta contenido en P. Supongamos por un momento que
se trata de un subconjunto propio, de manera que existe Z € P\S. Como Z no es
vacio, podemos elegir un elemento z € Z y considerar la funcion I : SU{Z} — A
tal que para cada T € SU{Z} es

k(T iTeS,
l(T){ @) s
z siT=1/Z.

Es inmediato ver que [ es una funcién de elecciéon sobre S U{Z}, de manera que
(SU{Z},1) es un elemento de 2, y que (S, k) < (SU{Z},1): esto es absurdo,
porque (S, k) es un elemento maximal de 2 .

Esta contradiccién provino de suponer que S es un subconjunto propio de P:
debe ser entonces S = Py, por lo tanto, la funcion k : S = P — A es una
funcion de eleccion sobre P. Esto prueba la proposicion. O

5 Aplicacién: bosques generadores

Sea V un conjunto, cuyos elementos llamaremos vértices. Un grafo sobre V es
un conjunto de subconjuntos de V' de cardinal exactamente 2. Si a y b son dos
elementos de V' y {a,b} € G, decimos que {a,b} es un arco del grafo G.

Un subgrafo de un grafo G sobre V es simplemente un subconjunto H de G.
Por otro lado, si G es un grafo, un ciclo stmple en G es una secuencia finita
V1, ..., Uy de tres o méas vértices vértices de V' que son distintos dos a dos y
para los que se tiene que {v;,v;41} € G para cada i € [n — 1] y {v,,v1} € G.

Un grafo es un bosque si no posee ningun ciclo. Si GG es un grafo, un subgrafo
T C G es un bosque generador de G si es un bosque y para todo v € V tal
que existe w € V {v,w} € G existe también w’ € V tal que {v,w'} € T.

Cuando el conjunto V' de vértices es finito —y a veces también cuando es
infinito— podemos representar graficamente un grafo G sobre V' dibujando un
punto por cada elemente de V' y conectando con una linea cada par de vértices a



y b tales que {a,b} € G. Por ejemplo, si V ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y

G ={{1,2},{1,3},{1,9},{1,2},{2,4},{2,5},{2, 7}, {1,3}, {3,4}, {3, 6},
{3,0},{2,4},{3,4},{4,5}, {4, 7}, {4,9},{2,5}, {4,5}, {5, 7}, {5, 8},
{5,0},{3,6},{6,7},{6,8},{6,9},{6,0},{2, 7}, {4, 7}, {5, 7}, {6, 7},
{7,9},{5,8},{6,8},{1,9}, {4,9},{6,9},{7,9}, {3,0},{5,0}, {6, 0} }

podemos representar graficamente a G de la siguiente manera:
/ ®T/©

B~ J/@

©,

N\
K
@/
®‘@/

El conjunto de arcos pintados en rojo en el siguiente dibujo es un ciclo de G y el
de los arcos pintados en verde es un bosque generador.

=

@=——-0
Proposicion 6. Todo grafo posee un bosque generador.

Demostracion. Sea V un conjunto de vértices, sea G un grafo sobre V', sea 2~
el conjunto de todos los subgrafos de G' que son arboles y consideremos en 2 la
relacion de orden < tal que si S y T son elementos de 2~ entonces

ST «<— SCT.

Es @ € 2, asi que & # @. Sea, por otro lado, Y un subconjunto totalmente
ordenado de £  y consideremos su union

T := U S.
sey

Este conjunto es un grafo sobre V' y, mas atn, 7" es un bosque. Supongamos, para
verlo, que no: existe entonces un ciclo, esto es, un entero n > 3 y una secuencia



de vértices vy, ..., v, € V distintos dos a dos y tales que {v;,v; 11} € T para
cada i € [n —1] y {vn,v1} € T. En vista de la definicién de T, esto significa
que existen Sy, ..., S, € Y tales que {v;,v;41} € S; para cadai € [n—1] y
{vn,v1} € Sp. Como {S1,...,5,} es una cadena finita en 2, existe j € [n] tal
que S; C §; para todo ¢ € [n] y, por lo tanto, tenemos que {v;,v;y1} € S; para
cada i € [n —1] y {v,,v1} € S;: esto nos dice que vy, ..., v, es un ciclo en S,
y esto es absurdo, ya que S; es un bosque.

Concluimos de esta manera que T' € 2" y, en definitiva, que T es una cota
superior para Y en %". Asi, el conjunto ordenado (£, <) satisface la condicion
del Lema de Zorn y, por lo tanto, hay un elemento maximal @) en 2.

Mostremos, para terminar la prueba de la proposicion, que @) es un bosque
generador de G. Es un bosque, ya que es un elemento de 2°. Supongamos
entonces que no es generador: esto significa que existe v € V' tal que

hay un vértice w € V' con {v,w} € G y no existe ningin vértice
/ / (1)
w' €V tal que {v,w'} € Q.

Sea R = QU {{v,w}}. Como R contiene propiamente a @) y es un subgrafo
de G, para llegar a un absurdo bastara que mostremos que es un bosque, ya que
en ese caso tendremos que R € 2"y Q < R, contradiciendo el hecho de que R
es un elemento maximal de 2 .

Supongamos entonces que hay un ciclo en R, esto es, una secuencia vy, ..., U,
de elementos de V distintos dos a dos con n > 3 y tales que {v;,v;11} € R para
cada i € [n—1] y {vn,v1} € R. Siv; # v para todo i € [n], entonces tenemos
de hecho que {v;,v;41} € @ para cada i € [n— 1] y {v,,v1} € Q, es decir, que
el ciclo es un ciclo en @, y esto es imposible porque @ es un bosque. Concluimos
asi que existe j € [n] tal que v; = v.

Sil< j <n,entonces {vj_1,v}y {v,v;11} son dos elementos de R; si j =1,
entonces {v,,v} y {v, v} son dos elementos de R; finalmente, si j = n, entonces
{vn-1,v} y {v,v1} son dos elementos de R. Vemos asi que en cualquier caso hay
dos elementos distintos s y t de V tales que {v,s} y {v,t} estan en R. Ahora
bien, sabemos que {v,w} € Ry a lo sumo uno de s o t puede ser igual a w:
vemos de esta forma que existe w’ € V tal que w’ # w y {v,w’'} € R. En vista
de la definicion de R, tiene que ser entonces {v, w'} € @, pero esto contradice (1).
Esta contradicciéon provino de haber supuesto que el subgrafo @) de G, que es un
bosque, no es generador. La proposicién queda asi probada. O

6 Aplicaciéon: extensiones lineales de relaciones
de orden

Si V es un conjunto y R C V x V es una relacion de orden en V', decimos que
una relaciéon L C V x V es una extension lineal de R si L es una relacion de
orden total y R C L. Queremos mostrar que toda relacion de orden posee una
extension lineal. Antes necesitamos hacer una observacion.



Sea R una relacion en un conjunto V. Una secuencia ordenada (vy,...,v,)
de elementos de V' con n > 2 es un ciclo de longitud n de R si sus elementos no
son todos iguales entre si, v; = v, y para cada i € [n — 1] es (v;,vi41) € R.

Una consecuencia sencilla de la antisimetria de las relaciones de orden es que
no admiten ciclos:

Lema 7. Sea V un conjunto. Si R CV xV es una relacion de orden en V,
entonces R no admite ciclos.

Demostracion. Sea R una relacion de orden en V' y supongamos que, por el
contrario, hay un ciclo ¢ = (vq,...,v,) en R. Mas atin, supongamos que ¢ es
un ciclo para el que n es minimo. No todos los elementos del ciclo son iguales
entre si y vi = vp, asi que existe un entero j con 1 < j < ny vy # v;. Si
Jj > 2, entonces como (v1,v3) € Ry (ve,v3) € R, tenemos que (v1,v,) € R:
como no todos los elementos de la secuencia (v1,vs,...,v,) son iguales entre si,
esta secuencia es un ciclo. Como su longitud es menor que n, la forma en que
elegimos a n implica que esto es imposible: vemos asi que debe ser j = 2. De
manera similar podemos llegar a una contradicciéon si suponemos que j < n — 2,
asi que tiene que ser j = n — 1. En definitiva, el ciclo ¢ con el que empezamos
es de la forma (v1,v2,v1) y tenemos que los pares (v1,v2) y (ve,v1) estan en R.
Como R es una relacion antisimétrica, esto implica que, de hecho, v1 = vo = vg y
esto es absurdo. Esta contradiccién provino de suponer que la relaciéon R admite
ciclos. O

Una relacién que no admite ciclos no es necesariamente una relacion de orden,
pero puede «completarse» a una relaciéon de orden de al menos una formas:

Lema 8. Sea V un conjunto. Si R CV xV es una relacion en V' que no admite
ningun ciclo, entonces existe una relacion de orden S CV xV en V tal que
RCS.

Demostracion. Sea R una relacion en V' que no admite ningin ciclo y sea S' la
relacion en V' tal que si z e y son elementos de V' se tiene que (z,y) € S siy
solamente si existen n € Ny vq, ..., v, € V tales que z = v1, (v;,v;41) € R para
cada i € [n — 1], e y = v,: decimos en esa situacion que la secuencia (vy,...,v,)
es un camino de x a y en R de longitud n.

Six, y € V son tales que (z,y) € R, entonces la secuencia (vy,vs) con v; = x
vy v3 = y es un camino de x a y en R de longitud 2: esto muestra que R C S.
Para probar la proposicion, entonces, va a ser suficiente con que mostremos que
S es una relaciéon de orden.

e Sixz €V, entonces (z,2) € R C S, asi que S es una relacion reflexiva.

e Supongamos que x, y, z € V son tales que los pares (z,y) e (y,2) estan
en S, de manera que hay enteros n, m € N y caminos (v1,...,v,) y
(wi,...,wy) en Rdez ayydeyaz delongitud n y m, respectivamente.
Es inmediato verificar que (v1, ..., vy, w1,...,w,) es un camino en R de
a z de longitud n + m y, por lo tanto, que (z,z) € S. Vemos asi que la
relaciéon S es transitiva.



e Finalmente, supongamos que x e y son dos elementos distintos de V' tales
que los pares (z,y) e (y,z) estdn ambos en S. Existen entonces enteros
n, m € Ny caminos (vy,...,v,) y (w1,...,wy,)en Rdexzayydeyazde
longitud n y m, respectivamente. La secuencia (vy,...,Up, w1, ..., W,) €s
un ciclo de R: esto es absurdo, porque nuestra hipotesis es que R no admite
ninguno. Esta contradiccién muestra que la relacion S es antisimétrica.

La proposicién queda con esto probada. O
Podemos ahora, usando este lema, probar la existencia de extensiones lineales.
Proposicion 9. Toda relacion de orden tiene una extension lineal.

Demostracion. Sea V un conjunto, sea R C V x V una relaciéon de orden en V
y sea Z el conjunto de todas las relaciones de orden S C V x V en V tales que
S D R. Consideramos sobre 2 la relacion =< tal que si S y T son elementos
de 2 se tiene que

ST < SCT.

Como R € 2, es Z # @. Veamos que el conjunto ordenado (27, =) satisface
la condicion del Lema de Zorn. Sea Y un subconjunto no vacio y totalmente
ordenado de 2 y sea

C = U S.

Sey

Como C' D S para todo S € Y, para ver que Y es acotado superiormente bastara
que mostremos que C' es una relacion de orden en V.

e Sea v € V. Como la cadena Y no es vacia, existe S € Y y, como S es una
relacion de orden en V, tenemos que (v,v) € S C C. La relacion C' es por
lo tanto reflexiva.

e Supongamos que v y w son elementos de V' tales que (v,w) € C'y (w,v) € C.
Existen entonces S; y Sz en Y tales que (v,w) € S1 y (w,v) € S3. Mas
atin, como Y es una cadena, o bien S; C S5 o bien Sy C S7 y, de hecho, a
menos de intercambiar los roles de v y w, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que S; C S5. En ese caso tenemos que los pares (v, w) y
(w,v) estan ambos en Sy y, como Sy es una relacion de orden, tenemos
que v = w. Vemos asi que C es una relacion antisimétrica.

e Supongamos finalmente que u, v y w son elementos de V tales que los
pares (u,v) y (v,w) estan en C. Existen entonces S; y Sz en Y tales que
(u,v) € S1y (v,w) € S y, exactamente como en el punto anterior, tenemos
que 0 51 € S 0 S3 C Sy. En el primer caso tenemos que (u,v) y (v, w)
estan en Sy y, como Sy es una relacion transitiva, que (u,w) € Sy C C;
en el segundo, que esos dos pares estan en Sy y, como S es una relaciéon
transitiva, que (u,w) € S1 C C. En cualquier caso, vemos que la relacion C
es transitiva.
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El Lema de Zorn nos dice, en vista de todo esto, que hay un elemento L en 2
que es maximal. Se trata de una relacion de orden en V' 'y L O R, asi que lo
unique nos falta para probar la proposicién es mostrar que L es un orden total.

Supongamos que no lo es: existen entonces dos elementos = y y en V tales
que ni el par (x,y) ni el par (y,z) estd en L. Pongamos L' = L U {(z,y)}.
Mostraremos que la relacién L’ no admite ciclos. De acuerdo al Lema 8, existe
entonces una relacion de orden L” C V x V tal que L O L’. Pero entonces
tenemos que L < L € 2" y esto es imposible, ya que L es un elemento maximal
del conjunto ordenado (£, <).

Para terminar, entonces, mostremos que no hay ciclos en L’. Supongamos
que, por el contrario y para llegar a un absurdo, hay un ciclo ¢ = (v1,...,v,)
en L' y elijamoslo de manera que n sea minimo. Si (v;,v;11) € L para todo
i € [n — 1], entonces c es, de hecho, un ciclo en L, y esto es imposible porque
L es una relaciéon de orden —esto es lo que nos dice el Lema 7. Vemos asi
que existe j € [n — 1] tal que (v;,vj41) = (z,y), y podemos elegir j como el
menor elemento de [n — 1] con esa propiedad. De hecho, ese indice j es el
tnico elemento de [n — 1] con esa propiedad: si k € [n — 1] es otro tal que
(ks Vk41) = (x,y), entonces j + 1 < k < n y la secuencia (vj,...,v;) es un
ciclo de longitud k — j + 1, que es estrictamente menor que n, contradiciendo la
minimalidad con la que elegimos al ciclo c.

Es inmediato verificar ahora que la secuencia (vj41J,...,0n—1,01,...,0;) €8
un camino en L y, por lo tanto, que (y,z) = (vj41,v;) € L: esto contradice
ahora la forma en que elegimos a x y a y. O

Observemos que el iltimo paso de la prueba de la proposiciéon prueba més
generalmente el siguiente resultado:

Lema 10. Si R es una relacion de orden en un conjunto V y x ey son dos
elementos de V tales que (z,y) € R e (y,x) € R, entonces existe una relacion
de orden S en'V al que RC S y (z,y) € S.

Demostracion. La relacion R = RU{(z,y)} en V no admite ciclos: la prueba
de esto es la que hicimos hacia el final de la demostracion de la Proposicion 9.
De acuerdo al Lema 8, entonces, existe una relaciéon de orden S en V' tal que
R’ C Sy es claro que S tienen las propiedades que queremos. O

Usando este lema, a su vez, podemos probar el siguiente resultado que es
frecuentemente tutil:

Proposicion 11. Sea R una relacion de orden en un conjunto V. Si L es el
conjunto de todas las extensiones lineales de R, entonces

R= (] L.

LeZ

Observemos que que el conjunto . no es vacio es precisamente lo que afirma
la Proposicion 9.
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Demostracion. Llamemos S a la interseccion que aparece en el enunciado. Como
toda extension lineal de R contiene a R, es claro que R C S. Supongamos que
no vale la igualdad, de manera que existen z e y en V tales que (x,y) € S\ R; en
particular, como R es reflexiva, tiene que ser x # y. Como R C S y la relaciéon S
es antisimétrica, también tenemos que (y,z) ¢ R, y estamos en la situacion
del Lema 10: existe entonces una relacién de orden T'en V tal que RC T y
(y,z) € T. De acuerdo a la Proposicion 9, existe ademas una extension lineal L
de T. Tenemos que L € .Z, que (z,y) € S C Ly que (y,z) € L: esto es absurdo,
yva que L es una relacion antisimétrica y x # y. Esta contradicciéon prueba que
debe ser R = S, como queremos. O

7 Aplicaciéon: el teorema de Hahn—Banach

Proposicion 12. Sea V' un espacio vectorial real y sea ||| una norma sobre V.
Si W es un subespacio de V' y f: W — R es una funcion lineal tal que existe un
escalar A € R para el que se tiene que

If(v)] < M|v|| para todo v e W,
entonces existe una funcion lineal F:V — R tal que Fly = f y
|F'(v)] < Av|| para todo v € V.

Demostracion. Sean W un subespacio de V, A € Ry f: W — R una funcion
lineal y supongamos que |f(v)| < Aljv|| para todo v € W. Sea 2" el conjunto
de todos los pares (T, g) en los que T es un subespacio de V tal que RO W'y
g : T — R es una funcion lineal tal que glw = f y |g(v)| < A||v|| para todo v € T
El conjunto 2" no es vacio, ya que, por supuesto, (W, f) € 2 . Consideremos
ademas sobre 2" la relacion < tal que si (T, g) v (T7,¢') son elementos de 2" se
tiene que
(T.9) 2 (T"g) <= TCT' ydlr=g

Es inmediato verificar que se trata de una relacién de orden en 2 . Mostremos
que el conjunto ordenado (2", <) satisface la condicion del Lema de Zorn.
Sea Y un subconjunto no vacio y todalmente ordenado de 2. De acuerdo al
Lema 4, si ponemos
M= |J T

(T9)eYy

entonces existe una funcion h : M — R tal que para todo (T, g) € Y se tiene que
hlr = g. Mostremos que (M, h) es un elemento de 2"

e Sean x e y dos elementos de M y a y 8 dos de R. Existen (T,g) y (T7,¢")
en Y tales que x € T ey € T y como Y es una cadena en £, o bien
(T,g) 2 (T",g") o bien (T",¢') < (T, g). Consideremos, por ejemplo, que
estamos en el primer caso —el segundo caso es completamente similar.
Tenemos entonces que x € T C T, asi que ax + By es un elemento de T”
y, por lo tanto, de M: vemos asi que M es un subespacio de V.
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Mas atn, es h(z) = ¢'(z), h(y) = ¢'(y) vy h(az + By) = ¢'(ax + By), ya
que los vectores x, y y ax + Sy son elementos de T”, y, por lo tanto,

ah(z) 4 Bh(y) = ag'(z) + B9 (y) = ¢'(azx + By) = h(azx + By).

Esto nos dice que h: M — R es una funcién lineal.

e Como W CTyglw = f para todo (T,g) €Y, es claro que W C M y que
hlw = f.

e Finalmente, si v € M, entonces existe (T,g) € Y tal que v € T y
h(v) = g(v) y, por lo tanto,

[h(v)] = |g(v)] < Al
porque (T,g) € 2.

Esto prueba que, como afirmamos, (M, h) es un elemento de 2". Como es claro
que (T,g) = (M,h) para todo (T,g) € Y, vemos asi que (M, h) es una cota
superior para Y en Z .

Es consecuencia de esto y del Lema de Zorn que existe en 2" un elemento
(Q, F) que es maximal. Para probar la proposiciéon bastard que mostremos que
Q =V, porque en ese caso la funcion lineal F' : V = @Q — R tiene todas las
propiedades que queremos.

Supongamos, para llegar a una contradicciéon, que Q C V, de manera que
existe un vector vg € V'\ Q. Si vy, v2 € @, entonces

F(v1) = F(va) = F(v1 — v2) < Mg — vz < Af[(v1 4+ v0) — (v2 + vo)|
< AlJvr 4 vol| + Avz + woll,

de manera que
=Allvz + vol = F(v2) < Alfvr + vo — F(v1).
Esto implica que podemos considerar los ntimeros

a = sup(—A||v + vl — F(v)), b= inf (A||Jv + vo| — F(v)),
vEQ vER

yva que los conjuntos sobre los que estamos tomando infimo y supremo son
acotados superior- e inferiormente, respectivamente, y que, mas atn, es a < b.
Notemos que para todo v € ) tenemos que

—Allv+woll < F(v) +a < Allo + |- (2)

Consideremos ahora el subespacio Q' = Q +Ruvg de V. Como vg no pertenece
a (Q, es inmediato verificar que, de hecho, la suma que define a @’ es directa, esto
es, que Q' = Q ® Rup, y que la suma sea directa implica que hay una funcion
lineal F’ : Q' — R tal que para cada v € Q' y cada a € R se tiene que

F'(v+ avg) = F(v) + aa.
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Es claro que W C Q' y que F'|yy = f. Por otro lado, sean v € Q' y o € R:
queremos mostrar que

[F' (v + avg)| < AlJv + awg]|.

Si @ = 0, esto es inmediato de que el par (Q, F) pertenece a £, asi que es
suficiente que consideremos el caso en que « # 0.
Supongamos primero que « > 0. Como F” es una funcion lineal, tenemos que

F'(v+ avg) = a(F(Lv) + a), (3)
asi que de acuerdo a (2) y usando la positividad de « tenemos que
—aA|2v+ v < F'(v+ avg) < aX|| 2o+ v, (4)

de manera que
|[F' (v + avg)| < AlJv + awg||.

Por otro lado, si @ < 0, de (3) y (2) también podemos llegar a (4), asi que la
conclusion es la misma. En definitiva, vemos que (Q’, F’) es un elemento de 2.

Como (Q,F) < (Q', F'), esto contradice la maximalidad de (Q, F) en 2"y
esta contradiccién provino de haber supuesto que ) es un subespacio propio
de V. Se tiene, por lo tanto, que @ = V y, como dijimos arriba, esto muestra
que la proposicion es cierta. O
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