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1 El espacio /, con 1 < p < oo

Sea p € [1,00). El conjunto ¢, es el de las sucesiones (z,)n>1 de ntimeros reales
tales que ), |z’ < 0o y es un espacio métrico con respecto a la métrica d,

tal que
1/p

dyp(a,y) = | D_|zi — yil?

i>1

cada vez que z = (;);>1 € y = (¥;);>1 son elementos de £,; en particular, la
serie que define a esta distancia d,(z,y) converge.

Proposicion 1. El espacio métrico (¢y,d,) es separable.

Demostracion. Para cada n € N sea D,, el conjunto de las sucesiones (x;);>1 de
numeros racionales tales que x; = 0 siempre que ¢ > n. La funciéon

(mi)121 e D, — (1‘1,.. . ,fEn) € Qn

es una biyeccion, asi que D,, es numerable. Se sigue de esto que el conjunto
D= Un21 D,, también es numerable. Mostremos que D es denso en £,,.

Sea x = (2i)i>1 € £, y sea € > 0. La funcion ¢ € [0,00) > t'/? € R es
continua, no negativa y se anula en 0, asi que existe > 0 tal que n'/? < e.



Como la serie )~ |x;|P converge, es lim, o0 Do, |7:|P = 0 y existe, por lo

tanto, un entero n € N tal que

> lzilP < /2.

i>n

Por otro lado, sabemos que Q™ es denso en R™, asi que existe (q1,...,¢,) € Q™
tal que

dp((Qla- c ,(In)v (xla s 7xn)) = Z‘xl - (Ii|p < 77/2
i=1

Si ponemos ¢ = (q1,-..,qn,0,...), que es un elemento de D,,, tenemos entonces
que

n
dpl, al? = Jas — P =Y Jai —ail? + Y Jal? <,
=1

i>1 i>n

de manera que d,(z,q) < NP < e. O

2 El espacio /4

El conjunto £ de las sucesiones (z;);>1 de nimeros reales que son acotadas es
un espacio métrico con respecto a la métrica d., tal que

doo(w7y) = Sup|$i - y2|
i>1
cada vez que x = (z;);>1 € y = (¥i)i>1 son elementos de (.

Proposicion 2. FEl espacio {» no es separable.

Demostracion. Sea K = {0,1}Y, el conjunto de las sucesiones de elementos
de {0, 1}, que esta contenido en £, y tiene el cardinal del continuo. Afirmamos

que
sia=(a;)i>1 y b= (b)i>1 son dos elementos distintos de K,
entonces las bolas abiertas Byj(a) y By /2(b) son disjuntas.

En efecto, supongamos que por el contrario hay un punto z = (x;);>1 en

Bija(a) N Bya(b). Como a # b, existe j € N tal que a; # b; y, como tanto a;
como b; son elementos de {0,1}, tenemos que |a; — b;| = 1y, por lo tanto, que

des(a,b) = supla; — b;| > 1.
i>1



Ahora bien, usando la desigualdad triangular vemos que
1 < doo(a,b) < doo(a,2) + doo(2,b) < 1 +1 =1,

y esto es absurdo.
Como consecuencia de lo que acabamos de probar, vemos inmediatamente
que el conjunto

B ={By)2(c) :ce K}

es una familia no numerable de abiertos disjuntos dos a dos de £, y, por lo tanto,
que el espacio métrico £, no es separable. O

3 El espacio C[0,1] con la métrica uniforme d,

Decimos que una funcion g : [1,0] — R es poligonal si existen n € N y escalares
to, t1, ..., tn ¥ ag, - .., a, en R tales que

O=to<ti < ---<t, =1

y para todo i € [n] y todo t € [t;_1,1;] se tiene que

a; — ;1
g(t) = ——(t —ti1) + a1
ti —ti—1
En ese caso decimos que g corresponde al parametro (to,...,tn; a0, .-, 0n)-

Proposicion 3. Si f € C[0,1] y € > 0, entonces existe un funcion poligonal
g € C[0,1] que corresponde a un pardmetro (to,...,tn;a0,...,a,) con compo-
nentes racionales y tal que doo(f,g) < €.

Demostracion. Sea f € C[0,1] y sea € > 0. Como f es uniformemente continua,
existe § > 0 tal que para cada z, y € [0, 1] se tiene que

lr —y| <d = [f(z) = f(y)| <e/5.

Sean € N tal que 1/n < ¢ y pongamos ¢; := i/n para cada i € [0,n]. Claramente
es0 =1ty <t <---<ty,=1. Por otro lado, como Q™! es denso en R"*! si
ponemos = = (f(to), ..., f(tn)), sabemos que existe ¢ = (qo,- - -,qn) € Q" tal
que
doo(xaq) = Sup |f(tl) - q1| < 6/5
0<i<n

Escribamos g € C[0,1] a la funcion poligonal que corresponde al parametro
(toy---stn;qo,-- -, qn). Queremos estimar la distancia de f a g.



Sean i € [n]. Sit € [ti—1,t;], entonces

(8 = g(t) = | f() - LI g ) — gy

t; —ti1
t—1t;,_1
<|f(t) — ai—1| + |ai—1 — qz—1|+|a¢*ai—1\| i1l
|tz_ti71|
|t —tial |t —tiz1]
+lgi — @il (— 7 + lgi1 —a
|qz 7,||t Z_ | ‘QZ 1 7 1||tz—ti_1|

<€

vaque |f(t) —a;—1| < ey |a; —a;—1]| < e porque |t —t;—1| <Oy |t; — ti—1]| <0,
por un lado, y |a;—1 — ¢;—1] < € ¥ |g; — a;| < € por la forma en que elegimos a g;
y a ¢;—1. Esto implica que

~(f,9) = sup If() g(t)] = max  sup |f(t) —g(t)] <e

tG[ 1<Z<nt€[1 1.t ]

y prueba la proposmu’m. O

Corolario 4. Conjunto C[0,1] dotado de la métrica uniforme do, es separable.

Demostracion. Para cada n sea D, el conjunto de todas las funciones poligonales
con parametro (tg,...,tn;ao,...,a,) de longitud 2(n + 1) y componentes racio-
nales. Como el cardinal del conjunto de parametros de las funciones de D,, es
claramente numerable, el conjunto D = |J,,~, D, es numerable y la proposicion
anterior nos dice que D es denso en C0, 1] con respecto a la métrica doo. Vemos
asi que (C[0,1],d) es un espacio métrico separable. O

4 El espacio C[0,1] con la métrica uniforme d,
bis

SineNeie[0,n] consideramos el polinomio
Bustt) = (7)1 - 0 e @l

al que llamamos un polinomio de Bernstein bdsico, por Sergei Bernstein.
Por otro lado, si f € C[0,1], el n-ésimo polinomio de Bernstein de f es

Zf( )ﬂm t).

Es claro que 3,[f] depende linealmente de f y es inmediato que
Br.i(t) >0, Vn € Ny, Vi € [0,n],Vt € [0,1].

No es dificil calcular el polinomio de Bernstein ,,[f] cuando f es un polinomio:
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Figura 1. Los polinomios de Bernstein basicos 3,0, 88,1, -- -, [s,8-

Lema 5. Para todo n € N tenemos que

Aulll=1,  Baltl =t, ﬂn[t21=";1t2+%t,

Demostracion. Si x e y son dos nimeros reales, tenemos que
" /n
n __ 1, n—1
@ =3 (7)o )
=0
Si reemplazamos = por ¢ e y por 1 — ¢, esta igualdad nos dice que
n n\ )
1= ( .)m — )" = 1),
i
i=0

Derivando a cada lado de la igualdad (1) con respecto a x y multiplicando luego

por x vemos que
- n
na(x +y)" ! = Zz(l)x”ynl (2)
i=0

Reemplazando ahora = por ¢, y por 1 — ¢, y dividiendo todo por n, esto queda

en la forma
t = o % _ o\t )
> r(D)ea-omi= s
=0
Si ahora en (2) derivamos a cada lado y multiplicamos por z, vemos que
nz(x +y)" 4 nn - Da*(z+y)" 2 = Zi2 (n) T
i
i=0

Reemplazando x por t, y por 1 —t y dividiendo por n? esto queda en la forma

2
n n n 7
=0



Una consecuencia muy especial del lema y que usaremos abajo es:

Corolario 6. Sin € N entonces
n . 2
) t(1—t
> (t-2) fusty = 0
5 n n
=0

Demostracion. Sean € N. Es

n

n .\ 2 .9 .
(- =55 (52
=0

=0

-y <;) But) =2t %Bm(t) +12) Boi(t)
i=0 i=0

= Bult?](t) — 2tB,[t] (1) + 2 Bu[1]

7

y, de acuerdo al lema, esto es
-1 1
<” t2+t)2t2+t2
n n

:@_ 0

La razoén por la que nos interesan los polinomios de Bernstein es que tienen
la siguiente propiedad fundamental:

Proposicion 7. Si f € C[0,1], entonces la sucesion (Bn(f))n>1 converge a f

uniformemente sobre [0, 1].

Demostracion. Sea e > 0. Como f es continua, existe M € R tal que |f(x)| < M
para todo x € [0, 1] y existe 6 > 0 tal que si z e y estan en [0, 1] entonces

€
v —yl <& = |f(2) - fWI <3
Por otro lado, ciertamente existe N € N tal que
1 < €
4ANGS2 T2
Sean € Ntal que n > N yseax € [0,1]. Es

)= 8al1 1) = @B = 5all0) = 3 (1) = (1)) Bt

i=0
asi que — recordando que los polinomios /3, ; toman valores no negativos en el
intervalo [0, 1] — tenemos que

@)~ Bl f@)] <3
=0

@)= 1 ()] usto)



Consideremos los conjuntos
A={ie[0,n]:|z—i/n|<d}, B={ie[0,n]:|z—1i/n|>d}.

Claramente AN B =@ y AU B = [0, n], asi que

n
=0

o)1 (%) \ Bri()
=N |f@) - f (;) ’ Bui(w) + Y

iI€EA i€B

@)= 1 ()] usto)

Ahora bien, si i € A, entonces |z —i/n| < ¢ y, dada la forma en que elegimos el
namero J, tenemos que | f(x) — f(i/n)| < €/2 y, por lo tanto, que

D

i€A

1)~ 1 ()] nito) < § 3 st < ;gﬁn,i(w) - ¢

i€A

Por otro lado, si i € B, entonces |x —i/n| > 4, asi que (z —i/n)> > 4§y
1 i\® 1 ¢ i\?
S <53 (0 ) bt 53 (o 1) e
que, de acuerdo al Corolario 6, es

33(1—9(;)< 1 1

< <
—  nd? T 4ndé? — 4N§2

€
<§,

vaque 0 <z(l—z) < i.
Juntando todo, vemos que si n > N, para cada x € [0, 1] se tiene que

[f (@) = Bulf(z)] <,

de manera que ||f — B,[f]llc < €. Asi, la sucesion (8,[f])n>1 converge a f
en C[0, 1]. O

Proposicion 8. El subconjunto Q[z] de C[0,1] de las funciones polinomiales
con coeficientes racionales es denso y numerable.

Demostracion. Ya sabemos que Q[z] es numerable, asi que tenemos que probar
solamente que es denso en C|0,1]. Sea f € C[0,1] y sea € > 0. De acuerdo a la
Proposicion 7, existe un polinomio g € R[z] tal que ||f — g]loo < €/2. Existen
entonces n € Ny a = (ag, ..., a,) € R"! tales que g(x) = Y i, a;z’. Por otro
lado, el conjunto Q" *! es denso en R™ "1 asi que existe b = (by,...,b,) € Q!



tal que |la — bljoc < €/2. Sea h = Y1 ,b;z’, que es un elemento de Q[z]. Si
y € [0,1] tenemos que

n

< lai = bily' < e€/2,

=0

9(y) = h(w)| = > i = 0"aiy’ = > i = 0"biy

va que |a; — b;| < |la — blloo < € y 3* <1 para todo i € [0,n]. Esto implica, ya
que la funciéon g — h es continua, que

lg = hlloo = sup |g(y) — h(y)| < e/2.
y€[0,1]

Podemos concluir entonces que

Hf_ hlloo < IIf _QHOO +1lg =Pl <€

y, en definitiva, que Q[z] es denso en C[0, 1], como queremos. O
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