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1 Equicontinuidad

Fijemos dos espacios métricos X e Y, supongamos que Y es completo y escribamos
C(X,Y) el espacio métrico de todas las funciones X — Y que son continuas y
acotadas dotado de la métrica de la convergencia uniforme. Como Y es completo,
el espacio C'(X,Y) es completo.

Decimos que un subconjunto A de C(X,Y) es equicontinuo en un punto x
de X si para todo € > 0 existe un niimero § > 0 tal que siempre que f € A e
y € X son tales que d(x,y) < ¢ se tiene que d(f(x), f(y)) < e. Si el conjunto A
es equicontinuo en cada punto de X, entonces decimos que es equicontinuo
en X . Por ejemplo, si K es un namero positivo y A es el conjunto de las
funciones de C(X,Y") que satisface la condicion de Lipschitz con constante K,
es facil ver que A es equicontinuo en X.

Por otro lado, decimos que un subconjunto A de C(X,Y) es uniformemente
equicontinuo en X si para todo € > 0 existe un niamero § > 0 tal que siempre
que f € Ay z, y € X son tales que d(x,y) < ¢ se tiene que d(f(z), f(y)) < e. Es
facil ver, por ejemplo, que todo subconjunto finito de C(X,Y) es uniformemente
equicontinuo.

De manera similar a la que una funcién continua sobre un compacto es unifor-
memente continua, una conjunto equicontinuo de funciones sobre un compacto

es uniformemente equicontinuo:

Proposicion 1. Sea A un subconjunto equicontinuo de C(X,Y). Si X es
compacto, entonces A es uniformemente equicontinuo.



Demostracion. Supongamos que X es compacto y sea € > 0. Como el conjunto A
es equicontinuo, para cada x € X existe d, > 0 tal que d(f(z), f(y)) < €/2
siempre que y € B, (z) y f € A. El conjunto {Bs, (x) : « € X} es un cubrimiento
de X, que es compacto, asi que posee un namero de Lebesgue, esto es, existe
0 > 0 tal que para todo y € X existe x € X tal que Bs(y) C Bs, ().

Sean y e z dos puntos de X tales que d(y,2) < d y sea f € A. Sabemos que
existe € X tal que Bs(y) C By, (x), y tenemos entonces que

d(f(y), f(2)) < d(f(y), f(x)) +d(f(z), f(2)) < % 1 % —c

ya que y, z € Bs, (x). Esto muestra que A es un conjunto uniformemente

equicontinuo, como queremos. O

Proposicion 2. Sea A un subconjunto equicontinuo de C(X,Y) y sea (fn)n>1
es una sucesion con valores en A que converge puntualmente a una funcion
f: X—>Y.

(i) La funcion f es continua y el conjunto AU {f} es equicontinuo.

(i) Si X es compacto, entonces la sucesion converge uniformemente a f.

Demostracion. (i) Sea (fn)n>1 una sucesion con valores en A que converge
puntualmente a una funcién f : X - Y. Seanz € X y ¢ > 0. Como A es
equicontinuo en z, existe § > 0 tal que

€
fedyeX day) <é = d(f(2), f(y) <5
Siy € X es tal que d(z,y) < ¢, entonces como la métrica es continua tenemos
que
. €
d(f(2), f(y) = lim d(fa(2), fay)) < 5 <e.

Esto muestra que la funciéon f es continua y, més atn, que el conjunto AU {f}
es equicontinuo.

(#) Supongamos ahora que X es compacto. Sea ¢ > 0. Como A es equicon-
tinuo, la Proposicién 1 nos dice que A es uniformemente equicontinuo, asi que
existe § > 0 tal que d(f(z), f(y)) < /6 siempre que f € Ay x, y € X son tales
que d(z,y) < 6. Por otro lado, como el espacio X es compacto, es totalmente aco-
tado y existen m € Ny a1, ..., 2, € X tales que X = J!", Bs(z;). Finalmente,
como las sucesiones (fn(21))n>1, - - -, (fn(Tm))n>1 convergen a f(z1), ..., f(zm),
existe N € N tal que siempre que n, m > N es d(f,(z;), fm(z:)) < €/6 para
todo i € [m].



Si 2 € X, enonces existe j € [n] tal que = € Bs(x;) vy, por lo tanto, siempre
que n, m > N tenemos que

d(fn (), fm(2))
< d(ful®), fr(x:)) + d(fuli), fm () + d(fn(20), fin(2))

<fifyf_ft .
-6 6 6 2

porque d(z;,x) < 0 Y fn, fm € A, por un lado, y por la eleccion de N. Esto
muestra que d( fn, fm) < € siempre que n, m > N y, por lo tanto, que la sucesion
(fn)n>1 es de Cauchy en C(X,Y). Como este espacio es completo esa sucesion
converge y como sabemos que f es su limit puntual, tenemos claramente que

converge a f uniformemente. O

2 Condiciones de acotacion

Un subconjunto A de C(X,Y) es

e puntualmente acotado si para todo x € X el subconjunto {f(z): f € A}
de Y es acotado,

o puntualmente relativamente compacto si para todo x € X el subcon-
junto {f(z) : f € A} de Y es relativamente compacto, y

e uniformemente acotado si el subconjunto {f(z): f€ A,z € X} deY
es acotado.

Observemos que si Y es un espacio en el que «vale el teorema de Heine-Borely,
esto es, en el que un conjunto es compacto si y solamente si es cerrado y acotado,
como R™, entonces las condiciones de acotaciéon puntual y de relativa compacidad
puntual son equivalentes.

Como ocurre frecuentemente, sobre un espacio compacto la versiéon local de
una condicién implica la version global: la siguiente proposicién nos dice esto
para el caso de la acotaciéni de conjutos equicontinuos.

Proposicion 3. Si X es compacto, entonces un conjunto puntualmente relati-
vamente compacto y equicontinuo de C(X,Y) es uniformemente acotado.

Demostracion. Supongamos que el espacio métrico X es compacto, sea A un
subconjunto puntualmente relativamente compacto de C(X,Y) y fijemos un
punto y € Y. Como A es equicontinuo, para cada r € X existe §, > 0
tal que d(f(z), f(2)) < 1 siempre que f € Ay z € Bs, (). El conjunto
{Bs,(z) : © € X} es un cubrimiento abierto de X, que es compacto, asi que



posee un subcubrimiento finito: existen n € Ny x1, ..., , € X tales que
X =U, Bs, (xi). Como A es puntualmente relativamente compacto y una
union finita de conjuntos relativamente compactos es relativamente compacta,
el conjunto D = {f(z;) : f € A,i € [n]} es relativamente compacto. En
particular, la funcién continua € X — d(z,y) € R es acotada sobre D y
podemos considerar el nimero R = sup{d(f(z;),y) : f € A,i € [n]}.

Sean ahora x € X y f € A. Como {Bs, (z;) : i € [n]} es un cubrimiento
de X, existe j € [n] tal que z € Bs,, (z;). La eleccion del nimero d,; y la
definicién de R implican inmediatamente que

d(f(z),y) < d(f(z), f(xi)) + d(f(z:),y) <1+ R.

Vemos asi que {f(z): f € A,z € X} esta contenido en la bola Br11(y) y, por
lo tanto, que el conjunto A esta uniformemente acotado. O

La condicién de local compacidad puntual nos va a ser 1til en la préoxima
seccion al probar el teorema de Arzela—Ascoli via el siguiente resultado:

Lema 4. Sea QQ un conjunto numerable. Toda sucesion puntualmente relati-
vamente compacta de funciones QQ — Y posee una subsucesion que converge

puntualmente.

Demostracion. Empecemos mostrando que

st (gn)n>1 €s una sucesion de funciones Q — Y que es puntualmente
relativamente compacta y q € Q, entonces hay una funcion r : N — N
estrictamente creciente tal que la sucesion (qr(n))nzl converge en q.

Observemos que la sucesion (g,(,))n>1 €s una subsucesion de (gn)n>1 y que,
en consecuencia, es puntualmente relativamente compacta. Para probar la
observacién basta observar que (gn)n>1 ¥ ¢ son como alli, la sucesion (g, (¢))n>1
toma valores en el conjunto {g,(q) : n > 1}, que es relativamente compacto,
asi que posee una subsucesién que converge en Y, esto es, existe una funciuén
r : R — N estrictamente creciente tal que la sucesion (gr(n) (q))nzl converge.

Probemos ahora el lema. Sea (f,),>1 una sucesién de funciones @ — Y que
es puntualmente relativamente compacta y fijemos una biyeccion ¢ : N — Q;
escribiremos ¢, en lugar de ¢(n). Vamos a construir para cada m € Ny una
subsucesion (f1")n>1 de la sucesion (fy)n>1 y una funcién estrictamente creciente
Tm : N — N manera tal que

b (fg)nzl = (fn)nzl y

e para todo m € N, la sucesion (f"),>1 es la subsucesion (fr’f:bﬂ:ll(n))n21
de (f=1),>1 y converge en qy,.



Empezamos poniendo f0 = f, para todo n € N, por supuesto, y procedemos
inductivamente. Supongamos que m € Ny y que ya construimos la subsucesion
(fM)n>1 de (fn)n>1. De acuerdo a nuestra observacion inicial, porque la suce-

n

sion (f)")n>1 es puntualmente relativamente compacta ya que se trata de una

subsucesion de (fy,)n>1, existe una funcién estrictamente creciente 7, : N - N
12 m : m+1 _ rm

tal que la sucesion (f)" ) (g@m+1))n>1 converge. Si ponemos f+! = [t () para

cada n € N, entonces (f*1),,>1 es una subsucesién de (f7),>1 que converge

en ¢m,+1. Esto completa la construccion.

Hay exactamente una funcién s : N x N — N tal que
s(0,n) =n, s(m+1,n) = s(m,ry(n))
cualesquiera sean n € Ny m € Ny. Esta funcion tiene la propiedad de que
n<n = s(m,n) < s(m,n’), It = fstmm)

cualesquiera sean n, n’ € Ny m € Ny: esto puede verificarse facilmente haciendo
induccién con respecto a m. Como consecuencia de esto, tenemos que para todo
n € Nes

s(n+1,n+1)=sn,r,(n+1)) > s(n,n)

ya r, es una funcién estrictamente creciente. Esto significa que la funcién
t:n €N s(n,n) €N es estrictamente creciente y, por lo tanto, que podemos
considerar la subsucesion (fi(,))n>1 de (fn)n>1. Queremos mostrar que esta
subsucesion converge puntualmente en todo el conjunto ). Esto probaré el lema.

Sea m € Ny mostremos que nuestra subsucesion (f;(,))n>1 converge en gy,
para ello es suficiente con probar que (f;(n))n>m €s una subsucesion de (f;")n>1,

va que esta ultima converge en g,,. Observemos que si n > m es

asi que

fen) = Fsnn) = Fstmy(rmormiroorn_1)(n)) = J(rmormsrom-orn_1)(n)-

Es suficiente entonces que mostremos que cada vez que n > m se tiene que

(rm OTm+10---0 Tn—l)(n) < (Tm OTm+10©--°0 Tn)(n + 1)- (1)



Ahora bien, si n > m, la funcion r,, or,, 41 0---07r,_1 es estrictamente creciente
yn <rp(n) <rp(n+1), asi que la desigualdad (1) claramente vale. La prueba
del lema queda asi completa. O

3 El teorema de Arzela—Ascoli

Usando el Lema 4 de la seccién anterior podemos probar el siguiente resultado,
que esta en la base de lo que sera nuestro resultado principal.

Proposicion 5. Si X es compacto, entonces toda sucesion puntualmente relativa-
mente compacta y equicontinua en C(X,Y') posee una subsucesion uniformemente
convergente.

Demostracion. Supongamos que el espacio X es compacto y sea (f,)n>1 una su-
cesion puntualmente relativamente compacto y equicontinua de C'(X,Y’). Como
X es compacto, es separable: sea () un subconjunto denso y numerable de X.
De acuerdo al Lema 4, hay una subsucesion (fy, )x>1 de (fn)n>1 que converge
puntualmente sobre (). Veamos que esa subsucesion converge, de hecho, unifor-
mente. Como C'(X,Y") es un espacio completo, es suficiente con mostrar que la
subsucesion es de Cauchy.

Sea ¢ > 0. Como la sucesion (fy, )r>1 es equicontinua y el espacio X es
compacto, esa sucesion es uniformemente equicontinua y existe, por lo tanto,
un namero 6 > 0 tal que d(fp, (x), fn, (y)) < €/3 siempre que k e Ny z ey
son puntos de X tales que d(z,y) < 0. Por otro lado, como X es compacto,
es totalmente acotado, y eso y el hecho de que @ es denso en X implican
que existen 7 € Ny zy, ..., , € Q tales que X = |Ji_, Bs(z;). Finalmente,
como la sucesion (fy, )k>1 converge puntualmente en @, existe K € N tal que
d(fn, (i), fr, (x;)) < /3 siempre que k, I > K e i € [r].

Sean k y [ elementos de N tales que k, [ > K. Si x € X, existe j € [r] tal
que d(z,z;) < ¢ y la eleccion de § nos dice que d(fn, (), fn,(y)) < €/3 y que
d(fn, (2), fn.(y)) < €/3, y usando esto vemos que

d(fnk (.Z‘), fm (I))
< d(fnk(x)afnk (xj)) + d(fnh(x])vfm (.T])) + d(fm (xj)vfm (SC))
< g + % + g =ec.

Esto vale cualquiera sea x € X, asi que podemos concluir que d(fn,, fn,) < €
y, en definitiva, que la sucesion (fp, )k>1 es uniformemente de Cauchy, como
queriamos. O



Estamos por fin en condiciones de probar el resultado principal de estas notas,
el teorema de Arzela—Ascoli, por Cesare Arzela y Giulio Ascoli que introdujeron
la nocién de equicontinuidad y probaron hacia 1885 una version debil del teorema.
La forma que damos del resultado es debida a Maurice Féchet, que lo formuld
en 1906 en términos de espacios métricos, como nosotros— de hecho, Fréchet
fue el creador del concepto de espacio métrico.

Teorema 6. Si X es compacto, entonces un subconjunto de C(X,Y) es relati-
vamente compacto si y solamente si es puntualmente relativamente compacto y
equicontinuo.

Demostracion. Supongamos que el espacio X es compacto. Si A es un subcon-
junto puntualmente relativamente compacto de C'(X,Y), la Proposicion 5 nos
dice que toda sucesién en A posee una subsucesion que converge a un punto
de C(X,Y) y, por lo tanto, que A es un subconjunto relativamente compacto
de C(X,Y). Vemos asi que la condicion del teorema es suficiente.

Veamos ahora que es necesaria: sea A un subconjunto relativamente com-
pacto de C(X,Y) y mostremos que es puntualmente relativamente compacto y
equicontinuo.

e Seax € A. Lafuncién e: f € C(X,Y) — f(x) € Y es continua, asi que
e(A) es compacto porque A lo es: como {f(x): f € A} = e(A) C e(A), es
claro que {f(z) : f € A} es un subconjunto relativamente compacto de Y.
Tenemos de esta forma que A es puntualmente relativamente compacto.

e Fijemos otra vez un punto x € A y sea ahora € > 0. Como A es relati-
vamente compacto, su clausura es totalmente acotada: como ademas A
es denso en su clausura, esto implica que existen n € Ny f1, ..., f, € A
tales que A C |J;—, B:(f;). Como las n funciones fi, ..., f, son continuas
en z, existe § > 0 tal que d(fi(z), fi(y)) < € siempre que i € [n] ey € X
es tal que d(z,y) < 9.

Sea ahora f € Ay seay € X tal que d(z,y) < §. Existe j € [n] tal
que f € B.(f;), y entonces, en vista de la forma en que elegimos J y de
que d(f, fj) < €/3, tenemos que

d(f(2), f(y)) < d(f(z), fi(2)) + d(f; (@), [3(y)) + d(f; (), [ (y))
+ +§

S

=E£.

Wl ™
[SCRNQ)

Vemos asi que el conjunto A es equicontinuo.

Esto prueba el teorema. O
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