Completacion de espacios métricos

Mariano Suéarez-Alvarez

20 de septiembre 2019

1 Completaciones. . .. ...t 1
2 Completaciones: existencia . .. ...............uouon.... 8
3 Completaciones: existencia, bis . ... ....... ... .. ...... 14

1 Completaciones

Si X es un espacio métrico, una completacion de X es una inyeccion isométrica
¢ : X — X°¢ con codominio en un espacio métrico completo que tiene imagen
¢(X) densa en X°.

Lema 1.
(i) Sean X eY espacios métricos. Sip: X —'Y es una inyeccion isométrica

e Y es completo, entonces la correstriccion w\m : X — oY) es una
completacion de X.

(i) Sea X un espacio métrico y sea Y un subespacio de X. Si ¢ : X — X€ es
una completacion de X, entonces la restriccion 1 = ¢|$(Y) Y — WY) es
una completacion de X.

(iii) Sean X eY dos espacios métricos. Si ¢ : X — Xy :Y = Y son
completaciones de X y de Y, entonces la funcion ¢ X9 : X XY — X xY*
es una completacion de X X Y.

Demostracion. (i) Supongamos que Y es un espacio métrico completo y que
¥ : X — Y es una inyeccion isométrica y sea ¢ == ¢|¥(X) : X — ¢(X). Es claro
que ¢ es una inyeccién isométrica y que su imagen es densa en su codominio.

Finalmente, como su codominio es un cerrado en el espacio métrico Y, que es
completo, es él mismo un espacio métrico completo.

(#) Esta afirmacion es un caso particular de la parte (7).



(#1) Hay que mostrar que la funcién ¢ x 1 es una inyeccion isométrica, que
tiene imagen densa en X¢ x Y°, y que el espacio métrico X¢ x Y¢ es completo.
Las tres consas son inmediatas. O

Nuestro objetivo principal en esta seccién es probar la llamada propiedad
universal de la completacion de un espacio y un resultado de unicidad. El primer
paso para todo eso es el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2. Sea f: X — Y wuna funcion uniformemente continua entre espacios
métricos. Si (Tp)n>1 €s una sucesion de Cauchy en X, entonces (f(xn))n>1 €s
una sucesion de Cauchy en'Y .

Demostracion. Sea (,,)n>1 una sucesién de Cauchy en X y sea ¢ > 0. Como la
funcién f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que cada vez que = e y
son puntos de X tales que d(x,y) < 0 se tiene que d(f(x), f(y)) < e. Por otro
lado, como (x,)n>1 €s una sucesion de Cauchy, existe N € N tal que cada vez
que n 'y m son enteros tales que n, m > N se tiene que d(x,,Z,,) < 0. Si ahora
n y m son dos enteros tales que n, m > N, entonces d(x,,x,,) < J y la eleccion
de ¢ implica que d(f(zy), f(zm)) < €. Vemos asi que la sucesion (f(z,))n>1 €s
de Cauchy en Y. O

Decimos que una funciéon f : X — Y entre espacios métricos es tensa si
d(f(x), f(z")) < d(x,2') para toda par de puntos z y 2’ de X. Es inmediato
verificar que una funcién tensa es uniformemente continua.

La siguiente proposiciéon nos dice que la completacion de un espacio métri-
co posee una propiedad de extensiéon de funciones uniformemente continuas:
llamamos a esta propiedad la propiedad universal de la completacion.

Proposicion 3. Sea X un espacio métrico y sea ¢ : X — X una completacion
de X. SiY es un espacio métrico completo y f : X = Y es una funcion unifor-
memente continua, entonces existe una y solo una funcion continua f: X¢ =Y
tal que f = f o ¢, esto es, tal que conmuta el diagrama

x 1.y
o| A
!
XC
La funcion f es, de hecho, uniformemente continua. Si f es tensa, también lo
es f.

Demostracion. Sea x un punto de X¢. Como el conjunto ¢(X) es denso en X¢,
existe una sucesién (x,),>1 de puntos de X tal que la sucesion (¢(z,))n>1



converge a x. Por supuesto, la sucesion (¢(z,))n>1 €s entonces una sucesion de
Cauchy en X€y, como ¢ es una inyeccion isométrica, vemos que (zp)p>1 €s una
sucesion de Cauchy en X. De acuerdo al Lema 2, la sucesion (f(xy,))n>1 es de
Cauchy en Y y, como Y es completo, posee un limite. Mostremos que ese limite
depende solamente del punto x de X ¢ y no de la eleccién particular que hicimos
de una sucesion (z,)n>1 en X tal que la sucesion (¢(z,,))n,>1 converge a .

Sea para ello (z],),>1 otra sucesion en X tal que (¢(z],))n>1 converge a z
en X°. Para cada n € N pongamos

T /2 si n es par;
Yn = , . .
T(ny1)/2 17 esimpar.

Es facil verificar que la sucesion (¢(yy))n>1 converge a x, asi que (yYn)n>1 €S
una sucesiéon de Cauchy y la sucesion (f(y,))n>1 converge. Esto implica que las

/

dos subsucesiones ((2a))nz1 = (F(yzn))nz1 ¥ (F(@))nz1 = (f@an—1))nz1 son
convergentes y convergen al mismo limite. Esto prueba lo que queriamos.

La conclusion de todo esto es que existe una funcién f : X¢ — Y con la
siguiente propiedad caracteristica:

siz € Xy (xn)n>1 €s una sucesion en X tal que la sucesion
(¢(xn))n>1 converge a x en X€, entonces la sucesion (f(xn))n>1
converge a f(x).

Para completar la prueba, verificaremos que f tiene las propiedades descriptas
en el enunciado.

o Sea z € X y sea (zn)n>1 la sucesion en X que tiene x,, = z para todo
n € N: es claro que la sucesion (¢(zy))n>1 converge a ¢(z), simplemente
porque es constante, y entonces la propiedad caracteristica de f nos dice
que f(é(z)) es el limite de la sucesion (f(zy,)),>1. Este limite es f(z),
otra vez porque esta tltima sucesioén es constante, y esto nos dice que
f(¢(x)) = f(x): tenemos entonces que fo ¢ = f.

e Mostremos que f es uniformemente continua y, en particular, continua.
Sea € > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que para
cada z, 2’ € X es

d(z,2) <6 = d(f(2), f(z)) < %

Sean ahora x y 2’ dos puntos de X ¢ tales que d(z,z") < §/3. Como ¢(X)
es denso en X°, existen dos sucesiones (2, )n>1 ¥ (z,)n>1 en X tales que
las sucesiones (¢(zn))n>1 y (¢(x],))n>1 convergen a x y a «’. La propiedad

caracteristica de la funcion f nos dice que las sucesiones (f(zn))n>1 ¥



(f(7,,))n>1 convergen a f(z) y a f(z'), respectivamente, y, en particular,
tenemos que existe N € N tal que para todo n € N se tiene que

d($(an)z) < d($(al) ') < 2

n>N = ~ 3’ _
d(f(zn), f(2)) < d(f(af,), f(2')) <

€
3’ 3
Si ahora n € N es tal que n > N, entonces porque ¢ es una inyeccion

isométrica tenemos que

vy, por lo tanto, d(f(zy), f(z,)) < /3. Usando esto vemos que

d(f(x), f(2")) < d(f(@), f(wn)) + d(f(zn), f(27,) + d(f(z,), f(2"))
e €
373737°

Supongamos ahora que la funcién f es tensa y mostremos que entonces
f también lo es. Sean z y 2z’ dos puntos de X¢ y sea ¢ > 0. Como
¢(X) es denso en X°, hay sucesiones (,)n>1 ¥ (,)n>1 en X tales que
(¢(xn))n>1 ¥y (&(x),))n>1 convergen a = y a z’, respectivamente, y la
propiedad caracteristica de la funciéon f nos dice que ademas las sucesiones
(f(zn))n>1y (f(@)))n>1 convergen a f(x) y a f(a'). Existe entonces m € N
tal que d(¢(wm), o) < e/4, d(¢(,),2") < e/4, d(f(zm), f(x)) < e/dy
d(f(x.,), f(z')) < /4, y, por lo tanto,

(f(@), f(@m)) + d(f (@m), f(27,)) + d(f(0,), F(a"))

porque f es tensa, y como ¢ es una inyeccién isométrica esto es

€ /

=5 + d(d(zm), p(,))

€

< 5+ d(B(an),2) + da,a’) + d(@', 6(al,)

<e+d(z,z).

Vemos asi que d(f(z), f(z')) < €+ d(z,z") para todo £ > 0 y, por lo tanto,
!/

que d(f(), f(z")) < d(,

7). Esto muestra que la funciéon f es tensa.



e Finalmente, mostremos que f es la tnica funciéon continua X¢ — Y tal
que fo¢ = f. Supongamos, para ello, que g : X¢ — Y es otra funcion
continua tal que go ¢ = f y sea z € X° Como ¢(X) es denso en X, hay
una sucesion (z,),>1 en X tal que (¢(z,,))n>1 converge a = y la propiedad
caracteristica de la funciéon f nos dice que f(x) es el limite de (f(xy))n>1-
Ahora bien, para todo n € N es f(z,,) = g(¢(zn)), asi que

F(@) = lim_ f(wa) = Tim g(o(za)) = g ( Jim é(aa)) = g(a),

n— oo n—oo

porque la funcién g es continua y (¢(z,))n>1 converge a z. Esto muestra
que f y g coinciden. O

Un corolario importante de la proposiciéon que acabamos de probar que es un
espacio métrico admite, a menos de isometrias, a lo sumo una completacién.

Proposicién 4. Sea X un espacio métrico. Si ¢1 : X = X7 y ¢2 : X — X§
son dos completaciones de X, entonces existe una y solamente una isometria

r: X{ — X§ tal que conmuta el diagrama

X
VN
X§ —"— X¢

Demostracion. Como la funcion ¢y : X — X§ es una inyeccién isométrica, se
trata en particular de una funcién uniformemente continua y tensa: de acuerdo
a la Proposiciéon 3 y porque ¢; : X — X7 es una completaciones existe entonces
una funcién continua r : X7 — X§ que es tensa y tal que r o ¢; = ¢a. De
manera similar, como la funcién ¢; : X — X¢ es una inyeccién isométrica, es
uniformemente continua y tensa, y porque ¢3 : X — X§ es una completacion,
esa proposicién nos dice que hay una funcion continua s : X§ — X§ que es tensa
y tal que s o o = ¢1.
Si x € X, entonces

(ros)(¢2(x)) = r(s(p2(x)) = r(d1(x)) = P2().

Esto nos dice que las dos funciones idxg : X§ — X5 y ros: X5 — X§ coinciden
sobre el subespacio ¢o(X) de X§. Como este subespacio es denso y las dos
funciones son continuas, esto nos dice que, de hecho,

idxg =7o0s.
De manera simétrica, para cada x € X tenemos que

(sor)(d1(z)) = s(r(d1(z)) = 5(¢2(x)) = ha(2),



asi que las funciones continuas idye : X{ — X{ y sor : X{ — X{ coinciden
sobre el subconjunto denso ¢1(X) de X! y, por lo tanto,

idxe =sor.

Vemos de esta forma que las funciones r y s son mutuamente inversas y, en
particular, r es una biyeccién. Mas atn, como ambas funciones son tensas, cada

vez que x y =’ son puntos de X{ tenemos que
d(z,2") = d(s(r(z)), s(r(z')) < d(r(x),r(z)) < d(z,2"),

asi que d(r(x),r(z’)) = d(z,2") y podemos concluir que r es una isometria.
Nos queda verificar la afirmacién de unicidad que hace la proposicién. Sea
' X{ — X§ otra funcion continua tal que 1’ o ¢; = ¢2. Como también
70 ¢1 = ¢, esto nos dice que r y 7’ coinciden sobre el subespacio ¢1(X) de X}.
Como este subespacio es denso, vemos que r = 1/, como queremos. O

Muchas veces queremos extender funciones que no son uniformemente conti-
nuas de un espacio métrico a su completaciéon. En esa situaciéon la Proposicién 3
no se aplica directamente. La siguiente variante es muchas veces 1til.

Proposicion 5. Sea X un espacio métrico y sea ¢ : X — X una completacion
de X Si'Y es un espacio métrico completo y f: X =Y es una funcion tal que

existe un punto xg € X que satisface la condicion de que

para todo R > 0 la restriccion f|p,(zy) : Br(zo) =Y es uniformemente

continua,
entonces existe una y solo una funcion continua f : X =Y tal que f = f o ¢.

Demostracion. Sea n € N, escribamos B,, := B,,(zg) y consideremos la restric-
cion f, == flp, : B, =Y. Como ¢ : X — Y es una completacion de X, la

restriccion

bn =00 B, — 6(By)

es una completacion de B,. Como la funcién f,, es uniformemente continua,
existe una y solo una funcién continua f, : ¢(B,) — Y tal que f, = fn 0 dp.
Sean ahora n y m dos elementos de N tales que n < m. Como B, C B,



tenemos que ¢(B;) C ¢(B;,) y podemos construir el siguiente diagrama

fn
D
B, —— ¢(B,) ——Y
[ |-

Todas las regiones del diagrama, incluida la exterior y salvo posiblemente la
marcada con el signo de pregunta conmutan, y de esto se deduce que

fn= fm|m0 On-

La propiedad de unicidad que caracteriza a f, nos dice entonces que

Observemos que
B(¢(xo),n) € ¢(Bn). (2)

En efecto, si y € B(¢(xg),n), hay una sucesion (yx)r>1 en X tal que (¢(yr))r>1
converge a y. En particular,

Jm d(yr, zo) = Jm d(9(yk), d(20)) = d(y, z0) < n,

asi que existe K € N tal que d(yg, xo) < n siempre que k > K. Asi, la sucesion
(yk+k)k>1 toma valores en By, y, por lo tanto, el punto y, que es el limite de
(¢(yxc+x))k>1, es un elemento de ¢(B,,).

Usando ahora (1) y (2), es claro ahora que existe una funciéon f : X¢ — Y
tal que cada vez que n € Ny € B,,(é(z0)) se tiene f(z) = fn (). Esta funcion
es continua porque el conjunto {B,(¢(zg)) : » € N} es un cubrimiento abierto
de X¢ y para todo n € N la restriccion

F1B.(6(20)) = Fal Bu(s(ao))

es continua, porque f, lo es. Finamente, si # € X y n € N tal que = € B,,(0),
entonces ¢(x) € By (é(zo)) ¥y

F(6(@)) = falBa(s(20)) (6(2) = fal(d(2)) = f(2).

Esto nos dice que f o ¢ = f. Fnalmente, si g : X¢ — Y es otra funcién continua
tal que go ¢ = f, entonces f(x) = g(x) para todo z € ¢(X) y, como f y g son
continuas y ¢(X) es denso en X¢ es f = g. O



Para terminar esta secciéon, queremos hacer la observacion de que la propiedad
universal de la completaciéon de un espacio métrico X la caracteriza completa-
mente (como siempre, a menos de una isometria) entre todas las funciones tensas
con dominio X:

Proposicion 6. Sean X y X€¢ dos espacios métricos. Si ¢ : X — X€ es una
funcion tensa con la propiedad de que

para todo espacio métrico Y y toda funcion tensa f : X =Y

existe una y solo una funcion tensa f : X¢ — Y tal que
f=1fo0,

entonces ¢ es una completacion.

Demostracion. Sea ¢ : X — X ¢ una funcién que tiene la propiedad del enunciado.
Supongamos que ¢(X) no es denso en X¢, de manera que existen y € X¢y r > 0
tal que B,(y) N ¢(X) = @. Sean «, 8 : R — R las funciones tales que para cada
teRes

st <

a(t) =1, B(t) =

[ T S

si[t| > r.
Es claro que se trata de funciones continuas, asi que las funciones
frxe X aldly,z)) €R, g:x € X Bd(y,x)) R

son continuas. La forma en que elegimos el ntimero r implica que las composicio-
nes fo¢ y go ¢ coinciden ambas con la funciéon h : X — R constante de valor 1.
Como h es claramente tensa, existe por hipotesis exactamente una funcién conti-
nua h : X¢ — R tal que h o ¢ = h. Pero, como dijimos, es fo¢p=hy go¢ = h,
asi que debe ser f = g: esto es absurdo, ya que f(y) = a(d(y,y)) = a(0) =1,
mientras que ¢g(y) = 8(d(y,y)) = 8(0) = 0. Esta contradiccién provino de haber
supuesto que ¢(X) no es denso en X¢, asi que lo contrario tiene que ser cierto.

Para terminar, mostremos que ¢ es una inyeccion isométrica. Como es tensa,
sabemos que cada vez que y e ¢’ son elementos de X se tiene que

d(o(y), o(y")) < d(y,y).

Veamos que también que vale la desigualdad reciproca. Consideremos la funciéon
g:x € X —d(x,y) € R. Como para todo z, 2’ € X se tiene que

l9(z) — g(2")| = |d(z,y) — d(z’,y/)| < d(z,2'),



la funcion g es tensa y existe, por lo tanto, una funcién tensa g : X¢ — R tal
que g o ¢ = g. En particular, tenemos que

Esto completa la demostracion. O

2 Completaciones: existencia

Queremos mostrar ahora que todo espacio métrico admite una completacion.

Sea X un espacio métrico y sea € (X) el conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy de X. Definimos una relacién ~ en € (X): siz = (p)n>1 € ¥ = (Yn)n>1
son dos elementos de €' (X), ponemos = ~ y si y solamente si la sucesion
(d(xn, yn))n>1 de nameros reales converge a 0.

Lema 7. La relacion ~ sobre el conjunto € (X) es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea © = (r,)p>1 un elemento de % (X). Como la sucesion
(d(xp, xn))n>1 es idénticamente nula, converge a 0 y, por lo tanto, = ~ z.

Sean ahora = (z,)n>1 € ¥ = (Yn)n>1 dos elementos de € (X) tales que
x ~ y, de manera que la sucesion (d(zy, yn))n>1 converge a 0. Como esa sucesion
coincide término a término con la sucesion (d(yn, Zn))n>1, esta ultima también
converge a cero y, por lo tanto, y ~ x.

Sean finalmente z = (Zn)n>1, ¥ = Un)n>1 ¥ 2 = (2n)n>1 tres elementos
de €(X) tales que z ~ y e y ~ z, de manera que las sucesiones (d(xy, Yn))n>1 ¥
(d(Yn, 2n))n>1 convergen a 0. Como para todo n € N es

v el miembro derecho de esta desigualdad converge a 0 cuando n crece, vemos
que la sucesion (d(zy, zn))n>1 converge a 0y, por lo tanto, que z ~ z. O

Lema 8. Sea © = (2,)n>1 una sucesion de Cauchy en X y sea 2’ = (2, )k>1
una subsucesion de x.

(4) La subsucesion =’ es de Cauchy y x ~ x'.

(ii) Sia' converge, entonces x converge y ambas sucesiones tienen el mismo

limite.

Demostracion. (i) Sea e > 0. Como x es una sucesion de Cauchy, existe N € N
tal que para cada n y m en N tales que n, m > N se tiene que d(z,,z,,) < €.
Si ahora k y [ son elementos de N tales que k, [ > N, entonces es ny, > k> N



y n > 1> Ny, por lo tanto, d(zy,,zn,) < €. Esto muestra que z’ es una
sucesion de Cauchy.

Por otro lado, sie > 0y N € N es tal que para cada n y m en N tales que
n, m > N se tiene que d(xy, Tn,) < €, entonces d(xy, T, ) < £/2 para todo k € N
tal que k # N, ya que ng > k, y esto significa que la sucesion (d(zg, Tn, ))k>1
converge a 0, esto es, que xz ~ z'.

(i) Supongamos que la subsucesion x’ converge a a. Sea € > 0. Como x es
de Cauchy, existe N € N tal que para cada n y m en N tales que n, m > N se
tiene que d(x,, ) < €/2. Por otro lado, como 2’ converge a a, existe K € N
tal que K > N y para cada k € N con k£ > K se tiene que d(x,,,a) < /2. Si
ahora n € N es tal que n > K, entonces

d(xn,a) < d(@n, Tny) + d(XTny, a) < % + g =g,

vaquen > N yng > K > N. Esto muestra que la sucesiéon x converge a a. [

Como ~ es una relacion de equivalencia sobre el conjunto (X ), podemos

considerar el conjunto cociente

cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacion ~ en € (X). Si z es
un elemento de €' (X), escribimos, como siempre, [z] a la clase de equivalencia
de z.

Lema 9.
(i) Siz = (zp)n>1, ¥
sucesion (d(xy, yn))n>1 converge y tiene limite no negativo.
(i) Siz = (zn)n>1, Y = Wn)n>1 @ = ())n>1 €Y' = (Y),)n>1 sON cuatro
elementos de €(X) tales que x ~ ' ey ~ y', entonces

= (Yn)n>1 son dos elementos de €(X), entonces la

. T ro
Jim AT, Yn) = Jim d(x,, Yy,)-

Demostracion. (i) Sean © = (Ty)n>1, Y = (Yn)n>1 dos elementos de € (X). Es
suficiente que mostremos que la sucesion (d(xy, Yn))n>1 €s de Cauchy, ya que el
espacio métrico R es completo.

Sea ¢ > 0. Como x e y son sucesiones de Cauchy, existe N € N tal que cada
vez que n, m > N se tiene que d(Zn, Tm) < €/2'y d(Yn, Ym) < £/2. Sean ahora
n y m dos elementos de N tales que n, m > N. Como

A(Tn,yn) < d(@p, Tm) + Ay Ym) + A(Yms Yn)s

10



tenemos que

A(@nsYn) =A@, Ym) < A@n, ) + d(gms ) < 5 + 5 = <.

Intercambiando los roles de z y de y, vemos que también es
—d(Tn, Yn) + (T, Ym) < €

y, por lo tanto, que
(@0, yn) = d(@m, ym)| < e.

Esto prueba que (d(zy,yn))n>1 es de Cauchy, como queriamos.

(i) Sean = (zp)n>1, ¥ = WYn)n>1 & = (z))n>1 € ¥ = (Y}, )n>1 cuatro
elementos de €(X) y supongamos que z ~ z’ e y ~ y'. Para cada n € N se tiene
que

(2, yn) < d(@n, 2,) + d(@, yp) + Ay, Yn),
asi que
d(wn,yn) — (2, yp) < d(@n, 2,) + (Y5, yn)-
De manera similar tenemos que
—d(n, yn) + d(@,, y,) < d(@n, 27) + d(yy, yn),
asi que
|d(@n, yn) — d(z, yp)| < dln, 2,) + d(yr, yn)- (3)

Como z ~ 2’ e y ~ ¢/, las sucesiones (d(z,,2)))n>1 Y (d(Yn, Y, ))n>1 convergen
a 0: esto implica que el miembro derecho de la desigualdad (3) converge a 0
cuando n crece, asi que el izquierdo también lo hace. Esto implica que

. T ro
que es lo que queriamos probar. O

Gracias al lema que acabamos de probar podemos hacer del conjunto X¢ un
espacio métrico:

Proposicion 10. Hay una funcion d°: X¢ x X°¢ — [0,400) tal que cada vez
que £ y ¢ son elementos de X yx = (Tp)n>1 € Y = (Yn)n>1 son elementos de &
y de (, respectivamente, se tiene que

d(6,¢) = Tim d(zn, yn).

Esta funcion d° es una métrica.

11



Demostracion. Que existe una funcion d° : X x X¢ — R con la propiedad
descripta en la proposicion es consecuencia inmediata de la segunda parte del
Lema 9. Mostremos que se trata de una meétrica.

e Site Xy x=(xn)n>1 €&, entonces
d°(¢,§) = lim d(zy,25) = 0.

e Supongamos que £ y ¢ son dos elementos de X¢ tales que d°(§,() = 0.
Sea ¢ = (2)n>1 un elemento de £ y sea y = (yn)n>1 un elemento de ¢.

Tenemos entonces que

y, por lo tanto, que x ~ y: esto implica que & = (.

e Si ¢y ¢ son dos elementos de X¢y © = (zp)n>1 es un elemento de § y
Y = (Yn)n>1 uno de ¢, entonces

e Sean finalmente &, { y o tres elementos de X¢ y sean © = (z)n>1,
Y= (Yn)n>1 Y 2 = (Tn)n>1 elementos de &, { y p, respectivamente. Para
todon € N es d(zn, 2n) < d(Tn, yn) + d(yn, 2n), asi que

=d°(§,¢) +d°(C, 0)- O

El siguiente paso es mostrar que el espacio métrico (X¢, d¢) que construi-
mos es completo. Usaremos para ello la siguiente condicion suficiente para la
completitud:

Proposicion 11. Sea Z un espacio métrico y sea A un subconjunto denso de Z.
Si toda sucesion de Cauchy con valores en A converge en Z, entonces Z es
completo.

Demostracion. Supongamos que toda sucesion de Cauchy con valores en A
converge en Z y sea (2p)n>1 una sucesion de Cauchy en Z. Como A es denso
en Z, para cada n € N existe a,, € A tal que d(an, z,) < 1/n. Mostremos que la
sucesion (a,)n>1, que toma valores en A, es de Cauchy.

Sea € > 0. Como la sucesion (zy,),>1 es de Cauchy, existe N € N tal que
cada vez que n y m son elementos de N se tiene que

n,m >N = d(z,, 2m) < /3.
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Por otro lado, existe M € N tal que 1/M < ¢/3. Si ahora n y m son dos
elementos de N tales que n, m > max{N, M}, entonces

1 € 1
d ny Ym Sd ny ~“n d ny~“m d msy Wm - o - .
(n, am) (an, 2n) + d(2n, 2m) + d(z a)<n+3—|—m<£

Ahora bien, como la sucesion (a,)n>1 es de Cauchy y toma valores en A, nues-
tra hipotesis nos dice que existe z € Z al que (ay,),>1 converge a z. Mostremos
que la sucesion (z,)n>1 con la que empezamos también converge a z.

Sea & > 0. Como (ay)n>1 converge a z, existe N € N tal que d(an, z) < /2
para todo n > N. Por otro lado, existe M € N tal que 1/M < £/2. Si ahora n
es un elemento de N tal que n > max{N, M}, entonces tenemos que

1
d(Zn’Z) < d(znvan) + d(anaz) < E + % <eE.

Esto muestra que la sucesion (z,,),>1 tiene limite en Z y, en definitiva, que Z es
un espacio métrico completo. O

Si z € X, entonces podemos considerar la sucesion constante & = (zy)n>1
con x, = x para todo n € N. Se trata evidentemente de una sucesion de Cauchy
en X, esto es, de un elemento de €(X), y, por lo tanto, podemos considerar su
clase de equivalencia [#] en X¢. Obtenemos de esta forma una funcion

p:xeX [T e X"
Proposicion 12. La funcion ¢ : X — X¢ es una completacion.

Demostracion. Tenemos que probar que la funciéon ¢ es una inyeccién isométrica,
que su imagen ¢(X) es densa en X¢y que X€ es un espacio métrico completo.

Si x e y son dos puntos de X, las sucesiones constantes & = (zp)n>1
e § = (Yn)n>1 claramente tienen d(x,,y,) = d(z,y) para todo n € N, asi
que

A(§(x), 6()) = d([2). [3) = lim_d(zn,pn) = d(,y).

Esto nos dice que la funcién ¢ es una inyeccion isométrica.

Sea ahora & un elemento de X°y sea x = (z,)n>1 un elemento de £. Sea
e > 0. Como x es una sucesion de Cauchy, existe N € N tal que cada vez que n
y m son elementos de N tales que n, m > N se tiene que d(z,,z,,) < £/2. Sea
ahora n es un elemento de N tal que n > N: tenemos que d(zy,, z,) < £/2 para
todo m > N y, por lo tanto, que

(&, p(zn)) =

. £



Esto prueba que la sucesion (¢(zy,))n>1 converge a €. Como esa sucesion tiene
valores en ¢(X), concluimos de esta forma que ¢(X) es un subconjunto denso
del espacio X°.

Hecho esto, para probar que X¢ es un espacio métrico completo es suficiente,
de acuerdo a la Proposicion 11, con mostrar que toda sucesion de Cauchy en ¢(X)
posee un limite en X¢.

Sea (£,)n>1 una sucesiéon de Cauchy en ¢(X). Para cada n € N existe
entonces un punto z, en X tal que &, = ¢(x,). Como la funciéon ¢ es una
inyeccion isométrica, es evidente que la sucesion x = (z,)p>1 €s una sucesion de
Cauchy en X: se trata entonces de un elemento de € (X) y podemos considerar
su clase £ := [z] en X¢. Mostremos que la sucesion (&, ),>1 converge a &.

Sea ¢ > 0. Como la sucesion (z,)n>1 es de Cauchy, existe N € N tal que
cada vez que n y m son elementos de N tales que n, m > N se tiene que
d(p, Tm) < £/2. En particular, para cada m > N se tiene que d(zp, Tm) < /2
para todo n > N y entonces

d(§,6m) = d(§, ¢(m)) = lim d(zy, z) <

n—oo

<e.

DN ™

Esto completa la prueba. O

3 Completaciones: existencia, bis

Sea X un espacio métrico. Queremos construir otra vez una completacion de X,
pero ahora usando un método distinto. Si X es vacio, esto es inmediato, asi
que podemos suponer en lo que resta de esta seccion que X # &. Sea B(X) el
conjunto de todas las funciones X — R que son acotadas. Consideramos a B(X)

como un espacio métrico con respecto a la métrica uniforme d,, que tiene
d(f,9) = sup|f(z) — g()|
zeX

cada vez que f y g son elementos de B(X).
Lema 13. El espacio métrico B(X) es completo.

Demostracion. Sea (fn)n>1 una sucesion de Cauchy en B(X).
Size X ye>0,existe N €N tal que

nm >N = deo(fn, fm) <€

y, por lo tanto, si n, m > N se tiene que

|fu(@) = fu(y)| < Sgglfn(y) — fm(@)| = doo(fn, frm) <.

14



Esto muestra que la sucesion (f,(z)),>1 en R es de Cauchy: podemos, por lo
tanto, considerar su limite. Obtenemos de esta manera una funcién

frxeXm— lim f,(x) €R.
n— oo

Esta funcién es acotada. En efecto, como la sucesion (f,)n>1 es de Cauchy,
existe N € N tal que

nm >N = doo(fn, fm) <1,
y esto implica que para cada x € X es

/()]

IN

@) — @) + @) = | m fal@) — fy(@)| + v ()]
= lim |fo(2) — fn (@) + [fn(@)] < lm deo(fn, f) + | ()]
n—00 n— 00
<1+ |fn(@)] <1+ sup|fn(y)l
yeX
Vemos asi que la funcién f es acotada, como dijimos, y, por lo tanto, que se
trata de un elemento de B(X).
Para terminar, mostremos que la sucesion (f,)n,>1 con la que empezamos

converge a f en B(X). Sea & > 0. Como (f,)n>1 es de Cauchy, existe N € N
tal que

n,m>N = doo(fnafm) <

N ™

Sea n un elemento de N tal que n > N. Para cada x € X es

[fr(@) = frn(@)] < doo(fry fm) < % para todo m > N,

asi que
. €

) = @) = T |faf@) = fn2)] < 5
y, por lo tanto,

doo(fn, f) = sup|fu(z) — f(z)| < 5 <e.

rzeX

Esto prueba, como queriamos, que la sucesion (fy)n>1 converge a f. O

Como nuestro espacio X no es vacio, podemos fijar un punto xg en X. Si
x € X, podemos considerar la funcion

fzyEX'_)d(yax)id(yaxO) eR.
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Esta funcion es acotada: en efecto, para todo y € X es

|fe()| = |d(y, z) — d(y,z0)| < d(w, o).
Tenemos entonces una funcion
Yz e X — f, € B(X).

Proposicion 14. Sea X¢ = ¢(X), que es un subespacio de B(X). La corres-
triccion ¢ = w\XC : X — X¢ es una completacion.

Demostracion. Es claro que X¢ es un espacio métrico completo, ya que es un
cerrado del espacio métrico completo B(X), y es claro que la imagen ¢(X)
de ¢ es densa en X¢. Para probar la proposicion, entonces, es suficiente que
mostremos que ¢ es una inyecciéon isométrica.

Sean x y x’ dos puntos de X. Por un lado, tenemos que

[p(2)(2) — d(a")(2)] = | fula) = for (2)]
= |(d(x, ) — d(x, x0)) — (d(x,2") — d(z,20))|
=d(z,2'),

asi que

doo((), $(2)) = SEEW(I)(ZI) = o) W)| = [9(x)(z) — ¢(z') ()|
> d(z, ).

Por otro, si y € X, entonces

|6(2)(y) — ¢(2')(y)]

|(d(y, x) — d(y, x0)) — (d(y, =) — d(y, z0))|
d(y, x) — d(y,z")|
<d(z,x).

Juntando las dos desigualdades, vemos que

d(¢(x), ¢(a')) = d(z,2")

que es lo que queriamos probar. O

16



	Completaciones
	Completaciones: existencia
	Completaciones: existencia, bis

