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1. Variedades afines

§1.1. Funciones polinomiales

1.1.1. Fijemos un cuerpo k. Todos los espacios vectoriales que consideremos desde
ahora seran sobre k y todas las dlgebras seran k-algebras y conmutativas.

1.1.2. Sea V un espacio vectorial sobre k de dimension finita, sea n = dimV y sean
B = (v1,...,v,) una base de V'y B* = (1,...,Cx) la correspondiente base dual del
espacio dual V*.

Proposicién. Si v € V, entonces existe exactamente un morfismo de dlgebras
bzo Kx1,...,x0] =k
tal que ¢, (x;) = ¢i(v) para cada i € [n].

Observemos que este morfismo ¢4, manda un polinomio f € k|xy,...,x,] al
resultado de evaluar f con xy, ..., x, iguales a &1(v), ..., &.(v), esto es, iguales a las
coordenadas del vector v con respecto a la base 4.

Demostracién. Esto es consecuencia inmediata de la propiedad universal del 4lgebra de
polinomios kx1, ..., xy]. O

1.1.3. Sea kY el dlgebra de todas las funciones V' — k, con sus operaciones usuales de
suma, multiplicacién por escalares de k y producto calculadas punto a punto.

Proposicién. (i) Hay un morfismo de dlgebras
b, k[xq,...,xq] — kY

tal que ®5(f)(v) = ¢pu,,(f) para cada f € K[x1,...,xq] y cadav € V.
(ii) La imagen del morfismo ® 5 no depende de la base .

Demostracion. (i) Para cada i € [n] tenemos la funcién ¢; : v € V = ¢p4,(x;) € k, que
es un elemento de kV, y entonces la propiedad universal del dlgebra de polinomios hay
exactamente un morfismo ® 4 : k[x1,...,x4] — k? tal que Cﬁgg(xi) = ¢; y este morfismo
satisface la condicién del enunciado.

(ii) Supongamos que &’ = (v}, ..., v}, es otra base ordenada del espacio vectorial V
y sea B = (¢,...,C),) la correspondiente base dual. Existe una matriz inversible
(ai;) € GLa(k) tal que v; = Y’y ai,]’v} y & = Litqa;xC; para cada i € [n]. Hay un
isomorfismo de dlgebras a : k(x1,..., x4] — k[x1,..., x,] tal que a(x;) = }i; ajix; para



cada i € [n]. El diagrama

k[x1,...,x0] —— Kk[x1,..., %,

%,,\ A . (1)
vk

conmuta: sii € [n], paracadav € V es

de manera que (®4 oa)(x;) = ®4(x;). Como esto pasa cualquiera sea i € [n],
vemos que &4 oa y &4, que son morfismos de dlgebras, toman los mismos valores
en xi, ..., X, y, por lo tanto, coinciden en todo su dominio.

En vista de la conmutatividad del diagrama (1) es claro que los dos morfismos &
y ® 4 tienen la misma imagen, y esto es lo que afirma el enunciado. O

1.1.4. Decimos que una funcién V — k es polinomial si estd en la imagen del morfis-
mo & para alguna base # de V; de acuerdo a la segunda parte de la proposicién que
acabamos de probar, esta condicién no depende de la base # elegida. Escribimos

k[V]
al subconjunto de kY de las funciones polinomiales y
Dy klxy, ..., x,] = k[V]

a la correstriccion de &4 a k[V]. Como es la imagen de la funcién ® 4, que es un
morfismo de algebras, es claro que k[V] es una subélgebra de k".

Las funciones V — k que son constantes son polinomiales: se trata de las imagenes
de los polinomios constantes por el morfismo ®4. Por otro lado, el espacio dual V*
de V estd contenido en k[V]. En efecto, si ¢ : V — k es una funcién lineal, existen
escalares a1, ..., a, tales que ¢ = Y ' ; a;; y entonces para cada v € V se tiene que

P (ém%) (v) = éaiﬁ)%(xi)(v) = éﬂiéi(v) =¢(v),

de manera que ¢ = ®4(Y; a;x;) € k[V]. De hecho, podemos describir el dlgebra de

las funciones polinomiales de una manera muy sencilla gracias a esta observacion:



Proposicion. El dlgebra k[V] es la subdlgebra de kv generada por V*.

Las funciones V' — k que estdn en V* son precisamente las funciones que son
funciones coordenadas con respecto a alguna base de V: es por esto y la proposicion
que llamamos a k[V] el digebra de funciones coordenadas de V.

Demostracion. Acabamos de mostrar que V* C k[V], asi que k[V] contiene a la subél-
gebra de kY generada por V*. Por otro lado, como x1, ..., x, generan a k[xy, ..., x,]
como &lgebra, sus imagenes por &5 generan a k[V] como élgebra: esas imagenes son
precisamente las funciones &y, ..., {,, que estdn en V*, y esto implica que k[V] est4
contenida en la subalgebra de k" generada por V*. O

1.1.5. Las funciones lineales entre espacios vectoriales preservan a las funciones polino-
miales en el siguiente sentido:

Proposicion. Sea « : V. — W una funcién lineal afin entre espacios vectoriales, de manera que
existe una funcion lineal ag : V. — W y un elemento wy € W tal que a(v) = ag(v) + wp para
cadav € V.

(i) Si f € k[W], entonces f o € k[V].

(i1) La funcion

o : f € k[W] — foua € k[V]
es un morfismo de dlgebras.

Demostracion. Seann = dimBym = dimW,sean & = (v1,...,0,) y B = (w1,..., W)
bases ordenadas de V' y de W, y sean #* = (&1,...,8n) y ™ = ({1,...,Cm) las corres-
pondientes bases duales de V* y de W*.

Si f y g son elementos de k[W] y A uno de k, entonces

(f‘i'g)o“:fo‘x‘“goal
(f-glow=foa-gou,

(Af)oa=Afoun.

Como las funciones {3, ..., {;; generan el dlgebra k[W], se sigue de esto que para probar
la afirmacion (i) del enunciado es suficiente con que mostremos que {; o a € k[V] para
cada i € [m]. Ahora bien, si i € [m], entonces {joa = {; oy + ¢, con ¢ la funcién
constante sobre V de valor ;(wp): como {; o ag es un elemento de V*, pertenece a k[V],
y como por supuesto ¢ también, vemos que ; o « € k[V], como queriamos.



Para probar (ii) es suficiente que observemos que la funcién
fekVW— foack',

es un morfismo de algebras y que, de acuerdo a la parte (i), de acuerdo a la parte (i)
manda k[W] a k[V] y, por lo tanto, se restringe a un morfismo de 4lgebras k|W| — k[V]:

esta restriccion es precisamente la funcién a* del enunciado. O

1.1.6. Supongamos por un momento que el cuerpo k es finito. El dlgebra k" es finita
—yvya que como V' y k son conjuntos finitos hay un namero finito de funciones V' — k—
y, por lo tanto, también es finita su subélgebra k[V].

* Sin > 0, entonces el dlgebra de polinomios k[xi,...,x,] es infinita: vemos asi
que en este caso el morfismo @4 : k[xi, ..., x,] — k[V] no es inyectivo.

* Si, en cambio, n = 0, entonces V posee exactamente un elemento, su cero,
y el algebra k" se identifica con k de manera evidente. Por otro lado, el 4l-
gebra de polinomios k[xi,...,x,] también se identifica con k y el morfismo
Dy klxq, ..., x,) = k[V] es un isomorfismo.

Para nuestros objetivos, es mds interesante lo que ocurre cuando el cuerpo k es infinito:

Proposicion. Si el cuerpo k es infinito, entonces el morfismo g : k[x1,...,x,] — k[V] es
un isomorfismo de dlgebras.

Demostracién. Procedemos por induccién con respecto a 1, notando que cuando n = 0
la veracidad del enunciado es evidente.

Supongamos que 1 =1y sea f € k[xq] tal que ®»(f) = 0. Si A € k, entonces esto
nos dice que

0=Du(f)(Av1) = pzr0, (f)

y, como &1(Av1) = A, el dltimo miembro de esta cadena de igualdades es f(A), el valor
de f en A. Vemos asi que todo elemento de k es raiz del polinomio f y, como k es
infinito por hipétesis, esto implica que f = 0. La funcién ® 4 es inyectiva en este caso.

Supongamos ahora que n > 2 y sea W = ker ¢,,. Es claro que %' = (x1,...,%,-1)
es una base de W y que la correspondiente base dual es ' = (1w, ..., &n—1|w). Sea
a : W — V la inclusion, sea a* : k[V] — k[W] el morfismo de 4lgebras asociado a «,
como en la Proposicién 1.1.5, y sea a : k[x1,...,x,] — Kk[x1,...,x,_1] el morfismo de
algebras tal que para cada i € [n] es

x, sil<i<mn
a(xi) = 0, sii=mn



El nucleo de a es el ideal (x,,) de k[xy, ..., xy].
Evaluando las dos composiciones en los generadores xi, ..., x, de su dominio,
vemos inmediatamente que conmuta el diagrama

k[x1,...,x0] —= Kk[x1,...,%,1]
(P‘ggl \L‘D‘@/
k[V] ———— k[W]
Supongamos ahora que f € ker®y, y mostremos que f es necesariamente nulo,
haciendo induccién con respecto al grado de f. Observemos que esto es evidente

si f constante, asi que basta considerar el caso en que f tiene grado positivo.

Como el diagrama conmuta, tenemos que

Dy (a(f)) = a*(Px(f)) =0

y la hipoétesis inductiva nos dice que entonces a(f) = 0, de manera que existe
g € k[x1,...,x,] tal que f = gx,. Para probar que f = 0 bastard que mostremos
que ¢ = 0y para ello, como g tiene grado menor que f y gracias a nuestra hipodtesis
inductiva, que ®4(g) = 0. Consideramos para ello dos casos:

e Sive V\ W, entonces
0=>y(f)(v) = Pu(gxn)(v) = Px(g)(v) - Pz(xy)(v)

y @u(xn)(v) = &n(v) # 0: esto muestra que ¢z(g)(v) = 0.

* Supongamos ahora que v € W y consideremos el espacio vectorial S = k y la
funcion y : A € S — Av, +v € V. Esta funcion es de la forma de las consideradas
en la Proposicion 1.1.5, asi que sabemos que induce un morfismo de &dlgebras
7* 1 k[V] = Kk[S]. Si A € S\ 0, entonces

7 (®2(8))(A) = (P5(8) 0 7)(A) = Pz (8)(Avn +0)

y, como Av, +v € V\ W, lo que ya probamos nos dice que 7*(®4(g))(A) = 0.
Esto significa que

la funcion polinomial v*(®4(g)) € k[S] se anula en todos los puntos
de S salvo posiblemente en 0. (2)

Sea %" una base de S: ya sabemos que el morfismo ¢4 : k[x;] — Kk[S] es un
isomorfismo, porque dimS = 1. Sea h € k[x;] tal que ®yr(h) = " (P5(g))-
De (2) deducimos que el polinomio / se anula en todos los elementos de k salvo



posiblemente en uno: como k es infinito, esto implica inmediatamente que & es el
polinomio nulo y, en consecuencia, que 7*(®4(g)) = 0. En particular, tenemos
que

D5(8)(0) = 1" (P(g))(0) = 0.

Vemos de esta forma que cualquiera sea v € V se tiene que ®»(g)(v) = 0, y esto
completa la prueba, como dijimos. O

1.1.7. Una consecuencia extremadamente importante de la proposicién que acabamos
de probar es:

Corolario. El dlgebra k[A"] es un dominio de factorizacion iinica noetheriano.

Demostracion. En efecto, el algebra k[x1, ..., x,| tiene esas propiedades y, de acuerdo a
la proposicion, es isomorfa a k[A"]. O

1.1.8. Notemos que en el transcurso de la prueba de la Proposicién 1.1.6 mostramos que
si el cuerpo k es infinito y V tiene dimensién 1, entonces una funcién polinomial que
se anula en todos los elementos de V salvo posiblemente en 0 se anula idénticamente.
Como hay funciones V — k no idénticamente nulas que se anulan en V' \ 0, vemos
de esta forma que no toda funcién V — k es polinomial. De hecho, en un sentido
informal, para todo espacio vectorial V el dlgebra k" es mucho mas grande que su
subalgebra k[V].
El caso en que k es finito es bien diferente:

Proposicién. Si el cuerpo k es finito, entonces toda funcion V. — k es polinomial, de manera
que kK[V] =k".

Demostracién. Para cada w € V sea d, : V — k la funcién tal que para cada v € V se
tiene que

1, siv=w;

0, en caso contrario.

Es inmediato verificar que el conjunto {6, : w € V} es una base de k", asi que para
mostrar que todo elemento de k" es polinomial bastard mostrar que para cada w € V
la funcién 6, lo es.

Fijemos entonces w € V' y consideremos el polinomio

F=TI T (-

i=1 A€k
A#Gi(w)



Siv € V, entonces

o4 =TT TT (&) —A).

i=1 A€k
A#EEi(w)

Ahora bien, si v # w, entonces existe j € [n] tal que ¢;(v) # &;(w) y, por lo tanto, este
producto se anula, de manera que ®4(f)(v) = 0. Por otro lado,

n

0@ =TT TT (@lw) -2 #0.
el

Vemos asi que &;, es la imagen por ®4 del polinomio

1 n
oo L 1 =)
A£G (w)

y, en consecuencia, que es una funcién polinomial en V. O]

§1.2. La topologia de Zariski

1.2.1. Desde ahora supondremos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado y, en
particular, infinito. Fijemos n € Ny y escribamos A" al espacio vectorial k", o Aj
cuando queramos dejar de manifiesto el cuerpo con el que estamos trabajando. Sea
B = (e1,...,en) la base ordenada estandar de A" y sea @y : k[x1,...,x,] — k[A"]
el morfismo de algebras que construimos en la seccién anterior. Como k es infinito,
este morfismo es un isomorfismo: lo consideraremos en todo lo que sigue como una
identificacion. En particular, si p € A"y f € k[xy,..., x,] escribiremos f(p) en lugar
de ®4(f)(p): como sabemos, f(p) es el elemento de k que se obtiene del polinomio f
reemplazando las variables xq, ..., x, por las coordenadas pj, ..., p, de p con respecto
a la base ordenada estandar .

1.2.2. Si T es un subconjunto de k[A"], escribimos
Z(T)={peA": f(p) =0paratodo f € T}.

Llamamos a Z(T) el lugar de ceros del conjunto de polinomios T. Si T = {f1,..., fu}
tiene un numero finito de elementos, entonces escribimos generalmente Z(f1, ..., f)
en lugar de Z(T).

1.2.3. La siguiente observacién nos permite casi siempre restringir nuestra atencién al
caso en que el conjunto T es un ideal de k[A"]:



Proposicién. Si T es un subconjunto de k[A"] y a el ideal de k[A"] generado por T, entonces
Z(T) = Z(a).

Demostracion. Como T C a, es claro que Z(T) O Z(a). Veamos la inclusion reciproca.
Sea p € Z(T) y sea f € a. Como a es el ideal generado por T, existen r € Ny,
fi,oe, freTyg, ..., g €k[A"] tales que f =Y/, gifi, y entonces

f(p) = igi@)ﬂ(p) —o.

Esto nos dice que p € Z(a), como queremos. O

1.2.4. Una consecuencia importante de la Proposicién 1.2.3 es que todo conjunto de
ceros puede describirse como el conjunto de ceros de un conjunto finito de polinomios.

Corolario. Si T C k[A"], entonces existe un subconjunto finito G del ideal de k[A"] generado
por T tal que Z(T) = Z(G).

En general, no es posible elegir a G como un subconjunto de T.

Demostracion. Sea T C k[A"] y sea a el ideal generado por T en k[A"]. Como k[A"] es
un algebra noetheriana, el ideal a es finitamente generado: existen fi, ..., f, € a tales
que a = (f1,..., fx). Usando dos veces la Proposicién 1.2.3, vemos que el conjunto
G ={fi1,..., fu} tiene entonces la propiedad de que Z(T) = Z(a) = Z(G). O

1.2.5. Un subconjunto Y de A" es algebraico si existe un subconjunto T de k[A"] tal
que Y = Z(T).

Proposicién. (i) Los subconjuntos @ y A" de A" son algebraicos.
(i1) Si Y1 e Yo son subconjuntos algebraicos de A", entonces Y1 U Y es un subconjunto
algebraico de A"
(iit) Si (Y;)ier es una familia de subconjuntos algebraicos de A", entonces (;cr Yi es un
subconjunto algebraico de A™.

Demostracion. (i) Esto es inmediato, ya que @ = Z(1) y A" = Z(®).

(if) Sean Ty y T, dos subconjuntos de k[A"] y pongamos T = {fg: f € T1,g € T }.
Mostremos que Z(T) = Z(T1) U Z(T2) v, en particular, que esta unién es un subconjunto
algebraico de A".

Sip e Z(T1) y h € T, entonces existen f € Ty y g € T, tales que h = f1f> y, por
lo tanto, h(p) = fi(p)f2(p) = 0, ya que f(p) = 0. Esto muestra que Z(T;) C Z(T)
y, por supuesto, un razonamiento similar muestra que Z(T,) C Z(T): vemos asi que
Z(T)UZ(Ty) C Z(T).



Reciprocamente, sea p € Z(T) y supongamos que p ¢ Z(T1), de manera que existe
f €T tal que f(p) #0.Sig € To, entonces fg € Ty la elecciéon de p implica que

0= (fg)(p) = f(p)g(p)-

Vemos asi que ¢(p) = 0 y podemos concluir con esto que p € Z(T3). Esto prueba que
Z(T) CZ(Th) UZ(Ty).

(iii) Sea (Y;)ie; una familia de subconjuntos algebraicos de A", de manera que para
cada i € I hay un subconjunto T; de k[A"] tal que Y; = Z(T;), y pongamos T = ;c; T;.
Bastara que mostremos que Z(T) = ;c; Z(T;). Sii € I, entonces T; C T, asi que
claramente Z(T;) 2 Z(T): vemos asi que (;c; Z(T;) 2 Z(T). Por otro lado, si p el in
elemento de N;c; Z(T;), entonces para todo i € I y toda funcion f € T; se tiene que
f(p) =0, de manera que € Z(T). Esto muestra que N;c; Z(T;) C Z(T). O

1.2.6. Una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.2.5 que acabamos de probar es
que el conjunto

{A"\Y: Y C A" algebraico}

es una topologia sobre A”. La llamamos la topologia de Zariski. Sus cerrados son
precisamente los subconjuntos algebraicos de A".

1.2.7. Veamos un ejemplo:

Proposicién. La topologia de Zariski sobre Al es la topologia cofinita, esto es, un subconjunto
no vacio de Al es abierto si y solamente si su complemento es finito.

Demostracion. La afirmacién es equivalente a la siguiente: un subconjunto propio de A!
es cerrado si y solamente si es finito. Probémosla.

Sea F un subconjunto cerrado y propio de A!. Existe un ideal a en k[A!] tal que
F = Z(a) y, como el algebra k[A!] es isomorfa a k[x1] y es, por lo tanto, un dominio
de ideales principales, existe una funcién f € k[A!] tal que a = (f). Como F es un
subconjunto propio de Al, es f # 0 y esto implica, como sabemos, que f posee un
ndmero finito de ceros en Al: el conjunto F, que es el conjunto de esos ceros, es por lo
tanto finito. ]

1.2.8. Todo par de abiertos no vacios de Al tiene interseccién no vacia —esto es
consecuencia inmediata de la Proposicion 1.2.7 y del hecho de que el cuerpo k es
infinito— y, en consecuencia, la topologia de A! no es Hausdorff. Veremos més
adelante que lo mismo ocurre con A" cualquiera sea n € Np.

Estos espacios satisfacen, sin embargo, el axioma de separacién T7:



Proposicién. Si p € A", entonces el subconjunto {p} de A" es algebraico.

Demostracion. Si p = (p1,...,pn) €s un punto de Al entonces es inmediato verificar
que {p} = Z(x1 — p1,..., X0 — pn), asi que {p} es un subconjunto algebraico de A". [

1.2.9. La topologia de Zariski tiene la siguiente descripcion:

Proposicion. La topologia de Zariski de A" es la menor topologia sobre A" que hace que todas
las funciones polinomiales A" — k sean continuas, si dotamos a k de su topologia cofinita.

Demostracion. Mostremos primero que la topologia de Zariski hace continuas a todas
las funciones polinomiales. Sea f : A" — k una funcién polinomial. Para ver que f es
continua, basta mostrar que f~!(F) es un cerrado de A" cualquiera sea el cerrado F
de k. Como la topologia de k es la cofinita, es suficiente considerar el caso en que
F = {)} tiene exactamente un punto y en ese caso la preimagen f !(F) coincide
claramente con el conjunto Z(f — A), que es cerrado.

Supongamos ahora que T es una topologia sobre A" que hace continuas a todas
las funciones polinomiales A" — k y sea f una de éstas. Si F es un cerrado de Zariski
de A", sabemos que hay un conjunto T C k[A"] tal que F = Z(T), y entonces

F=2(T)= (1 Z(f) = () f({0}).
feT feT
Como las funciones de T son continuas para 7 y el conjunto {0} es cerrado en k, cada
uno de los conjuntos que aparecen en la tltima intersecciéon son cerrados para T: el
conjunto F es por lo tanto un cerrado de 7. Vemos asi que todo cerrado de Zariski es
cerrado de T y, en consecuencia, que la topologia de Zariski estd contenida en 7: esto
es lo que querfamos probar. O

1.2.10. Como siempre, es 1til conocer una base de una topologia y en nuestra situaciéon
hay una muy conveniente.

Proposicién. Para cada f € A" sea

D(f) ={p € A": f(p) #0}.

El conjunto B = {D(f) : f € A"} es una base de la topologia de Zariski de A".
Demostracion. Si f € A", entonces D(f) es el complemento de Z(f) en A": vemos asi
que todos los elementos de # son abiertos.

Sea U un abierto de A" y sea p € U. Sabemos que existen m € N y funciones
fi, oo, fm € k[A"] tales que A"\ U = Z(f1,..., fm). Como p € U, existe i € [m] tal que

10



fi(p) # 0y claramente p € D(f;) C U. Esto muestra que % es una base de la topologia
de Zariski. 0

1.2.11. Supongamos por un momento que el cuerpo k es C, el cuerpo de los nimeros
complejos. En este caso, sobre C" tenemos dos topologias: la topologia de Zariski
que acabamos de construir y la topologia euclidea. Como las funciones coordenadas
X1, ..., X : Af. — C son continuas para la topologia euclidea, todas las funciones poli-
nomiales A7, — C son continuas para esa topologia y, de acuerdo a la Proposicién 1.2.9,
esto implica que la topologia de euclidea es mads fina —esto es, tiene mds abiertos—
que la topologia de Zariski. Las dos topologias son distintas, de todas formas, y una

forma de verlo es observar lo siguiente:

Proposicién. Todo cerrado propio de Af. tiene interior vacio con respecto a la topologia euclidea.
Todo abierto no vacio de Af. es denso para la topologia euclidea.

Demostracién. Las dos afirmaciones del enunciado son equivalentes, asi que bastara
que probemos la primera de ellas. Sea F un cerrado propio de Af.. Sabemos que
existen funciones polinomiales fi, ..., f, € C[A{] tales que F = Z(fi, ..., fu). Como
F es propio, alguna de fi, ..., f, es no nula — sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que la primera de ellas. Como F C Z(f1), bastard que probemos que Z(f;)
tiene interior euclideo vacio.

Supongamos por el contrario que hay un punto p en el interior de F. La fun-
cién f1 : Af — C es un polinomio: si d es su grado, entonces f; coincide con su
polinomio de Taylor de grado d en p. Ahora bien, como f; se anula en F, que es
un entorno de p, tanto f; como todas sus derivadas se anulan en p: esto nos dice
que el polinomio de Taylor de f; es nulo, lo que es imposible, ya que f; # 0. Esta
contradiccién prueba la proposicion. O

§1.3. El Nulistellensatz

1.3.1. Si B es un anillo y A un subanillo de B, decimos que un elemento b de B es
entero sobre A si existe un polinomio f € A[X] con coeficientes en A y moénico tal que
f(b) = 0. Si todos los elementos de B son enteros sobre A , entonces decimos que el
anillo B mismo es entero sobre A.

1.3.2. El siguiente resultado nos da dos caracterizaciones alternativas de la integralidad

de un elemento:
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Proposicién. Sea B un anillo y A un subanillo de B, y sea b un elemento de B. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) El elemento b es entero sobre A.

(b) El subanillo A[b] de B es un A-mddulo finitamente generado.

(c) Hay un A[b]-médulo fiel que es finitamente generado como A-médulo.

Demostracién. (a) = (b) Supongamos que b es entero sobre A, de manera que existen
neNyay,...,a,-1 € Atales que b" =ap+ab+---+ a,_1b""1: es claro, entonces,
que el conjunto {1,b,...,b" 1} genera a A[b] como A-médulo.

(b) = (c) Supongamos que A[b] es finitamente generado como A-médulo. Como
claramente A[b] es un A[b]-mdédulo fiel, es claro que se cumple la afirmacion (c).

(c) = (a) Finalmente, supongamos que hay un A[b]-médulo fiel M que estd generado
como A-médulo por un conjunto finito {my,...,m,}. Hay una matriz C = («;;) de
tamafio n X n con entradas en A tal que bm; = Y, a;jm; para cada i € [n]. Si I es
la matriz identidad de tamarfio nx y ponemos N = bl — M y consideramos el vector
columna 7 = (my,...,m,) € M" con componentes en M, podemos escribir estas n
igualdades matricialmente en la forma

N-m=0.

Sea adj(N) la matriz adjunta de N, de manera que adj(N) - N = det(N)I. Sim € M,
entonces existe un vector ¥ = (xy,...,x,) € A" tal que m = YI' ;x;m; = X' -1,
y entonces

dm = 7 - det(N)I -t = ¥ - adj(N) - N - 711 = 0.

Vemos asi que dM = 0: como M es un A[b]-mdédulo fiel, esto s6lo es posible si d = 0.
Ahora bien, d = det(bl — M) es claramente el valor de un polinomio ménico con
coeficientes en A en b y esto prueba que b es entero sobre A. O

1.3.3. La implicacién (2) = (b) de la Proposicién 1.3.2 tiene la siguiente extension:

Proposicién. Sea B un anillo y A un subanillo de B. Si B es entero sobre A y finitamente
generado como A-dlgebra, entonces B es finitamente generado como A-mddulo.

Demostracion. Supongamos que B es entero sobre A y que estd generado como A-
algebra por el conjunto finito {by, ..., b, }. Tenemos una torre de subanillos

AC Albi] C Albi,by] C - C Alby, ..., by] = B.
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Para todo i € [n], el elemento b; es entero sobre A[by,...,bi_1], porque ya lo es
sobre A, asi que la Proposicion 1.3.2 nos dice que A[by, ..., b;] es finitamente generado
como Alby,...,bi_1]-médulo. Que B es finitamente generado como A-moédulo es

consecuencia, entonces, de una induccién evidente a partir del siguiente hecho:

Si A C B C C es una torre de anillos tal que B es finitamente generado
como A-médulo y C es finitamente generado como B-médulo, entonces C es
finitamente generado como A-mddulo. O

1.3.4. Una aplicaciéon importante de la Proposicion 1.3.2 es la siguiente:

Proposicién. Sea C un anillo y A un subanillo de C. El conjunto B de los elementos de C que
son enteros sobre A es un subanillo de C.

Llamamos a este anillo B la clausura integra de A en C. Se trata del subanillo de C
mads grande que es entero sobre A.

Demostracion. Sean a y b dos elementos de B, de manera que los subanillos M = Ala] y
N = AJb] de C son finitamente generados como A-médulos. Escribamos P al subgrupo
abeliano de C generado por el conjunto {mn : m € M,n € N}. Es inmediato verificar
que P es un A-submédulo de C y que es finitamente generado sobre A. Ademds, y
gracias a que aM C My bN C N, tenemos que (a+b)P C Py abP C P, de manera que
P es simultdneamente un A[a + b]-médulo y un A[ab]-médulo. Finalmente, como P
contiene a 1, es fiel tanto como Ala + b]-mo6dulo como como A[ab]-médulo. De acuerdo
a la Proposicién 1.3.2 esto implica que a + b y ab son enteros sobre A. O

1.3.5. Otra aplicacién de la Proposicion 1.3.2 es:

Proposicion. Sea A C B C C una torre de anillos. El anillo C es entero sobre A si y solamente
si B es entero sobre A y C es entero sobre B.

Demostracién. La necesidad de la condicion es evidente. Veamos la suficiencia: supon-
gamos que B es entero sobre A y que C es entero sobre B, y sea c € C. Como ¢ es entero
sobre B, existe n € Ny by, ..., b, 1 € B tales que c" + b, _1c" ' +--- +bjc+ by = 0.
Sea B; el subanillo Alby, ..., b,_1] de B. Como B; estd generado como A-algebra por
finitos elementos enteros sobre A, la Proposicién 1.3.3 nos dice que es finitamente gene-
rado como A-moédulo. Por otro lado, ¢ es entero sobre By, asi que B [c] es finitamente
generado como Byj-médulo. Juntando estas dos cosas, vemos que B [c] es un A-mddulo
finitamente generado. Como es ademds un A[c|-moédulo fiel, ya que contiene a 1, la
Proposicién 1.3.2 implica que ¢ es entero sobre A. Concluimos asi que todo elemento
de C es entero sobre A, como queriamos. O
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1.3.6. Proposicion. Si B es un anillo entero sobre un subanillo A y S es un conjunto multipli-
cativamente cerrado de A, entonces S B es entero sobre ST1A.

Demostracién. Sea b/s un elemento de S™!B. Como B es entero sobre A, existen n € Nj
y elementos ay, ..., 4,1 de A tales que b" + Ap_1b" '+ - +a1b+ay = 0. Dividiendo
por s”, vemos que en S™!B es

N P a _
(b/s)" + s (b/s)" 4+ o (b/s) + o 0
y que, por lo tanto, b/s es entero sobre S~!A. O

1.3.7. Proposicién. Sea B un anillo entero sobre un subanillo A y sea p un ideal primo de A.
Es pB # B y existe un ideal primo B de B tal que p = P N A.

Decimos en esta situacién que el primo 3 de B esta arriba de p.

Demostracion. Sea S = A —p, de manera que A, = S™'A, y seam, = S~ !p, que es el
ideal maximal de A,. Afirmamos que

By 2 mB,.

En efecto, supongamos que vale, por el contrario la igualdad. Esto implica, en particular,
que el elemento 1 de B, pertenece a m,B, y entonces que existen ay, ..., a, € mp y
b, ..., b, € B tales que

El subanillo B" = Ay[by, ..., b,] de B, estd finitamente generado por elementos enteros
sobre Ay, asi que es un A, moédulo finitamente generado. Por otro lado, de la igual-
dad (3) se deduce inmediatamente que m,B’ = B’: el Lema de Nakayama, entonces,
implica que B’ = 0, lo que es absurdo.

Para probar la primera afirmacién, ahora, basta observar que si pB = B, entonces

tendriamos que m,B;, = B,. En efecto, en ese caso es
By =S 'B=S"1(pB) = pB, = pA,B, = myB,.

Veamos ahora la segunda afirmaciéon. Probamos que m, B, es un ideal propio de By, asi
que existe un ideal maximal 9t de B, que lo contiene. La intersecciéon 9N A, es un
ideal de Ay, y M N A, O myB, N Ap D my, asi que, como my, es un ideal maximal de A,
es MN A, = my. Por otro lado, la interseccion ‘B = 91N B es un ideal primo de By,
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como el cuadrado de inclusiones

B —— B,

[

A —— Ay
por supuesto conmuta, tenemos que
PNA=MNBNA=MNA,NA=m,NA=p.
Vemos asi que el primo P de B tiene la propiedad que queremos. O

1.3.8. Proposicién. Sea B un anillo entero sobre un subanillo A, sean B y p ideales primos
de B y de A, respectivamente, y supongamos que B estd arriba de p. El ideal B es maximal
en B si y solamente si el ideal p es maximal en A.

Demostracion. Observemos que A/p C B/P y que B/*P es entero sobre A/p.

Supongamos primero que p es maximal en A, de manera que A/p es un cuerpo.
Si b € B/, entonces el subanillo (A/p)[b] de B/P es un dominio —porque ‘P es
primo— finitamente generado como A/p-médulo —porque b es entero sobre A/p—y
esto implica que se trata de un cuerpo. En particular, b es inversible en (A/p)[b] y, a
fortiori, en B/B. Vemos asi que B/*B es un cuerpo y, por lo tanto, que ‘B es un ideal
maximal de B.

Reciprocamente, supongamos que p no es maximal en A, de manera que hay un
ideal primo no nulo q en A/p. Como B/*P es entero sobre A/p, la Proposicién 1.3.7
nos dice que hay un ideal primo Q en B/*B arriba de q: esto implica, por supuesto, que
B/ no es un cuerpo y, por lo tanto que 8 no es maximal en B. O

1.3.9. Una de las razones por las que nos interesan las extensiones enteras de anillos es
que podemos extender morfismos de anillos con codominio en cuerpos algebraicamente
cerrados:

Proposicién. Sea B un anillo entero sobre un subanillo A y sea L un cuerpo algebraicamente
cerrado. Todo morfismo ¢ : A — L extiende a B.

Demostracién. Sea ¢ : A — L un morfismo y sea p su nucleo, que es un ideal primo
ya que L es un dominio. Como todo elemento de S = A — p va por ¢ a un elemento
inversible, el morfismo ¢ extiende a otro ¢’ : A, — L, cuyo ntcleo es el ideal maximal
my = pAy de A,. En particular, ¢’ induce un morfismo ¢" : A, /m, — L.

El anillo B, es entero sobre A, asi que la Proposicién 1.3.7 nos dice que hay un
ideal 9t en B, sobre m, = pA, y como m, es maximal en A,, el ideal 9t es maximal
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en By,. Como consecuencia de esto, la inclusion Ay/m, C B,/9N es una extension
de cuerpos y esta extension es algebraica porque B es entero sobre A. Se sigue de
esto y de que L es algebraicamente cerrado, entonces, que ¢” extiende a un morfismo
¢"" : By /9 — L. Componiendo esta extensién con el morfismo canénico B — B, /90,
obtenemos una extensién de ¢ a B, y esto prueba la proposicion. O

1.3.10. Con un poco de trabajo, podemos extender la Proposicién 1.3.9 en la siguiente
forma:

Proposicién. Sea K un cuerpo y sea A una K-dlgebra finitamente generada. Todo morfismo
K — L con codominio en un cuerpo algebraicamente cerrado extiende a un morfismo A — L.

Demostracion. Observemos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que L es
una extension de K y entonces lo que tenemos que mostrar es que existe un morfismo
de K-algebras A — L.

Supongamos primero que A es un cuerpo. Sea G un subconjunto finito de A que
genera a A como K-dlgebra y sea T un subconjunto algebraicamente independiente
sobre K maximal de G. Es fécil ver que la extension L/K(T) es algebraica y claramente
L es finitamente generada como K(T)-algebra.

Supongamos que los elementos de T son ty, ..., t, y que los elementos x1, ..., x
de L generan a L como K(T)-algebra. Sean fi, ..., fu € K(T)[y] los polinomios
minimales de x1, ..., x,, sobre K(T). Como K(T) es el cuerpo de fracciones de su
subélgebra K|ty, ..., t,], existea € K[t1, ..., t,] nonulo tal que los productos afy, ..., af
son elementos de K[t1, ..., ty][y]. En otras palabras, los polinomios fi, ..., fi, que son
monicos, tienen sus coeficientes en la subédlgebra M = K [t1,...,tn,1/a] de L y, por lo
tanto, los elementos x1, ..., x;; de L son enteros sobre M.

Como los elementos ty, ..., t, son algebraicamente independientes sobre K, el ele-
mento a de K[ty,...,t,] no es nulo, y L es algebraicamente cerrado, existe un morfismo
¢ :Klti,..., t,) — L tal que ¢(a) # 0. Como M es la localizaciéon de K[t,...,t,] en g,
este morfismo extiende a un morfismo ¢’ : M — L. Finalmente, como el cuerpo A
es entero sobre M y finitamente generado como M-algebra, la Proposicion 1.3.9 nos
dice que ¢’ extiende a su vez a un morfismo ¢” : A — L. Como este morfismo es un
morfismo de K-algebras, esto prueba la proposicion bajo la hipétesis adicional que
pusimos arriba de que A sea un cuerpo.

Consideremos ahora el caso general, esto es, sea A una K-dlgebra finitamente
generada. Si m es un ideal maximal de A, entonces A/m es un cuerpo que contiene
a Ky es finitamente generado como K-algebra. Lo que ya probamos implica que existe
un morfismo de K-algebras ¢ : A/m — L. Componiendo con la proyecciéon canénica
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A — A/m obtenemos un morfismo de K-dlgebras A — L, que es lo que queremos. [

1.3.11. Una consecuencia inmediata de esto es el Lema de Zariski:

Corolario. Si K es un cuerpo y L es una extension de K que es finitamente generada como
K-dlgebra, entonces L es algebraico sobre K.

Demostracién. En efecto, la Proposicién 1.3.10 nos dice que, como L es finitamente
generado como K-algebra, hay un morfismo de K-dlgebras L — K con codominio la
clausura algebraica de K y esto, por supuesto, implica que L es algebraico sobre K. [

1.3.12. Usando el Lema de Zariski podemos describir facilmente los ideales maximales
de k[A"]. Aqui, como siempre, k denota un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposicién. Si m es un ideal maximal de k[A"], entonces existe un punto p = (p1,...,Pn)
de A" y uno solo tal que m = (x1 — p1,...,Xn — Pn) Yy m coincide con el niicleo del morfismo
fek[A"] — f(p) €k

Demostracion. Sea m un ideal maximal de k[A"]. El algebra cociente k[A"]/m es un
cuerpo que es una extension de k finitamente generada como algebra, asi que el Coro-
lario 1.3.11 y el hecho de que k es algebraicamente cerrado implican que k[A"]/m = k.
Sea 7 : k[A"] — k[A"]/m = k la proyeccion candnica, para cada i € [n] sea p; = 7t(x;)
yseap = (p1,...,pn) € A" Esclaro que el ideal m’ = (x1 — p1,..., %y — pn) de k[A"],
que es maximal y coincide con el ntcleo del morfismo f € k[A"] — f(p) € k, esta
contenido en el ntcleo de 7, esto es, de m. La proposicion sigue de esto. O

1.3.13. El Lema de Zariski nos permite probar el llamado Nullstellensatz débil:

Proposicién. Si a es un ideal propio de k[A"], entonces Z(a) es un subconjunto no vacio
de A",

Demostracion. Escribamos A = k[A"] y sea a un ideal propio de A. Existe un ideal
maximal m de A que contiene a a y A/m es un cuerpo que es finitamente generado
como k-dlgebra. De acuerdo al Corolario 1.3.11, este cuerpo A/m es por lo tanto
algebraico sobre k y, como este tltimo es algebraicamente cerrado, de hecho igual
a k. Se sigue de esto que la proyeccién canénica 7 : A -+ A/m = k es un morfismo
de 4lgebras que tiene a a en su nucleo. Para cada i € [n] sea p; = 7(x;) y sea
p = (p1,--.,pn), que es un punto de A". Que a esté contenido en el ntcleo de 7
significa, precisamente, que p estd en Z(a) y, por lo tanto, que este conjunto no es
vacio. ]
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1.3.14. De la version débil del Nullstellensatz podemos obtener el Nullstellensatz fuerte,
que es el resultado que corona esta seccion, gracias al truco de Rabinowitsch.
Recordemos que si R es un anillo y a es un ideal de R, el radical de a es

va={a € R:exister € Ntal que a” € a},

que es un ideal de R.

Proposicién. Sea a un ideal de k[A"]. Si f € k[A"] es tal que f(p) = 0 para todo p € Z(a),
entonces existe f € \/a.

Demostracion. Sea f € k[xi,...,x,] tal que f(p) = 0 para todo p € Z(a). Queremos
probar que existe r € N tal que f” € a; como esto es evidente si f = 0, basta que nos
ocupemos del caso en que f # 0. Consideremos el ideal o’ de k[x1, ..., x,, y] generado
por ay por 1 — yf. El subconjunto Z(a') de A"*! es vacio, asi que la Proposicién 1.3.13
nos dice que o’ = k[x1,...,x,,y]. En particular, 1 € o/, y esto significa que existen
fi,-.., fa€aygi, ..., gnt1 tales que

=g fit - +8&n futgni1- (1—yf) (4)

Hay un morfismo ¢ : k[x1,...,x,,y] = k[x1,..., %] 7 con codominio en la localizacién
de k[xy,...,x,] en f tal que ¢(x;) = x;sii € [n] y ¢(y) = 1/f. Aplicando este
morfismo a ambos lados de la igualdad (4), vemos que

1=¢(g1) fit--+¢(gn) - fu-

Existe r € N tal que f"¢(gi) € k[x1,...,x,] para cada i € [n] y entonces

fr=1¢@) fit o+ fo(gn) fu € a.
Esto es precisamente lo que queriamos. O

1.3.15. Usando el Nullstellensatz podemos probar que k[A"] es un anillo de Jacobson:

Proposicién. Todo ideal primo de k[A"] es interseccién de ideales maximales.

Demostracién. Sea p un ideal maximal de k[A"] y sea f € k[A"]\ p. Como p es primo, se
sigue de esto que f" ¢ p para todo r € N y la Proposicion 1.3.14 nos dice entonces que
existe p € Z(p) C A" tal que f(p) # 0. El nacleo del morfismo g € k[A"] — g(p) €k
es un ideal maximal m de k[A"] que contiene a p y no a f. Esto muestra que p contiene
a la interseccion de todos los ideales maximales de k[A"] que lo contienen y prueba,
por lo tanto, la proposicién. O
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§1.4. La correspondencia entre ideales y conjuntos cerrados

1.4.1. Si Y es un subconjunto de A", escribimos
I(Y)={f €k[A"] : f(p) =0 para todo p € Y}.
Es inmediato verificar que se trata de un ideal de k[A"].

1.4.2. Proposicién. (i) Si Ty y T, son subconjuntos de k[A"] tales que Ty C T, entonces
Z(Ty) 2 Z(T).
(if) Si Y7 e Yy son subconjuntos de A" tales que Y1 C Yy, entonces 1(Y1) 2 I(Ya).
(iif) Si Y1 e Ys son subconjuntos de A", entonces I1(Y1 UYs) = I(Y1) N I(Y2).
(iv) Si aes un ideal de k[A"], entonces [(Z(a)) = \/a, el radical de a.
(v) SiY es un subconjunto de A", entonces Z(1(Y)) =Y, la clausura de Y.

Demostracién. Las tres primeras afirmaciones son evidentes, y la cuarta es consecuencia
inmediata del Nullstellensatz 1.3.14. Probemos la quinta.

Sea Y un subconjunto de A". Es claro que Y C Z(I(Y)) y que Z(I(Y)) es un cerrado
de A". Supongamos, por otro lado, que F es un cerrado de A" tal que F O Y. Como F
es cerrado, hay un ideal a de k[A"] tal que F = Z(a). De acuerdo a (ii), tenemos que

a C 1(Z(a)) = I(F) C I(Y)

y, por (i), F = Z(a) 2 Z(I(Y)). Esto nos dice que Z(I(Y)) = Y, como querfamos. [

1.4.3. Corolario. Sea Y un subconjunto de A".

(i) Es I(Y) = I(Y).
(ii) Elideal 1(Y') de k[A"] es radical, esto es, coincide con su radical.

Demostracién. (i) Como Y C Y, es I(Y) 2 I(Y). Por otro lado, si f € I(Y), entonces la
funcién f : V — k se anula sobre Y y, como es continua y k es T;, también se anula
en Y: esto nos dice que I(Y) C I(Y).

(if) Usando la parte (i) que ya probamos y las partes (iv) y (v) de la Proposicién 1.4.2
vemos que

1Y) = I(Z(I(Y)) = I(Y) = I(Y).

Esto muestra que el ideal I(Y) es radical. O
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1.4.4. Proposicién. Sea .% el conjunto de los cerrados de A" y sea .# el conjunto ordenado de
los ideales radicales del dlgebra k[A"]. Las funciones

Z:a€ I Z(a)eF [:YeF—IY) e s
son biyecciones inversas que invierten el sentido de las inclusiones.

Demostracién. De acuerdo a las dos tltimas partes de la Proposicién 1.4.2, tenemos que
Z(I(Y)) = Y para todo cerrado Y de A" y que I(Z(a)) = a para todo ideal radical
de k[A"]. Esto muestra que las dos funciones del enunciado son biyecciones inversas.
Que ambas invierten el sentido de las inclusiones es consecuencia de las dos primeras
partes de aquella proposicién. O

§1.5. Induccion noetheriana

1.5.1. Decimos que un espacio topolégico X es noetheriano si satisface la condicion
de cadena descendente sobre conjuntos cerrados, esto es, si cada vez que se tiene una
cadena decreciente

FOoORBORO---

de cerrados de X, existe un entero m € N tal que F; = F,, para todo i > m.

1.5.2. Los espacios usuales del anélisis y la topologia no son noetherianos salvo en
casos triviales. Asi, por ejemplo, R con su topologia euclidea no es noetheriano ya que
la cadena de cerrados

0.1 210,51 20,31 21[0,3] 2+
no se estabiliza. La razén por la que estamos interesados en esta nocién es la siguiente:

Proposicioén. El espacio A" es noetheriano.

Demostracion. Si
FOoOBRBOERO---
es una cadena descendente de cerrados de A", tenemos una cadena ascendente

I(F) CI(FR) CI(F) C -
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de ideales de k[A"]. Como el 4lgebra k[A"] es noetheriana, existe m € Ny tal que
I(Fy) = I(F;) para todo i > m y, de acuerdo a la Proposicién 1.4.4, tenemos entonces
que

En = Z(I(Fx)) = Z(I(F)) = Fi

para todo i > m. Esto muestra que A" es noetheriano, como queremos. ]

1.5.3. En la préctica, usaremos casi siempre la condicién de noetherianidad de un
espacio a través del siguiente resultado:

Proposicién. Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) El espacio X es noetheriano.
(b) Toda familia no vacia de cerrados de X posee un elemento minimal.
(c) El espacio X satisface la condicién de cadena ascendente sobre conjuntos abiertos, esto es,
silly C U, C Uz C - -+ es una cadena creciente de abiertos de X, entonces existe m € N
tal que U,, = U; para todo i > m.
(d) Toda familia no vacia de abiertos de X posee un elemento maximal.

Demostracién. Es claro que las equivalencias (a) < (c) y (b) < (d) valen, asi que sera
suficiente con mostrar que (a) < (b) vale.

Supongamos primero .# es una una familia no vacia de cerrados de X que no posee
un elemento minimal, de manera que hay una funcién ¢ : ¥ — % tal que ¢(F) C F
para todo F € .#. Ahora bien, si F es un elemento de .#, entonces la cadena

F 2 ¢(F) 2 9(9(F)) 2 p(9(¢(F))) 2 -

de cerrados de X no se estabiliza: esto muestra que X no es noetheriano.
Supongamos ahora que X satisface la condicién (b) y sea

FOROFRDO---

una cadena descendente de cerrados de X. La hipétesis implica que la familia
# = {F : i € N} posee un elemento minimal, esto es, que existe m € N tal que
Fn C F; para todo i € N. Como ademas F,, O F; sii > m, vemos que F, = F; sii > m:
esto nos dice que X es noetheriano. O

1.5.4. La noetherianidad es una propiedad hereditaria:

Proposicién. Un subespacio de un espacio topoldgico noetheriano es él mismo noetheriano.
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Demostracién. Sea X un espacio topolégico noetheriano, sea Y un subespacio de X y
sea

ROoOR2OR2O---

una cadena descendente de cerrados de Y. Para cada i € N existe un cerrado Fi’ de X
tal que F; = F/ NY. Si ahora ponemos F/ = ﬂ§:1 F/ para cada i € N, entonces

FOF DOF D>---

es una cadena descendente de cerrados de X. La hipétesis implica, por lo tanto, que
existe m € N tal que F), = F/ siempre que i > m. Como F; = F NY cualquiera sea
i € N, vemos inmediatamente que F, = F; siempre que i > m. Concluimos asi que Y es

un espacio noetheriano, como queremos. O

1.5.5. Un ejemplo sencillo de aplicacién de la hipétesis de noetherianidad para espacios
es el siguiente:

Proposicion. Un espacio topoldgico noetheriano es compacto.

Demostracién. Sea X un espacio topolégico noetheriano y sea .# una familia de cerrados
de X tal que el conjunto .#’ de todas las intersecciones finitas de elementos de .# no
contiene a @. Como X es noetheriano, .7’ posee un elemento minimal F. En particular,
F no es vacio y estd contenido en todo elemento de .7#: esto muestra que la interseccion
de todos los elementos de .# no es vacia. Vemos asi que X tiene la llamada propiedad de
interseccion finita y que es, por lo tanto, compacto. O

§1.6. Conjuntos irreducibles

1.6.1. Un espacio topolégico Y es irreducible si no es vacio y cada vez que Y = FiUF,
con F; y F, subconjuntos cerrados de Y se tiene que alguno de F; o F> esigual a Y.

Lema. Sea X un espacio topolégico. Un subespacio Y de X es irreducible si y solamente si cada
vez que Y estd contenido en la unién de un niimero finito cerrados de X estd contenido, de hecho,
en alguno de ellos.

Demostracién. Sea Y un subespacio de X. Supongamos primero que Y satisface la
condicién del enunciado y sean F; y F, dos cerrados de Y tales que Y = F; U F,. Existen
entonces cerrados F| y Fj de X tales que F; = FFNY y F, = FFNY, y se tiene que
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Y C F/ U F,. La hipétesis, entonces, implica que Y estd contenido en alguno de F; o F,
y, por lo tanto, que Y coincide con F; o con F,. Vemos asi que Y es irreducible.
Reciprocamente, supongamos que Y es irreducible y sean Fj, ..., F. cerrados de X
tales que Y C (JiL; F;. Queremos probar que existe j € [n] tal que Y C F;: hagdmoslo
por induccién con respecto n. Si n = 1 no hay nada que probar. Supongamos entonces
que n > 2. Como Y C F, U (UL, Fi), vemos que Y es unién de sus dos cerrados
(U?;ll Fi> NYy E,NY. Como es irreducible, tiene que coincidir con alguno de ellos:
esto nos dice que o bien Y C U?;ll F, obien Y C Y,. En el primer caso caso, la hipétesis
inductiva nos dice que existe i € [n — 1] tal que Y C F,. Asi, en cualquier caso vemos
que Y esta contenido en alguno de los cerrados Fy, ..., F,. ]

1.6.2. Los espacios usuales del andlisis y la topologia no son irreducibles. Por ejemplo,
si X es un espacio Hausdorff con mas de un punto, entonces X no es irreducible. En
efecto, si a y b son dos puntos distintos de un espacio Hausdorff y U y V son dos
abiertos disjuntos tales que a € Uy b € V, entonces X = (X \ U) U (X \ V) y los dos
cerrados X \ Uy X \ V son propios.

Por otro lado, podemos probar directamente que A!, dotado de su topologia de
Zariski, es un espacio irreducible. En efecto, si Al=F UF con F; y E, cerrados de Al,
entonces alguno de F; o F, tiene que ser infinito y, como la topologfa de A! es la cofinita,
igual a Al

1.6.3. Los cerrados irreducibles de k[A"] tiene la siguiente descripcién algebraica:

Proposicién. Un cerrado Y de A" es irreducible si y solamente si el ideal 1(Y) de k[A"] es
primo.

Demostracién. Supongamos primero que Y es irreducible y que f y g son elementos
de k[A"] tales que fg € I(Y). Es claro que Y C Z(f) U Z(g) y, de acuerdo al Lema 1.6.1,
esto implica que alguno de los dos cerrados Z(f) o Z(g) contiene a Y: asi, alguna de
las funciones f o g pertenece a I(Y). Esto muestra que I(Y) es un ideal primo.

Reciprocamente, supongamos que el ideal I(Y) es primo y que a y b son dos ideales
de k[A"] tales que Y C Z(a) U Z(b). Tenemos entonces que

1(Y) 2 1(Z(a) UZ(b)) = I(Z(a)) N 1(Z(b)) D anb.

Como I(Y) es primo, esto implica que alguno de a o b estd contenido en I(Y) y, por
lo tanto, que Y = Z(I(Y)) estd contenido alguno de Z(a) o Z(b): vemos asi que Y es
irreducible. O

1.6.4. Usando esta caracterizacion de los cerrados irreducibles de A" podemos ahora
dar muchos ejemplos de conjuntos irreducibles:
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Corolario. (i) A" es un espacio irreducible.
(it) Si f € k[A"] es un polinomio irreducible, entonces Z(f) es un cerrado irreducible de A".

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de que I(A") es el ideal nulo
de k[A"] y es, por lo tanto, primo. Por otro lado, si f es un elemento irreducible
de k[A"], entonces no es constante y, como k[A"] es un dominio de factorizacion tnica,
el ideal (f) es primo: esto nos dice que el cerrado Z(f) es no vacio e irreducible.  [J

1.6.5. Proposicién. Sea X un espacio topoldgico.
(1) Si X es irreducible, todo abierto no vacio de X es denso e irreducible.
(i) Si'Y es un subconjunto irreducible de X, entonces su clausura Y también es irreducible.

Demostracion. (i) Sea U un abierto no vacio de X. Como X es la unién de sus dos
cerrados U y X \ U e irreducible, tiene que coincidir con alguno de ellos. El segundo es
un subconjunto propio de X, porque U no es vacio, asi que U = X, esto es, U es denso
en X. Por otro lado, supongamos que F; y F, son cerrados de X tale que U C F; U F,.
Entonces X = U C FFUF, = F{UF, y, por lo tanto, alguno de F; o F, coincide con X v,
en particular, contiene a U.

(ii) Sea Y un subconjunto irreducible de X y supongamos que Y C F; UF, con F
y F> cerrados de X. Como claramente Y C F; U F, la hipétesis nos dice que alguno
de F; o F; contiene a Y y, como es cerrado, también a Y. Esto nos dice que Y es
irreducible. O

1.6.6. Proposicién. Sea X un espacio topoldgico noetheriano. Si'Y es un cerrado no vacio de X,
entonces existen cerrados irreducibles Y1, ..., Y, tales que

e Y=Y, U---UYye
* Y; £ Yjsiiy json elementos distintos de [n].

Tanto el niimero n como el conjunto {Y1,...,Y,} estdn bien determinados por Y.

Llamamos a los cerrados Y3, ..., Y, las componentes irreducibles de Y.

Demostracién. Sea S el conjunto de todos los cerrados de X que no son unién finita de
cerrados irreducibles y supongamos que S # @. Como X es noetheriano, existe en S un
elemento minimal: llamémoslo F. Este cerrado F no puede ser irreducible —ya que en
ese caso seria obviamente union finita de cerrados irreducibles— asi que hay cerrados
F, y F, de X propiamente contenidos en F tales que F = F; U F,. Como F es minimal
en S, ni F; ni F, pertenecen a S: se sigue de esto que cada uno de ellos es unién finita
de cerrados irreducibles y, por lo tanto, su unién F también. Esto es absurdo, ya que F
pertenece a S.
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Sea Y un cerrado no vacio de X. Lo que acabamos de probar nos dice que Y es
unién de cerrados irreducibles. Sea 7 el menor elemento de N tal que existen cerrados
irreducibles Yy, ..., Y, con Y = UL Yi. Si hubiera indices i y j en [n] tales que Y; C Y;
tendriamos que Y = Uie[u)\; Yk, contradiciendo la minimalidad de n. Vemos asi que la
afirmacién de existencia del enunciado es cierta.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que m, m € Ny Yy, ..., Y,, Y], ..., Y, son
cerrados irreducibles de X tales que

e ViU---UY,=Y=Y/U---UY,,

* Y, ZYjsii€ [n],yde[n]y

* Y/ ZY]siiy json elementos distintos de [m].

Sii € [n], entonces Y; C Y{U---UY,, y, como Y; es irreducible, existe un elemento
(i) € [m] tal que Y; C Y(;)(i). Existe entonces una funcién ¢ : [n] — [m] tal que
Y; C Y(;)(Z.) para todo i € [n]. De manera similar, por supuesto, existe otra funcién
P : [m] — [n] tal que Y]-’ C Yy(j) para todo j € [m].

Sii € [n], entonces Y; C Y(;(Z.) C Yy(p(i)) Y esto implica que ¢(¢(i)) = i. Simétri-
camente, tenemos que ¢(¢(j)) = j para todo j € [m] y, por lo tanto, las funciones ¢
y 1 son mutuamente inversas. Por un lado, esto nos dice que n = m. Por otro, para
cada i € [n] esto nos dice que Y; C Y(;( y € Yi, asique Y; = Y(;)( ) esto significa que los
conjuntos {Y,...,Y,} y{Y],...,Y;,} son iguales. O
1.6.7. Por ejemplo, supongamos que f € k[A"] se factoriza en la forma f = f' - -- f"
con fi, ..., fu elementos irreducibles de k[A"] no asociados dos a dos y rq, ..., r, € N.
En ese caso, la descomposicién de Z(f) como unién de componentes irreducibles es

Z(f) = Z(A) V- - UZ(fa)-

En efecto, los n cerrados que aparecen aqui a la derecha son irreducibles, porque los
polinomios fi, ..., f, son irreducibles, y ninguno contiene a otro porque no hay dos de
esos polinomios que sean asociados.

1.6.8. Las componentes irreducibles de un cerrado de A" tienen una descripcién alge-
braica sencilla:

Proposicién. Sean Y y F dos cerrados de A". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) F es una componente irreducible de Y.
(b) F es un elemento maximal del conjunto de los cerrados irreducibles contenidos en Y.
(c) Elideal 1(F) es un elemento minimal del conjunto de ideales primos que contienen a I(Y).

Demostracién. La equivalencia entre las afirmaciones (ii) y (iii) es consecuencia inmedia-
ta de la correspondencia dada por la Proposicién 1.4.4 y la Proposicién 1.6.3. Veamos
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la equivalencia de (i) y (i7).

SeaY =Y U---UY,, la descomposiciéon en componentes irreducibles de Y y sea .
el conjunto de los cerrados irreducibles contenidos en Y. Si G es un elemento maximal
de ., entonces G C Y7 U - - UY,, y, por lo tanto, existe i € [m] tal que G C Y;: como
Y; € . y G es maximal, vemos que debe ser G =Y.

Sea, por otro lado, i € [m]. Claramente Y; pertenece a .. Supongamos que F es un
elemento de . tal que Y; C F. Como F C Y1 U---UYy, existe j € [m] tal que F C Y}y,
en consecuencia, Y; C Y;. Esto implica que i = j y, entonces, que Y; = F, de manera que
Y; es un elemento maximal de .. O

§1.7. Variedades cuasi-afines y funciones regulares

1.7.1. Una variedad afin es un cerrado irreducible de A" y una variedad cuasi-afin
es un abierto de una variedad afin. De acuerdo a la Proposicién 1.6.5 toda variedad
cuasi-afin es irreducible y densa en una variedad afin. Observemos, por otro lado, que

todo abierto de una variedad cuasi-afin es él mismo una variedad cuasi-afin.

1.7.2. Sea Y una variedad cuasi-afin en A”. Una funcién f : Y — k es regular en un
punto p de Y si existe un abierto U de Y que contiene a p y funciones polinomia-
les g, h € k[A"] tales que h(q) # 0y f(q) = g(q)/h(q) para todo q € U, y es regular si
es regular en cada uno de los puntos de Y. Escribimos O(Y) al conjunto de todas las
funciones Y — k que son regulares en Y.

Proposicién. Sea Y una variedad cuasi-afin en A". El conjunto O(Y') es una subdlgebra del
dlgebra k¥ de todas las funciones Y — k. Todo elemento de O(Y) es una funcién continua.

Demostracion. Es evidente que las funciones constantes Y — k estéan en O(Y), y que si
f1y f2 son elementos de O(Y) entonces f1 + f» y f1f2 también lo son. Esto es suficiente
para concluir que O(Y) es una subéalgebra de k.

Sea f : Y — k una funcién regular. Para ver que es continua basta mostrar que
f~1(A) es un cerrado para todo A € k, ya que k tiene su topologia cofinita. Fijemos
entonces A € k. Sea p € f71(A). Como f es regular en p, existe un abierto U,
de Y que contiene a p y funciones polinomiales g,, 1, € k[A"] tales que h,(q) # 0y
f(q) = gp(q)/hp(q) para todo q € U. Es inmediato verificar que

Uy N fHA) = Uy NZ(gp — Ahp).
Tenemos asi un cubrimiento abierto % = {U, : p € Y} de Y en A" tal que para cada
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U € % la interseccion de U N f~1()) es un cerrado de U. Esto implica que f~1(A) es
un cerrado de Y. O

1.7.3. Corolario. Sea Y una variedad cuasi-afin en A". Si f, ¢ : Y — k son funciones
regulares, entonces el conjunto A = {p € Y : f(p) = g(p)} es un cerrado de Y. Si este
conjunto contiene un abierto, entonces f = g.

Demostracion. Si f y g son elementos de O(Y), entonces f — ¢ también es una funcién
regular y A = (f — ¢) 71(0) es un cerrado de Y, porque k es un espacio Tj. Si A contiene
un abierto no vacio U de Y, entonces de la Proposicién 1.6.5 y el hecho de que Y es
irreducible se sigue que U es denso en Yy, por lo tanto, que A = Y: esto prueba la
segunda afirmacion del corolario. O

1.7.4. El siguiente caso particular es ttil:

Corolario. Sea Y una variedad cuasi-afin en A". Si f 1 Y — k es una funcién reqular, entonces
el conjunto Z(f) = {p € Y : f(p) = 0} es un cerrado de Y. Si este conjunto contiene un
abierto, entonces f = 0.

Demostracion. Basta poner ¢ = 0 en el corolario anterior. O

1.7.5. Una observacién ttil y casi inmediata es que una funcién regular es inversible si
y solamente si es puntualmente inversible. La parte més interesante de esta afirmacién

es la que nos da el siguiente resultado:

Proposicién. Sea Y una variedad quasi-afin en A" y sea f : Y — k una funcién regular. Si
para todo p € Y se tiene que f(p) # 0, entonces la funcién 1/ f : Y — k también es regular.

Demostracion. Supongamos que f(p) # 0 para todo p € Y y mostremos que 1/f es
regular. Sea p € Y. Como f es regular, existen un entorno abierto U de pen Y y
funciones polinomiales g, h € k[A"] tales que h(q) # 0y f(q) = g(q)/h(q) para todo
g € U. Mas atn, como f no se anula en ningtin punto de Y, tenemos que también
2(gq) # 0 para todo g € Uy, por lo tanto, que 1/f(q) = h(q)/g(q) para todo g € U.
Esto muestra que la 1/ f es regular en p. ]

1.7.6. Si X es una variedad cuasi-afin en A", una subvariedad de X es un subconjunto Y
de X que es irreducible y localmente cerrado —esto es, la interseccién de un cerrado y
un abierto de X. Es claro que Y es en esa situacién una variedad cuasi-afin en A".
Notemos que las subvariedades de A" son precisamente las variedades cuasi-afines
en A". Por otro lado, es inmediato que la relacién de subvariedad es transitiva: si Y
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es una subvariedad de una variedad cuasi-afin X y Z una de Y, entonces Z es una
subvariedad de X.

1.7.7. Proposicién. Sea X una variedad cuasi-afin en A" y sea Y una subvariedad de X.
(i) Si f es un elemento de O(X), entonces la restriccién f|y es un elemento de O(Y).
(i) La funcion

resy : f € O(X) — fly € O(Y)
es un morfismo de dlgebras.

Demostracion. (i) Sea f € O(X) yseap € Y. Como p € X, sabemos que existe un
entorno abierto U de p en X y funciones polinomiales g, i € k[A"] tales que h(g) # 0
y f(q) = g(q)/h(q) para todo g € U. La intersecciéon U NY es un entorno abierto
de pen Y y por supuesto h(q) # 0y (fly)(q) = g(q)/h(q) para cada g € UNY: esto
muestra que la restriccion f|y es regular en p.

(i) La funcién f € kX — f|y € k¥ es un morfismo de 4lgebras y, de acuerdo a la
primera parte de la proposicion, se restringe a la funcién resf : O(X) — O(Y) del
enunciado, que es, por lo tanto, también un morfismo de algebras. ]

1.7.8. Ejemplo. Consideremos un abierto no vacio Y de A!, que es una variedad
quasi-afin. Sean Ay, ..., A, los elementos de Al \ U listados sin repeticiones sea
w =TT (x—A). Si g € k|[AY] y v € Ny, la funcién

g(q)
quMw(q)vek (5)

es claramente regular. Es facil ver que hay por lo tanto un morfismo de algebras

k[Al], — O(Y) (6)

de la localizacién de k[A!] en w, que asigna a cada fraccién g/w’ de k[Al], la fun-
cién (5). Este morfismo es inyectivo —esto es inmediato. Mostremos que es, de hecho,
un isomorfismo. Esto describe completamente el algebra O(Y).

Sea f : Y — k una funcién regular y sea p € Y. Como f es regular en p, hay
un abierto U de Y que contiene a p y funciones polinomiales g, i € k[A!] tales que
h(q) #0y f(q) = g(q)/h(q) para todo q € U, y podemos elegir a ¢ y a h de manera
que sean coprimos.

Sea r € Y\ U. La regularidad de f en r implica que existe un abierto V de Yy
funciones polinomiales u, v € k[A!] tales que v(q) # 0y f(q) = u(q)/v(q) para todo
q € V. En particular, tenemos que u(q)/v(q) = g(q)/h(q) o, equivalentemente, que
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u(q)h(q) = g(q)v(q) para todo elemento g del conjunto U N V. Como este conjunto es
infinito, de esto deducimos que, de hecho, hay una igualdad de polinomios uh = gv.
Ahora bien, como v(r) # 0y gy h son coprimos, esta igualdad implica que h(r) # 0.

Concluimos de esta manera que el polinomio / tiene todas sus raices en el conjun-
to A\ U. Esto implica que existe v € Ny tal que h divide a w". Supongamos entonces
que k € k[A!] es tal que w” = gk. La funcién

flraeY— g(g)k(q)/w(q) €k

es claramente regular y coincide con f en el abierto U: se sigue de esto que, de hecho,
coincide con f. La funcién f es, por lo tanto, la imagen de la fraccion gk/w" por el
morfismo (6) y este morfismo es, como queriamos ver, sobreyectivo.

Como casos particulares del resultado que obtuvimos, notemos que tenemos que el
dlgebra O(A!) es isomorfa al slgebra de polinomios k[x], mientras que O(A! \ {0}) es
isomorfa al dlgebra de polinomios de Laurent k[x*!]. [ |

§1.8. Morfismos

1.8.1. Si X e Y son dos variedades cuasi-afines en A" y A™, respectivamente, entonces
una funcién ¢ : X — Y es un morfismo si es continua y para cada abierto U de Y y
cada f € O(U) se tiene que fo¢p € O(¢p~1(U)). Observemos que esta condicién tiene
sentido, ya que como f es continua el conjunto ¢~!(U) es un abierto de X. Cuando ¢

es un morfismo, tenemos claramente una funciéon
¢*: feOY)— fopeOX)
y ésta es, como puede verificarse inmediatamente, un morfismo de dlgebras.

1.8.2. Hay una subcategoria de la categoria de conjuntos que tiene como objetos a las
variedades cuasi-afines y como morfismos los morfismos que acabamos de definir. Esto
es consecuencia del siguiente resultado:

Proposicién. (i) Si X es una variedad cuasi-afin, la funcion identidad idx : X — X es un
morfismo de variedades cuasi-afines.
(i) Sip: X = Yyy:Y — Z son dos morfismos de variedades cuasi-afines, la composicién
Yo : X — Y también es un morfismo de variedades cuasi-afines.

Escribiremos desde ahora QAff a la subcategoria de la categorfa de conjuntos de
las variedades cuasi-afines y los morfismos entre ellas, y Aff a su subcategoria plena
generada por las variedades afines.
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Demostracién. La primera afirmacién es evidente. Veamos la segunda. Sean ¢ : X — Y
y ¢ : Y — Z morfismos de variedades cuasi-afines. La composicién g o f es continua.
Por otro lado, si U es un abierto de Z y f € O(U), entonces foy € O(p~1(U)), porque
P esregular,y fopod € O(p~ Ly 1 (U))) = O((pop)~1(U)). Esto prueba que la
composicién ¢ o ¢ es un morfismo de variedades cuasi-afines. O
1.8.3. Hay un functor O : QAff — Alg®P con valores en la categoria de las 4lgebras
conmutativas que asigna a cada variedad cuasi-afin X de QAff el dlgebra O(X), y
a cada morfismo ¢ : X — Y de variedades cuasi-afines el morfismo de &lgebras
¢* : O(Y) — O(X). Que esta asignacion define en efecto un functor es precisamente el
contenido de la siguiente proposicion:

Proposicién. (i) Si X es una variedad cuasi-afin e idx : X — X es el morfismo identidad
de X, entonces id"* : O(X) — O(X) es la identidad de O(X).
(@) Si¢p: X = Yy :Y — Z son dos morfismos de variedades cuasi-afines, entonces
(Yo ¢)* = ¢* op* como morfismos O(Z) — O(X).

Demostracion. Si X es una variedad cuasi-afin e idx : X — X su morfismo identidad,
entonces para cada funcion regular f € O(X) se tiene que idx(f) = foidx = f: esto
muestra que idy = idp(x)-

Sean, por otro lado, ¢ : X = Yy ¢ : Y — Z morfismos de variedades cuasi-afines
Para cada f € O(Z) se tiene que

@ 0d")(f) =" (" () =¢"(foy) = (fey)op=fo(pod)=(¥op)(f)
y esta igualdad prueba la segunda afirmacién del enunciado. ]

1.8.4. Una consecuencia inmediata de que tenemos un functor O : QAff — Alg°P es
que el dlgebra de funciones regulares sobre una variedad-quasi afin es un invariante de
esta a menos de isomorfismo:

Corolario. Si ¢ : X — Y es un isomorfismo de variedades cuasi-afines, el morfismo de dlgebras
¢* : O(Y) = O(X) es un isomorfismo.

Demostracion. En efecto, si ¢ : X — Y es un isomorfismo de variedades cuasi-afines
y ¢ : Y — X es el isomorfismo inverso, entonces ¢* o p* = (0 ¢)* = idx = idpx)
y, de manera similar, $* o ¢* = idp(y), de manera que los morfismos de dlgebras
$*:O0(Y) = O(X) y ¢p* : O(X) — O(Y) son isomorfismos inversos. O
1.8.5. En muchas situaciones querremos restringir o correstringir morfismos de varie-

dades cuasi-afines. Esto es posible gracias al siguiente resultado:
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Proposicion. Sean X e Y variedades cuasi-afines y sea ¢ : X — Y una funcion.
(i) Si Z es una subvariedad de X y ¢ es un morfismo, entonces la restriccion ¢p|z : Z —'Y
también lo es.
(i) Si Z es una subvariedad de Y tal que ¢(X) C Z, entonces la correstriccion ¢|* : X — Z
es un morfismo si y solamente si ¢ es un morfismo.

Demostracion. (i) Sea Z una subvariedad de X y supongamos que ¢ es un morfismo.
Sabemos que la restriccion ¢|z es continua. Sea U un abierto de Y y sea f € O(U).
Como ¢ es un morfismo, sabemos que f o ¢ es un elemento de O(¢~1(U)) y, por lo
tanto, la composicién f o ¢|z, que coincide con la restriccion (f o ¢)|z, es un elemento
de O((¢]z)~1(U)) = O(¢~1(U) N Z). Esto prueba que ¢|7 es un morfismo.

(if) Sea Z una subvariedad de Y tal que ¢(X) C Z. Supongamos primero que
la correstriccién ¢|# : X — Z es un morfismo y mostremos que ¢ : X — Y es un
morfismo. Como ¢ es la composicién de ¢|? con la inclusién Z — Y, es suficiente con
mostrar que esta tltima es un morfismo y esto es consecuencia de la primera parte de
la proposicién, que ya probamos, ya que esa inclusion es la restriccién del morfismo
identidad idy : Y — Y a la subvariedad Z de Y.

Para ver a reciproca, supongamos que ¢ : X — Y es un morfismo y mostremos
que la correstriccién ¢|? : X — Z también lo es. Esta correstriccién es claramente
continua. Sea U un abierto de Z y sea f € O(U): queda que probemos que f o ¢| es
regular en (¢|%)~1(U). Sea p € (¢|#)~1(U). Como ¢(p) es un elemento de U y f es
regular en U, existe un abierto V de U y funciones polinomiales g, i € k[A"] tales que
h(q) #0y f(q) = g(q)/h(q) para todo q € V. La funcién polinomial / se restringe a
una funcioén regular en Y, asi que W = Y \ Z(h) es un abierto de Y. Sobre este abierto
tenemos la funciéon r : g € W — g(q)/h(q) € k, que es regular, asi que como ¢ es un
morfismo la funcién r o ¢ : ¢~1(W) — k es regular. Ahora bien, como Z contiene la
imagen de ¢, tenemos que ¢~ (W) = ¢~ (Z\ Z(h)) 2 ¢~ (V) y la restriccién de r o ¢
a ¢~ (V) coincide con f o ¢. Esto muestra que f o ¢ es regular en p. ]

1.8.6. Un caso particular de la segunda parte de proposicién que acabamos de probar
es:

Corolario. Sea Y una variedad cuasi-afin y sea Z una subvariedad de'Y. La inclusién 1 : Z —'Y
es un morfismo.

Demostracion. En efecto, ¢ es la restriccién del morfismo identidad idy : Y — Y de Y a
la subvariedad Z de su dominio. O
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§1.9. Anillos locales

1.9.1. Sea Y una variedad cuasi-afin y sea p un punto de Y. Un elemento de funcién
regular en p es un par ordenado (U, f) con U un abierto de Y que contiene a p y
f € O(U). Escribimos &,(Y) al conjunto de los elementos de funciones regulares en p.

Dos elementos de funciones regulares (U, f) y (V,g) en p son equivalentes si
flunv = glunv, y en ese caso escribimos (U, f) ~ (V,g). Esta relacién es una relacién
de equivalencia en el conjunto &,(Y). Que es reflexiva y simétrica es evidente. Mostre-
mos que es transitiva. Sean (U, f), (V,g) y (W, h) elementos de funciones regulares
en p tales que (U,f) ~ (V,g)y (V,g) ~ (W,h), de manera que f|unv = glunv y
glvaw = hlyaw. De esto se sigue que f y h coinciden en U NV N W: como este es un
abierto no vacio del abierto U N W, que es irreducible, tenemos que de hecho f y h
coinciden sobre todo U N W. En otras palabras, es (f,U) ~ (h, W).

Escribimos O,y al conjunto cociente &,(Y)/~ y llamamos a sus elementos gérmenes
de funciones regulares. Si (U, f) es un elemento de funcién regular en p, escribimos
(U, f)p o (U, f)p,y, si es necesario dejar de manifiesto a la variedad Y en la notacién, al
correspondiente germen, esto es, a la clase de equivalencia de (U, f) en O, y.

1.9.2. Proposicion. Sea Y una variedad cuasi-afin y sea p un punto de Y. El conjunto O,y es
una k-dlgebra de manera tal que

A <u/f>P = <U,Af>p,
(U, flp+V,8)p=UNV, flunv + glunv)p

(U, fp-(V,g)p =UNV, flunv - glunv)p

siempre que A € ky (U, f)p, (V,8)p € Oypy. Se trata de un dlgebra local, con ideal maximal

m={{UL f), € Opy : f(p) = 0}.

El cuerpo de residuos O,y /m es k.

Llamamos a Oy y el anillo local de P en p.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia de una serie de verificaciones
mas o menos automaticas. Hay una funcién e : O,y — k tal que e({U, f),) = f(p)
para todo germen (U, f)s € O,y y se trata de un morfismo de dlgebras. El conjunto m
del enunciado es su nucleo, asi que se trata de un ideal de O,,y. Mds atn, como este
morfismo e es claramente sobreyectivo, este ideal m es maximal y O, y/m = k. Para
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ver que m es el tnico ideal maximal de O,y es suficiente que mostremos que todo
elemento de O,y \ m es inversible.

Sea entonces (U, f), un elemento de O,y tal que f(p) # 0. La funcién f : U — k
es continua, asi que el conjunto V = U \ f~1(0) es un abierto de U y, por lo tanto, de Y.
Como f no se anula en V, podemos considerar la funcién 1/f : V. — k. Mostremos
que es regular en V. Si g € V, entonces existe un abierto W de U que contiene a g
y funciones regulares g, h € O(W) tales que h(r) # 0y f(r) = g(r)/h(r) para cada
r € W. Observemos que la eleccién de V implica que g(r) #0sir € VNW, asi que
1/f(r) = h(r)/g(r) para cadar € VNW. Vemos asi que 1/f € O(V) y podemos
entonces considerar el germen (V,1/f),. Es inmediato que es un inverso para (U, f),
en Opy. O

1.9.3. Supongamos que ¢ : X — Y es un isomorfismo de variedades cuasi-afines y que
p € X. Si (U, f) es un elemento de funcién regular en ¢(p), entonces (¢~ (U), f o p) es
un elemento de funcién regular en p. Mas aun, si (U, f) y (V, g) son dos elementos de
funciones regulares en py (U, f) ~ (V,g), entonces (¢~ 1(U), fop) ~ (¢~ 1(V), g0 ).
Esto implica que hay una funcion ¢}, : Op(,)y — Op,x tal que

¢ (U, flp(p) = (971 (U), fo )y

para cada germen (U, f) () € Op(p),y- La observacién mas importante a hacer sobre

esta funcién es la siguiente:

Proposicién. Si ¢ : X — Y es un morfismo de variedades cuasi-afines y p € X, entonces la
funcién ¢, : Op(p)y — Op,x es un morfismo local de dlgebras.

Recordemos que si A y B son dos anillos locales de ideales maximales my4 y mp,
respectivamente, entonces un morfismo de anillos i : A — B es local si h(my) C mp o,
equivalentemente, 1~ !(mp) = my4.

Demostracién. Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades cuasi-afines y sea p € X. Que
la funcion ¢y, : Op(y)y = Op,x es un morfismo de algebras es consecuencia inmediata
de la definicién de los anillos locales y de esa funcién. Para ver que se trata de un
morfismo local es suficiente observar que si un germen (U, f)4(,) € Ogp(p) v es tal que
f(@(p)) = 0, entonces su imagen por ¢;, el germen (¢~ ' (U), f o ¢),, se anulaen p. [

1.9.4. Estos morfismos inducidos en los anillos locales por morfismos de variedades
cuasi-afines son functoriales:

Proposicién. (i) Siidx — X es el morfismo identidad de una variedad cuasi-afin Xy p € X,
entonces el morfismo id,, : Op,x — Oy x es la identidad del anillo local Oy x.
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(i) Si¢p: X = Yy¢:Y — Z son morfismos de variedades cuasi-afines y p € X, entonces
(¥ od)y =5 0% Opomz = Opx-

Demostraciéon. Ambas afirmaciones siguen inmediatamente de la definicién de los

morfismos inducidos en los anillos locales dada en 1.9.3. O

1.9.5. Como es usual, la functorialidad descripta en la proposicién anterior tiene como
consecuencia el hecho de que el anillo local de un punto p en una variedad cuasi-afin X
es un invariante del par (X, p), en el siguiente sentido:

Corolario. Si ¢ : X — Y es un isomorfismo de variedades cuasi-afines y p € X, entonces la
funcién ¢, = Op(p)y — Op,x es un isomotfismo de dlgebras.

Demostracién. Sea ¢ : X — Y un isomorfismo de variedades cuasi-afines, sea i : ¥ — X
el morfismo inverso y sea p € X. De acuerdo a la Proposiciéon 1.9.4 tenemos que
Py oWy, = (po¢)y = (idx), =ido,y y, de manera similar, que Vop) ° Py = idoy, -
Esto nos dice que ¢, y 1,[)(’; (p) SON isomorfismos de élgebras inversos. O
1.9.6. El anillo local de un punto en una variedad depende solamente de un entorno
abierto de aquél en ella:

Proposicién. Sea Y una variedad cuasi-afin, sea p un punto de' Y y sea U un entorno abierto

*

depenY. Sit:U — Y es la inclusion, entonces el morfismo 1,

1 Opy — Opu es un
isomorfismo de dlgebras.

*

p
proposicién es suficiente que mostremos que es biyectivo. Si (V, f),u es un germen

Demostracién. Sabemos que (;, es un morfismo de &lgebras, asi que para probar la
de funcién regular de Y alrededor de p, entonces —porque V es un abierto de U y U
uno de Y— podemos considerar el germen (V, f), y de funcién regular de Y alrededor
de p y observar que 1;({V, f),y) = (V,f)pu: esto muestra que el morfismo i}, es
sobreyectivo. Por otro lado, si (V, f),y es un germen de funcién regular en Y alrededor
de U cuya imagen (;,((V, f)py) = (VN U, flvau)pu es el cero de Oy, entonces la

funcién f se anula sobre el abierto V N U de su dominio V: esto implica, ya que V es

*

P
1.9.7. Si Y es una variedad cuasi-afin, p un punto de Y y f una funcién regular en Y,

irreducible, que f = 0y, por lo tanto, que el morfismo ¢} es inyectivo. O

claramente podemos considerar el elemento de funcién regular (Y, f) y su correspon-
diente germen (Y, f), en O, y. Hay por lo tanto una funcién resZ/Y :O(Y) — O,y tal

que reszly(f) = (Y, f)p para toda f € O(Y).
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o _onm ) Y X b L . . ,
Proposicion. La funcion res,, . : O(Y) — O,y es un morfismo de dlgebras inyectivo. Mds
avin, si U es un abierto de Y que contienea p e 1 : U — Y el morfismo de inclusién, entonces
conmuta el diagrama

oY) - o(u)

Y u
resplyl lresp/u
*

L
p
OP/Y I OP,U

Aqui 1, es el morfismo de la Proposicién 1.9.6 e * el construido en 1.8.1 a partir de

la inclusién ¢

Demostracion. Que la funciéon res;Y es un morfismo de dlgebras es inmediato de las
definiciones. Por otro lado, si f € O(Y) es tal que res%y( f) = 0, de manera que el
germen (Y, f), es nulo, entonces f se anula sobre todo un entorno abierto de p en Yy,

por lo tanto, se anula idénticamente. Esto implica que la funcién res!, es inyectiva.

P

Para ver la segunda afirmacion del enunciado, sea Y un abierto de Y tal que p € U,
seat: U — Ylainclusion, ysea f € O(Y). Esi*(f) = fluy resgu(z*(f)) = (U, flu)pu-
Por otro lado, resgly (f) = (Y, f)p,y y entonces L;‘,(resz,y (f)) = (U, flu)p,u- Vemos asi
que el diagrama conmuta, como queremos. O

§1.10. El cuerpo de funciones racionales

1.10.1. Sea otra vez Y una variedad cuasi-afin y sea £(Y) el conjunto de pares ordenados
(U, f) con U un abierto no vacio de Y'y f € O(U). Decimos que dos tales pares (U, f)
y (V,g) son equivalentes si f|unv = glunv y en ese caso escribimos (U, f) ~ (V,g).
Observemos que como Y es irreducible, tanto U como V son densos en Yy, en particular,
la intersecciéon U N V no es vacia.

Razonando de manera enteramente similar a como lo hicimos en 1.9.1 podemos
ver que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto &(Y). Escribimos K(Y) al
conjunto cociente &(Y)/~ y llamamos a sus elementos funciones racionales sobre Y.
Asi, una funcién racional sobre Y es una funcién regular sobre un abierto de Y, que
es necesariamente denso. Si (U, f) es un elemento de &(Y), escribimos (U, f) al
correspondiente elemento de K(Y).

1.10.2. Proposicién. Sea Y una variedad cuasi-afin. El conjunto K(Y) es una k-dlgebra de
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manera tal que

(U f)+(V,g) = UNV, flunv + glunv)

(U f) - (V&) = (UNV, flunv - glunv)
siempre que A € ky (U, f), (V,g) € K(Y). Mds aiin, K(Y) es un cuerpo.

Llamamos a K(Y) el cuerpo de funciones racionales sobre Y.

Demostracion. Que el conjunto K(Y) es un édlgebra con respecto a las operaciones
descriptas en el enunciado puede verse facilmente. Mostremos que es un cuerpo.

Sea (U, f) una funcién racional no nula, de manera que la funcién regular f : U — k
no es idénticamente nula. El conjunto Z(f) es por lo tanto un cerrado propio de U,
asi que V = U\ Z(f) es un abierto no vacio de Y. La eleccién de V implica que
podemos considerar la funcién 1/f : V — k. Exactamente como en la prueba de la
Proposicién 1.9.2 podemos ver que 1/f € O(V), asi que tenemos una funcién racional
(V,1/f) en Y. Finalmente, es inmediato que (V,1/f) es un inverso de (U, f) en K(Y),
asi que (U, f) es inversible en K(Y). O

1.10.3. Si Y es una variedad cuasi-afin, p un punto de Y y (U, f), un germen de funcién
regular en p, entonces el par (U, f) es un elemento de &(Y) y podemos considerar la
funcién racional (U, f) € K(Y). Esta funcién racional depende solamente del germen
de partida (U, f), y no del elemento (U, f) que lo representa y hay por lo tanto una
funcién j¥ : O,y — K(Y) tal que j7((U, f),) = (U, f) para todo germen (U, f) € O, .

Proposicién. Sea Y una variedad cuasi-afin y sea p € Y.
(i) La funcion j* : O,y — K(Y) es un morfismo de dlgebras inyectivo.
(i) Si q es otro punto de Y, entonces conmuta el diagrama

7

res,y
O(Y) —_— Op,y

resiyl l]'

Demostracién. (i) Que jP es un morfismo de dlgebras es inmediato de la forma en que
se definen las operaciones de su dominio y su codominio. Por otro lado, si (U, f), es
un germen de funcién regular en Y alrededor de p tal que la funcién racional (U, f)
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es nula, entonces f se anula en un abierto no vacio de U y, por lo tanto, se anula
idénticamente: esto implica que el morfismo j” es inyectivo.
(if) Las dos composiciones resultan en la funcién f € O(Y) — (Y, f) € K(Y). O

1.10.4. La primera parte de la Proposicion 1.10.3 nos permite identificar a cada anillo
local O,y de Y con una subalgebra del cuerpo de funciones racionales K(Y). Por
otro lado, la Proposicién 1.9.7 nos permite identificar a O(Y) como una subalgebra de
cada anillo local O, y. El punto de la segunda parte de la Proposicion 1.10.3 es que el
subanillo de de K(Y) que corresponde a O(Y) bajo estas identificaciones no depende
del punto p.

Desde ahora consideraremos siempre al dlgebra O(Y) y a los anillos locales O,y
como subdlgebras del cuerpo K(Y) de funciones racionales gracias a estas identificacio-
nes.

§1.11. Una equivalencia de categorias

1.11.1. Sea Y una variedad cuasi-afin en A". Si f € k[A"] es una funcién polinomial
sobre A", podemos considerar la restriccion f|y, que es un elemento del 4lgebra k¥ de
todas las funciones Y — k. Obtenemos de esta forma una funcién

f EK[A"] — fly € k¥ (7)

que es un morfismo de algebras. Escribimos k[Y] a su imagen, que es, por supuesto,
una subélgebra de k¥, y llamamos a los elementos de k[Y] funciones polinomiales
sobre Y. El nucleo del morfismo (7) es, por definicion, el ideal I(Y) de k[A"], y su
correstriccion a k[Y] induce por lo tanto un isomorfismo
v = E&
I(x)”
al que consideraremos, cuando sea conveniente, como una identificacion.
Una observacién casi inmediata que tenemos que hacer es que las funciones polino-
miales sobre Y son regulares:

Proposicién. Sea Y una variedad cuasi-afin en A".
(i) Si f € k[Y], entonces f € O(Y).
(it) La funcion f € k[Y] — f € O(Y) es un morfismo de dlgebras inyectivo.

Gracias al morfismo inyectivo descripto en la segunda parte de esta proposicion
podemos identificar a k[Y] con una subélgebra de O(Y).
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Demostracion. La primera afirmacién es inmediata de la definiciéon de funcién regular.
Que la funcién de la segunda afirmacién es un morfismo inyectivo de algebras es conse-
cuencia de que se trata de la restriccion de la identidad k¥ — kY al la subélgebra k[Y]
de su dominio y la subalgebra O(Y() de su codominio. O

1.11.2. Una primera razén por la que estamos interesados en el dlgebra k[Y] es que nos
permite describir los anillos locales de Y:

Proposicién. Sea Y una variedad afin en A".
(i) Sip €Y, entonces my = {f € k[Y] : f(p) = 0} es un ideal maximal de k[Y].
(i) Si maxSpeck[Y] denota el conjunto de los ideales maximales de k[Y], entonces la funcién

p €Y — m, € maxSpeck|[Y]

es una biyeccion.

(iii) Si p €Y, entonces la composicion k[Y] < O(Y) < O,y se extiende a un isomorfismo
K[Y]m, — Op,y sobre la localizacion de k[Y] en my,. Este iiltimo isomorfismo es, de hecho,
una igualdad si vemos a k[Y]w, y a Opy somo subdlgebras del cuerpo K(Y).

Demostracion. (i) Sea p € Y. La funciéon « : f € k[Y] — f(p) € k es un morfismo
de &lgebras sobreyectivo y su codominio es un cuerpo, asi que su nucleo, que es
precisamente el subespacio m, descripto en el enunciado, es un ideal maximal de k[Y].

(i) La correspondencia de la Proposicién 1.4.4 se restringe a una biyeccion entre
el conjuntos de los puntos de Y, que son los cerrados de A" minimales entre los
cerrados no vacios contenidos en Y, y el conjunto de ideales maximales de k[A"] que
contienen al ideal I(Y). Por otro lado, el tercer teorema de isomorfismo establece una
biyeccién entre este conjunto de ideales de k[A"] y el conjunto de ideales maximales
del cociente k[A"]/I(Y), que es isomorfo al 4lgebra k[Y]. La composicién de estas dos
biyecciones da la biyeccién del enunciado.

(iii) Sea p € Y. Para ver que la composicién de inclusiones k[Y] < O(Y) < O,y ex-
tiende a un morfismo k[Y]w, — O,y es suficiente mostrar que un elemento de k[Y]\ m,
es inversible en O, y. Sea, para ello, f un elemento de k[Y] tal que f(p) # 0. Bajo nues-
tras identificaciones, esta funcion f es el germen (Y, f), € O, y. Ahora bien, Z(f) es un
cerrado de Y que no contiene a p y podemos considerar el germen (U \ Z(f),1/f),: se
trata, claramente, de un inverso para (Y, f), en O, y, y esto prueba lo que queriamos.

El morfismo ¢ : k[Y]w, — Oy que obtenemos de esta forma es inyectivo, porque su
restriccién a k[Y] lo es. Para ver que es sobreyectivo, consideremos un germen (U, f),
de funcién regular alrededor de p. Hay, en particular, un abierto V de U que contiene
a p y funciones polinomiales g, h € k[A"] tales que h(q) # 0y f(q) = g(q)/h(q) para
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todo g € V. Ahora bien, las restricciones g|y y /|y son elementos de k[Y] y la segunda,
de hecho, pertenece a k[Y] \ m, asf que la fraccién g, /h|y es un elemento de k[Y]y,.
Como la imagen de esta fraccion por ¢ es claramente igual al germen (Y, f),, vemos que
el morfismo ¢ es sobreyectivo. El hecho de que ¢ puede verse una igualdad si vemos a
su dominio y a su codominio como subdlgebras de K(Y) es ahora inmediato. O

1.11.3. Usando la descripcién de los anillos locales que nos da esta proposiciéon pode-
mos obtener una del anillo de funciones regulares sobre toda la variedad. Para ello
necesitamos es siguiente resultado puramente algebraico:

Lema. Sea A un dominio de integridad y sea K su cuerpo de fracciones. Si vemos a cada
localizacion Aq en un ideal maximal m de A como un subanillo de K, entonces

N An= A

memaxSpec A

Demostracién. Es claro que la interseccién que aparece en el enunciado contiene a A, asi
que bastard que probemos la inclusién reciproca. Sea f un elemento de K y supongamos
que f € A. El conjunto I = {a € A :af € A} es un ideal de A y es propio porque
1 ¢ A: existe entonces un ideal maximal m de A tal que I C m. Si f perteneciera
a la localizacion Ay, existiriana € Ay b € A\ m tales que f = a/by, por lo tanto,
bf = a € A: esto es absurdo, porque en ese caso tendrfamos que b € I C m. Vemos asi

que f Q mmémaxSpecA Am. ]

1.11.4. Podemos ahora describir completamente las funciones regulares sobre una
variedad afin: son simplemente las funciones polinomiales. Observemos que esto no
es para nada evidente, ya que una funcién regular es una funcién que localmente esta
dada por un cociente de polinomios — lo que estamos diciendo es que si la variedad es
afin, una tal funcién estd de hecho globalmente dada por un polinomio.

Teorema. Sea Y una variedad afin en A". El morfismo k[Y] — O(Y) es un isomorfismo y la
composicion k[Y] < O(Y) — K(Y) extiende a un isomorfismo Frac(k[Y]) — K(Y).

Demostracién. Como subélgebras de K(Y), tenemos que O(Y) estd contenido en O,y
para todo p € Y, y es esta tltima dlgebra coincide con la localizacién k[Y]n, en el ideal
maximal m, de k[Y] correspondiente a p. Esto significa que tenemos una cadena de
inclusiones

k[Y] = O(Y) < (] Opy = N k[Y]m < K(Y)
peY memaxSpeck|Y]
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de subélgebras de K(Y). Usando el lema anterior, vemos que k[Y] = O(Y) o, lo que es
lo mismo, que el morfismo canénico k[Y] — O(Y) es un isomorfismo.

Que la composicién de inclusiones k[Y] < O(Y) < K(Y) extiende a un morfismo
Frac(k[Y]) — K(Y) es consecuencia directa de la propiedad universal de la localizacién
que define a Frac(k[Y]), ya que K(Y) es un cuerpo, y ese morfismo es inyectivo porque
su dominio es un cuerpo. Para ver que es sobreyectivo, consideremos una funcién
racional (U, f) sobre Y. Si p es un punto de U, existe un abierto V de Y que contiene
a p y funciones polinomiales g, i € k[A"] tales que h(q) # 0y f(q) = g(q)/h(q) para
todo g € V. Ahora bien, las restricciones g|y y h|y son elementos de k[Y] y la segunda
no es nula, asi que la fracciéon g|y/h|y es un elemento del cuerpo Frac(k[Y]) cuya
imagen en K(Y) es (U, f). O

1.11.5. Una primera aplicacién de este teorema es el siguiente criterio para decidir de

una funcién con codominio en un espacio afin es un morfismo:

Proposicién. Sea Y una variedad quasi-afin y sean x1, ..., x, las funciones coordena-
das de A". Una funcion ¢ : Y — A" es un morfismo si y solamente si las funciones
xpo@,..., xp0¢:Y — k son requlares.

Demostracién. La necesidad de la condicién es parte de la definicién de lo que significa
que una funcién ¥ — A" sea un morfismo. Veamos la suficiencia.

Sean entonces ¢ : Y — A" una funcién tal que las composiciones x; 0 ¢, ..., x, 0 ¢
son funciones regulares sobre Y. Como la funcién ¢* : f € k[A"] — fo¢ € k¥ es un
morfismo de dlgebras y manda a las funciones coordenadas x, ..., x, de k[A"], que
generan a k[A"]| como algebra, a elementos de O(Y), vemos que, de hecho, para toda
funcién polinomial f € k[A"] la funcién ¢*(f) es regular en Y.

En particular, si F es un cerrado de A", entonces F = (\s¢j(p) Z(f) y, por lo tanto,

¢ (F) = [ Z("(f),
)

fel(F

de manera que ¢~ !(F) es un cerrado de Y. Esto muestra que ¢ es una funcién continua.

Sean, por otro lado, U un abierto de A", f € O(U) una funcién regular sobre U
y p un punto de ¢~ 1(U). Como ¢(p) € U, existe un entorno abierto V de p en U y
funciones polinomiales g, h € k[A"] tales que h(q) # 0y f(q) = g(q)/h(q) para todo
q € V. El conjunto ¢~ !(V) es un abierto de ¢ (U) que contiene a p y las funciones
¢$*(g) y ¢*(h) son, de acuerdo a lo que ya probamos, funciones regulares sobre Y.
Es claro que ¢* () no se anula sobre ¢~!(V), asi que la funcién 1/¢*(h) también es
regular sobre ¢~ 1(V) y, por lo tanto, el producto ¢*(g) - 1/¢*(h) es una funcién regular
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sobre ¢~1(V). Como ese producto coincide con ¢*(f) en ese abierto, vemos de esta
forma que esta tltima es regular en p. O

1.11.6. Proposicién. Sea X una variedad cuasi-afin y sea Y una variedad afin. La funcién
axy ¢ € hom(X,Y) — ¢* € hom(O(Y), O(X))
es una biyeccion.

Aqui hom(X,Y) denota el conjunto de morfismos de variedades quasi-afines
X — Y, mientras que hom(O(Y), O(X)) denota el conjunto de morfismos de alge-
bras O(Y) — O(X). La funcién ax y es la restriccién del functor O de 1.8.3, asi que es
natural con respectoa X yaY.

Demostracién. Supongamos que Y estd contenida en A”. Sean x1, ..., x, € O(A") las
funciones coordenadas de A" y sean vy, ..., y, las correspondientes restricciones a Y,
que son elementos de O(Y)

Si ¢ y i son dos elementos distintos de hom(X,Y), entonces hay un punto p € X
tal que ¢(p) # ¥(p) y, como se trata de puntos de A", existe i € [n] tal que
xi(p(p)) # xi(p(p)). Esto implica, por supuesto, que ¢* # ¢*, ya que ¢*(x;) # ¢p*(x;).
La funcién ax y del enunciado es por lo tanto inyectiva.

Veamos ahora que esa funcion también es sobreyectiva. Sea h: O(Y) — O(X) un
morfismo de élgebras y para cada i € [n] sea §; = h(y;) € O(X). Podemos definir una

funcion
®ipe X (@(p). . Ealp)) € A"

Como para cada i € [n] se tiene que x; 0o ® = §; € O(X), la Proposicién 1.11.5 nos
dice que ® es un morfismo de variedades quasi-afines. Sea ahora f € I(Y) y veamos
a f como un polinomio f(x1,...,x,) en las funciones coordenadas de A". Como
®* : O(A") — O(X) es un morfismo de é&lgebras y ®*(x;) = ; para cada i € [n],
tenemos que

fod =" (f) = O (F(x1,- ) = fE1-ees ) = FB(1), .. h(yn)

y, como h es un morfismo de algebras, esto es

=h(f(yr, - yn)) = h(f (21, x0)ly) = h(0) = 0.

Vemos asi que la imagen de P estd contenida en Z(I(Y)), y este cerrado coincide con Y
porque Y es una subvariedad afin. Esto implica que la correstriccién ¢ = ®|¥ : X — Y
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es un morfismo. Ahora bien si i € [n], entonces

ax,x(P)(yi) = ax,x(P)(xily) = ¢*(x;) = @*(x;) = & = h(yi).

Como ax y(¢) y h son dos morfismos de algebras O(Y) — O(X) que coinciden en los
elementos vy, ..., ¥, de su dominio, que lo generan como algebra, son de hecho iguales.
En otras palabras, tenemos que ax y(¢) = h: podemos concluir de esta forma que la
funcién ax y es sobreyectiva, como queriamos. O

1.11.7. Podemos probar ahora el resultado mds importante de esta seccién. Escribamos
Domg; a la categoria de las dlgebras conmutativas, finitamente generadas e integras.

Teorema. La restriccion O : Aff — Dom?gp del functor de 1.8.3 a la categoria de las variedades

afines es una equivalencia.

Demostracién. Para verificar esto hay que verificar que

* si X e Y son variedades afines, entonces el functor O induce una biyeccién natural
hom(X,Y) — hom(O(Y), O(X)),

* y que el functor es esencialmente sobreyectivo, esto es, que si A es un objeto

~

de Domyg, entonces existe una variedad afin Y tal que O(Y) = A.

El primer punto es un caso particular de lo que afirma la Proposicién 1.11.6. Veamos el
segundo.

Sea A un dlgebra finitamente generada que es un dominio de integridad, y sean
ai, ..., ay elementos de A que la general como algebra. Hay un morfismo de algebras
¢ klx1,...,x,] = Atal que ¢(x;) = a; para cada i € [n] y, como su imagen contiene
a un conjunto generador de A, este morfismo es sobreyectivo. Sea I el nticleo de ¢
yseaY = Z(I) C A". Como A es un dominio de integridad, el ideal I es primo y el
cerrado Y de A" es irreducible: asi, Y es una subvariedad afin de A”". Por otro lado,
sabemos del Teorema 1.11.4 que k[Y] = O(Y): como k[Y] es isomorfa como &lgebra
con k[x1,...,x,]/1, que a su vez es isomorfa con A, esto prueba lo que queremos. [J
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§1.12. Cocientes

1.12.1. Sea C una categoria. Si G es un grupo y X es un objeto de C, una accién de G
sobre X es un morfismo de grupos m : G — Autc(X); para cada ¢ € G escribimos 1,
en lugar de m(g). Dada una tal accién, decimos que un morfismo 77 : X — Y de C es
un cociente de X por G si satisface las siguientes dos condiciones:

(Q1) Para todo g € G se tiene que 71 o mg = 7.

(Q2) Cada vez que f : X — Z es un morfismo tal que f omy = f paratodo g € G
existe un y solo un morfismo f : Y — Z en C tal que f o 7 = f.

1.12.2. Una primera observacién que podemos hacer es que todo cociente es un epi-
morfismo:

Lema. Sea C una categoria, sea G un grupo, sea X un objeto de C y supongamos que tenemos
una accion m : G — Autc(X) de G sobre X. Si 7t : X — Y es un cociente de X por G,
entonces 71t es un epimorfismo de C, esto es, cada vez que g, h : Y — Z son morfismos de C
tales que g o 7T = h o 7t se tiene que, de hecho, § = h.

Demostracién. Supongamos que 7 : X — Y es un cociente de X por G y consideremos
dos morfismos g, h: Y — Z de C talesque gom = ho .
Sea f = gom: X — Z. Para cada g € G se tiene que

fomg=gomomg=gom=f

asi que como 7 es un cociente de X por G existe un tinico morfismo f : Y — Z tal que
f o= f. Ahora bien, como las dos composiciones g o 7t y h o 7t coinciden con f, esto
nos dice que ¢ = f = h. Vemos asf que 7 es un epimorfismo de C. O

1.12.3. Es bien posible que no exista ningtin cociente para una accion, pero si existe, es

Unico en el sentido razonable:

Proposicién. Sea C una categoria, sea G un grupo, sea X un objeto de C y supongamos que
tenemos una accion m : G — Autc(X) de G sobre X. Simt: X — Yy ' : X — Y’ son dos
cocientes de X por G, entonces existe un isomorfismo ¢ : Y — Y’ y uno solo tal que 7’ = ¢ o 7.

Demostracion. Sean t: X — Yy 7’ : X — Y’ dos cocientes de X por G. Como 7t tiene
la propiedad (Q;) y 7’ tiene la propiedad (Q), existe un morfismo 7 : Y’ — Y tal que
7t o 7' = 7. De manera similar, como 77’ tiene la propiedad (Q;) y 7 la propiedad (Q>),
existe un morfismo 7’ : Y — Y’ tal que 7@’ o T = 7’. Tenemos entonces que

fofom=mon =m=idyorn
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asi que 7T o 7' = idy porque 7T es un epimorfismo. Simétricamente, es

Aomorn =A'on=n"=idy on’
y, por lo tanto, 7’ o T = idys. Esto nos dice que 77 y 77 son isomorfismos inversos. Si
tomamos ¢ = 77, entonces, vemos que se satisfacen las condiciones del enunciado. [

1.12.4. Ejemplo. Consideremos la categoria Set de los conjuntos. Sea X un conjunto,
sea G un grupo y sea m : G — Autget(X) una accién de G sobre X. En esta situacion
concreta, esto significa que para cada g € G tenemos una biyeccién mg : X — X, que
my = idx y que mg omy = mg, cada vez que gy h son dos elementos de G.

Podemos considerar el subconjunto R = {(x,mg(x)) : x € X,g € G} de X x X. Es
facil verificar que se trata de una relacion de equivalencia. Si x € X, escribimos [x] a
la clase de equivalencia de x con respecto a R y la llamamos la drbita de x por G. Al
conjunto cociente X /R lo escribimos X/G y denotamos 77 : X — X /G a la proyeccién
canodnica, de manera que 77(x) = [x] para todo x € X. Mostremos que esta funcién 7
es un cociente de X por G.

¢ Si ¢ € G, entonces para todo x € X se tiene que

mt(mg(x)) = [mg(x)] = [x] = 7t(x),

asi que 7t o mg = 71. La funcién 7t tiene por lo tanto la propiedad (Q»).
* Supongamos ahora que f : X — Y es una funcién tal que f o mg = f para todo
g € G y consideremos el conjunto

I'={([x],f(x)) e X/GxY:x€ X}

Este conjunto es una relacion de X/G a Y: veamos que es, de hecho, una funcién.
- Si ¢ € X/G, entonces hay un elemento x € X tal que ¢ = [x] y (¢, f(x)) € T.
— Por otro lado, sic € X/G ey, y' € Y son tales que (¢,y), (c,y’') € T, entonces

existen x y x' € X tales que (c,y) = ([x], f(x)) v (¢,y) = ([*'], f(x")). En
particular, [x] = ¢ = [x'] y, por lo tanto, existe g € G tal que mg(x) = x'. Se
sigue de esto y de la hipétesis sobre f ti que

y' = f(x) = f(mg(x)) = f(x) = v.

Esto prueba, como queriamos, que la relaciéon T es una funcién f: X/G — Y. Si

x € X, como el par ([x], f(x)) estd en T, se tiene que f(7t(x)) = f([x]) = f(x):
esto muestra que f o 7t = f. Vemos asi que la proyeccién 7 tiene la propiedad (Q»).

Esto muestra que toda accién de un grupo en Set admite un cociente, como dijimos. W
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1.12.5. Ejemplo. Consideremos ahora la categoria Fld de los cuerpos. Sea G un grupo
ciclico de orden 2, sea -y el generador de G y consideremos la accién de G sobre Q(1/2)
tal que m, : Q(v/2) — Q(+/2) es el automorfismo de cuerpos tal que 11, (v/2) = —/2.

Supongamos que 7 : Q(1/2) — F es un cociente para esta accién. Se tiene entonces
que

n(V2) = n(my(V2)) = n(-v2) = —n(V2),

de manera que 277(1/2) = 0 en el cuerpo F. Como 7t es un morfismo de cuerpos, es
inyectivo y, por lo tanto, 77(+/2) # 0 en F. Vemos asi que debe ser 2 = 0 en F, esto es,
que F debe tener caracteristica 2. Esto es absurdo, ya que no hay ningtin morfismo de
cuerpos de Q(ﬁ) a un cuerpo de caracteristica 2.

Este ejemplo muestra que no toda accién de un grupo sobre un objeto de una
categoria admite un cociente. |

1.12.6. Ejemplo. Consideremos ahora la categoria Haus de los espacios topolégicos
Hausdorff. Sea X = R, sea G un grupo ciclico infinito, sea oy un generador de G y sea
m : G — Autgaus(R) la accion de G sobre R tal que m., (t) = 2t para todo t € R. Sea
Q = {g} un conjunto con un tnico elemento y sea 77 : R — Q la funcién constante de
valor g: afirmamos que 7 es un cociente de R por G en Haus.

Es evidente que 71 o mg = 7 para todo ¢ € G. Supongamos que f : R — Z es
una funcién continua con codominio un espacio Hausdorff tal que f o m; = f para
todo ¢ € G. Sea t € R. Para cada n € Ny tenemos que f(t) = f(m,(t)) = f(27"t)
y como la sucesion (27"t),¢n, converge a 0 en R, la sucesion (f(27"t)),en, converge
a f(0) en X y, como Z es Hausdorff, ese es su tinico limite. Esta tltima sucesion es
constante de valor f(t), asi que concluimos que f(t) = f(0), esto es, que la funcién f
es constante de valor f(0). La funcién f: Q — Z con f(gq) = f(0) es tal que fo = f,
y es claramente la tnica funcién Q — Z con esta propidad. Esto nos dice que 7t es un
cociente de R por G.

Notemos que si consideramos a la accién de G sobre el conjunto R en la categoria de
conjuntos Set hay también un cociente 77 : R — R/G, cuyo codominio es un conjunto
no numerable, bien distinto del cociente Q que encontramos en Haus. |

1.12.7. Queremos calcular cocientes por acciones de grupos en la categoria Aff de
las variedades afines. La forma en que encararemos este problema se basard en la
equivalencia de categorias que nos da el Teorema 1.11.7 y la siguiente observacién:

Proposicién. Sean C y D dos categorias y sea F : C — D una equivalencia. Sea X un objeto
de C, G un grupo y m : G — Autc(X) una accion de G sobre X.
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(i) La funcion m’' : ¢ € G — F(mg) € Autp(F(X)) es una accion de G sobre F(X).

(if) Una morfismo 1t : X — Y de C es un cociente de X por G para la accion m si y
solamente si el morfismo F(7t) : F(X) — F(Y) de D es un cociente de F(X) por G para
la accién m’.

Demostracién. (i) El functor F determina una funcién
f € home(X, X) — F(f) € homp(F(X), F(X))

que es un morfismo de monoides y que, en particular, se restringe a los grupos de
automorfismos para dar un morfismo de grupos

f e Aute(X) — F(f) € Autp (F(X)).

La funcién m’ : G — Autp(F(X)) es la composicion de la accién m de G sobre X en C
con este morfismo, asi que es claramente un morfismo de grupos.

(1) Supongamos primero que 7 : X — Y es un cociente de X por la acciéon m de G.
Si g € G, entonces 7 o mg = 7y, por lo tanto

F(7) o mg = F(7) o F(mg) = F(rtomg) = F(m).

Esto nos dice que F(7r) tiene la propiedad (Q;) con respecto a la acciéon m’ de G
sobre F(X). Sea, por otro lado, f : F(X) — Z un morfismo de D tal que f om, = f
para todo ¢ € G. Como F es una equivalencia, existe un objeto Z' y un isomorfismo
t:Z — F(Z'). Mas aan, como el functor F es fielmente pleno, existe un morfismo
f': X — Z' tal que F(f') =10 f. Si g € G, entonces

F(f'omg) = F(f') o F(mg) = 1o fomg =10 f = F(f')

y, como el functor F es fiel, de esto podemos deducir que f' o g = f’. Como 7 es un
cociente de X por G, sabemos que existe un morfismo f': Y — Z’ y uno solo tal que
f' o= f'y, en consecuencia, el morfismo f = "o F(f") : F(Y) — Z es tal que

foE(m)=1"oF(f)oF(m)=1"oF(flom)=1"oF(f) = f.

Supongamos que hay otro morfismo f; : F(Y) — Z tal que f; o F(7t) = f. Como F es
pleno, hay entonces un morfismo f{ : Y — Z’ tal que F(f]) =10 fi. Es

F(fiom) =F(f{) o F(m) = o fioF(m) = 1o f = F(f')

y, como F es fiel, f{ ot = f’. La unicidad en la eleccién del morfismo f’ que observamos
implica entonces que f; = f'y, por lo tanto, que

f=rToF(f)=1ToF(f)=F.



Con esto queda probado que el morfismo F(7) : F(X) — F(Y) es un cociente de F(X)
por la accién mg de G.

Probemos ahora la implicacién reciproca: supongamos que F(p) es un cociente
de F(X) por la accién m' de G y mostremos que entonces 7t es un cociente de X por la
accion m de G.

Si g € G, entonces

F(rtomyg) = F(7r) o F(mg) = F(7r) o my = F(71),

porque F(7r) tiene la propiedad (Q;) con respecto a la accién m': como F es fiel, se
sigue de esto que 71 o mgy = 7, asi que 7T tiene esa misma propiedad pero con respecto
a la accién m.

Sea, en segundo lugar, f : X — Z un morfismo de C tal que f o my = f para todo
g € G. Se tiene entonces que

F(f)omg = F(f) o F(mg) = F(f omg) = F(f)

para todo g € Gy, como F(71) es un cociente, existe un morfismo F(f) : F(Y) — F(Z)

F
y uno solo tal que F(f) o F(rr) = F(f). Como el functor F es pleno, hay un morfismo

f:Y = Ztalque F(f) =F(f) y

F(f o) = F(f) o () = F(f) o F(7r) = F(f).
Como F es fiel, esto implica que f o 7 = f. Mds atin, si f1 : Y — Z es otro morfismo
de C tal que fi o 7T = f, entonces

F(fi)o F(m) = F(fiom) = F(f) = F(f o) = F(f) o F(m).

Como F(7) es un epimorfismo, porque es un cociente, esto nos dice que F(f;) = F(f)
y, como F es fiel, que finalmente fy = f. La proposicién queda asi completamente
probada. O

1.12.8. Gracias a la Proposicién 1.12.7 y la equivalencia O : Aff — Dom?gp que nos
da el Teorema 1.11.7, determinar cocientes en Aff y determinar cocientes en Dom?gp
es esencialmente lo mismo. Ahora bien, la categoria Domf(_-)gp es la categoria opuesta
de Domg,. Mostremos como traducir el problema de la existencia de un cociente en la

primera de éstas a un problema en la segunda.

1.12.9. Empezamos por las siguientes tres observaciones casi inmediatas.
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Lema. Sea m : G — Autpomer (A) una accién de un grupo G sobre un objeto A en Dom(?.
g

g
(i) La funcion

mP ¢ € G my1 € Autpom, (A)
es una accién de G sobre A en Domgg y el conjunto
AS ={a e A:mP(a) = apara todo g € G},

es una subdlgebra de A.

(if) Si 7t : A — B es un morfismo en Dom?gp y p: B — A esel morfismo de Domg, que
corresponde a 71, entonces el conjunto se tiene que 7T 0 mgy = 7t para todo g € G si y
solamente si p toma valores en AC.

Demostracion. La primera parte es consecuencia de un célculo directo que omitimos.

Para ver la segunda, basta observar que si § € G entonces En efecto, si ¢ € G, entonces

momg =7 en Domg? <= m;f’l op = pen Domg,
= m;ﬂ (p(b)) = p(b) para todo b € B. O

1.12.10. En segundo lugar, necesitamos la siguiente informacién puramente categdrica:

Lema. (i) Sea C una categoria. Un morfismo f : X — Y en C es un epimorfismo (monomorfis-
mo) en C si y solamente si el correspondiente morfismo f°P : Y — X es un monomorfismo
(epimorfismo, respectivamente) en C°P.

(it) Un morfismo f : A — B en Domygg es un monomorfismo si y solamente si es inyectioo
como funcion.

Demostracion. (i) Como (C°P)°P es la categoria C, es suficiente mostrar que un morfismo
f : X — Y es un epimorfismo en C si y solamente si f°P : Y — X es un monomorfismo
en C°P, y esto es inmediato.

(ii) Sea f : A — B un morfismo en Domg, y supongamos primero que es inyectivo.
Sig, h:C — A son morfismos de Domg, tales que f og = foh, entonces para
cada ¢ € C se tiene que f(g(c)) = g(h(c)) y, como f es una funcién inyectiva, que
g(c) = h(c): vemos asi que ¢ = h.

Supongamos ahora, para probar la reciproca, que f es un monomorfismo y sea
a € A un elemento tal que f(a) = 0.

Afirmamos que a tiene que ser algebraico sobre k. Supongamos que no es ése
el caso, y consideremos la subdlgebra C = kla| de B, que es claramente un objeto

48



de Domyg,. La hip6tesis sobre a implica que hay morfismos de élgebras g, h: C — A
tales que g(a) =ay h(a) =0, y que a esté en el nicleo de p implica que fog = foh,
ya que ambas composiciones toman el mismo valor en 4. Como f es un monomorfismo,
esto implica que g = h y, por lo tanto, que a = g(a) = f(a) = 0, lo que es absurdo si a
es trascendente.

Vemos asi que a es algebraico sobre k, como dijimos. Sea g € k[T] el polinomio
minimal de a sobre k. Como A es un dominio de integridad, este polinomio es
irreducible y, por lo tanto, la subélgebra C = k[a] es un cuerpo. La restriccion p|c tiene
que ser por eso inyectiva y, en particular, 2 = 0. O

1.12.11. Con todo esto, podemos describir exactamente cuando una accién de un grupo
. o . .
sobre un objeto de Domfgp admite un cociente:

Proposicién. Sea m : G — AutDom?p(A) una accion de un grupo G sobre un dlgebra A
g

en Dom?gp y seam®P: G — AutDomfg(A) la correspondiente accion en Domgg.
(i) Hay un cociente para m si y solamente si la subdlgebra de invariantes A® de A por la
accién m°P de G es finitamente generada.
(i) Cuando ése es el caso, y si T : A — AC es el morfismo de Dom?gp
morfismo inclusion A® — A en Domyg, entonces 7t es un cociente de A por la accion m

de G.

correspondiente al

Demostracién. Supongamos primero que A® es un algebra finitamente generada, de
manera que la inclusion p : A® — A es un morfismo de Domg,. Mostremos que el
correspondiente morfismo 7 : A — A® de Dom¢?

g
Como obviamente p toma valores en A®, nuestra segunda observacién de atriba

es un cociente de A por G.

nos dice que 77 o my = mg para todo ¢ € Gy, por lo tanto, 7 tiene la propiedad (Q;).
Sea, por otro lado, ¢ : A — B un morfismo de Dom?gp tal que ¢ o my = ¢ para todo
¢ € G. El correspondiente morfismo f : B — A de Domyg,, entonces, tiene imagen
contenida en A© y, en consecuencia, se factoriza por la inclusién p: esto es, existe un
morfismo f : B — A® tal que po f = f y, como p es una funcién inyectiva, uno solo.
Si$: A® — B es el morfismo de Dom?gp correspondiente a f, tenemos entonces que
Pom = ¢y ¢ es el tinico morfismo A® — B con esta propiedad. Vemos asi que 7t
también tiene la propiedad (Q>).

Esto prueba la suficiencia de la condicién de (i). Veamos la necesidad. Supongamos
que 7T : A — B esun cociente de A por G en Dom?gp ysea p: B — A el correspondiente
morfismo de Domg,. Como 7 om, = 7 para todo g € G, tenemos que p(B) C AC.
Como 71 es un cociente en Domfc,-’gp , es un epimorfismo en esa categoria y, por lo tanto,

el morfismo p de Domg, es un monomorfismo alli: vemos asi que p es una funcién
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inyectiva. Mostremos ahora finalmente que su imagen es igual a A°.

Sea a € A® y consideremos la subdlgebra C = k[a] de A y el morfismo inclusién
f:C— A.Comoa € A®, es inmediato que f(C) C A® y esto implica quesi¢: A — C
es el morfismo de Dom?gp correspondiente a f se tiene que ¢ o mg = ¢ para todo ¢ € G.
Como 7 es un cociente, existe un morfismo ¢ : B — C en Dom?g';3 tal que por =¢,y
esto significa que existe un morfismo f : C — B en Dom?gp tal que po f = f y, por lo

tanto, que a = £(a) = p(f(a)) € p(B).

La conclusién de todo esto es que p se correstringe a un isomorfismo B — A® vy,
en particular, que el 4lgebra A es finitamente generada. Esto prueba la afirmacién (i)
de la proposicién. La segunda es consecuencia de la forma en que probamos la

suficiencia. ]
1.12.12. Volviendo a las variedades afines, tenemos:

Proposicién. Sea X una variedad afin, sea G un grupo y sea m : G — Autag(X) una
accion de G sobre X en la categoria Aff. Existe un cociente de X por G si y solamente la
subdlgebra O(X)C es finitamente generada. Cuando ese es el caso, y si Y es una variedad

afin tal que O(Y) = By t: X — Y es el morfismo de Aff correspondiente a la composicion
O(Y) = B — O(X), entonces 7 es un cociente de X por G.

Demostracién. Esto es la combinacién de las Proposiciones 1.12.7 y 1.12.11. O

1.12.13. Ejemplo. Veamos un ejemplo de esto. Fijemos n € N, sea G un grupo ciclico
de orden 1, sea 7y un generador de G y sea w € C una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Hay una accién m : G — Autag(A?) tal que m., es el morfismo

my : (p1,p2) € A? — (w‘lpl,wpz) e A%

Si identificamos O (A?) con el anillo de polinomios k|[x1, x5], entonces la correspondiente
accion m* : G — AutDomfg(O(Az)) es tal que el morfismo m? : O(A?) — O(A?) tiene

mi(xl) = wx1, mz(xz) = w x,.

Determinemos la subalgebra O(A?)C de invariantes bajo esta accién. Como G estd
generado por v, es inmediato que en este caso es

O(AY)C = {f € O(A?) s m}(f) = f}.

Supongamos que f =) ;; ai,]'xisz es un elemento de O(A?), de manera que

mi (f) = Z a; jw' I x x.
ij
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Es claro entonces que m (f) = f si para cada eleccién de indices i y j se tiene que
Ell‘,j#() — ZE] mod n.

A partir de esta observacion es facil verificar que la subélgebra O(A?)" tiene como base
como espacio vectorial al conjunto

{xixé :i,j €Np,i=j modn}
y que estd generada como &lgebra por sus tres elementos
x7, X1X2, xy. (8)

En particular, esta dlgebra O(A?)C es finitamente generada: la Proposicién 1.12.12 nos
dice que existe un cociente de A2 por G en Aff.

Consideremos el algebra de polinomios kyi,y2,¥3] v €l morfismo de &lgebras
¢ k[y1,y2,y3] — O(A?)C tal que

P(y1) = x7, P(y2) = x1x2, P(y3) =

Como los tres elementos de (8) generan O(A?)¢, este morfismo ¢ es sobreyectivo. El
elemento i = y1y3 — y} pertenece al ideal I = ker ¢. Mostremos que, de hecho, I = (h).
Sea f un elemento de I. Como vy = y1y2 mod I, todo monomio yﬁyéyé del
algebra k[y1, y2, y3] es congruente médulo I con otro en el que y, aparece con potencia
menor que n. Podemos escribir a f entonces en la forma
f=Y ajyivhys+u ()

1,k>0
0<j<n

con u € (h) y, por supuesto, la suma finita. La imagen de f por ¢ es entonces

ni—+ nk+
= ) ajx] Ttk = g, (10)
1,k>0
0<j<n

Es inmediato verificar que
sii,j,k',k' >0y 0 <j,j < nson tales que (ni+ jnk+j) = (ni' +j,nk' +j),

entoncesi =1i',j=jyk=1K,

y esto implica que en la suma de (10) los sumandos son miltiplos de monomios distintos
dos a dos y, en consecuencia, que cada uno de los coeficientes debe anularse. Volviendo
a la igualdad (9), vemos que f € (h) y, en definitiva, I = (h), como queriamos.
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El morfismo f induce, por lo tanto, un isomorfismo

5. k[y1,y2, 3] L O(A2)C,
(y1ys — v3)

Es inmediato, entonces, que O(A2)C es un dlgebra isomorfa a O(Y), con Y la variedad
afin Y = Z(y1y5 — y4) C A3. Més atin, la composiciéon

k[y1/y2/y3] ¢ O(AZ)G . O(Az)
(11y3 —y3)

se corresponde con el morfismo

7 (p1,p2) € A*— (pl, prp2p5) €Y,

que es, por lo tanto, un cociente de A% por G en Aff. |

1.12.14. Ejemplo. Sea n € N y consideremos el grupo simétrico S,, de grado n, esto es,
el grupo de todas las permutaciones del conjunto [n] = {1,...,n}. Hay una accién
m: Sy — Autag(A") que para cada o € S, tiene

My . (pl,...,pn) cA" — (pa—l(l),...,pa—l(n)> e A",

La correspondiente accién m* : S, — Autpom, (O(A")) de S, sobre el dlgebra O(A"),
a la que identificamos con k[x1, ..., x,], tiene para cada ¢ € S, al morfismo

m s O(A") — O(A")

tal que my(x;) = x,(;) para cada i € [n]. La subdlgebra O(A™)5 es, por lo tanto, la
de los polinomios simétricos de k[xy, ..., x,]|. El llamado Teorema Fundamental de las
Funciones Simétricas nos dice que esta subdalgebra esta generada como &lgebra por los
n polinomios simétricos elementales

51, S2, .-+, Sn

definidos, para cada k € [n], por

S = Z Xip w0 Xy

1< <ip<---<ip<n

Ese teorema afirma ademads que estos 1 polinomios simétricos son algebraicamente
independientes sobre k de manera que el morfismo de algebras

pkyi, ...,y = Kk[s1,...,5,] = O(A™)>
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tal que p(y;) = s; para cada i € [n] es un isomorfismo. Ahora bien, como O(A")
es finitamente generada, la Proposicién 1.12.12 nos dice que hay un cociente de A"
por S, en Aff. Mas atin, como el morfismo de algebras p es un isomorfismo, que el
correspondiente morfismo de variedades 7 : A" — A" de Aff, que tiene

ﬂ(pl:- . -/le) - (Sl(plr- . -an)z- . ~/Sn(P11- . ~/pn))
para cada (p1,...,pn) € A", es un cociente de A" por S, en Aff. Notemos que el
cociente de A" por esta accién de S, es de vuelta A": esto es algo muy excepcional —

esto es un caso particular del celebrado teorema de Chevalley—Shephard-Todd.
[

1.12.15. Ejemplo. Sea k* ahora el grupo multiplicativo del cuerpo k, fijemos n € Ny
consideremos la accion m : k* — Autag(A") de G sobre A" que para cada A € k*
tiene

my: (p1,...,pn) € A" — (Ap1, ..., Apy) € A"
La correspondiente accién m* : k* — Autpom, (O(A")) de k* sobre el dlgebra O(A"),
tiene, para cada A € k*, el morfismo m} : O(A") — O(A") tal que m?}(x;) = A~ 1x;
para cada i € [n].
Sea f un elemento de O(A"). Existen d € Ny polinomios homogéneos fy, ..., fi de

grados 0, ..., d, respectivamente, tales que f = fo + --- + f;, y entonces para cada
A € k* tenemos que

my(f) = fo+ A AHA 2+ H AT
Se sigue de esto que f pertenece a la subélgebra de invariantes O(A")*" si y solamente
si

fotfitfot-tfi=fotr AT AFA o d AT,

para todo A € k* y, como dos polinomios son iguales si y solamente si tienen compo-
nentes homogéneas correspondientes iguales, esto ocurre si y solamente si

fi =A7'f; paracadai€ {0,...,d} y cada A € k*.
Como k* tiene mdas que un elemento, esto implica inmediatamente que f pertenece
a O(A")¥" siy solamente si f € k, esto es, que

O(A"M¥ =k.
Esta subdlgebra de invariantes es evidentemente finitamente generada, asi que hay
un cociente de A" por esta acciéon de k* en Aff. Mds atin, si 77 : A" — X es un tal

cociente, tenemos que O(X) = k y, por supuesto, esto implica que X tiene exactamente
un punto. |
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1.12.16. En los tres ejemplos que acabamos de ver, tenemos una accién de un grupo G
sobre una variedad afin X y la subélgebra de invariantes O(X)® de O(X) es finitamente
generada: eso implica, de acuerdo a la Proposicién 1.12.12, que existe un cociente
m: X — Y de X por Y y que el morfismo de Domg, correspondiente a 77 es la
composicion O(Y) — O(X)¢ — O(Y) de un isomorfismo O(Y) = O(X)C con la
inclusiéon O(X)¢ — O(X).

Esto podria motivar la idea optimista de que siempre, en esa situacién, la subdlgebra
de invariantes O(X)C es finitamente generada. Esto no es cierto. Masayoshi Nagata, en
su trabajo [Nag1960] sobre el 14° problema de Hilbert —que, en particular, resolvié este
problema— exhibié un ejemplo de una accién de un grupo G sobre una variedad afin X
tal que el dlgebra O(X)® no es finitamente generada. En su ejemplo, la variedad X es
A%, el espacio afin de dimensién 32 sobre un cuerpo k adecuadamente elegido, pero
hoy hay ejemplos de esto mucho més chicos.

El problema de encontrar condiciones sobre el grupo G, la variedad X y la accién
de G sobre X que garanticen que la subdlgebra de invariantes O(X)® sea finitamente
generada ha sido central en geometria, teoria de invariantes y teoria de representaciones
a lo largo de més de un siglo y el inmenso cuerpo de teoria construido alrededor de él
es sin duda uno de los mas bellos de la matematica.

Terminaremos esta seccién dando un ejemplo de un resultado general en esta
direccion, interesante e si mismo y de enorme importancia histérica. El Teorema ?? que
probaremos abajo fue probado por David Hilbert y es la motivacién original para su
teorema que afirma que los anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo son
noetherianos.

1.12.17. Fijemos n € N y un subgrupo G de GL,(k), y consideremos la accién natural
m:G— AUtAff(An)

de G sobre el espacio afin A™: si ¢ = (g;;) es un elemento de G, entonces el morfismo 1,
es

mg: (p1,...,pn) € A" — (Zgj,lpi,...,zgj,npi> € A",
j=1 j=1

La accién inducida m* : G — Autpom, (O(A")) es tal quesig € G, g7 = (g") y
k € [n], entonces

n
”
mg(xy) = Z;g] Xj.
]:
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1.12.18. Si R es un anillo y S un subanillo de R, una funcién p : R — S es un operador
de Reynolds si es S-lineal y p(s) = s para todo s € S. Una situacién importante en la
que existen operadores de Reynolds es la siguiente:

Lema. Sea G un grupo, sea R un anillo y supongamos que G actiia sobre R. Si G es finito y su
orden |G| es inversible en R, entonces la funcion p : R — RS que para cada r € R tiene

1’ ’G’ng

geG

es un operador de Reynolds.

Demostracion. Sir € Ry s € R®, entonces mg(s) = s para todo g € Gy, por lo tanto,

p(sr) g (sr) m sm
rc|g§; 3 |G|g§G (Es(r) = 17 I ol
m p(r),
s Jor E sl
asi que p es S-lineal. Por otro lado, si s € R®, entonces
p(s) Y mg(s Y s=s.
|G| gEG ’G| geG
Esto prueba el lema. O

1.12.19. Cuando hay un operador de Reynolds para una inclusién de anillos S C R,
podemos transferir informacién de un anillo al otro. Un ejemplo de eso que nos interesa
es:

Proposicién. Sea R un anillo, S un subanillo de Ry p : R — S un operador de Reynolds.
(1) SiIesunideal de S, entonces RINS = 1.
(i1) Si R es noetheriano, entonces S también lo es.

Recordemos que RI denota el ideal de R generado por los productos ri con r € R
eic L
Demostracién. (i) Es claro que I C RIN S. Supongamos, por otro lado, que x € RINS,
de maneraque x € Syhayry, ..., 1, €R,s1,...,5, € I tales que x = Y /" ; r;5;. Como
p es un operador de Reynolds, tenemos que

v=p(x) = Lp(rs) = Ysplr) €

i=1
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(if) Supongamos que R es noetheriano y sea I; C I, C I3 C - - - una cadena creciente
de ideales de I. Es claro que RI; C Rl € RI3 C --- es una cadena creciente de ideales
de R, asi que la hipétesis sobre R implica que existe t € Ny tal que RI; = RI;;; para
todo i > 0y, por lo tanto, de acuerdo a la primera parte, tenemos que

I, =RLNS=RLyNS =Ly,

para cada i > 0. Asfi, el anillo S es noetheriano. ]

1.12.20. Podemos ahora probar el teorema que buscamos:

Teorema. Sea G un subgrupo de GL, (k) y consideremos la accién natural de G sobre el
dlgebra R = Kk[xy, ..., x| descripta en 1.12.17. Si existe un operador de Reynolds p : R — RC,
entonces el dlgebra RC es finitamente generada.

Demostracién. Para cada d € Ny sea R, el subespacio de R generado por los polinomios
homogéneos de grado d. Tenemos que

R = EB Ry (11)
y es claro que Rg =k, R; es el subespacio generado por las variables x, ..., x,, y para
cada d > 1 el subespacio R, coincide con (R;)“, el subespacio de R generado por todos
los productos de d elementos de R;.
Si g € G, entonces la forma de la accion de G sobre R implica inmediatamente que
mg(Rl) = R; y entonces, como la accién es por automorfismos de algebras, que para
cadad > 0es

mg(Rq) = mg((R1)?) = (mg(Ry1))" = (R1)' = Ry

Vemos de esta forma que la accién de G sobre R preserva la descomposicién en suma
directa (11) y, como consecuencia de esto, que

RC = EPRY,
d>0
con RG = {r € R; : my(r) = 0 para cada g € G}.

Consideremos el subespacio R¢ = @y-9R§ de RC. Se trata claramente de un
ideal. Como el dlgebra R es noetheriana y hay por hipétesis un operador de Reynolds
p: R — RC, la Proposicién 1.12.19 nos dice que la subdlgebra R® es noetheriana: en
particular, el ideal RJGr es finitamente generado.

TERMINAR O
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1.12.21. Corolario. Sea G un subgrupo de GL,, (k) y consideremos la accion natural de G sobre
el dlgebra R = Kk[xq,...,xy] descripta en 1.12.17. Si G es finito y su orden |G| es inversible
en k, entonces el dlgebra de invariantes R es finitamente generada.

Demostracion. TERMINAR O

§1.13. Normalizacion

1.13.1. Lema. Sea K un cuerpo infinito. Si f € K[xy,...,x4] es un polinomio no nulo de
grado N, entonces existen escalares ay, ..., a;—1 y b en K tales que el polinomio

bf(x1+a1xg,..., %41 + A4-1X4,Xg),

visto como elemento de K[x, . ..,x4_1][x1], es ménico de grado d.

Demostracion. Podemos escribir

f(xl,...,xd) = Z C,XXD(.

weN?
la| <N

Siay,...,a4-1 € K, entonces expandiendo las potencias gracias al la férmula de Newton
vemos inmediatamente que

flxr+axg, ..., x5-1 +a4-1x4,%4)

= Y ca(x+axg)™ - (g1 + agyxg) !
xeNg
la| <N

o Lo N
= ( )3 C"‘all"'adll>xd +8
weNG
|a|=N

con g un elemento de K[x,...,x;_1]|[x4] de grado menor que N.
Ahora bien, como f tiene grado N y no es nulo, el polinomio

N = Z Cax®
aeNg
la|=N

no es nulo. Existe entonces, porque el cuerpo K es infinito, un punto (b, ...,by) € k?
tal que fn(by,...,bs) # 0. Si by # 0, entonces como fy es homogéneo de grado N
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tenemos que
by bi—1
— e, 1] >
fN<bd/ /bd/>_0
Ul

1.13.2. Proposicién. Sea A un dlgebra finitamente generada. Existen d > 0 y elementos
Yi, ..., Yq de A algebraicamente independientes tales que A es entera sobre su subdlgebra

k[y1, ...,y

Demostracién. Existen subconjuntos finitos S de A tales que A es entera sobre su
subdlgebra [S]; por ejemplo, cualquier conjunto finito S que genere a A como algebra
tiene esa propiedad. Elijamos un tal conjunto S de cardinal minimo, sea d ese cardinal
y sean Y1, ..., Y4 los elementos de S. Para probar la proposicién es suficiente que
mostremos que estos d elementos de A son algebraicamente independientes.

Para ello, supongamos que, por el contrario, esos elementos son algebraicamente
dependientes, y sea f € k[Xj, ..., X;] un polinomio tal que f(y1,...,y4) =0en A. O

1.13.3. Proposicion. Sea A un dlgebra integra y finitamente generada, sea K el cuerpo de
fracciones de A. Si L/K es una extension finita de cuerpos y B es la clausura integra de A en L,
entonces B es un A-mddulo finitamente generado.



Referencias

[Nag1960] Masayoshi Nagata, On the fourteenth problem of Hilbert, Proc. Internat. Congress Math. 1958,
Cambridge Univ. Press, New York, 1960, pp. 459—462. MR0116056

59


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0116056

	Variedades afines
	Funciones polinomiales
	La topología de Zariski
	El Nullstellensatz
	La correspondencia entre ideales y conjuntos cerrados
	Inducción noetheriana
	Conjuntos irreducibles
	Variedades cuasi-afines y funciones regulares
	Morfismos
	Anillos locales
	El cuerpo de funciones racionales
	Una equivalencia de categorías
	Cocientes
	Normalización


