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Capitulol

Algebrasdelie

§1. Algebras, subalgebras e ideales

Recordamos las nociones de subdlgebras e ideales de un dlgebra de Lie, sus propiedades bdsicas,
la construccion de dlgebras cocientes y los dos primeros teoremas de isomorfismo, y terminamos
con la definicion de extensiones de dlgebras de Lie.

1.1.1. Sea L un algebra de Lie. Si S y T son subespacios de L, escribimos [, T] al subespacio de L
generado por el conjunto {[x, y]: x € S, y € T}. Es facil ver que si S, T, T’ son subespacios de L,
entonces

[S,T]=[T,S],
[S,T+T']=[S, T]+[S, T'],
ScT = [S,T]c

1.1.2. Sea L un algebra de Lie e I un subespacio de L. Decimos que I es una subdlgebra de L, y
escribimos I < L, si [I,I] ¢ I. Por otro lado, decimos que I es un ideal de L, y escribimos I < L,
si [L,I] ¢ I. Se sigue inmediatamente de estas definiciones que todo ideal de L es una subalgebra.

El centro de L es el conjunto 3(L) = {x € L: [x,L] = 0}. Es claro que se trata de un ideal de L.
Decimos que L es abeliana si [L, L] = 0; en ese caso todo subespacio de L es un ideal y 3(L) = L.

1.1.3. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie.
(i) La interseccion de una familia de subdlgebras o ideales de L es una subdlgebra o un ideal,
respectivamente.
(ii) Silesunideal de L y K una subdlgebra, entonces I + K es una subdlgebra de L.
(iif) Si Iy ] son ideales de L, entonces I + ] es un ideal de L.
(iv) SiZ es una familia de ideales de L, entonces la suma Y. .7 I es un ideal de L.

Demostracién. La primera parte es inmediata. Si I y K son un ideal y una subdlgebra de L,



respectivamente, entonces
[[+K,I+K]=[LI]+[I,K]+[K,I]+[K,K]cI+K,

ya que los tres primeros sumandos estan contenidos en I porque I es un ideal y el cuarto esta
contenido en K porque K es una subalgebra. Esto prueba (ii).

Para ver (iii), sean I y ] dos ideales de L. Entonces [L, [+]] € [L,I]+[L,]] € I+], precisamente
porque Iy J son ideales, y entonces I + ] es un ideal de L.

Finalmente, sea Z una familia arbitraria de ideales de L y sea J = Y.jc7 I susuma. Six € L
e y € ], entonces existen n > 0 eideales I ..., I,, € 7 tales que y € 3.7, I; y —como gracias a (iii) y
a una induccion evidente esta ultima suma Y7, I; es un ideal de L— tenemos que

n n

[x,y] € [L,ZI,‘] c ZL’ cJ.
i=1 i=1

Esto implica que [L, J] € J 'y, por lo tanto, que J es un ideal de L. d
1.1.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie y sea I un ideal de L. Existe una tinica estructura de dlge-

bra de Lie sobre el espacio vectorial cociente L|I tal que la proyeccion candnican : x € L — x+I1 € L]1
es un morfismo de dlgebras de Lie.

Siempre que consideremos a un cociente de un algebra de Lie por uno de sus ideales como
algebra de Lie sera con respecto a la estructura que describe esta proposicion.

Demostracién. Six,x’,y,y € Lsontalesquex—x €Iey—y' €I, entonces [x,y]+I=[x",y]+]I,
ya que
[ y] = [y ] =[x =o'yl + ¥y -y Te [LL] + [LI] € 1

porque I es un ideal. Existe entonces una funcién [, -] : L/I x L/T — L/I tal que para cada
x,y € Lvale que [x + I,y +I] = [x, y] + I. Esta funcidn es anti-simétrica y satisface la condicién
de Jacobi: si x, y, z € L, entonces

[x+Ly+I]=[x,y]+1=~[y,x]+I==([y,x]+1)=—[y+Lx+1]

[x+L[y+Lz+I]]+[[y+L[z+Lx+I]]+[z+L[x+Ly+1I]]
=[x ell+ D lex]] + [z [xy]]+1=1

Esto significa que [—, -] hace de L/I un algebra de Lie. Si 77 : L — L/I es la proyeccion canonica,
entonces para cada x, y € L tenemos que

n(lxy]) = oyl +1=[x+ Ly+I] = [7(x), n(y)],

asi que 7 es un morfismo de élgebras de Lie. Finalmente, si [—, =] es otra estructura de algebra de
Lie sobre L/I que hace que la proyeccién candnica 7 sea un morfismo de dlgebras, tenemos que
para todo x, y € L vale que

[x+ Ly +1I]" = [m(x), n(y)] = m([x, y]) = [7(x), m(p)] = [x + Ly + 1],



de manera que, de hecho, [-,-]" = [-, -]. O

1.1.5. Proposicion. Sea f : L — L' un morfismo de dlgebras de Lie. El niicleo ker f es un ideal de L,
la imagen im f es una subdlgebra de L' y la funcién lineal f : x + ker f € L/ ker f — f(x) €im f es
un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracién. Six € Le y € ker f, entonces f([x, y]) = [f(x), f(¥)] = [f(x),0] = 0, de manera
que [x, y] € ker f: esto nos dice que [L, ker f] ¢
de L.
Por otro lado, si u, v € im f, de manera que existen x, y € L tales que f(x) =uy f(y) = v,
entonces [u,v] = [f(x), f(¥)] = f([x, y]) € im f: vemos asi que im f es una subalgebra de L'.
Sabemos del 4lgebra lineal que la funcién f : L/ ker f — im f tal que f(x +I) = f(x) para

ker f y, en consecuencia, que ker f es un ideal

todo x € L es lineal y que se trata de un isomorfismo. Para completar la prueba de la proposicién,
entonces, basta mostrar que se trata de un morfismo de algebras de Lie y esto sigue de un calculo
directo: si x, y € L, entonces

flx+Ly+1]) = f([xy]+ 1) = f([x, y]) + T = [f(x), f(y)] +1
=[f(x)+Lf(y) +I] = [f(x+ 1), f(y + D)]. O

1.1.6. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Si I es un ideal de L y K una subdlgebra de L, entonces
Tesunideal de I+ K, I n K es un ideal de K y la funcién

I+K

x+INnKe —>x+1e€

es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Sean Iy K un ideal y una subalgebra de L, respectivamente. Como
[I+K,I]c[LI]cI

porque I es un ideal de L, vemos que I es un ideal de I + K. Por otro lado, [K,InK] € [K,K] ¢ K,
porque I N K ¢ Ky K es una subdlgebra, y [K,I n K] ¢ [L,I] ¢ I, porque I es un ideal de L, asi
que, de hecho, [K,INn K] € InK, esto es, I N K es un ideal de K.

Esto prueba las dos primeras afirmaciones del enunciado. Sabemos del algebra lineal que hay
una funcién f: H/INK - (I+K)/Italque f(x + InK) = f(x) + I para todo x € K y que se
trata de un isomorfismo de espacios vectoriales. Queda solamente entonces mostrar que se trata
de un morfismo de dlgebras de Lie y eso es inmediato. O

1.1.7. Una extension de algebras de Lie es una sucesion exacta corta

0 N AN SN e > 0 (1)

en la que I, L y K son algebras de Lie y las funciones lineales f y g son morfismos de algebras de
Lie. Es claro que en esa situacion se tiene necesariamente que la imagen de f es un ideal de L.



La extension es central si ese ideal im f estd contenido en el centro de L; es ese caso I es un ideal
abeliano.

Decimos que un algebra de Lie L se obtiene por extension a partir de un algebra K por otra I
si existe una extension de algebras de Lie como (1).

§2. Algebras nilpotentes

Definimos qué es un dlgebra nilpotente. Damos el ejemplo del dligebra de matrices estrictamente
triangulares superiores y el de las dlgebras nilpotentes de endomorfismos de un espacio vectorial
asociadas a banderas de subespacios. Mostramos que el centro de un dlgebra nilpotente es
no trivial y que una extension central de un dlgebra nilpotente es nilpotente. Terminamos
mostrando que la clase de dlgebras nilpotentes es la mds chica cerrada por extensiones centrales
que contiene a las abelianas.

1.2.1. Si L es un élgebra de Lie, definimos una sucesién de subespacios (L?);s; de L, la cadena
central descendente, poniendo L' = Ly L' = [L!, L] para cada i > L.

1.2.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Para todo i > 1 el subespacio L' es un ideal de L y la
sucesion (L)1 es decreciente, esto es,

L=L'21*21%2..

Demostracién. Es claro que L! es un ideal de L. Supongamos ahora que i > 1 e inductivamente
que L' es un ideal de L. Para ver que [L, L'*!], que es igual a [L, [L, L']], est4 contenido en L'*},
es suficiente que mostremos que si x, y € L'y z € L', entonces [x, [y, z]] € L'*.. Pero en ese caso
tenemos que

[, [y,2]] = [0 y). 2] + [y [ 2]] € [L, L] + [L, [L, L] € L™+ [L, L] = L™,

usando en la primera inclusién que L’ es un ideal de L y en la tltima igualdad la definicién de L',
Concluimos asi que L’ es un ideal de L para todo i > 1y, en particular, que si i > 1 se tiene que
L1 =[L,L'] c L'. La sucesién de ideales (L);5; es por lo tanto decreciente. O

1.2.3. Un dlgebra de Lie es nilpotente si existe n > 0 tal que L™*! = 0 y en ese caso el menor entero n
con esa propiedad es el indice de nilpotencia de L. Un algebra de Lie es nilpotente de indice 0 si 'y
sélo si es nula, y es nilpotente de indice 1 si y solo si es abeliana. En general, podemos considerar a
la condicion de nilpotencia como una forma débil de la de ser abeliana.

1.2.4. Proposicion. Un digebra de Lie L es nilpotente si y solamente si existe n > 0 tal que para toda
eleccion de xy, ..., x, € L la funcién lineal ad(x;) o -+- o ad(x,) : L — L es nula. Cuando ese es el
caso, se tiene en particular que para todo x € L la funcién lineal ad(x) : L — L es nilpotente.

Demostracion. Esto es consecuencia de la observacién de que para todo i > 0 el subespacio L
de L es el generado por los elementos de la forma (ad(x;)o---oad(xx))(y) conxy, ..., x;, y€ L. O



1.2.5. El ejemplo mas importante de algebra de Lie nilpotente es el dado por la siguiente proposi-
cién:

Proposicion. Sea n > 1. El conjunto n,(k) de las matrices A € gl, (k) que son estrictamente
triangulares superiores es una subdlgebra nilpotente de g, (k).

Demostracion. Es claro que n, (k) es un subespacio de gl,(k). Una matriz A = (a; ;) de gl, (k)
es un elemento de n, (k) si y solamente si a; ; = 0 siempre que j < i + 1, y cuando ese es el caso
tiene sentido considerar el mayor elemento d(A) de {1,...,n -1} tal que a;,; = 0 siempre que
j<i+d(A).Esclaro que d(A) = n —1siy solamente si A = 0, y que para cada A, B € n, (k) se
tiene que

d(A+ B) >min{d(A),d(B)}. (2)
Por otro lado, afirmamos que
si A y B son elementos de n,,(k), entonces d(AB) > d(A) + d(B). (3)

En efecto, sean A = (a; j) y B = (b; j) dos elementos de n,, (k) y sean i, j € {1,...,n} tales que
j<i+d(A)+d(B).Paracadake{l,...,n} setieneque k <i+d(A)oquej<k+d(A),asi
que cada sumando en la suma Y}, a; x by j se anula: esto nos dice que la componente (i, j)-ésima
del producto AB es nula y, por lo tanto, que d(AB) > d(A) + d(B).

Una consecuencia inmediata de (2) y (3) es que

si A y B son elementos de n,,(k), entonces d([ A, B]) > d(A) + d(B). (4)

En particular, si Ay B son elementos de n, (k), esto nos dice que d([A, B]) > 1, de manera que
[A,B] € n,(k): el subespacio n, (k) es por lo tanto una subélgebra de gl, (k). Por otro lado,
tenemos que

sii>1yAeny,(k)!, entonces d(A) > i. (5)

Probémoslo haciendo induccién sobre i, notando que ya sabemos que es cierto si i = 1. Supon-
gamos entonces que i > 1y que d(A) > i para todo A € n,(k)’. En ese caso, si A € n,(k)y
B e n,(k)’, nuestra observacién (4) nos dice que d([A, B]) > i +1: vemos asi que la funcién d
toma valores mayores iguales que i + 1 sobre un conjunto generador del espacio n, (k)" y, en
vista de (2), que d(A) > i + 1 para todo elemento A de 1, (k)"*.

Se sigue de (5) que d(A) > nsi A € n, (k)" y, como observamos al principio, esto implica
que el unico elemento de n, (k) es la matriz nula: concluimos de esta forma que n,(k)"” =0y,
en definitiva, que el dlgebra de Lie n, (k) es nilpotente. O]

1.2.6. Podemos generalizar el ejemplo de la Proposicién 1.2.5. Si V' es un espacio vectorial, una
bandera es una secuencia finita (V;)", de subespaciosde V talque0=Vy ¢ Vi ¢ -- ¢ V;,, = V.

Proposicion. Sea V un espacio vectorial no nulo y sea F = (V;)I*, una bandera. El conjunto n(F)
de todas las funciones lineales f : V — V tales que f(V;) € Vi_y paracadai € {1,...,m} es una
subdlgebra de Lie nilpotente de gl( V).



Demostracién. Es claro que n(F) es un subespacio de gl(V). Por comodidad, pongamos V; = 0
si i es un entero negativo. Para cada f € n(F) ponemos

d(f)=sup{deN: f(V;)c V;_yparacadaie{l,...,m}},

haciendo la convencion de que d(f) = oo si D(f) no es acotado; notemos que esto tiene sentido,
ya que el conjunto cuyo supremo estamos tomando no es vacio: contiene a 1. Es inmediato verificar
que

o paratodo f € n(F) setiene que d(f) >1yque d(f) > m siy solamente f = 0,y que

o siempre que f, g € n(F) se tiene que d(f o g) > d(f) + d(g), de manera que en particular

d([f.g]) > d(f) +d(g).

Esta tltima observacion implica, por un lado, que n(F) es una subalgebra de gl(V') y, por otro,
gracias una induccion evidente, que

e sin>1y fen(F)" entonces d(f) > n.
De todo esto se sigue que n(F)™ = 0, ya que d(f) > m para todo f € n(F)™: vemos asi que n(F)
es un algebra de Lie nilpotente. O]

1.2.7. La siguiente observacién es una consecuencia casi inmediata de la definicion:
Proposicion. El centro de un dlgebra de Lie nilpotente es no trivial.

Demostracion. Sea L un élgebra de Lie nilpotente de indice de nilpotencia #n, de manera que
L"#0y[L,L"] = L™ = 0. Es claro que el centro de L contiene a L", asi que no es el subespacio
nulo. O

1.2.8. Proposicion. Si L es un dlgebra de Lie nilpotente e I es un ideal de L, entonces tanto I como el
cociente L/1 son dlgebras de Lie nilpotentes.

Demostracién. Sea 7 : L — /I la proyeccién canonica. Es inmediato verificar inductivamente
queI' ¢ L'y que (L/I)" = n(L") paratodo i > 1, y la afirmacién de la proposicion es consecuencia
directa de esto. O

1.2.9. No es cierta la implicacidn reciproca a la de la Proposicion 1.2.8. Veamos un ejemplo de

esto: sea s el algebra que como espacio vectorial esta libremente generado por dos elementos x e y

y en la que [x, y] = x. El subespacio I = (x) es un ideal de s. Como tanto I como el cociente s/I

son algebras de Lie de dimension 1, ambos son dlgebras abelianas y, por lo tanto, nilpotentes. Sin

embargo, el dlgebra 5 no es nilpotente: en efecto, es inmediato verificar que 5° = I para todo i > 2.
Vale, de todas formas, el siguiente caso particular:

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Si el cociente L/3(L) es nilpotente, entonces L es nilpotente.

Demostracién. Supongamos que el cociente L/3(L) es nilpotente y sea 7 : L - L/3(L) la pro-
yeccion canénica. Para cada i > 0 se tiene que (L/3(L))" = n(L"), asi que existe n > 0 tal que
(L") = (L/3(L))"™ = 0, y esto implica que L"*! ¢ 3(L). Entonces

L™= [L, L") ¢ [L,3(L)] =0

y vemos que L misma es nilpotente, como queremos. O



1.2.10. Este resultado nos permite caracterizar la clase de las dlgebras nilpotentes en términos de
extensiones:

Proposicion. Un dlgebra de Lie L de dimension finita es nilpotente si y solamente si puede obtenerse
a partir de dlgebras de Lie abelianas por extensiones centrales, esto es, si existen n > 0, dlgebras de
Lie Ly, ..., Ly, ideales centrales I, ..., I, de Ly, ..., Ly, respectivamente, y extensiones centrales de

dlgebras de Lie
0 > I; © > Liy > L; > 0
una para cada i € {1,...,n}, de manera tal que Ly es abeliana y L, = L.

Demostracion. Sea L un élgebra de Lie de dimension finita, y supongamos primero que L puede
obtenerse a partir de algebras de Lie abelianas por extensiones centrales, como en el enunciado.
Para ver que L es nilpotente bastara que mostremos que cada una de las algebras L, ..., L, es
nilpotente, ya que L = L,. Que Ly es nilpotente es claro, ya que es abeliana.

Sea entonces i € {0, ..., n — 1} y supongamos inductivamente que L; es nilpotente. Como el
ideal I;,; de L;,; est contenido en 3(L;,;), el subespacio 3(L;11)/I;11 esunidealde L;11/I;41y
tenemos un isomorfismo de dlgebras de Lie

Li+1 ~ Li+1/1i+1
3(Lin1)  3(Liv1)/Tin

y como Li1/Ii11 2 L; es nilpotente, esto implica —de acuerdo a la Proposicion 1.2.9— que el

algebra L;,; es nilpotente.

Para probar ahora la necesidad de la condiciéon que da la proposicion, supongamos que L es
nilpotente y hagamos induccién con respecto a la dimension de L. Si dim L = 0, no hay nada que
probar. Supongamos entonces que L es un algebra de Lie de dimensidn finita y positiva. En ese
caso sabemos que el centro 3(L) de L es no trivial, y tenemos una extension central

0 > 3(L) —— L » L/3(L) —— 0

Como el cociente L/3(L) es nilpotente y tiene dimension estrictamente menor que la de L, se
le aplica la hipdtesis inductiva: puede obtenerse a partir de dlgebras de Lie abelianas haciendo
extensiones centrales. Claramente esto prueba que lo mismo es cierto de L. O



§3. Algebras solubles

Definimos qué es un dlgebra de Lie soluble. Mostramos que un dlgebra nilpotente es solu-
ble, que la clase de dlgebras solubles es cerrada por subdlgebras, cocientes y extensiones, y la
caracterizamos en términos de extensiones. Damos el ejemplo de las dlgebras de matrices
triangulares y de las dlgebras de endomorfismos de un espacio vectorial que preservan una
bandera completa.

1.3.1. Sea L un 4lgebra de Lie. Definimos una segunda sucesion (L), de subespacios de L, la
serie derivada de L, poniendo L(®) = Ly LU*Y = [L() L()] para cada i > 0.

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Para todo i > 0 el subespacio L") es una subdlgebra de L y el
subespacio LY es un ideal de L(). La sucesién (L)) ;s es descendente, esto es,

L=1©®>10 512 5.

Demostracion. Es evidente que L™ = [L, L] es un ideal de L, y se sigue de esto inmediatamente
que LU es un ideal de L() para todo i > 0 en vista de la forma en que se construye la serie
derivada. De eso se siguen todas las afirmaciones de la proposicion. O]

1.3.2. Un élgebra de Lie L es soluble si existe n > 0 tal que L("*) = 0 y en ese caso el menor
entero n con esta propiedad es la longitud soluble de L. Por otro lado, L es perfectasi[L,L] = L.

1.3.3. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie.
(i) Si L es soluble y no nula, entonces LY es un ideal propio de L.
(i) Si L tiene dimension finita, entonces existe ng > 0 tal que (") = (n0) para todo n > ng
y L) es un dglgebra perfecta.

Demostracién. (i) Si L@ = L, entonces claramente LM - para todo n > 0y, por lo tanto, la
unica forma en que L puede ser soluble es que sea nula.

(ii) Supongamos que L tiene dimension finita. Como la serie derivada (L) 150 es decreciente,
la sucesién de enteros no-negativos (dim L(M),50 es decreciente ¥, por lo tanto, existe ng > 0
tal que dim L™ = dim L") para todo n > ny. Como L(" ¢ L(") para todo n > ny, esto
implica, por supuesto, que de hecho L(") = L("0) para todo n > no. En particular, tenemos que
[LO0), L(m0)] = [(mo+]) = [ (n0) y [ (#0) eg un 4lgebra perfecta. O

1.3.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie.

(i) Para todo n, m > 1 se tiene que [L™,L"] < L™*".
(ii) Para todo n, m > 0 se tiene que (L(™)(n) = [ (m+n),
(iii) Para todo n > 0 se tiene que LM cr?”,

(iv) Si L es nilpotente, entonces es soluble.

Demostracion. (i) Procedemos por induccion con respecto a n. Cuando n = 1, para todo m > 1
vale [L™, L] ¢ L™"! simplemente por la definicién de L™*!. Por otro lado, si n > 1y suponemos
que [L™,L"] € L"™*" para todo m > 1, entonces

(L™, L") = [L™, [L,L"]] € [[L"™, L], L"] + [L,[L™, L"]] € [L™*", L"] + [L, L™*"]



c Lm+n+1 + Lm+n+1 — Lm+n+1
y esto completa la induccién.

(ii) Cuando 7 = 0, para todo m > 0 tenemos que (L{"™)(®) = L") por la forma en que defini-
mos el lado izquierdo de la igualdad. Por otro lado, si # > 0y suponemos que (L(™))(") = [ (m+n)
para todo m > 0, entonces

(L(m))(rH—l) _ [(L(m))(n), (L(m))(n)] _ [L(m+n),L(m+n):| _ L(m+n+1)

para cada m > 0. Esto prueba (if).
(iii) Como L(® = I = L' = I?°, la inclusién que queremos probar vale si n = 0, y si vale para
algiin entero no-negativo #, entonces como

L(n+1) _ [L(n),L(n)] c [LG’LG] c L2n+2" _ L2n+1’
usando para la segunda inclusion lo que ya probamos en (i).
(iv) Si L es nilpotente, de manera que existe n > 1 tal que L>" = 0, entonces el ideal L"), que
esta contenido en L2 de acuerdo a la parte (iii) de la proposicién, es nulo: esto nos dice que L es
soluble. O]

1.3.5. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie.
(i) Si L es soluble, entonces toda subdlgebra y todo cociente de L es soluble.
(ii) Si I es un ideal de L y tanto I como el cociente LI son dlgebras de Lie solubles, entonces L es
soluble.

Demostracion. (i) Si K es una subalgebra de L, entonces es inmediato verificar que K(") ¢ L(")
para todo n > 0, asi que que K es soluble si L lo es. Por otro lado, si I esunidealde Lyn: L — L/I
es la proyeccion canénica al cociente, una induccion evidente muestra que (L/I)(™ = (L")
para todo n > 1y esto implica claramente que si L es soluble, entonces L/I también lo es,

(ii) Sea I un ideal de L y supongamos que I y L/I son dlgebras de Lie solubles. Existe entonces
m > 0 tal que (L)) = (L/I)(™) = 0, y esto significa que L™ esta contenido en I. Como I es
soluble y L(™ esuna subalgebra de I, la primera parte de la proposicion nos dice que existe m > 0
tal que L") = (LU™))(") = 0. Asi, L es un 4lgebra de Lie soluble, como querfamos probar. L[]

1.3.6. La clase de las algebras de Lie solubles admite una descripcion similar a la que dimos en la
Proposicidn 1.2.10 para las nilpotentes:

Proposicion. Un dlgebra de Lie L de dimension finita es soluble si y solamente si puede obtenerse a
partir de dlgebras de Lie abelianas por extensiones, esto es, si existen n > 0, dlgebras de Lie Ly, ..., Ly,
dlgebras de Lie abelianas Ay, ..., A, y extensiones de dlgebras de Lie

0 > Li1 © > L; > A > 0

una para cada i € {1,...,n}, de manera tal que Ly es abeliana y L, = L.



Demostracion. Si L es soluble de longitud soluble #, entonces tenemos extensiones
0 — L(n—i+l) SN L(n—i) SN L(n—i)/L(n—i+l) — 50

una para cada i € {0,...,n}, cada una de ellas con tercer término L("~") /L("~#*1) abeliano.
Podemos poner entonces L; = L") para cada i € {0,...,n} y A; = L") /L("="*) para cada
i €{l,...,n},yaqueel dlgebra Ly = L™ es abeliana.

Reciprocamente, si L puede ser obtenida a partir de algebras abelianas haciendo extensiones
como en el enunciado, una induccion evidente a partir de la Proposicién 1.3.5(ii) muestra que L es
un élgebra soluble. O]

1.3.7. La siguiente proposicion nos da el ejemplo mas importante de algebras de Lie solubles.

Proposicion. El subespacio t,,(k) de las matrices triangulares superiores de gl,, (k) es una subdlgebra
de Lie soluble y su dlgebra derivada t,(k)1) es el dlgebra n, (k) de las matrices estrictamente
triangulares superiores.

Demostracion. Sean A = (a;,j) y B = (b;,j) dos matrices triangulares superiores de gl,, (k), de
manera que a;,; = b; j = 0 siempre que 1< i < j < n. Si1< i < j< n, el coeficiente (i, j)-ésimo del
producto AB es

0, sii<j;

n
Z a; kb, j=
k=1

a,-,ibi,i, sii= ]

y esto implica inmediatamente que la matriz [ A, B] = AB— BA es estrictamente triangular superior.
Por un lado, esto nos dice que t, (k) es una subalgebra de Lie de g, (k). Por otro, nos dice que
su subdlgebra derivada t, (k)™ est4 contenida en el algebra n, (k) de las matrices estrictamente
triangulares superiores de la Proposicion 1.2.5. De acuerdo a la Proposicion 1.2.8, esta subélge-
bra t,,(k)® es por lo tanto nilpotente y, en vista de la Proposicién 1.3.4(iv), soluble. Si 7 > 0 es
tal que (t,(k)™)("*1) = 0, entonces t,, (k)("*2) = 0: esto nos dice que el algebra t, (k) misma es
soluble y prueba la primera afirmacién de la proposicion.

Veamos la segunda. Ya observamos que el algebra derivada t,, (k)" est4 contenida en n,, (k).
Paracadai, je{l,...,n} sea E; ;€ gl, (k) la matriz elemental (i, j)-ésima, cuyas entradas son
todas nulas salvo precisamente la (i, j)-ésima, que es igualal. Sil < i < j < n, entonces E; ; y E; j
estan en t, (k) y E;j = [Ei,;, Ei j] estd en t,(k)V: como el conjunto {E; j:1< i < j < n} genera
an, (k) como espacio vectorial, esto muestra que n, (k) ¢ t, (k)" y completa la prueba. O

1.3.8. Si V es un espacio vectorial de dimension finita, una bandera (V;)?_, en V es completa si

dimV; = iparacadaic{0,...,n}.

Corolario. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y sea F = (V;)'L, una bandera completa
en V. El conjunto t(F) de todas las funciones lineales f : V — V tales que f(V;) C V; para cada
i € {0,...,n} es una subdlgebra soluble de gl( V') y su dlgebra derivada t(F)® es nilpotente.
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Demostracién. Hay una base ordenada & = (my, ..., my) tal que para cada i € {0,...,n} el
conjunto {mj, ..., m;} es una base de V;. La funcién

¢: fet(F) ~ | flzealy(k)

es un morfismo de algebras de Lie inyectivo cuya imagen es la subdlgebra t, (k) de las matrices

triangulares superiores: el dlgebra t(F) es isomorfa a t, (k) y, por lo tanto, soluble. De la mis-
ma forma, el algebra derivada t(F)(®) es isomorfa al 4lgebra derivada t, (k)" y esta wltima es
nilpotente. O

84. El teorema de Lie

Describimos las representaciones de dimension 1 de un dlgebra de Lie y probamos el teorema de
Lie que afirma que las representaciones simples de un dlgebra soluble tienen todas dimension 1.
Mostramos que todo médulo de dimensién finita sobre un digebra de Lie soluble posee un
autovector comiin para todos los elementos del dlgebra y una bandera completa de submédulos.
Terminamos probando que un digebra de Lie soluble de dimension finita posee una bandera
completa de ideales y que su dlgebra derivada es nilpotente.

1.4.1. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie.
(i) Si M es un L-moédulo de dimension 1, entonces existe una funcion lineal A : L — k tal que

paracada x € Ly cadam e Mes x-m = A(x)m, y A se anula sobre L2,

(if) Reciprocamente, si A : L — k es una funcién lineal que se anula sobre L?, entonces existe
L-médulo M), que como espacio vectorial coincide con k y tal que x - m = A(x)m para todo
x € L ytodom e M,.

(iii) Sea A el subespacio de espacio dual L* de todas las funciones lineales L — k que se anulan
sobre L%, La familia M = (M) ep de L-médulos de dimension 1 es un sistema completo e
irredundante de representantes de las clases de isomorfismo de L-médulos de dimension 1.

Motivados por este resultado, llamamos a una funcién lineal A : L — k que se anula sobre L?
una representacion de dimension 1.

Demostracién. (i) Sea M un L-modulo de dimensién 1y sea p : L — gl(M) la representacion
correspondiente. El algebra gl(M) tiene dimensién 1y estd generada como espacio vectorial
por idy, asi que existe una funcién A : L — k tal que p(x) = A(x)idy para todo x € L. Es
inmediato verificar que se trata de una funcién lineal. Mas atn, como p es un morfismo de
dlgebras de Lie y gl(M) es un dlgebra de Lie abeliana, tenemos que cada vez que x, y € L es

A(lx yDidwm = p([x, y]) = [p(x), p()] = 0,

asi que A se anula sobre L2,

(i) Sea ahora A : L — k una funcién lineal tal que A(L?) = 0. Sea M, el espacio vectorial k y
definamos una accién L x M) — A poniendo x - m = A(x)m cada vez que x € Ly m € M. Esta
accion es claramente bilineal y si x, y € L y m € M tenemos que

x-y-m-y-x-m=AMx)A(y)m—-A(y)A(x)m =0

11



y[x, y]-m = A([x, y])m =0,

ya que A se anula sobre L2, Esto prueba que la accién de L sobre M, hace de M un L-médulo.

(iii) Tenemos que mostrar que todo L-moddulo de dimensién 1 es isomorfo a un miembro de
la familia M y que no hay dos miembros de esta familia que sean isomorfos entre si.

Sea M un L-mé6dulo de dimensién 1y sea A : L — kla funcién lineal tal que x-m = A(x)m para
cada x € Lycadam € M, como en (i). Como A ser anula sobre L, de (ii) tenemos un L-médulo M;.
Fijemos un elemento no nulo my € M y consideremos la funcién lineal f : t € M) ~ tmg € M, que
es evidentemente un isomorfismo de espacios vectoriales. Para cumplir nuestro primer objetivo,
alcanza con que mostremos, entonces, que f es un morfismo de L-mddulos: esto es inmediato, ya
que si x € L y m € M, tenemos que

flx-m) = f(A(x)m) = M(x)f(m) = x- f(m),

por la forma en que elegimos a la funcioén A.

Para terminar, supongamos ahora que A, ¢ : L — k son dos funciones lineales que se anulan
sobre L* y que hay un isomorfismo de L-médulos f : My — M, y mostremos que necesariamente
se tiene que A = y. En efecto, en ese caso tenemos que para cada x € L vale que

Ax)f(1) = FA()D) = f(x-1) =x- f(1) = u(x) f(1)
¥, como f(1) es un elemento no nulo de M, que A(x) = u(x). Asi, A = 4, como querfamos. []

1.4.2. Elsiguiente resultado, que esta en la base de la teoria de las dlgebras solubles es conocido
como el Teorema de Lie.

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita soluble. Todo L-médulo simple de dimen-
sion finita tiene dimension 1.

Demostracion. Sea M un L-modulo simple de dimension finita. Mostremos que dimM = 1
haciendo induccién sobre la dimensién de L.

Supongamos primero que dim L = 1y sea x¢ un elemento no nulo de L. Como nuestro cuerpo k
es algebraicamente cerrado y M tiene dimension finita y no nula, sabemos que la funcién lineal
Xy M — M tiene un autovalor, esto es, que existen un escalar A € k y un vector no nulo m € M
tal que x - m = Am. El subespacio (m) de M generado por m es un L-submddulo, asi que la
simplicidad de M implica que M = (m) y, en particular, que dim M = 1, como queremos.

Supongamos ahora que dimL > 1. Como L es soluble, la subalgebra derivada L() es un
subespacio propio, y podemos encontrar un subespacio K € L y un vector no nulo x € L tales
que K2 LW y L = K @ (xo). El subespacio K es un ideal de L, ya que

[L,K]c[L,L]=L®cK.

Como M es un L-mddulo, restringiendo la accién de L podemos considerarlo como un K-mdédulo
y, como M tiene dimension finita, sabemos que existe un K-submoédulo simple S en M. Ahora
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bien, K es una subalgebra propia de L, asi que es soluble y tiene dimension estrictamente menor
que la de L: la hipétesis inductiva nos dice entonces que S tiene dimensién 1y, de acuerdo a la
Proposicién 1.4.1(i), que hay una funcién lineal A : K — k tal que paracadax e Kycadame S
es x - m = A(x)m. Sabemos que A se anula sobre [K, K]. Supongamos por un momento que, de
hecho,

la funcién A se anula sobre todo el subespacio [L, K| (6)
y consideremos el conjunto
T={meM:y-m=A(y)m paratodo y € K}.

Es facil ver que se trata de un subespacio de M y es, de hecho, un L-submddulo. Para verlo,
seanx € Lym € T y mostremos que x - m € T. Como L = K & (xo), es suficiente considerar
separadamente por un lado el caso en que x € K y por otro aquél en el que x = x¢. En el primero es
inmediato que x - m estd en T por la forma misma en que definimos este subespacio. Supongamos
entonces que x = xy. Si y € K, entonces

yex-m=y-xXg-m=xg-y-m-—|[xp,y]-m=A(y)xo-m—A([x0,y])m =A(y)x-m,

porque [xo, y] € [L, K] y estamos asumiendo que (6) vale: esto nos dice que x - m € T.

Como T contiene a S, se trata de un L-submddulo no nulo de M y, como M es simple, debe ser
T = M. Como M tiene dimension finita, existen un escalar y € k y un elemento no nulo my € M
tales que xo - m = pmy, y entonces (mg) es un L-submoédulo de M: si x € L, existena ek e y € K
tales que x = axp + y,y

x-mo=axo-m+y-m=(ap+A(y))mo € (mo).

Como M es simple, debe ser M = (my) y, en particular, dim M = 1, como queremos.
Nos queda solamente probar la afirmacion (6). Como [L, K] = [K, K] + [x¢, K] y sabemos
que A se anula sobre [K, K], es suficiente que probemos que A([xo, ¥]) = 0 para todo y € K.
Pongamos mg = my mjy; = X - m; para cada i > 0. La sucesion de elementos (m;)iso toma
valores en M, que tiene dimension finita, asi que sabemos que existe d > 0 tal que los vectores
my, ..., my son linealmente independientes y mg,; € (mo, ..., my). Afirmamos que para cada
i€{0,...,d} setiene que

paratodoy € Kesy-m;=A(y)m; mod (myg,...,mj;_1). 7)

Esto es claro si i = 0, ya que en ese caso, de hecho, tenemos que y-mg = y-m = A(y)m = A(y)my
para todo y € K. Por otro lado, supongamos que i € {0, ...,d — 1} y que ya sabemos que (7) vale.
Si y € K, entonces

Y mis = y-Xo-mi=Xo-y-mi—[xo,y]-mi.

13



Como [xg, ¥] € K porque K es un ideal, la hipdtesis inductiva implica que existen elementos u y v
en (my, ..., m;_) tales que

y-m;=AMy)m; +u, [x0, ] - mi = A([x0, y])mi +v
¥, por lo tanto, que
y-mi = Ay)xo - m; +xo-u—A([x0, y])mi +v =A(y)miz; mod (mo,...,m;),

ya que Xxo - u € xXo - (Mo, ...,mj_1) € (mo, ..., m;). Esto prueba nuestra afirmacién (7).

El subespacio (my, . . ., my) es invariante por la accién de xq por la forma en que fue construido,
y se sigue inmediatamente de (7) que es un K-submddulo de M, asi que se trata, de hecho, de un
L-submoddulo. Como M es simple, tiene que coincidir con M vy, en particular, esto nos dice que M
tiene dimension d + 1y que & = (my, ..., my) es una base ordenada de M. La afirmacién (7) nos
dice que si y € K, entonces la matriz de la funcién lineal yy; : M — M con respecto a la base # es
triangular superior y que todas las componentes de su diagonal son iguales a A(y) y esto implica,
por supuesto, que

tryy = (d+1DA(y).

Ahora bien, si y € K, entonces sabemos que [x, y] estd en K, porque K es un ideal, y entonces

(d + 1)A([x0, ¥]) = trx0, y]ar = tr((x0)p © yar = yar o (x0)m) = 0

y, como el cuerpo k tiene caracteristica nula, podemos concluir que A([xg, y]) = 0. Esto implica
que A se anula sobre [xg, K], que es lo que queriamos. O

1.4.3. Corolario. Sea L un dlgebra de Lie soluble de dimension finita. Si M es un L-médulo de
dimension finita, entonces los elementos de L tienen un autovector comiin en M, esto es, existe un
vector no nulo mg € M y una funcién A : L — k tal que para todo x € L es x - mg = A(x)myq. Esta
funcién A es lineal y se anula sobre L2,

Demostracion. Como M tiene dimension finita, sabemos que contiene un submddulo simple Sy
de acuerdo a la Proposicion 1.4.2 es dim S = 1. La Proposicidn 1.4.1(i) nos dice ademas que existe
una funcién lineal A : L — k tal que A(L?) = 0y x - m = A(x)m para todo m € S. Para probar el
corolario, entonces basta elegir un elemento no nulo m cualquiera en S. O]

1.4.4. Corolario. Sea L un dlgebra de Lie soluble de dimension finita. Si M es un L-mddulo de
dimension finita, entonces existe una cadena creciente de submédulos de M

0O=MycM,c---cM, =M

condimM; = i para cada i € {0,...,n} y existe una base ordenada % de M tal que para cada
x € L la matriz de la funcion lineal xpr : M — M con respecto a A es triangular superior.
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Demostracion. Sea M un L-moédulo de dimensidn finita y sea n = dim M. Si n = 1, entonces las
dos afirmaciones del enunciado son evidentes: basta poner My = 0, M; = M y elegir como % a
cualquier base ordenada de M.

Supongamos entonces que n > 1y sea N € M un submddulo propio de M de dimensiéon maxi-
ma. Los submddulos del cociente M/N estdn en correspondencia biyectiva con los submddulos
de M que contienen a N, y la eleccion de N implica entonces que M/N es simple. De acuerdo a la
Proposicion 1.4.2, es dim M/N =1, asi que dim N = n — 1. Inductivamente sabemos que existe una
cadena creciente de submoédulos de N

0=NygcE N c---cN,;1=N

condimN; =i paracadai€{l,...,n—1}, yunabase ordenada & = (my, ..., my,_1) de N tal que
para todo x € L la matriz de x5 : N - N con respecto a N es triangular superior. Es inmediato
ahora que poniendo M; = N; paracadai € {0,...,n—1} y M, = M obtenemos una cadena
creciente de submodulos de M

0=MocM<c-—-cM,=M

con dimM; = i paracada i € {0,...,n}. Por otro lado, su m, es un elemento cualquiera
de M \ N, entonces # = (my,...,my,) es una base ordenada de M y si x € L, entonces la
matriz de x5 : M — M con respecto a % es una matriz triangular por bloques

lxnl g *
”xM”% = ( 0 =

*

que es triangular superior porque | xx | 4 lo es. O

1.4.5. Corolario. Un dlgebra de Lie L de dimension finita soluble posee una bandera completa de
ideales y una base ordenada 9 tal que para todo x € L la matriz |ad(x) |, dead(x) : L - L con
respecto a A es triangular superior. El dlgebra derivada L™ es nilpotente.

Demostracién. Veamos a L como un L-mddulo via la representacion adjunta ad : L — gl(L). La
primera afirmacion es consecuencia inmediata del Corolario 1.4.4, ya que los submoédulos de la
representacion adjunta son precisamente los ideales de L.

Sea F = (I;), la bandera completa de ideales que nos da ese corolario. Es claro que la
representacion adjunta ad : L — gl(L) toma valores en la subélgebra soluble t(F) de gl(L) que
estudiamos en 1.3.8. Se sigue de esto que la restriccion de ad |, ) : LM - gl(L) toma valores en el
algebra nilpotente n(F) = t(F)™M y, en particular, que su imagen es nilpotente. Como el nucleo de
la restriccion ad | oy es el centro 3(L(V), esto nos dice que el cociente L) /3(L() es nilpotente
Y, gracias a la Proposicion 1.2.9, podemos concluir que LW esun algebra nilpotente. O
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1.4.6. Corolario. Un dlgebra de Lie de dimension finita es soluble si y solo si su dlgebra derivada es
nilpotente.

Demostracion. La necesidad de la condicion es parte de lo que afirma el Corolario 1.4.5. Por otro
lado, si L es un algebra de Lie de dimensidn finita tal que el algebra derivada LW es nilpotente,
tenemos una extension de algebras de Lie

0 > LM > L » L/ILD) —— 0

y entonces la Proposicion 1.3.5(ii) nos dice que L es soluble. O

§5. El teorema de Engel

Probamos el teorema de Engel que afirma que un dlgebra de Lie es nilpotente si y solo si su
representacion adjunta toma valores nilpotentes, y que un dlgebra soluble posee un tinico ideal
nilpotente maximal.

1.5.1. Lema. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Si x € gl(V') es nilpotente, entonces
ad(x) : gl(V) —» gl(V) es nilpotente.

Demostracion. Paracada y € gl(V') sean [, r,, : gl(V)) — gl(V) las funciones lineales tales que
ly(z) = yzyl,(z) = zy para cada z € gl(V). Es ficil ver que si y y z son elementos de gl(V)
entonces I, y r, conmutan, y que para todo i > 0 vale que (1,)’ = Liy (ry) =7y

Sea x € gl(V) un endomorfismo nilpotente de V' y sea m > 0 tal que x™ = 0. Como las
funciones I, y r, conmutan y ad(x) = I, — r, la formula de Newton nos dice que

2m (2 iy 2m ; 2
ad(x)zm = (lx - rx)zm = Z(_l)l( :n)lim x = Z(_l) ( T)lxzm‘irxi
i=0 i=0

y esto es 0 porque en cada sumando alguno de los factores [,2m-i 0 r,i se anula. Esto prueba, por
supuesto, que ad(x) es nilpotente. O

1.5.2. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y no nula. Si L es una subdlgebra
de Lie de gl(V') cuyos elementos son nilpotentes, entonces L es nilpotente, VL # 0 y existe una base
ordenada 98 de V tal que para cada x € L la matriz | x|, de x con respecto a A es estrictamente
triangular superior.

Demostracién. La proposicion afirma algo del par (V, L) formado por un espacio vectorial de
dimensidn finita y no nula V' y una subdlgebra L de gl( V') cuyos elementos son todos nilpotentes.
Para probarla procederemos inductivamente: fijamos un tal par (V, L) y suponemos que la
proposicion es cierta para todo par (V’, L") que tiene o bien dim V' < dim V o biendim L’ < dim L.
Observemos que sidim V = 1osidim L = 0 todas las afirmaciones de la proposicién son inmediatas,
asi que nuestra induccién estd bien fundada.

Sea K una subalgebra propia maximal de L. Restringiendo a K la representacioén adjunta
ad : L — gl(L) podemos ver a L como un K-médulo, y en ese caso K es un K-submdédulo
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de L. El cociente L/K es por lo tanto un K-médulo. Sea p : K — gl(L/K) la representacién
correspondiente, de manera que p(x)(y + K) =[x, y] + K para cada x € K y cada y € L. Como
todos los elementos de L son endomorfismos nilpotentes de V, el Lema 1.5.1 nos dice que si x € K
entonces ad(x) : L — L es nilpotente y, por lo tanto, que también lo es p(x). Asi, la subédlgebra
p(K) de gl(L/K) tiene todos sus elementos nilpotentes. Como tiene dimension estrictamente
menor que la de L, la hipétesis inductiva aplicada al par (L/K, p(K)) nos dice que (L/K)P™) % 0,
esto es, que existe xg € L \ K tal que p(x)(xo + K) = K para todo x € K o, equivalentemente, tal
que

[x,x0] € K para todo x € K. (8)

Sea K’ = K + (x0). Como xq ¢ K, el subespacio K’ de L contiene propiamente a K. Por otro
lado, como K es una subélgebra de L y vale (8), es inmediato ver que K’ es una subalgebra de L.
La maximalidad con la que elegimos a K implica entonces que K’ = L. Vemos asi que K tiene
codimensién 1 en Ly, en vista de (8), que es un ideal de L.

Como K es una subalgebra de gl(V') de dimensidn estrictamente menor que la de L y todos
sus elementos son nilpotentes, la hipétesis inductiva aplicada al par (V, K) nos dice que VX # 0.
Siv e VK, entonces para cada x € K se tiene que

X xo: V=X X-v+[x,x] v=0,

ya que [x, xo] € K. Esto nos dice que xq - v € VX y, por lo que xo se restringe a un endomorfismo
VK - VK. Ahora bien, xo es nilpotente, asi que esa restriccién es nilpotente y, como VX # 0,
existe un vector no nulo v; € VX tal que x¢ - v; = 0. Esto implica, claramente, que x - v; = 0 para
todo x € Ly, en definitiva, que V1 # 0.

Miés adn, el subespacio (v;) es un L-submoédulo de V' y la representacién { : L — gl(V/{vy))
de L sobre el L-modulo cociente V/(v;) es tal que todo elemento de {(L) es nilpotente. Aplicando
la hip6tesis inductiva al par ({(L), V/(v;) implica que existe una base ordenada ' = (w1, ..., w;)
de V/(w) tal que para todo x € L la matriz |{(x)
cadaie{l,...,r} podemos elegir un elemento v;.; € V tal que w; = vy + (v1), y es facil ver que
de esta forma obtenemos una base ordenada % = (vy,...,v,41) de V tal que paracadax € Lla
matriz || x|, es estrictamente triangular superior. En otras palabras, el morfismo de algebras de
Liex € L = ||x] 4 € gl,,;(k) tiene imagen en la subalgebra n,,; (k) de la Proposicion 1.2.5. Como

o €s estrictamente triangular superior. Para

ese morfismo es inyectivo, vemos que L es isomorfa a una subdlgebra de n,,;(k) y, como esta
ultima es nilpotente, que L es nilpotente. Esto completa la induccion. O

1.5.3. La consecuencia mas importante de la Proposicion 1.5.2 es el siguiente teorema de Engel:

Proposicion. Un dlgebra de Lie de dimension finita L es nilpotente si y solamente si para todo x € L
la funcién lineal ad(x) : L — L es nilpotente.

Demostracion. Si L es nilpotente y n es su indice de nilpotencia, entonces para todo x € L tenemos
que ad(x)"(y) € L™ = 0 para todo y € L, y esto nos dice que ad(x) es nilpotente.

Para probar la reciproca, supongamos que vale la condicién del enunciado y que entonces
la representacion adjunta ad : L — gl(L) toma valores que son endomorfismos nilpotentes de L.
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De la Proposicion 1.5.2 se sigue entonces que el dlgebra imagen ad(L) es nilpotente. Como el
nucleo de la representacion adjunta es precisamente el centro de L, vemos asi que el cociente
L/Z(L)) es nilpotente y, en vista de la Proposicion 1.2.9, podemos concluir que L misma es
nilpotente, como queremos. O

1.5.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita soluble. Hay en L un unico ideal
maximal nilpotente N. Un elemento x € L pertenece a N si y s6lo si ad(x) : L — L es nilpotente.

Demostracién. Sea n = dim L. Del Corolario 1.4.5 sabemos que existe una base ordenada %
de L tal que el morfismo de dlgebras de Lie f : x € L — |ad(x)] € gl,(k) toma valores en la
subdlgebra t, (k) de las matrices triangulares superiores.

Si x € L, entonces ad(x) es nilpotente si y solamente si la matriz [|ad(x)| , es nilpotente y,
como se trata de una matriz triangular superior, esto ocurre si y solamente si es estrictamente
triangular superior. Esto significa que el conjunto N de los elementos x € L tales que ad(x) es
nilpotente coincide con la preimagen del ideal n, (k) de t, (k) por f: vemos asi que N es un ideal
de L. En particular, para cada x € N se tiene que ady(x) = ady(x)|n v, por lo tanto ady(x) es
nilpotente. De acuerdo a la Proposicion 1.5.3, esto implica que N es nilpotente.

Sea I un ideal nilpotente de L. Sea x € I. Como I es un ideal, tenemos que

adr(x)(L) =[x,L]cI
y de esto se deduce, gracias a una induccién inmediata, que para todo i > 0 es
adz (x)""!(L) € ad;(x)"(I). (9)

Como I es nilpotente, de la Proposicion 1.5.3 sabemos que existe n > 0 tal ad;(x)"” = 0 y entonces
de (9) vemos que ady (x)"*! = 0: esto nos dice que x € N y muestra que, de hecho, I esta contenido
en N. Concluimos de esta forma que N es el tinico ideal nilpotente maximal de L. O

§6. El radical soluble y el radical nilpotente

Probamos que un dlgebra de Lie de dimension finita posee un tinico ideal soluble maximal y
un unico ideal nilpotente maximal.

1.6.1. Lema. Sea L un dlgebra de Lie. Si I y ] son ideales solubles de L, entonces el ideal suma I + ]
también lo es.

Demostracion. Sabemos de la Proposicion 1.1.3(iii) que I + J es un ideal de L, asi que resta que
mostremos que es soluble. La Proposicion 1.1.6 nos dice que I N J es un ideal de I y que hay
un isomorfismo de algebras de Lie I/In ] = (I + J)/I. Como I es soluble, el cociente I/I N ] es
soluble, y entonces (I + J)/] es soluble. Como ademas ] es soluble, podemos concluir usando la
Proposicién 1.3.5(ii) que I + ] es soluble, como queremos. O
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1.6.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita. Existe un unico ideal soluble
maximal R en L y el dlgebra cociente LR no posee ideales solubles no nulos.

Llamamos al ideal R el radical soluble de L y lo escribimos rad L.

Demostracion. SeaZ el conjunto de todos los ideales solubles de L y consideremos el subespacio
R = Y17 I. De acuerdo a la Proposicion 1.1.3(iv), se trata de un ideal de L y claramente contiene a
todos los ideales solubles de L, asi que para ver la primera afirmacién de la proposicion es suficiente
con que mostremos que R es un ideal soluble. Ahora bien, como L tiene dimension finita, existen
n>0eideales I, ..., I, € Z tales que R = 3.7, I;. Una induccién evidente usando el Lema 1.6.1
muestra que R es soluble, como queremos.

Para ver la segunda afirmacion de la proposicion, supongamos que J es un ideal soluble del
cociente L/R. Existe entonces un ideal ] de L que contiene a R y tal que J = J/R y, como tanto R
como ] son solubles, la Proposicidn 1.3.5(ii) nos dice que J es soluble. Ahora bien: R es el dnico
ideal soluble maximal, asi que esto implica que R 2 J. Asi, ] es de hecho igual a Ry, por lo tanto
J = J/R es el ideal nulo de L/R. O

1.6.3. Una derivacion de un algebra de Lie L es una funcién lineal D : L — L tal que

D([x,y]) = [D(x), ] +[x,D(y)]

para todo x, y € L.

1.6.4. Lema. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita soluble y sea N su ideal maximal nilpotente.
Si D: L — L es una derivacion de L, entonces D(L) € N.

Demostracion. Sea D : L — L una derivacion de L. Sea K = L @ k y consideremos la funcién
bilineal [-, -] : K x K — K tal que

[(x,a), (5, 0)] = ([x, ] + aD(y) - bD(x),0). (10)

Un célculo directo muestra que [—, -] hace de K un élgebra de Lie; la anti-simetria es evidente y la
condicién de Jacobi vale precisamente porque D es una derivacion de L. El subespacio L de K es
un ideal de K, y la estructura de dlgebra de Lie que L adquiere en tanto subélgebra de K coincide
con su estructura original. Esto nos permite identificar a L con ese ideal de K. Si, por otro lado,
escribimos § al elemento (0,1) de K, entonces para todo x € L se tiene que [§,x] = D(x).

La férmula (10) hace evidente que K® ¢ L, asi que K("*) ¢ L(") para todo n > 0 y, como
L es soluble, K también lo es. Sean Ny y Nk los ideales nilpotentes maximales de L y de K,
respectivamente, y sea x € L. Es

D(x) = [8,x] e KO

y, de acuerdo al Corolario 1.4.6, el ideal K M deKes nilpotente, asi que esta contenido en Nk: esto
nos dice que adg (D(x)) : K — K es una funcion lineal nilpotente. Como L es un ideal de K, pode-
mos restringir esta funcion a L para obtener una funcion también nilpotente adx (D(x))|. : L — L.
Como ésta ultima coincide con ady(D(x)), la descripcion de Ny dada el la Proposicion 1.5.4
implica que D(x) € Ny. Esto es lo que afirma la proposicion. O
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1.6.5. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita. Existe un unico ideal nilpotente
maximal N el L. Este ideal estd contenido enrad L y [L,rad L] € N.

Llamamos a este ideal nilpotente maximal el radical nilpotente de L o su nilradical, y lo
escribimos nil L.

Demostracion. Elradical soluble rad L de L es soluble, asi que la Proposicion 1.5.4 nos dice que exis-
te un Gnico ideal nilpotente maximal N enrad L. Si x € L, entonces la funciénad(x) : L — Lesuna
derivacion de Ly, como rad L es un ideal de L, se restringe a una funcién ad(x)|,aqr : rad L - rad L,
que también es una derivacion. En vista del Lema 1.6.4, tenemos que ad(x)|,aqz(rad L) € N. Esto
implica que [x, N] ¢ [x,rad L] € N, lo que muestra que N es un ideal en L yno séloenradL,y,
mads generalmente, que [L,radL] € N

Sea I un ideal nilpotente de L. Como I es, en particular, soluble, esta contenido en rad L.
Como es un ideal de rad L y es nilpotente, estd contenido en N. Esto prueba que N es el unico
ideal nilpotente maximal de L. O]

§7. Subalgebras de Cartan

Probamos que toda dlgebra de Lie de dimension finita posee una subdlgebra de Cartan.

1.7.1. Lema. Sea L un dlgebra de Lie y sea K una subdlgebra de L. El conjunto
MN(K)={xeL:[x,K]cK}

es una subalgebra de L y es la tinica maximal entre las que contienen a K como un ideal.

Llamamos a 91(K) la subdlgebra normalizante de K en L. Si es necesario, escribimos 9t (K)
para explicitar a L.

Demostracién. Que DM(K) es un subespacio de L es inmediato. Si x, y € 91(K), entonces para
cada z € K tenemos que

[[x. y].2] =[x 2] y] + [x [y, 2]l € K,

ya que [x,z] e [y,z] estdn en K, y entonces [x, y] € D(K): esto muestra que D(K) es una
subalgebra de L. De su definicién misma es claro que contiene a K y que K es uno de sus ideales.
Si N es otra subalgebra de L que contiene a K como ideal, entonces para todo x € N se tiene que
[x, K] € K, de manera que x € 91(K): vemos asi que N € 91(K) y, en consecuencia, que 91(K) es
la tinica subalgebra maximal con la propiedad de contener a K como ideal. O]

1.7.2. Si L es un algebra de Lie, una subdlgebra de Cartan de L es una subalgebra nilpotente b
de L tal que 91(h) = h. La descripcion de la estructura de las dlgebras de Lie se basa en un estudio
detallado de sus subdlgebras de Cartan, como veremos mas adelante. Nuestro objetivo inmediato
es mostrar que toda algebra de Lie de dimension finita contiene alguna.
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1.7.3. Lema. Sea L un dlgebra de Lie y sea D : L — L una derivacion de L. Para cada n > 0 y cada
x, y € L se tiene que

(o) =3 (7). 00

Demostracion. Eso puede probarse sin ninguna dificultad haciendo induccién en n. O

1.7.4. Si L es un dlgebra de Lie y x € L, para cada A € k consideramos el subespacio L} de L de los
autovectores generalizados que tiene a A por autovalor, esto es,

3 ={y €L :existe n >0 tal que (ad(x) — Aid;)"(y) = 0}.

Sabemos del dlgebra lineal que si L tiene dimension finita entonces hay una descomposicion en
suma directa

L=QIL%,
Aek

que para cada A € k el subespacio LY es ad(x)-invariante y que la restriccién ad(x)|.; tienea A
como unico autovalor.

1.7.5. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita. Si x € L es un elemento tal que la
dimension de Lij es minima posible, entonces el subespacio Ly es una subdlgebra de Cartan de L. En
particular, L posee subdlgebras de Cartan.

Decimos que un elemento x de L tal que el subespacio L ¢ tiene dimensién minima es regular.
Si L no es nula, entonces 0 no es un elemento regular de L.

Demostracién. Podemos suponer que L no es nula, ya que en caso contrario no hay nada que
probar. Sea x un elemento regular de L y sea ) = Lj. Como ad(x)(x) = 0, tenemos que x € L} y,
entonces, que Ly # 0. Tenemos que mostrar que b es una subalgebra de Cartan de L.

Siy,zebhym,n>0son tales que ad(x)™(y) = ad(x)"(z) = 0, entonces el Lema 1.7.3 y el
hecho de que la funcién ad(x) : L — L es una derivacion de L implican que

m+n

ad(0)™ () = 3 (77" )ed () () ad(x) 2],
i=0

Esta suma se anula y, de hecho, cada uno de sus términos se anula separadamente: si 0 < i < n,
entonces ad(x)""'(z) = 0ysin < i < m + n, entonces ad(x)’(y) = 0. Esto nos dice que
[7,z] € by, en definitiva, que b es una subdlgebra de L. Esto implica que h € D1(h). Por otro lado, si
y € 91(h), entonces [x, y] € b y por lo tanto existe n > 0 tal que ad (x)"*'(y) = ad(x)"([x, y]) = 0.
La definicion de b, entonces, nos dice que y € h. Asi, es 91(h) = h. Para terminar, tenemos que
mostrar que f es nilpotente y, en vista de la Proposicion 1.5.3, basta mostrar que para cada y € h la
funcién lineal ady () : h — b es nilpotente.
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Seal =dimbysea B =(hy,..

., hy,) una base ordenada de L tal que %’ = (hy, ..

., he) esuna

base ordenada de . Existen escalares yf j € k, uno para cadaeleccionde i, jyken{l,...,n}, tales

que [hi, hj] = Y1, yf.‘)].hk paracada i, j€ {1,...,n},y que b sea una subalgebra de L implica que

yﬁj:Osiemprequelsi,j£€y€+1£k£n.

Consideremos la funcién

Y (Ao Ae) €k o Ahy 4+ -+ Aghg € b.

Paracada A = (A4,...

n 4 .
ad()’("))(hj) = Z (Z)‘r)’;,j

i=1 \r=1

,Ae) ekeycadaje {1,...,n},es

J i

(12)

(12)

Sea Relanillok[Xj,...,Xe], paracadai, je {1,...,n} sea f;j = Y.t Yi,jXr € R, y consideremos
la matriz A = (f;,j) € M, (R). De acuerdo a (11), tenemos que

fij=0sil<j<e<i<n,

asi que A es una matriz triangular superior por bloques,

A1 o e fuen

Ao |fer o See o Sfeen
0 0 f€+1,€+1

0 - 0 faen

fin
f{,’,n

f€+1,n ’

fn,n

y se sigue de (12) que para cada A = (Ay,..., L¢) € k¢ la matriz de ad; (y()) : L — L con respecto

a A es la matriz triangular superior por bloques

fia(A)

f&lO)

Jads (YO = [ 7

0

cuyas componentes son el resultado de evaluar las de la matriz A en X; = A;, .

HACER

fin(1)

for)  feen() o fou(A)
0 f€+1,£+1(A) f€+1,n()t)

fre(l)  frea(d)

0 fuea(d) Fam(1)
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1.7.6. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie nilpotente. Si K es una subdlgebra propia de L, entonces
K estd propiamente contenida en la subdlgebra normalizante 91(K).

Demostracion. Sea K una subalgebra propia de L. Sea n > 1 el indice de nilpotencia de L, de

L"! =0y L" # 0. Claramente hay un menor entero no-negativo m tal que L™ ¢ K

manera que
yes m < n. Como [L™, K] ¢ [L™, L] = Ly este dltimo ideal de L est4 contenido en K por
la forma en que elegimos a m, vemos que L™ < 91(K). Como L™ no estd contenido en K, esto

muestra que 91(K) contiene propiamente a K, como queremos. O

1.7.7. Corolario. Una subdlgebra de Cartan de un dlgebra de Lie de dimension finita es una subdlgebra
nilpotente maximal.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie de dimension finita y sea K una subdlgebra nilpotente de L
que no es maximal entre las subalgebras nilpotentes, de manera que existe una subalgebra K’ en L
que es nilpotente y que contiene propiamente a K. De acuerdo a la Proposicién 1.7.6, entonces,
el normalizador 91k (K) de K en K’ es estrictamente mds grande que K y, como estd contenido
en Ny (K), vemos que K no coincide con su normalizador: K no es, por lo tanto, una subalgebra
de Cartan de L. O

1.7.8. La implicacion reciproca a la del Corolario 1.7.7 es falsa. Exhibamos un ejemplo de esto. Sea
n>1,seal € gl, (k) la matriz identidad y consideremos el subespacio L = n, (k) + kI de gl (k),
que es una subalgebra de gl,,(k). Como I es central en g, (k), es inmediato que L’ = n,,(k)’ para
cada i > 2y, entonces, que L es nilpotente.

Afirmamos que 91(L) = t,(k), la subalgebra de gl,, (k) de las matrices triangulares superiores.
En efecto, como t, (k) contiene a L, tenemos que

[tn(k)’L] S [tn(k)’tn(k)] = nn(k) €L

¥, por lo tanto, que t, (k) ¢ D(L). Supongamos, por otro lado, que A = (a;,;) € gl, (k) esta
en M(L). Sil < r < s < n, la matriz elemental E, ; estd en L y entonces [A, E, ] pertenece a L.
Esto nos dice que siempre que 1 < I <k < nes

0=[A, Ersli,i = 05,10k, — Or kas,1.

Primero, observemos que L no es una subdlgebra de Cartan de g, (k). En efecto, su normali-
zador 91(L) contiene a la subdlgebra t, (k) de las matrices triangulares superiores, que contiene a
su vez estrictamente a L. Para verlo, basta observar que t, (k) contiene a L y que entonces

[tn(k)’l’] S [tn(k)’tn(k)] = nn(k) cL.

Resta que mostremos, para nuestro ejemplo, que L es una subdlgebra nilpotente maximal de g[,, (k).
Supongamos, por el contrario, que existe una subdlgebra nilpotente H de gl(k) que contiene
propiamente a L. HACER
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§8. La descomposicion de Cartan de un algebra de Lie

Describimos la descomposicion de Cartan de un dlgebra de Lie como suma directa de espacios
de peso con respecto a una subdlgebra de Cartan.

1.8.1. Lema. Sea L un dlgebra de Lie y sea M un L-médulo. Si x, y € L, m e M y a, 3 € k, entonces

(yat = (a+ B)idag)" (x - m) = i(’;)(ad(y) ~aidy) (%) - (yar - Bidy)" ™ ().

para todo n > 0.
Demostracion. HACER Ul
1.8.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita y sea M un L-médulo. Si

y € Ly A ek, entonces el autoespacio generalizado de la funcion lineal ypr : M — M correspondiente
al,

V) ={m e M : existe n € Ny tal que (ypr — Aidp)" (m) = 0},
es un L-submoddulo de M.

Demostracion. Seanye LyAekyseanxeLyme Vf. De acuerdo a la Proposicion 1.5.3, existe
r € Ny tal que ad(y)"(x) = 0. Por otro lado, de la definicién de V; sabemos que existe s € Ny tal
que (yp — Aidp)*(m) = 0. En vista del Lema 1.8.1 tenemos que

. r+s K (r+s i . r+s—i
(yat = Midg)"™ (- m) = Z( i )ad(y) (x) - (yar = Aida) ™ (m)
i=0
y esta suma se anula: si i € {0,...,7 + s}, entonces o bien i > ry (ad(y)’(x) = 0, o bien
r+s—i>sy(ym—Aidy) ™) (m) = 0. Esto muestra que x - m € V; y, en definitiva, que V; es
un L-submoddulo de M. O

1.8.3. Si L es un algebra de Lie, decimos que uno L-moédulo M es descomponible si posee submo-
dulos propios M’ y M" tales que M = M’ & M", y que es indescomponible en caso contrario.

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Si M es un L-médulo de dimension finita, entonces existe
n € No y submédulos indescomponibles My, ..., M, de M tales que M = @} | M;.

Demostracion. Sea M un L-mddulo de dimensién finita y procedamos haciendo induccién sobre
la dimension de M. Si dim M = 0, podemos tomar #n = 0. Si, en cambio, dim M > 0, hay dos
posibilidades. O bien M es indescomponible, y en ese caso podemos tomar n =1y M; = M, o
bien M es descomponible, y existen submddulos propios M’ y M de M tales que M = M' & M".
Como tanto M’ como M" tienen dimension estrictamente menor a la de M, inductivamente
sabemos que existen 7, s € Ny, y submddulos indescomponibles M, ..., M. de My M{', ..., M.

de M"' tales que M’ = @_; My M"" = @! | M. Podemos poner en este caso, entonces, n = r +s,
M;=Misiie{l,...,r} yM; =M _siie{r+1,...,n}, paratener obtener una descomposicién
M = @}, M; de M como suma directa de submédulos indescomponibles. O
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1.8.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita. Si M es un L-modulo de
dimension finita indescomponible, entonces existe una funcion lineal A : L — k que se anula sobre L*
y una base ordenada % de M tal que para todo x € L la matriz de xp1 con respecto a B es triangular
superior de la forma

O
0 A(x)

bealn=| o
0 w0 A(x)

Demostracién. Sea M un L-moédulo de dimension finita. Si x € L, entonces tenemos una descom-
posicion de M como suma directa de autoespacios generalizados

_ X
M=@M;
pek
con respecto a la funcion lineal x5, : M — M. La Proposicion 1.8.2 nos dice que cada uno de
los subespacios que aparecen en esta descomposicidn es un L-submddulo de M: como M es
indescomponible, vemos que exactamente uno de ellos es no nulo, esto es, que existe un escalar
AM(x) ek tal que M = Mj{(x) y, entonces, que A(x) es el inico autovalor de x ;.

Como el algebra L es nilpotente, es soluble y el Corolario 1.4.4 nos dice que existe una base

ordenada % = (my, ..., m,) de M tal que para todo x € L la matriz | x| 4 es triangular superior
y —como el unico autovalor de xj; es A(x)— esa matriz tiene todas sus componentes diagonales
iguales a A(x). En particular, esto nos dice que x - m; = A(x)m; para todo x € L, es decir, que el
subespacio (m;) de M es un submodulo. La Proposicion 1.4.1(i) implica entonces que la funcién A

es lineal y que se anula sobre L. Todas las afirmaciones de la proposicién quedan asi probadas. [J

1.8.5. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita y sea M un L-modulo de
dimensién finita. Para cada A € (L/L*)* el conjunto

M) = {m e M : para cada x € L existe n € Ny tal que (xpr — A(x)idp)" (m) = 0}
es un L-submodulo de M y

M= @ M,
Ae(L/L2)*

Demostracion. Como M tiene dimension finita, la Proposicion 1.8.3 nos dice que existen n > 0
y submddulos indescomponibles Mj, ..., M, de M tales que M = @, M;. De acuerdo a la
Proposicién 1.8.4, existen Ay, ..., A, € (L/L*)* tales M; © M, paracadai € {1,...,n}. Sean
Y1 - --» Uy los elementos del conjunto {A;,...,A,} yparacada je {l,...,r} sea

wi= @ M.
ie{l,...,n}
).,‘=[4]'
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Claramente M = @’_; Wjy W € M, para cada j € {1,...,r}. Para probar la proposicion bastara
que mostremos que, de hecho, Wj = M, paracada je{l,...,r}.

Supongamos, por el contrario, que por ejemplo W ¢ M, de manera que existe m € My, \ Wi.
Como M = EB;ZI Wi, existen my, ..., my en Wi, ..., W,, respectivamente, tales que m = my +---+my,
y entonces el elemento m’ = m — m estd, por un lado, en M, y, por otro, es igual a

my+-+meW, - @ W,.

Las r — 1 funciones lineales y; — 2, ..., g1 — pbr * L — k son todas no nulas: como nuestro cuerpo k
es infinito, esto implica que existe x € L tal que ninguna de ellas se anula en x, es decir, tal que
p1(x) # uj(x) paracada j € {2,...,r}. Ahora bien:

« que m' pertenezca a My, implica que existe n(x) € Ny tal que

(e = (%)idp)" ¥ (m') = 0 (13)
« ¥, porotro lado, si j € {2,..., 7}, entonces que m; esté en W; significa que existe n;(x) € Ny
tal que

(xar = (x)idar) ™) (m;) = 0,
y se sigue de esto que
(H(XM—Mj(x)idM)nj(x))(m') =0. (14)
j=2
La forma que elegimos x implica que los polinomios
r
fX) = (X = ()", 9(X) = TT(X - pj(x)idar)
j=2

son coprimos en k[ X |, asi que existen a, b € k[ X] tales que a(X) f(X)+b(x)g(X) = 1. Evaluando
estd igualdad en la funcion lineal x); vemos que

idy = a(xa) (ar = i ()idpg)" ) + b () f[(xM = ()i ) )
j=2

y evaluando a su vez esta ambos miembros de esta igualdad en m’, y recordando (13) y (14), vemos
que m’ = 0, es decir, que m = my: esto contradice nuestra hipétesis y esta contradiccién prueba la
proposicion. O

1.8.6. Si L es un algebra de Lie nilpotente de dimension finita y M es un L-mddulo de dimensién
finita, la Proposicion 1.8.5 nos da una descomposicién de M como suma directa de submoédulos

M= @ M,
Ae(L/L2)*

Sie (L/L*)* estal que M, # 0, decimos que A es un peso de M y llamamos al submédulo M) el
espacio de peso correspondiente a \.
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1.8.7. El caso mds importante de esto es el siguiente: sea L un algebra de Lie de dimension finitay sea
b una subélgebra de Cartan de L. Si vemos a L como un h-moédulo restringiendo la representacion
adjunta ady, : L — gl(L) a b, tenemos una descomposicién de L como suma directa de espacios

de peso para b,
L= @ L.
Ae(b/b?)*

Una raiz de L con respecto a h es un peso no nulo A € (h/h*)* de L. Escribimos ® al conjunto
de raices de L con respecto a fj. La descomposiciéon de L como suma directa de espacios de peso
puede escribirse en la forma

L=Ly® @ Lq.
acd

1.8.8. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita y sea b una subdlgebra de Cartan
de L.

(i) Elespacio de peso Ly correspondiente al elemento nulo de (h/H?)* coincide con b.

(i) SiA, ue(h/b?)*, entonces [Lx, Ly] € Ly

Demostracion. (i) Como b es nilpotente, para cada x € L se tiene que para cada y € L existe n € Ny
con ad(x)"(y) = 0, de manera que x € Lo: vemos asi que ) € Ly. Supongamos, para llegar a un
absurdo, que esta inclusion es estricta. El cociente Lo/h es entonces un h-médulo no nulo y si
p:bh — gl(Lo/h) esla correspondiente representacién de by, entonces todos los elementos de p(h)
son nilpotentes. La Proposicion 1.5.2 nos dice que el subespacio invariante (Lo/h)?® es no nulo.
Esto significa que existe un elemento x € Ly \ b tal que [y, x] € b para todo y € b, es decir, tal que
x € N (h): esto es imposible, porque h coincide con su normalizador, y esta contradiccién es la
que buscabamos.

(i) Sean A, y € (L/L*)*, sean x € Ly ey € L,. Siz € b, existen r, s € Ny tales que
(ad(z) — AM(z)idL)"(x) = 0y (ad(z) — u(z)idL)*(y) = 0 y entonces, de acuerdo al Lema 1.8.1,

tenemos que

(ad(2) - (A(2) + p(2))id) " ([x, y])

= Z(:) (rjs)[(ad(Z) — M(2)id1) " (x), (ad(2) — u(z)idr) ™7 ()]

Siie{0,...,r+1}, entonces o bien i > ry (ad(z) — A(2z)id.)'(x) = 0, obienr+s—i > sy
(ad(z)—p(2)idL) "7 () = 0: esto muestra que la suma se anula y que, en definitiva, [x, y] € Ly,
que es lo que queremos. O

1.8.9. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, sea ) una subdlgebra de Cartan
de L y sea ® el conjunto de las raices de L con respecto a . Si a y B son dos elementos de @, entonces
existe r € Q tal que 3 = ra sobre el subespacio [Ly, L_,] de b.
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Demostracion. Podemos suponer que —a € @, ya que si no es ése el caso, entonces L_, = 0y
no hay nada que probar. Como el conjunto de raices ¢ es finito y contiene a f3, existen enteros
P, g € Ny tales que

« cada uno de las formas lineales i + S coni € {-p,...,q} estien @,y

o las formas lineales —(p + 1)a + By (g + 1) + f3 no estén en D.
Si—(p+l)a+B=00(q+1)a+p =0, podemos tomar r = (p+1) or = —(g+1), respectivamente,
para que se cumpla la conclusion del enunciado. Supongamos entonces que esas dos formas
lineales no son nulas. Observemos que los espacios de peso L_(pi1)a+p ¥ L(g+1)a+p de L son,
en consecuencia, nulos.

Consideremos en L el subespacio

M= @ Ligp
—-p<i<q

Sean y € Ly yz € L_g, y pongamos x = [y,z]. Como ad(y)(Ly) € Ly, paratodo A € (h/h%)* y
L(g+1)a+p = 0, tenemos que ad(y)(M) S M; de la misma forma, ad(z)(M) € M y, por lo tanto,

ad(x) (M) = (ad(y) o ad(2) - ad(2) o ad () (M) € M.
La traza de ad(x )|y : M — M es nula, ya que ad(x)|p = [ad(y)|m> ad(z)|n]. Calculémosla de

otra manera. Como x € b, ad(x)(Ljq+p € Lia+p paracadaie {-p,...,q},asi que

trad(x)|y =

1

trad(x)|L

M=

ia+p "

—p
Por otro lado, como x € by Lis 4 es el espacio de peso de L con respecto a by de peso ia + f3, el

unico autovalor de ad(x)|r, ., es ia(x) + B(x), y entonces

ia+p

q
trad(x)|ym = Z dim Lig,p - (ia(x) + B(x))

i=—

P
p p
( _Zlidim L,-M/;) a(x) + (Z_; dim Licx+/3)ﬁ(x)'

i=—
Podemos considerar el nimero racional
L P idimLig.g
Y7 dim Ligyg
ya que el denominador no se anula, y observar que lo que hemos hecho nos dice que
B(x) = ra(x)

para todo elemento x de [Ly, L] que es de la forma [y,z] con y € Ly yz € L_,. Como el
numero r es independiente de la eleccién de r, vemos que, de hecho, § = ra sobre todo el

subespacio [ Ly, L_4], como queremos. O
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§9. La forma de Killing
Presentamos la forma de Killing de un digebra de Lie y probamos sus propiedades bdsicas.

1.9.1. Si L es un élgebra de Lie y M es un L-mddulo de dimension finita, y p : L — gl(M) es
representacion de L correspondiente a M, entonces la forma bilineal asociada a M es la funcién
bilineal By : L x L — k tal que

Bu(x,y) =tr(p(x) o p(y))

para cada x, y € L. Si el dlgebra de Lie L tiene dimension finita y M es la representacion adjunta
de L, llamamos a la forma By, la forma de Killing de L.

Proposicion. Sea L un digebra de Lie y sea M un L-médulo de dimension finita. La forma bilineal
Byt : L x L — k asociada a M es simétrica e invariante, en el sentido de que cada vez que x, y, z son
elementos de L se tiene que

Bi([x,7],2) = Br(x, [y, 2]).

Demostracién. Sea p : L — gl(M) la representacion de L correspondiente al L-médulo M. Si x
e y son elementos de L, entonces la simetria de la traza implica que

Bu(x,y) =tr(p(x) o p(y)) =tr(p(y) 0 p(x)) = Bu(y, x),

asi que la forma By es simétrica. Por otro lado, si x, y, z € L, se tiene que para todo m € M se
tiene que

[x,y] z2-m=x-y-z-m-y-x-z-m, x-[yz]-m=x-yz-m-x-z-y-m,
de manera que

[x,y]- z2-m-x-[y,z] - m=x-z-y-m-y-x-z-m
Y, por lo tanto,

p([x,y]) o p(z) = p(x) o p([y:2]) = p(x) 0 p(2) o p(y) = p(y) o p(x) © p(2).
Tomando trazas en esta igualdad vemos que

Bu([x,y),2) = Bu(x, [3,2]) =tr(p(x) 0 p(2) 0 p(y)) = tr(p(y) e p(x) 0 p(2)) = 0,

otra vez por la simetria de la traza. Esto prueba la invariancia de By,. O

1.9.2. SiL es un algebra de Lie, B: L x L — k es una forma bilineal e I es un subespacio de L, el
subespacio ortogonal a I con respecto a B es el subconjunto

I"={xeL:B(x,y)=0paratodo y € I},

que es, en efecto, un subespacio de L.
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1.9.3. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie y sea B : L x L — k una forma bilineal simétrica e
invariante. Si I es un ideal de L, entonces también lo es el subespacio I*.

Demostracién. Sea I unideal de L. Six € L e y € I'*, entonces

B([y,x],2) = B(y,[x,2]) =0

para todo z € I, ya que en ese caso [x,z] € I: vemos asi que [y,x] € I y, por lo tanto, que
[I*,L] < I, esto es, que I'* es un ideal. O

1.9.4. Lema. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, sea By, : L x L — k la forma de Killing de L
y sea I un ideal de L. La restriccion de la forma By, a I coincide con la forma de Killing By de I.

Demostracién. Sean n = dimLy m =dimI, ysea % = (xi,...,x,) una base ordenada de L tal
que B’ = (x1,...,%m) es una base ordenada de I. Si x € I, entonces precisamente porque I es un
ideal la matriz de ady (x) con respecto a la base Z es una matriz triangular superior por bloques,

) (uadmx)r@, )
B

de la forma

ladL(x)

0 0

Si y € I es otro elemento de I, se sigue inmediatamente de esto que

ladr(x) 0 adr(y) | % *)

lad(x) o adr(y)] 5 = ( 0 0

y, por lo tanto, By (x, y) = Br(x, y). O

§10. Algebras semisimples

1.10.1. Un dlgebra de Lie de dimension finita es semisimple si su radical soluble es nulo.

Proposicion. Un dlgebra de Lie de dimension finita es semisimple si y solamente si no posee ideales
abelianos no nulos.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie de dimensidn finita. Si L posee un ideal abeliano no nulo,
éste esta contenido en el radical rad L y, por lo tanto, éste ultimo no es nulo: vemos asi que la
condicion es necesaria. Reciprocamente, supongamos que L es no es semisimple y sea R = rad L
su radical. Como R es soluble y no nulo, existe n € Ny tal que R**Y) = 0y R(") 0, y entonces el
subespacio R de L es un ideal abeliano no nulo. d

1.10.2. Un algebra de Lie es simple si no es abeliana y no posee ideales propios no nulos.
Proposicion. Un dligebra de Lie de dimension finita simple es semisimple.

Demostracion. En efecto, un dlgebra de Lie de dimension finita simple no posee ideales propios
no nulos, asi que no posee, en particular, ideales propios abelianos no nulos y, como no es abeliana,
no es un ideal abeliano de si misma. O
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1.10.3. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie y sea M un L-mdédulo de dimension finita fiel. Si la
forma bilineal Byy : L x L — k asociada a M es idénticamente nula, entonces L es soluble.

Demostracién. Sea p : L — gl(M) la representacién de L correspondiente a M. Como M es un
L-médulo fiel, el morfismo p es inyectivo y por lo tanto L tiene dimension finita. Probemos la
proposicion haciendo induccion sobre la dimension de L, observando que cuando L es nula el
resultado es evidente.

Podemos suponer que L es pertfecta: si ese no es el caso, entonces L* es una subélgebra propia
de L, asi que es soluble y, por lo tanto, L misma es soluble, de manera que no hay nada que probar.

Sea H una subalgebra propia de L de dimensién maxima. Como H tiene dimensién menor
que la de L, es soluble. El espacio cociente L/H es un H-m6dulo de manera natural y no es nulo:
contiene entonces un H-submodulo simple V. Ahora bien, como H es soluble, este médulo simple
tiene dimension 1, de manera que existe xq € L tal que la clase xo + H generaa V como espacio
vectorial, y hay una funcién lineal A : H — k que se anula sobre H? tal que y - v = A(y)v para todo
y € Hytodo v € V: esto significa que

[¥,x0] —A(y)xo € H paratodo y € H. (15)

El subespacio (xo) + H es por lo tanto una subalgebra de L y, como contiene a H propiamente y H
fue elegida de dimensién maximal entre las subalgebras propias de L, tiene que coincidir con L.
Asi, tenemos que L = (xo) & H. Observemos que la funcién A no es identicamente nula: si lo fuera,
podriamos deducir de (15) que L? € H, contradiciendo nuestra hipétesis de que L es perfecta.

Sea W un L-moédulo de dimension finita simple. Como no es nulo, contiene un H-submddulo
simple Wj y éste tiene dimension 1 porque H es soluble: sea wo € Wy~ 0ysea y : H — k la funcién
lineal tal que

y-wo = p(y)wo

paratodo y € H.

Para cada i > 0 pongamos w;.1 = xo-w; y escribamos W_; = 0y W; al subespacio (wy, ..., w;)
de W. Afirmamos que para cada i € Ny el subespacio W; es, de hecho, un H-submdédulo de W.
Sabemos que esto es cierto si i = 0, y si suponemos que W; es un H-submodulo de W, entonces
para cada y € H se tiene que

Y Wikl =Y Xo Wi =Xo Y wi+ [y, Xo] wi
=xo - (y-wi+ A(y)wi) + ([y, x0] = A(y)x0) - wi
€xo- Wi+ H-W; € Wiy,

de manera que Wj,; es un H-submddulo de W. Nuestra afirmacion se sigue asi inductivamente.

Sea q el mayor elemento de Ny tal que los vectores wy, ..., w, son linealmente independientes;
observemos que existe un tal mayor elemento porque W tiene dimension finita y wy # 0. La
eleccion de g implica que xo- W, © W, y sabemos que H- W, € W, asi que W, es un L-submodulo
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de W: como W es simple, tiene que ser W = Wyy B =(wo,..., wq) es una base ordenada de W.
Mostremos que para cada i € {0,...,q} ycada y € H se tiene que

y-wi = (u(y)+iA(y))wi mod Wi_;. (16)

Esto es cierto cuando i = 0 precisamente por la eleccion de la funcidn y. Si suponemos que vale
cuando i esiguala j € {0,...,q — 1}, entonces u = y - w; — (u(y) + jA(y))w; es un elemento
de Wj_1y
y.w]~+l =y.x0.wj
=x0-y-wj+ [y, x0]-wj
= (u(y) + jA(y)) x0 - wj+x0 - u+A(y)xo - wj+ ([y:%0] = My)x0) - w;
= () +(G+DAy))wjn mod Wj,

asi que en ese caso la congruencia que queremos también vale cuando i es j + L.
De (16) deducimos inmediatamente que para todo y € H se tiene que

tryw = i(#(y) +iM(y)) = (a+Du(y) + 39(g + DA(y).

Como L es perfecta, para todo y € H sabemos que tr y)s = 0, y entonces la férmula que acabamos
de obtener para esta traza nos dice que

u(y) =-3aA(»).
Usando esto en (16), concluimos que para todo y € H es
y-wi=(i-3q)My))wi mod Wiy,
y de esto, a su vez, que
q
tr(yw o yw) = 2(i = 30)°A(y)*.
i=0

Sea ahora 0 = My € M; € --- € M, = M una serie de composicion para el L-mddulo M y para
cadaje {L,...,¢} seaqj=dimM;/M;_, -1.Siy e H, entonces

¢ e 4
Bu(y,y) =tr(ymo ym) = Ztr()’Mj/z\/Ij,1 © Ym;/M;,) = > 2(i-3q)* ()
i1 =1i=0

Como estamos suponiendo que By es idénticamente nula y sabemos que existe y € H tal que
A(y) # 0, esto nos dice que
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¥, por lo tanto, que g; = 0 para cada j € {L,..., ¢}, es decir, que cada uno de los L-médulos
simples M;/M;_, tiene dimensioén 1. Vemos asi que la subalgebra p(L) de gl(M) preserva la
bandera completa de subespacios de M dada por F = (M i)f:o: esta contenida, por lo tanto, en
el dlgebra t(F) y es, en consecuencia, soluble. Como el dlgebra p(L) es isomorfa a L, ya que el
L-moédulo M es fiel, esto prueba que L es soluble. La proposicion queda asi demostrada. O

1.10.4. Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.10.3 es el siguiente criterio:
Proposicion. Un dlgebra de Lie de dimension finita cuya forma de Killing es nula es soluble.

Demostracién. Sea ad : L — gl(L) la representacién adjunta y sea ad(L) su imagen. Si ve-
mos a L como un mddulo sobre ad(L), entonces es fiel y la correspondiente forma bilineal
Br :ad(L) x ad(L) — k se anula idénticamente, porque la forma de Killing de L lo hace. La
Proposicion 1.10.3 nos permite entonces concluir que ad(L) es un algebra soluble. Como hay una
extension central de algebras de Lie

0 > 3(L) > L »ad(L) —— 0

y 3(L) y ad(L) son solubles, la Proposicion 1.3.5(ii) nos dice que el dlgebra L es soluble, como
queremos. O

1.10.5. Proposicion. Un dlgebra de Lie de dimension finita es semisimple si y solamente si su forma
de Killing es no degenerada.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie y sea By : L x L — k su forma de Killing. Supongamos
primero que By, es degenerada, de manera que el subespacio L*, que es un ideal de L, es no nulo.
Como la forma de Killing By. de L* es la restriccion de By a L*, es claro que By es idénticamente
nula. De acuerdo a la Proposicion 1.10.4, entonces, L* es soluble y, por lo tanto, el radical soluble
de L es no nulo: asi, L no es semisimple.

Supongamos ahora que L no es semisimple, de manera que, de acuerdo a la Proposicién 1.10.1,
existe un ideal no nulo y abeliano I en L. Sean n = dimL, m = dimIy & = (x1,...,x,) una
base ordenada de L tal que (xi,...,x;,) es una base ordenada de I. Si x € I e y € L, entonces las
matrices de adp (x) y de ad () con respecto a la base # son de la forma

0 A B, B,
o)l (g a). ol - (3 3).
con By € My, (k), A, By € My n-m(k) y B3 € My_1 (Kk), y se sigue de esto que
BL(x,y):tradL(x)oadL(y):tr(g A(?Z):O.

Vemos asi que I € L* y que, por lo tanto, la forma By, es degenerada. O]
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1.10.6. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita. Si I es un ideal de L
e I'* es el ideal de L ortogonal a I con respecto a la forma de Killing de L, entonces L = I & I'* y todo
ideal de 1 o de I* es un ideal de L. En particular, todo ideal de L es semisimple.

Demostracién. Sea By : LxL — klaformadeKillingde Lysea I unidealde L. Sea (x;,...,x,) una
base ordenada de I 'y paracadai € {1,...,n} consideremos la funcién ¢; : y € L — Br(x;, y) € k.
Las n funciones ¢y, ..., ¢, que asi obtenemos son linealmente independientes: en efecto, si
AL, ...» An € k son tales que Y7 A;¢; = 0, entonces para todo y € L se tiene que

BL(Z; Aixi, y) = Z; Aigi(y) =0

y, como By, es no degenerada, debe ser Y7 ; A;x; = 0, de manera que A; = 0 paracadai € {1,...,n}.
Como I'* = N}, ker ¢;, esta independencia lineal implica que dim I* = dim L — dim I, esto es, que
dim I +dim I* = dim L. Por otro lado, la intersecciéon I n I* es un ideal de L, asi que su forma de
Killing Bjn: es la restriccion de la de L a I N I*: es claro que entonces Bjny: es idénticamente nula
y, de acuerdo a la Proposicion 1.10.4, que I N I'* es un ideal soluble de L. Como L es semisimple,
vemos asi que I N I* = 0 y podemos concluir que, de hecho, L = I & I*.

Para probar la segunda afirmacién del enunciado, sea J un ideal de I: como L = I + I, es
[L,]J] =[LJ]+[I*,]]. Como J c I, el segundo sumando se anula, y el primero esta contenido
en ] porque J es un ideal de I. Esto muestra que J es un ideal de L, como queremos. El caso en el
que J es un ideal de I* se prueba de la misma forma. O

1.10.7. Proposicion. Un dlgebra de Lie de dimension finita es semisimple si y solamente si es suma
directa de ideales simples no abelianos.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie de dimension finita y sea By, : L x L — k la forma de Killing
de L. Basta considerar el caso en que L no es nula.

Supongamos primero que L es semisimple. Si L es simple, entonces no es abeliana y, por
supuesto, es suma directa de ideales simples no abelianos, asi que podemos suponer que no lo es:
existe entonces un ideal I de L no nulo y propio de dimensién minima.

El ideal I es simple: la Proposicidn 1.10.6 nos dice que todo ideal de I es un ideal de L, asi
que esto es consecuencia de la minimalidad con la que elegimos a I. Por otro lado, el ideal I*
es semisimple: esa misma proposicién nos dice que el radical de I'* es un ideal soluble de R,
asi que es nulo. Como I* tiene dimension estrictamente menor que la de L, podemos suponer
inductivamente que I* es suma directa de ideales simples no abelianos, esto es, que existen ideales
simples no abelianos I, ..., I, en I'* tales que I* = I; & --- & I,,,. Otra vez, la Proposicién 1.10.6
nos dice que I, ..., I, son ideales de L y, como claramente L=1® I; ® --- & I,,,, vemos que L es
suma directa de ideales simples no abelianos, como queremos. Esto prueba que la condicion del
enunciado es necesaria.

Veamos ahora que es suficiente. Supongamos para ello hay en L ideales simples no abelianos
I, ..., I, talesque L = I; & - ® I, y mostremos que la forma de Killing By : L x L - k es no
degenerada: la conclusion deseada seguira entonces de la Proposicion 1.10.5. Sea x un elemento
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no nulo de L y sean xq, ..., x, elementos de I, ..., I,, respectivamente, tales que x = xj + - + X,.
Como x no es nulo, existe i € {1,...,r} tal que x; # 0. La forma de Killing de I; es la restriccion
delade L a Iy esno degenerada, porque, de acuerdo a la Proposicion 1.10.2, I; es un algebra de
Lie semisimple. Existe entonces y € I; tal que B(x;, y) = 0.

Seaje{l,...,r} ~ {i}. Paracada u € L, se tiene que [y, u] € I; asi que

[xja [}’>U]] € [Ij,[,'] c Ij NnI;=0.

Esto muestra que adz(x;j) o adz(y) = 0y, en consecuencia, que Br(xj, y) = 0. Usando esto,
vemos que

Br(x,y) =Y Br(xk,y) = Br(xi,y) #0
P

y, como queriamos, que la forma de Killing B;, es no degenerada. O

1.10.8. Proposicion. Un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita es perfecta.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie semisimple de dimension finita y sea By : L x L - k
su forma de Killing; bastara que consideremos el caso en que L no es nula, ya que si lo es la
afirmacion es trivial. Supongamos que L no es perfecta, de manera que el ideal L? es propio. Segtin
la Proposicién 1.10.6, tenemos una descomposiciéon L = L? @ (L?)* de L como suma directa de
ideales y como L? es un ideal propio, (L?)* es un ideal propio y no nulo. Es ademas abeliano:
[(L?)*, (L*)*] esta contenido en (L?)*, porque éste es un ideal y, al mismo tiempo, en L?. Esto es
absurdo, en vista de la Proposicion 1.10.1. O

§11. Algebras de dimensiones pequenas
Damos la clasificacion a menos de isomorfismo de las dlgebras de Lie de dimension a lo sumo 3.

1.11.1. Proposicion. Si L es un digebra de Lie de dimensién 2, entonces posee una base (x, y) tal que
estd en alguno de los siguientes casos:

L [x, ] dim L2
a, 0 0 abeliana
aff, x 1 soluble no nilpotente

Demostracion. Sea L un algebra de dimension 2. Si es abeliana, claramente es L = a,. Supongamos
que no lo es, de manera que existe x € L? \ 0 y podemos elegir y ¢ L tal que (x, y) es una base
de L. Como dim L = 2, la subalgebra derivada L? esta generada como espacio vectorial por [x, y],
y entonces existe « € k \ 0 tal que [x, y] = ax. Si ponemos y’ = é y, entonces (x, y') es una base
de Ly [x,y'] = x. Esto muestra que L es isomorfa al dlgebra aff, descripta en el enunciado. [
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1.11.2. Proposicion. Si L es un dlgebra de Lie de dimension 3 que no es semisimple, entonces posee
una base (x, y,z) tal que estd en alguno de los siguientes casos:

L [x,y] [xz] [y 7] dim L?
as 0 0 0 0 abeliana
heis z 0 0 1 nilpotente no abeliana
aff, x k 0 z 0 1 soluble no nilpotente
L(u),p+0 ¥ yz 0 2 soluble no nilpotente
£ ¥ y+z 0 2 soluble no nilpotente

Demostracion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension 3 y, para empezar, supongamos que L no
es semisimple. Su radical rad L es entonces un ideal no nulo y soluble y el cociente L/ rad L es
un algebra de Lie de dimensién a lo sumo 2, asi que también es soluble: vemos asi que L es
necesariamente soluble. En particular, el algebra derivada L? es un ideal propio de L y hay tres
posibilidades para la dimensién de L2.

« Si el dlgebra derivada L? es nula, entonces L es abeliana y L es isomorfa al dlgebra az del

enunciado.

« Supongamos que dim L? = 1y sea z un elemento no nulo de L?.

- Consideremos primero el caso en el que z es central en L y sean x e y en L tales que
(x,y,2) es una base de L. Que z sea central y genere L? implica entonces que hay
un escalar « € k tal que [x,y] = azy [x,2z] = [y,2] = 0. Como L? # 0, debe ser
a #+ 0y entonces poniendo z’ = az tenemos una base (x, y,z’) tal que [x,y] = z
y [x,z] = [y, 2] = 0. El dlgebra L es por lo tanto isomorfa al algebra heis.

- Consideremos ahora el caso en el que z no es central. Como la funcién ad(z) : L - L
es no nula, tiene imagen contenida en el subespacio generado por z y contiene a z en
su nucleo, existen elementos x e y en L tales que (x, y,z) esunabasede Ly [x,z] =z
e [y,z] = 0. Ademds, como x genera a L?, existe « € k tal que [x, y] = az. Si ponemos
y' = y — az, entonces (x,y’,z) esotrabasede Ly [x,)'] =0, [x,z] =ze[y,2z] = 0.
En este caso L es isomorfa al algebra aff, x k del enunciado.

+ Supongamos finalmente que dim L? = 2. Como L es soluble, sabemos que L? es nilpotente
y, como tiene dimension 2, es necesariamente abeliana. Sea x € L \ L?%. Considerando la
forma normal de Jordan de la funcién ad(x) : L* — L%, vemos que existe una base (y, z)
de L? tal que

- o bien hay escalares «, 3 € k tales que [x, y] = ax, [x,z] =y e[y,z] =0,

- o bien hay un escalar « € k tal que [x, y] = ay, [x,z] =y +aze[y,z] =0.

En el primer caso, tiene que ser a3 # 0, ya que dim L? = 2, y entonces poniendo y’ = é y
p = B/ a, que es no nulo, vemos que (x, ¥, z) es una base de L tal que [x, y] = y, [x, 2] = pz
e[y,z] =0. Vemos asi que L = £(u). En el segundo caso, por su parte, tiene que ser a # 0
porque dimL? = 2,y six = ~x e y = Ly, entonces (x',)’,z) es una base de L tal que
[(x,y']=y,[x",z] =y +ze[)',z] =0. Eneste casoes L = £.

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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1.11.3. Proposicion. Si L es un dlgebra de Lie de dimension 3 que es semisimple, entonces L posee
una base (x, y,z) tal que

[x,y]=-2x, [xzl=y, [pz]=-22

y es por lo tanto isomorfa a sl,.

Demostracion. Sea L un algebra de Lie de dimension 2 semisimple y sea H una subalgebra de
Cartan de L. Como L no es nilpotente, H es una subalgebra propia de L y tiene, por lo tanto,
dimensiéon menor que 3: como no hay algebras nilpotentes no abelianas de dimensién menor
que 3, vemos que H es necesariamente abeliana.

Sea @ el conjunto de raices de L, de manera que L = H® @y Ly con Ly # 0 para cada o € O.
Como L es perfecta, tenemos que

L=[L,L]=[H,H]+ ) [H,Ly]+ Y, [LaLg].
acd a,Pfed

Es [H,H] = 0y [H,Lq] C Ly para cada o € ®: esto implica que existen «, f € O tales que el
subespacio [Lg, Lg] es no nulo y estd contenido en H. Esto sélo es posible si § = —«. Como cada
uno de los subespacios H, Ly, L, tienen dimension positiva y dim L = 3, vemos asi que, de hecho,

L=Ho®Ly®L_,,

que cada uno de los sumandos tiene dimension 1y que H = [Ly, L_]. Seanx € Ly\0e y € L_4,\0.
Como Ly y L_4 tienen dimension 1, el elemento z = [x, y] generaa [ Ly, L_ ], asi que tiene que ser
no nulo. Como x es estd en L, y este espacio tiene dimension 1, debemos tener que [z, x] = a(z)x

y, de manera similar, [z, y] = —a(z)y. Como « es una raiz de L con respecto a H y H tiene
dimension 1, tiene que ser a(z) # 0. Si ponemos u = /2/a(z), x' = ux, y' =uyyz' =2/a(z)z,
entonces (x',y’,z") esunabasede Ly [x',y'] = =2x/, [x', /] = y' e [/, 2] = -27". O

1.11.4. La clasificacion de las dlgebras de Lie de dimension 3 que resulta de las Proposiciones 1.11.2
y 1.11.3 fue hecha originalmente, con métodos bien distintos, por Luigi Bianchi en el articu-
lo [Bia1898], aunque en el caso en el que el cuerpo k es el de los numeros reales.
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Capituloll

Cohomologia

§1. Construccion

Construimos la cohomologia de un dlgebra de Lie.

2.1.1. Fijemos un élgebra de Lie L y un L-mddulo M. Para cada p > 0 escribimos L*? al producto
cartesiano L x---x L con p factores y C? (L, M) al espacio vectorial de todas las funciones L*? - M
que son p-multilineales y alternantes. Observemos que L*° = k, de acuerdo a las convenciones
usuales, y que entonces C°(L, M) se identifica de manera canénica con M.

2.1.2. Lema. Sea p > 0. Hay una accién L x CP(L, M) - CP(L, M) de L sobre el espacio vectorial
CP(L, M) que hace de éste un L-médulo tal que si y € Ly f € CP(L, M) entonces el elemento y - f
estd dado por

p
(y-f)(xnexp) =y fo,..5%p) = Z;f(xl,...,[y,xi],...,xp)

para cada eleccion de xy, ..., xp € L.

Demostracion. Para ver que hay una tal accion, tenemos que mostrar quesi y € Ly f € CP(L, M),
entonces la funcién y - f : L*? — M definida en el enunciado es un elemento de C?(L, M).
Es claro de la formula que la define que se trata de una funcién p-multilineal. Por otro lado,
six,....xp € Lyk e {l,...,p—1} son tales que x; = xj;, entonces f(x1,...,xp) = 0y
f(xi,...[ysxil, ..., yp) = 0 siempre que i ¢ {k, k +1}, asi que

(y- ) sxp) = =f(Xo oo [ Xic s Xiats - -5 Xp) = f (X5 o o X0 [ Xpest )5 -+ -5 Xp)

y esto se anula ya que f es anti-simétrica. Vemos asi que la funcion y - f pertenece a C?(L, M),
COMoO queremos.
Ahorabien, si y,z€ L, f € CP(L,M) y xi, ..., Xp € L, tenemos que

(y-z- (x5 %p)
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p
=y-(z- f)(xn. .. xp) —;(z-f)(xl,...,[y,x,-],...,xp)

p
:y-z-f(xl,...,xp)—;y-f(xl,...,[z,x,'],...,xp)

p

- Zz-f(xl,...,[y,x,-],...,xp) + > flaslzxd Ll xp)
i=1 1<i<j<p
p
+ Z flxn. s ysxils. s [zx5]s 0 xp) + Zf(xl,...,[z, L xill, .5 %p)
1<i<j<p i=1

y entonces, como los términos del segundo al quinto en esta ultima expresion dependen simétrica-
mente de y yde zy f es multilineal, esto nos dice que

(yoz-f-z-y - [)(x....%p)
=y-z-f(x1,...,xp)—z-y-f(xl,p...,xp)
+Z;f(x1>---,[z, [y, xi]] = [y [z %i]]s -5 xp)

p
=[yz]- flx..xp) —;f(xl,...,[[y,z],x,-],...,xp)

= (D2l )l xp).

Vemosasique y-z- f—z-y-f =[y,z]- [y endefinitiva, que C’(L, M) es un L-médulo.  [J
2.1.3. Sip>1,yeLy f e CP(L, M), definimos una funcién f L y : L*(?~1) - M poniendo, para
cadaxi, ..., Xp-1€ L,

(fey)(xn..xpm1) = f(x1 .. Xp1, §)-

Es claro que fL y es (p—1)-multilineal y alternante, asi que se trata de un elemento de C*~!(L, M).
Una observacion inmediata que usaremos varias veces en lo que sigue es:

sip>1y f, ge CP(L, M) son tales que para cada y € L se tiene que f L y = gL y,
entonces f = g.

Por otro lado, esta operacién L interactiia con las estructuras de L-moédulos involucradas de la
siguiente manera:

Proposicion. Sip >1, y,ze Ly f € CP(L, M), entonces

y-(frz)=(-flrz+fryz]

Demostracion. En efecto,sip >1,y,zeLy f € CP(L, M), cada vez que xy, ..., Xp-1 € L se tiene
que

((yf) Lz)(xl,...,xp_l) + (fL [y,z])(xl,...,xp_l)
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=y 6. xp12) + (X1 Xpo1 [152])

p-1
=y-flxn...xp1,2) - Zf(xl,...,[y,x,-],...,xp_l,z)
i=1

p-1
=y-(frz)(x,...,xp1) - ;(fLZ)(Xb...,[y,xi],-..,xl)—l)
= ()/‘ (sz))(xl,...,Xp_l),

de manera que vale la igualdad que afirma la proposicion. O

2.1.4. Proposicién. Para cada p > 0 hay un morfismo de L-médulos dP : CP(L, M) — CP*}(L, M)
tal que cada vez que xi, ..., Xp11 € Ly f € CP(L, M) se tiene que

p+l

(dpf)(xl,. . .,Xp+1) = Z;(—l)iﬂxi -f(xl,. c Xy ..,Xp+1)

+ Z (—1)i+jf([x,-,xj],x1,...,J%i,...,a%j,...,xp+1).

1<i<j<p+1
Para cada p > 0, cada f € CP*1(L, M) y cada y € L se tiene que

AP fLy=dP(fLy)+ (-1)Py- f. (1)

Cuando necesitemos explicitar el médulo M del que estamos hablando escribiremos d][\’,l en
lugar de simplemente d”.

Demostracion. Sea f € CP(L, M) y definamos una funcién d? f : L*(P*) — M como en el
enunciado de la proposicion. Es claro que d? f es una funcion (p + 1)-multilineal. Mostraremos
que ademds es alternante, de manera que se trata de un elemento de C?*!(L, M). Hecho esto,
habremos probado que tenemos una funcién d? : CP(L, M) — CP*(L, M), y que ésta es lineal es
consecuencia inmediata de la forma de la férmula que la define.

Sea entonces Xy, ..., Xp41 € L, sea k € {1,..., p}, supongamos que Xy = X, Y mostremos
que (dPf)(x1,...,xps1) = 0: esto es suficiente para concluir que d” f es alternante. Como f es
alternante, tenemos que f(x,..., %, ... ,xp+1) =0sil<i<kosik+1<i<p+1,yaquedosde
los argumentos son iguales, y entonces

p+l1

Z(—I)HI Xi -f(xl, e ,.?ACi, e ,Xp+1)
i=1

= (D e f(x1y e R Xprts - - s Xpi1) + (D) *xpi1 - F (X0 Xk Rists - - > Xpi1)
=0.
De manera similar, es f([xi, xj], X1, ..., &is ... Xj> ..., %ps1) = 0sid, je {1,...,n} son tales que

i<jy{i,j}n{k,k+1} = @,y entonces
Z (_1)l+]f(|:x1’x]:|’x1) e ’5&1') LY ,5&]‘, . e ,xp+1)

1<i<j<p+l
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p+l .
= S DR F (X %71 X0 s Bk Xptts - o5 Ko e oy Xpan)

j=k+2
+%(—l)k“ﬂf([xkﬂ,xj],xl,...,xk,a%k+1,...,fcj,...,po)
j=k+2
kz;l 1)l+kf( (%05 Xk ] X1o oo o5 Rin e oo Rhes X5 -+« > Xpo1)
i
"‘k 11( 1)i+k+1f([xi’xk+1]»x1)--->9ACia---»Xk’5Ck+1:---’xp+1)
iz
+ (- 1)k+k+{f([xk’xk+l]rxb--~)£k’~~~rﬁk+h-~~xxp+1)

La primera y la segunda de las sumas que aparecen en el lado derecho de esta igualdad se cancelan
mutuamente, como lo hacen la tercera y la cuarta, y, finalmente, el tltimo término se anula porque
(%> Xk41] = 0. Vemos asi que (d? f)(x1,...,%p41) = 0, como querfamos.

Sean ahora p > 0y f € CP*}(L, M). Si y € L, entonces para cada xq, ..., Xp41 € L se tiene que

(dP“fl_ y)(xl, e Xpi1) = P f (s, .. S Xprl> V)
P+1

= Z(_l)lJrlxl .f(xla L) a)%i) o )xp+1) )’) + (_1)Py 'f(xl, «o ,XP+1)
+ Z (—1)i+jf([xi,xj],x1,...,Jei,...,a%j,...,xpﬂ,y)

1<i<j<p+1 pil

S Gyt o)
p+1
= Z( D) (FLy) (e Zin e xpar) + (“1D)Py - f (51,00 Xpa1)
+ 2 (_ )H](fl_y)([xi,xj],xl,.._,fci,,,,,fcj,___,xpﬂ)

I<i<j<p+l pil

+ ;(_I)H‘l’f([xi,y],xl, ... ,J%,', e ,Xp+1)
=dP(fLy)(x..oxpn) + (DP(y- )0 xpa)-

Esto prueba la igualdad (1) del enunciado.

Para terminar la prueba de la proposicion tenemos que mostrar que para cada p > 0 la funcion
lineal d? es un morfismo de L-mddulos, y lo haremos por induccion en p. Consideramos primero
el caso en que p = 0: podemos calcular que para cada y € L y cada f € C°(L, M) se tiene que para
cadax; € Les

(y-d’f)x) =y-d°f () -d°f([y,x1]) =y-x- f =[] - f=xa-y- f=d°(y- ) (x1),

y esto nos dice, precisamente, que d° es un morfismo de L médulos.
Supongamos ahora que p > 0 y que sabemos que d? es un morfismo de L-mddulos. Para
mostrar que d”*! es también un morfismo de L-médulos, es suficiente que fijemos f € CP*(L, M),
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¥, z € L'y que mostremos que

Ay flrz=(y-d*f)Lz
Para esto calculamos, usando repetidas veces la Proposicion 2.1.3 y la igualdad (1) que ya probamos,
que
(y-dPf)Lz=y (@' f Lz)-dP"f L [y,z]
=y d?(fro)+ (D) y -z f-dPif L y,2]

que, gracias a la hipotesis inductiva, es

=dP(y-(fro)+ (-D)P"y-z- f-dPf L [y.2]
=d?((y-flra)+d?(friyeD) + (D) y-z f-d? fL[y.2]
=df(y-flrz= (D2 y f+dP(fLly2]) + ()P y -z f-dP f L y,2]
=dP(y-f)Lz.

La proposicion queda asi probada. O

2.1.5. Explicitemos las férmulas para las funciones d” cuando p es pequeiio:
+ Como dijimos en la prueba de la proposicién, si p = 0y f € C°(L, M), entonces para cada
x1 € L se tiene que

d’f(x1) =x- f.

« Sip=1, feCYL,M)yxy, x; € L, entonces

d'f(x1,%2) = x1- f(x2) = %2+ f(x1) = f([x1, %2]).

o Sip=2,feC*L, M)y xy, x2, x3iL, entonces

dzf(xl, X2, X3) =X1- f(xz, X3) - X f(xl,X3) + X3 - f(xl, X2)

= f([x1x2], x3) + f([x1, %3], x2) = f([x2, %3], 1)

2.1.6. La propiedad mds importante de las funciones d? que acabamos de construir es la siguiente:
Proposicién. Si p > 0, entonces dP*! o dP = 0.

Demostracién. Para ver esto es suficiente mostrar que cadavezque p >0, f € C°(L,M)eyeL
se tiene que dP*'dPf L y = 0. Ahora bien, si p > 1, usando en las dos primeras igualdades la
igualdad (1) de la Proposicion 2.1.4 y en la tercera el hecho de que d? es un morfismo de L-mddulos
vemos que

dPlaPfLy = dP(dPfLy) + (-1)P*y - dP f
= drdP N (fy) 4 (PG )+ ()Py o
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= d"d"(f 1 y)

y esto implica, gracias una induccién evidente, que alcanza con que probemos que d'd° f = 0 para
todo elemento f de C°(L, M), es decir, de M. Esto puede verse via un calculo directo: para cada
f e COL, M) ycada xi, x; € L se tiene que

dldof(xl,xz) =x - dof(xz) — X dof(xl) - dof([xl,xz])
—xi X f—x-x1- f— [xpx2] f
=0.

Esto completa la prueba de la proposicion. g

2.1.7. Lo que llevamos hecho en esta seccion nos dice que si L es un algebra de Lie y M es un
L-modulo, tenemos un diagrama de espacios vectoriales y funciones lineales

0 LA d 2 & 3 &
c’(L,M) — C(L,M) — C*(L,M) — C(L,M) — -

tal que para todo p > 0 se tiene que d?*'od? = 0. Lo llamamos el complejo de Chevalley-Eilenberg
de L con valores en el L-mdédulo M. Por comodidad, ponemos C?(L, M) = 0y definimos
d? =0:CP(L,M) - CP*}(L, M) siempre que p < 0.

Si p € Z, consideramos los subespacios

ZP(L, M) = ker(d? : CP(L,M) — C**'(L, M))

BP(L, M) =im(d?™': CP"}(L, M) —» CP(L, M)),

cuyos elementos son los p-cociclos y p-cobordes, respectivamente, de C?(L, M). De acuerdo a la
Proposicién 2.1.6, es d” o dP™! = 0y, en consecuencia, se tiene que que B (L, M) ¢ ZP(L, M).
Podemos entonces considerar el espacio vectorial cociente

ZP(L, M)

HP (L, M) = BP(L, )’

al que llamamos el p-ésimo espacio de cohomologia de L con valores en M. Cuando dos p-cociclos
son congruentes médulo B?(L, M), de manera que representan la misma clase en H?(L, M),
decimos que son cohomdlogos. Observemos que como B°(L, M) = 0, se tiene que

H°(L,M) = Z°(L, M).

2.1.8. Vimos que para cada p > 0 el espacio vectorial C? (L, M) posee una estructura de L-mddulo
y que la funcién d? : CP(L,M) — CP*}(L, M) es un morfismo de L-médulos. Se sigue de
esto, por supuesto, que Z?(L, M) y BP(L, M) son L-submodulos de CP(L, M) y que el cociente
HP(L,M) = ZP(L,M)/BP(L, M) tiene una estructura inducida de L-mddulo. No hacemos
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referencia a esta estructura y llamamos a H? (L, M) el espacio de cohomologia y no el L-médulo
de cohomologia porque esta estructura de L-modulo siempre es trivial.

En efecto, si p > 1y f € ZP(L, M) es un p-cociclo e y € L, entonces la igualdad (1) de la
Proposicion 2.1.4 nos dice que

yof= ()PP (fLy) + ()PP Ly = (F1)PdPN(f L y) € BP(L, M),

yaque d*! f = 0, y entonces en el cociente H? (L, M) tenemos que y-(f+BP(L, M)) = BP(L, M),
que es, por supuesto, el elemento nulo de H? (L, M). Por otro lado, si p =0, f € Z°(L,M) ey € L,
tenemos que y - f = d°f(y) = 0, asi que la accién de L sobre H*(L, M) = Z°(L, M) es también
trivial.

§2. Functorialidad y la sucesion exacta larga

Probamos las dos propiedades mds bdsicas de la cohomologia de las dlgebras de Lie: su
functorialidad y la existencia de morfismos de conexion.

2.2.1. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie, sea ¢ : M — M’ un morfismo de L-mddulos y sea p > 0.
(i) Si f:L*P — M es un elemento de CP(L, M), entonces la composicion ¢ o f : L*P — M’ es
un elemento de CP (L, M").
(ii) La funcion ¢f : f € CP(L,M) = ¢ o f € CP(L, M") es un morfismo de L-médulos.

Demostracion. La verificacién de la primera parte y de que la funcion ¢ de la segunda es lineal
es inmediata. Mostremos que esta funcién es un morfismo de L-mddulos. Sea y € L y sea
f € CP(L,M). Cada vez que x;, ..., X € L se tiene que

¢l s xp) = ¢((y- (3105 %p))
P
= ¢(y.f(x1,...,xp) - ;f(xl,...,[y,x,-],...,xp))

y, como ¢ es un morfismo de L-modulos, esto es
)4
=y d(f(x s xp)) = 2 0(f (1o os [ xi s 05 %p))
i=1

p
=y oL () (o xp) - ;(ﬁf)(xl»w[y,xz']»wxp)
= (- L)) (o xp),

de manera que, de hecho, ¢£(y - f) = y- ¢2(f). Esto prueba lo que queremos. O
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2.2.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie, sea ¢ : M — M’ un morfismo de L-médulos.
(i) Para todo p > 0 conmuta el diagrama

dP
CP(L,M) —*— CP*Y(L, M)

¢i’l l¢i’“
dP

cP(L,M') — cri(L, M')
y, en particular se tiene que ¢£ (ZP(L, M)) ¢ ZP(L,M") y que ¢¥ (BP (L, M)) < BP(L, M").
(ii) Para cada p > 0 hay una funcién lineal H?(¢) : H? (L, M) — HP (L, M") tal que
HP(¢)(c+BP(L, M)) = ¢%(c) + B (L, M)
para cada p-cociclo c € ZP(L, M).
Demostracion. La segunda parte de la proposicion es consecuencia inmediata de la primera y de
la propiedad universal del cociente de espacios universales, asi que nos ocuparemos simplemente
de probar (i). Si p > 0, f € CP*!(L, M) e y € L y suponemos que ¢p?*1 o df = d¥ , o ¢%, entonces
tenemos que
$r(dh ey =" @ L y)
= 2 (A (FLp) + ()P (- )
= di(BL(F L))+ (-D)Py - 927 (f)
1 1
=dy (27 ()L y) + ()P y - 27 (f)
1 1
=dy (65 () Ly,
de manera que ¢?*? o dﬁ; '= dﬁ;l o ¢€+1. Esto nos dice que basta probar la conmutatividad del

diagrama del enunciado cuando p = 0, ya que la afirmacion general sigue de ello por induccidn.
Sea entonces f € CO(L, M) y sea x; € L. Tenemos que

¢ (dyf) () = (dyf (1)) = d(xa- f) = x- d(f) = 21 95(f) = dap (2.(f)) (1)
y, por lo tanto, que ¢%, o d3, = d3,, o ¢%, como queremos. O

2.2.3. Proposicion. Sea p > 0 y sea L un dlgebra de Lie.
(i) Si M esun L-modulo e idyr : M — M es el morfismo identidad de M, entonces

HP(idpy) : HP(L,M) - H?(L, M)

es la funcién identidad de H? (L, M).
(i) Si¢: M —> M yy: M — M" son morfismos de L-médulos, entonces

HP(y o ¢) = HP(y) o HP(¢).
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Demostracién. (i) Como HP(idys) : HP(L,M) — HP(L, M) es el morfismo inducido en los
cocientes que definen a la cohomologia por (idy)f : CP(L, M) — CP(L, M), para ver que el
primero es la identidad de H? (L, M) es claramente suficiente con mostrar que el segundo es la
identidad de CP(L, M), y esto es consecuencia inmediata de su definicion.

(ii) De manera similar, en la situacion de la segunda parte, el morfismo H?(y o ¢) es el
inducido por (y o ¢)%, mientras que H? () o H?(¢) es la composicién del morfismo inducido
por ¥ con el inducido por ¢£. Esta tltima composicién coincide con el morfismo inducido en la
cohomologia por la composicién y¥ o ¢2 y entonces para probar lo que queremos es suficiente
con verificar que, de hecho, se tiene que y% o ¢¥ = (y 0 ¢)%, lo que es inmediato. O

2.2.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Existe una forma de asignar a cada sucesion exacta
corta &

¢ 14

0 s M’ s M s M )

de L-modulos y cada p > 0 una funcion lineal
of - HP(L,M") -~ HP*'(L, M)

de manera tal que se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) i
0 MMM —0
l«x l/; ly (2)
0— > N — 3 N—3 N'— 0

es un diagrama conmutativo de L-médulos con filas & y &' exactas, entonces el diagrama

HP(L,M") a—f‘U HPY(L, M)
Hp(y)l lHP“(oc) (3)
HP(L,N") L HPYY(L,N")

conmuta.

(i) Si & es una sucesion exacta corta

¢ v

0 > M’ > M > M" > 0

de L-médulos, entonces la sucesion de espacios vectoriales y funciones lineales

HY(4) H ()

HP (L M) 25 1, M) o1,
(4)

HP(L,M') —% HP(L,M) —%

es exacta.
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Llamamos a la funcién o% : H? (L, M"") - HP*'(L, M") el morfismo de conexién correspondiente
a la sucesion exacta corta & en grado p. La prueba de esta proposicion es considerablemente
laboriosa, pero la unica parte delicada es la construccion del morfismo: una vez hecho eso, queda
solo verificar que tiene las propiedades deseadas y eso es sencillo.

Demostracion. Sea

¢ v

0 s M’ s M s M" s 0

una sucesion exacta corta de L-mddulos y sea p > 0. Tenemos un diagrama conmutativo de
espacios vectoriales y funciones lineales

P P
0 — s (L, M) — ¥ crL, M) — Y CP(LM") —— 0

|4, |t |t
p+1 P+l

0 —— crr, M) Py cri(r, M) L CPU(LL M) —— 0

en el que las filas son exactas. Sea { € H? (L, M"") y sea z € ZP(L, M"") un representante de (, de
manera que { = z + BP(L, M""). Como la funcién y% es sobreyectiva, existe z; € CP(L, M) tal que
v?(z1) = zy como z es un p-cociclo y el diagrama conmuta, tenemos que

2 (di(21) = dhy (2 (20))) = diy(2) = 0.

Esto nos dice que dPM(zl) es un elemento del nuicleo de wfﬂ y la exactitud de la segunda fila del
diagrama implica entonces que existe z, € CP*}(L, M"), completamente determinado por zj, tal
que ¢‘Z+1(z2) = dg,l(zl). El elemento z, es un cociclo: en efecto, la funciéon qsfj“ es inyectiva y

+1 1 1 1 1
oL (dyy (22)) = dyy (¢77(22)) = iy (dyy(21)) = 0
porque dj‘t;;r o dﬁ,f = 0. Podemos, en consecuencia, considerar su clase de cohomologia
2y + BPY(L, M") e HP*Y (L, M').

Afirmamos que esta clase depende solamente de { y no de la eleccion del representante z que
hicimos. Para verlo, sea z’ otro elemento de Z? (L, M") tal que { = z’ + BP(L, M"), de manera que
la diferencia z—z' esta en B? (L, M"). Seaz] € CP(L, M) tal que y2(z]) = z’ y sea z; € CP*}(L, M")
tal que ¢€+1(z£) = d? (z{). Para verificar nuestra afirmacién tenemos que mostrar que z} — 2, es
un elemento de B#*'(L, M"). Ahora bien, como z — z’ esti en BP (L, M"), existe u € C?"}(L, M")
tal que dg,;,l(u) =z -7y, como la funcién y2 " es sobreyectiva, hay un v € C?"'(L, M) tal que
v (v) = u. Es

(a2 -d ' (v)) =z -2 - a2 (W2 (v)) =z -2 —dB (u) = 0

asi que la exactitud de la primera fila del diagrama implica que existe w € CP(L, M') tal que
Pr(w)=z1—2 -db; '(v). Recordando que la funcién ¢?*" es inyectiva y calculando que

02 (22— 25— dby(w)) = dby(z1) - dy(2)) — dby (92 (w))
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= dﬂ(zl) - d%(z{) - di,r(zl -z - d}'i,l_l(v))
-0,

podemos concluir que z; — 25 = db ,(w) € BP*1(L, M), como queriamos.
En definitiva, todo lo que hemos hecho muestra que existe una funcion

of : HP(L,M") -~ HP*'(L,M")
tal que

size ZP(L,M"), zy € CP(L, M) y z5 € CP*(L, M") son tales que v (z) = z
y ¢ (22) = d? (z1), entonces af;(z +BP(L,M")) = zo + BP*Y(L, M").

Para probar la proposicion mostraremos que esta funcion posee todas las propiedades que alli se
enumeran. Empecemos por la linealidad:

o Sean {y {’ dos elementos de HP(L, M") y sean a, b € k. Sean z, z’ € ZP(L, M") tales que
(=z+BP(L,M')y (' =2 +BP(L,M’'),ysean zj, z| € CP(L, M) y z3, 2, € CP*}(L, M")
tales que v (z1) = 2z, v£(2]) = 2, £ (22) = df (z1) y ¢2"(2}) = 2, de manera que
o0.(0) = zp + BP*Y(L,M') y 95({) = 2} + BP*Y(L, M"). Siponemos z{ = az; + bxnz] y
Zy = az, + bz}, entonces

vi(2) = ayl(z1) + byl (2) = az + b2’

P17 () = g™ (22) + b9 (25) = adfy (1) + b}y (<]) = dy (<)),
y esto implica que

o5 (al+bl") = 0% (az + bz’ + BP(L,M")) = az, + bz + B"*(L, M)
=adb () + bdh({).

En segundo lugar, veamos que se satisface la condicion (i) del enunciado:

« Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo de L-moédulos y morfismos de L-
modulos como en (2), en el que las filas son exactas, sea p > 0y sea { € HP(L, M""). Sean
ze ZP(L,M"),z € CP(L,M)yz, € CP*'(L, M) tales que v (z;) = Zy(/)‘f“(zz) = di,l(zl),
de manera que af;(() = zy + BP*Y(L,M") e HP*Y(L, M) y, por lo tanto,

HP"(a)(05.(0)) = af*(2;) + BP*N(L,N') € HP*Y(L, N'). (s)
Los elementos z| = B2 (z1) € CP(L,N) y 2} = a?™(2,) € C?*'(L, N’) son tales que
&(z) = & (B (=) = v (i (2) = ¥2(2)
(2) = ("ol (22)) = B2 (917 (22)) = L (R () = dR (Bl (1))
= d}(4)),
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asi que la construccion del morfismo 8’6}, implica que
ok, (HP(y)({)) = 3%, (y2(2) + BP(L,M")) = 25 + BP*'(L,N") e H**'(L,N").

Este elemento es el mismo que el de (5) y eso significa que el diagrama (3) conmuta.
Supongamos ahora que tenemos una sucesion exacta corta &

¢ 14

0 s M’ s M s M )

de L-moédulos y morfismos de L-médulos, y mostremos que la composicion de cada par de flechas
consecutivas en el diagrama (4) es nula:
o De acuerdo a la Proposicidn 2.2.3(ii), es

HP (y) o HY($) = HP (y 0 $) = HP(0) = 0.

o Sea{ e HP(L,M)yseaze ZP(L, M) tal que { = z + BP(L, M). De acuerdo a la definicién
de H?(y), tenemos que H? () ({) = w2 (z) + B?(L, M""). Si ponemos z; = z € CP(L, M)
y 2z, =0 € CPT(L, M"), entonces es y% (z1) = yP(2) y $**1(23) = dﬁ,l(zl), asi que

b (HP (y)(Q)) = 0% (y*(z) + BP(L,M")) = z, + BP*'(L, M") = 0+ B**'(L, M").
Esto nos dice que 9% o H?(y) = 0.

« Sea finalmente { € H? (L, M") y sean z € ZP(L,M"), z; € C?(L,M) y z, € CP*}(L, M)
tales que y£(z) = zy qb‘f“(zz) = d? (z1), de manera que BZD(() = z5 + BPYY(L, M").
Tenemos entonces que

HP(9)(05(0)) = 627 (22) + BP(L, M) = d¥ (z1) + B (L, M)
=0+ B (L, M).
Asi, es HP*1(¢) 0 0% = 0.
Para terminar, mostremos la exactitud de la sucesion (4):

o Sea( € HP(L, M) talque H? (y)({) = 0. Siz € Z'(L, M) estal que { = z+BP (L, M), esto sig-
nifica que y£ (z) € B? (L, M"), esto es, que existe z; € CP~'(L, M"") tal que y£ (2) = dg/;,,l(zl).
Como la funcién y2 " es sobreyectiva, existe z; € CP7'(L, M) tal que y£ ™' (2,) = z1 y enton-
ces

iy (21)) = di (W27 (20) = dy(21) = vE(2).
Como el nicleo de y¥ es la imagen de ¢Z, esto nos dice que existe z; € CP(L, M") tal que
¢t (z3) =z - db, '(21). Esta cocadena z3 es un cociclo, ya que la funcion ¢ es inyectiva y
$27 (b (23)) = Ay (97 (23)) = diy(2) + diy (dby ' (21)) = 0.
Podemos entonces considerar la clase z3 + B?(L, M"), y su imagen por H? (¢) es
H?(¢)(z3 + BP (L, M")) = ¢%(23) + BP (L, M) = z — d¥; ' (z1) + BP(L, M)
=z+BP(L,M) = (.

Vemos de esta forma que el nucleo de H? (y) es la imagen de H? (¢).
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« Sea (e HP(L,M") tal que 9%({) = 0y fijemos cocadenas z € ZP(L,M"), zy € CP(L, M) y
2y € CP*(L, M') tales que y2 (z1) = zy 2" (22) = d% (z1), de manera que, de acuerdo ala
construccion de af;, es 82(( ) =z, + BP*Y(L,M"). Que a?;(( ) se anule, entonces, significa
que 2z, € BP*1(L, M"), es decir, que existe u € CP(L, M') tal que z; = d%,, (u).

Sea z| = z — ¢¥ (u) e CP(L, M). Como

d? (z]) = db,(z1) - db (¢F (u))
= o2 (z5) - o2 (d (u))
= ¢ (z) - ¢ (22) = 0,

asi que la cocadena z] es de hecho un cociclo y podemos considerar su clase z] + B (L, M)
en H?(L, M). La imagen de esta clase por la funcion H? (y) es

HP(y)(z; + BP(L,M)) = y%(z]) + B’ (L, M")
=yl (z1) + v (¢4 (u)) + B (L, M")
=z+BP(L,M") = (.
Esto muestra que el nticleo de BZD estd contenido en la imagen de H? (v).

+ Sea, finalmente, { € HP*!(L, M) una clase tal que H?*'(¢)({) = 0. Siz € ZP*(L, M") es
un cociclo tal que { = z + BP*}(L, M), esto significa que (/)f“(z) € BP*Y(L, M), esto es,
que existe z; € CP(L, M) tal que ¢2™'(2) = d? (z1). Sea u = y(z1) € CP(L,M"). Esta
cocadernma u es un cociclo, ya que

di (u) = by, (¥E(21)) = 927 (5, (21)) = 27 (927 (2)) = 0,
y podemos, por lo tanto, considerar la clase y = u + BP(L, M") € HP(L, M""). Queremos
calcular 9% (4): si ponemos u; = z; € CP(L,M) y up = z € CP*'(L, M) tenemos que
WP () = uy 2 (uy) = db (u1), y esto implica que 9% () = up + BP(L, M') = (.
La prueba de la proposicion queda asi completa. d

§3. Interpretacion de la cohomologia en grados bajos

‘Damos interpretaciones concretas para los dos primeros espacios de cohomologia: para el
0-ésimo en término de invariantes y para el primero en términos de derivaciones.

2.3.1. Sea L un algebra de Lie. Recordemos que si M es un L-moédulo, el subespacio invariante
de M es

MY ={meM:x-m=0paratodo x € L}.

Es facil verificar que si ¢ : M — N es un morfismo de L-médulos, entonces ¢(ML) c NE, de
manera que podemos considerar la restriccién ¢ = ¢[, : M — NE.
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2.3.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Para cada L-médulo M existe un isomorfismo de
espacios vectoriales

@9, : Mt - HO(L, M)

tal que cada vez que o : M — N es un morfismo de L-modulos se tiene que conmuta el diagrama

(I)O
Mt —% HO(L, M)

(xLl lHO(a)

(DO
Nt —" HO(L,N)

Desde ahora en adelante identificaremos al 0-ésimo espacio de cohomologia H’(L, M) con el
espacio de invariantes M del médulo de valores via este isomorfismo @Y.

Demostracion. Sea M un L-médulo. Es C°(L, M) = homy(k, M)M y C'(L, M) = homy (L, M),
y la funcién d3, : C°(L, M) - C'(L, M) es tal que

dyf(x) =21 f(1)

paratodo f € CO(L, M) yx; € L. Sea ¢pr : M — C°(L, M) la funcién tal que ¢(m)(a) = am para
cada m € My a € k. Es claro que, por un lado, ¢, es un isomorfismo de espacios vectoriales y,
por otro, que si m € M, entonces m € ML exactamente cuando djowm = 0. Esto significa que (/~> M S€
restringe a un isomorfismo @9, : M™ — kerd$, = H°(L, M). Esto prueba la primera afirmacién
del enunciado. La verificacién de la segunda, por su parte, es inmediata. OJ

2.3.3. Si L es un algebra de Lie y M es un L-mddulo, una funcién lineal D : L — M es una
derivacion si cada vez que x, y € L se tiene que

D([x,y]) =x-D(y) - y- D(x).

Sim e M, entonces la funciéon Dy, : x € L = x-m € M es una derivacion, y decimos que derivacion
de esta forma es interior. Escribimos Der(L, M) al conjunto de las derivaciones L — M, que es un
subespacio de homy (L, M), e InnDer(L, M) al de las derivaciones interiores, que es un subespacio
de Der(L, M). Llamamos al cociente

Der(L, M)

ExtDer(L, M) = m

el espacio de derivaciones exteriores de L en M —es importante notar que sus elementos no son
derivaciones de L en M.

Sia: M — N esun morfismo de L-modulos, entonces para cada D € Der(L, M) la composi-
cion  od : L - N es una derivacion, y la funcién

Der(L,a) : D € Der(L,M) ~ ao D € Der(L,N)
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es lineal y tal que Der(L, a)(InnDer(L, M)) < InnDer(L,N), asi que induce, pasando a los
cocientes, una funcidn lineal

ExtDer(L, «) : ExtDer(L, M) — ExtDer(L, N)
tal que
ExtDer(L, a)(D + InnDer(L, M)) = a o D + InnDer(L, N)

para toda derivacion D € Der(L, M).

2.3.4. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie. Para cada L-médulo M hay un isomorfismo de espacios
vectoriales

@}, : ExtDer(L, M) - H'(L, M)
tal que cada vez que o : M — N es un morfismo de L-modulos conmuta el diagrama
‘Dl
ExtDer(L, M) —* HY(L,M)

ExtDer(L,a)l lHl(“)
(Dl
ExtDer(L,N) — H'(L,N)

Demostracion. Sea M un L-mddulo. Si D : L — M es una derivacion, entonces D es un elemento
de C'(L, M) y i x1, x; € L, se tiene que

dyD(x1,%2) = x1- D(x2) = %2 - D(x1) = D([x1, x2]) = 0,
de manera que D es, de hecho, un 1-cociclo y podemos considerar la clase
D+ BL,M) € H'(L, M).
Obtenemos de esta forma una funcién
D e Der(L,M) ~ D + B'(L, M) e H (L, M), (6)

que es evidentemente lineal. Si D € Der(L, M) es una derivacién interior, de manera que existe
m € M tal que D(x) = x - m para todo x € L, entonces D = d;m € B'(L,M) y la clase
D + BY(L, M) es el elemento nulo de H'(L, M). Esto significa que la funcién (6) manda el
subespacio InnDer(L, M) a cero y, por lo tanto, que induce una funcion lineal

@}, : ExtDer(L, M) - H'(L, M)

tal que @}, (D +InnDer(L, M)) = D+B'(L, M) para toda derivacién D € Der(L, M). Para probar
la primera parte de la proposicién, mostremos que @}, es un isomorfismo:
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o+ Sea (e HY(L,M)yseaze Z'(L, M) tal que { = z + B'(L, M). Asi, z es una funcién lineal
z: L - M que es un 1-cociclo, y esto signfica que cada vez que x;, x; € L se tiene que

dyz(x1, x2) = x1-2(x2) = %2 - 2(x1) = 2([x1, %2)] = 0.

Por supuesto, esto nos dice que z : L — M es una derivacidn, y claramente se tiene que

@}, (z + InnDer(L, M)) = z+ B(L, M) = (. La funcién @}, es, por lo tanto, sobreyectiva.

« Sea, porotrolado, § € ExtDer(L, M) una dericién exterior tal que ®},(8) =0.SiD: L - M

es una derivacion tal que 8 = D + InnDer(L, M), esto significa que D € B'(L, M), es decir,

que existe m € C°(L, M) tal que d3;m = D. Esta dltima igualdad nos dice que para

cada x € L es D(x) = dy;m(x) = x - my, por lo tanto, que D es interior: vemos asi que

8 = D + InnDer(L, M) = 0 + InnDer(L, M) es el elemento nulo de ExtDer(L, M) y, en
definitiva, que la funcién q)iw es inyectiva.

Para completar la prueba de la proposicion resta verificar la tltima afirmacién del enunciado,

y esto es inmediato. O]

84. Algunos ejemplos de calculo

2.4.1. El célculo de la cohomologia con coeficientes triviales de un algebra de Lie abeliana es
inmediato:

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie abeliana. Para cada p > 0 hay un isomorfismo de espacios
vectoriales HP (L, k) = NP L*.

Demostracion. Como el algebra L es abeliana, la férmula que define las diferenciales dﬂg deja en
claro que son todas nulas. Se sigue de esto inmediatamente que H?(L,k) = CP(L,k) y lo que
afirma la proposicion es entonces consecuencia que hay un isomorfismo CP(L,k) x AP L*. [

2.4.2. Para un algebra de Lie general, no es cierto que las diferenciales se anulas y entonces es
necesario encontrar expresiones concretas para ellas. Una forma de hacerlo es la siguiente.

Sea L un dlgebra de Lie y sea L™ su espacio dual. Sip >0y ¢y, ..., ¢, € L¥, definimos una
funcién ¢y A - A P L? — k poniendo, para cada elecciéon de xy, ..., x, € L,

$1(x) - du(xp)
(pr A APp)(X15...,xp) = det : : .
$p(x1) - ¢p(xp)
Es inmediato verificar que ¢; A --- A ¢, es p-multilineal y alternada, de manera que se trata de un
elemento de C?(L, k).

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimensién finita n, sea B = (x1, . .., X, ) una base de L y sea
B* = (¢1,...,¢n) labase de L* dual a A. Sea p > 0, sea .7, el conjunto de todos los subconjuntos
de {1,...,n} de exactamente p elementos y si i € .9, escribamos i = (iy, ..., ip) para denotar que
i={i....ip} yquel < iy <--<ip<n. Elconjunto

By =i Ao A iy i (i aip) € Ip)
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es una base de CP (L, k). Para cada I = (iy,...,ip) € .9, se tiene que

d((/)il JARRRIVAN ¢ip)(xj1>""xjp+1)

k+l . N
= Z (—1) * (¢i1 /\--'/\¢ip)([Xjk,le],le,...,Xjk,...,le,...,ijH)
I<k<I<p+l1

para cada (jy, ..., jpr1) € Ipi1.
Demostracion. Seal= (i1,...,ip)yJ = (ji,...,jp) son dos elementos de .7, es inmediato que
((/)il VANREEIVAN (/),'P)(le, e ,xjp) = 81)].

Supongamos que para cada I € .#, tenemos un escalar aj € k y que

Z al(/)il/\.../\(/)ipzo

Ie.7)

en CP(L,k). Paracada J = (ji,..., j,) € &, se tiene entonces que

0= Z a1¢il A ---/\gb,‘p(le,...,x]‘p) =aj
Ie.7,

y esto muestra que las funciones ¢;, A -+ A ¢;, con I = (iy, ..., ip) € .7, son distintas dos a dos y
que el conjunto #; del enunciado es linealmente independiente.

Veamos ahora que ese conjunto genera a CP(L,k). Sea ¢ € CP(L,k), para cada conjunto
I=(i,..., ip) €.Jpseaar = d(xis . .,xip) € k y consideremos la combinacién lineal

Y= argi A A,

Ie%p

Es claro que para todo J = (ji, ..., jp) € -#p se tiene que y(x;,, ..., xj,) = a5 = ¢(xj;, ..., %j,) ¥
entonces, como tanto y como ¢ son funciones multilineales y alternantes esto implica inmediata-
mente que, de hecho, y = ¢.

Siahora (i, ..., i) € .%), entonces la definicién de du{: nos dice que

p+1
k N
d((/)il VANRERIVAN ¢,-p)(xj1,. . "‘xjp+l) = Z(—l) +1xi . (¢i1 VAKERIVAN (pip)(le, ,x]'k,. . .,.ijﬂ)
k=1

k+1 A A
+ E (—1) * (¢i1 A”'/\¢ip)([xjk’le]’xj1"'"xik""’le""’xjy+l)
1<k<I<p+1

y la primera de estas dos sumas se anula porque k es un L-moédulo trivial. Esto muestra que vale
la férmula que aparece en el enunciado. O]
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2.4.3. Proposicion. Si L es el dlgebra de Lie de dimension dos que posee una base B = (x1, x3) tal
que [x1, x2] = x1, entonces
1, si0O<p<l;
dim H? (L, k) = P
0, sip>2.
Demostracién. Como L tiene dimension 2, es CP(L,k) = 0 si p > 3. Para calcular la cohomologia
H*(L,k) tenemos que considerar, entonces, el complejo

2

da? dl d
C(L, k) —— CYL,k) —— C*(L,k) —— 0 > 0 b

Sea #* = (¢1, ¢2) la base dual a . El espacio C°(L,k) tiene a {1} por base, C'(L,k) a {¢;, ¢}
y C3(L,k) a {¢1 A ¢2}. Es d2(1) = 0. Por otro lado, si i € {1,2}, entonces

dloi(x1,x%2) = —¢i([x1, %2]) = ~i(x1) = =iy,

de manera que dj.¢1 = —¢1 A ¢, y dL$z = 0. Es inmediato, en vista de esto, que

Z°(L,k) = (k),
ZN(L,k) = (¢2), B(L,k) =0,
Z*(L,k) = C*(L,k), B*(L,k) = C*(L,k),

y calculando los correspondientes cocientes vemos que H°(L,k) =~ k, H'(L,k) = k, generado por
la clase del 1-cociclo ¢,, y H*(L,k) = 0. O

2.4.4. Proposicion. Sea L el dlgebra de Lie de dimension 3 que posee una base 2 = (x1, x2, x3) tal
que [x1,x3] = x2 y [x1, X2] = [x2, %3] = 0. La cohomologia de L con valores en el médulo trivial k
tiene dimensiones

p
01 2 3 >4

dimHP(L,k) 1 2 2 1 0
Demostracion. El dlgebra tiene dimension 3, asi que tenemos que considerar los espacios
. @ a A @
C'(L,k) —— CY(L,k) —— C*(L,k) —— C*(L.k) —— 0 —— - )

Sea B* = (¢1, ¢2, ¢3) la base dual de Z e I = {1,2,3}. Es d1 = 0. Si i € I, entonces para cada
(j.k) e Hes

dy. i (xj xi) = =i ([} xx]).

En vista de la definicion del producto de L es claro que
dipr=dypps=0,  dyds =11 ¢s.
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Por otro lado, si (i, j) € .#,, entonces

di (¢i A7) (x1, %2, x3) = =i ([x1, %21, x3) + ¢ ([x1, %3], x2) = i ([x2, X3], %1)
= ¢i(x2,%2) = 0,

y esto nos dice que la diferencial d? es idénticamente nula. A partir de esta descripcién de las
diferenciales de (7), es facil ver que

Z°(Lk) = (1),

ZN(L,k) = (1, ¢3), BY(L,k) = 0,
Z3(L,Kk) = (¢1 A 2, §1 A $3, 62 A ¢3), B*(L,k) = (¢1 A ¢3),
Z3(L,Kk) = (¢1 A ¢3 A §3), B*(L,k) = 0.

Calculando los cocientes, vemos que
+ H°(L,k) tiene dimensi6n 1y esta generado por la clase de 1;
« H'(L,k) tiene dimensi6n 2 y esta generado por las clases de ¢; y ¢3;
+ H?*(L,k) tiene dimensién 2 y esta generado por las clases de ¢; A ¢, y de ¢, A ¢3;
« H3(L,k) tiene dimension 1y estd generado por la clase de ¢; A ¢ A ¢3.
Esto da los resultados tabulados en el enunciado. O

2.4.5. Proposicion. Sea L = sl,(k), de manera que L tiene una base B = (x1,x2,x3) tal que
[x1,%2] = —=2x1, [x1,x3] = x2 ¥ [%2, %3] = —2x3. La cohomologia de L con valores en el médulo
trivial k tiene dimensiones

p
0 1 2 3 >4

dimHP(LLk) 1 0 0 1 0

Demostracion. Como dim L = 3, tenemos que considerar los espacios

da? dl d? a:
C(L, k) —— CYL,k) —— C*(L,k) —— C*(L,k) ——= 0 — -

Sea B* = (¢1, ¢2, ¢3) labase dual de Z e I = {1,2,3}. Usando la férmula para la diferencial de la
Proposicion 2.4.2, es facil ver que

d1 = o,

di¢1 = 21 A ¢a,

di¢z = ¢1 A ¢3,

di 3 = 262 A ¢,

diz(¢1 A ¢2) = dig(¢1 A ¢3) = dig (2 A ¢3) = 0,
di (¢ A 2 A 3) = 0.
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y esto implica que

Z°(L,k) = (1),

ZMNL,k) =0, BY(L,k) =0,

Z2 (LK) = (§1 A b2, b1 A 2, 62 A 3), BX(L,Kk) = (¢1 A 2, 61 A 62, 62 A ¢3),
Z(L,k) = (¢1 A 21 ¢3), B*(Lk) =0,

de manera que H°(L,k) y H*(L,k) tienen dimension 1y estin generados por la clase de 1y por la
clase de ¢; A ¢ A 3, respectivamente, y todos los otros espacios de cohomologia son nulos. [

§5. Extensiones de moédulos

Presentamos la nocion de extension de modulos sobre un dlgebra de Lie y la de equivalencia de
tales extensiones. Describimos las extensiones que se parten, construimos la clase caracteristica
de una extensién y mostramos que su anulacién caracteriza a las extensiones que se parten.

2.5.1. Sea L es un algebra de Lie. Si M y N son L-mddulos, una extension de M por N es una
sucesion exacta corta &

0— s N3 -YsM— >0

de L-mdédulos y morfismos de L-mddulos que empieza en M y termina en N. Si &’ es otra
extension de M por N

0 s N s E’ s M s 0

decimos que &'y &' son equivalentes si existe un morfismo u : E — E’ tal que conmuta el diagrama

0— s NS Y Mm— 5o
[T
0 N AN AN v > 0

y en ese caso escribimos & ~ &”.

Lema. Sea L un dlgebra de Lie y sean M y N dos L-mddulos. La relacion de equivalencia entre
extensiones de M por N es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Verificamos una por una las condiciones necesarias:
o Si & es una extension

0o—s N3V M

~
(@]
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de M por N, entonces conmuta el diagrama

¢ y

0 s N s E s M s> 0
| e
0— s N5V s M— o0

Y, por lo tanto, & ~ &. Esto significa que la relacion ~ es reflexiva.
« Supongamos que & y &’ son extensiones

de M por N tales que & ~ &, de manera que existe un morfismo u : E — E’ tal que conmuta
el diagrama

0 N A R NV ' 0
(.
0— s NS Y sMm— o

Veamos que u es un isomorfismo:
- Sie’ € E/, entonces como el morfismo y es sobreyectivo, hay un elemento e € E tal

que y(e) =v'(e’), y por lo tanto
V(e —u(e) =y () - ¥ (u(e)) = y(e) - y(e) =0

porque el cuadrado de la derecha del ultimo diagrama conmuta. Como la segunda fila
es exacta, esto implica que existe n € N tal que ¢’(n) = e’ — u(e) y, por lo tanto, que

u(e+¢(n)) =ule) +u(¢p(n)) =u(e) +¢'(n) =u(e) + e’ -u(e) = ¢’
Esto nos dice que e’ estd en la imagen de u y nos permite concluir que u es sobreyectivo.
- Supongamos que e € E es tal que u(e) = 0. Como y(e) = v'(u(e)) =v'(0) =0,1a
exactitud de la primera fila del diagrama implica que existe n € N tal que ¢(n) = e.
Tenemos entonces que ¢'(n) = u($(n)) = u(e) = 0y, como ¢’ es una funcion
inyectiva, que n = 0: se sigue de esto que e = ¢(n) = 0y, en definitiva, que el
morfismo u es inyectivo.
Podemos considerar entonces el morfismo v : E' — E inverso de u. Comouo ¢ = ¢’y
V' ou =y, tenemos que ¢ = v o ¢’ yy' = y o v, de manera que conmuta el diagrama
a

E M s 0

lv
¢ g Y

0 > N ? > M > 0

0 > N

Vemos asi que &’ ~ &, por lo tanto, que la relacién ~ es simétrica.
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« Finalmente, supongamos que &, &’ y &' son extensiones

¢ v

¢/

0— s NS5 Y yMm— o

de M por N talesque & ~ &'y &' ~ &",yseanu: E - E'yu': E' - E"” morfismos tales
que conmutan los diagramas

0— s N3 Y s Mm— o
[
00— N Yy Mm——o0
y
0 s N ¢\E’ Y v M s 0

4
H l/u, H
I

0— s NS5 Y yMm— o

y

Es inmediato verificar que entonces también conmuta el diagrama
> M

E
l/u'ou H
Il/"

E" s M > 0

0 > N

$ .
7
H ”
¢ \
7

0 > N

~
o

de manera que & ~ &"': la relacion ~ es, por lo tanto, transitiva.
Esto completa la prueba del lema. O

2.5.2. Si M y N son L-mddulos, es inmediato verificar que

(idy ) ("5")

> Mo N > M > 0

0 > N

es una sucesion exacta corta: la llamamos la extension trivial de M por N. Decimos que una
extension & de M por N se parte si es equivalente a la extension trivial de M por N.
La siguiente proposicién nos permite reconocer las extensiones que se parten:

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie y sea & una extension de L-médulos

0 > N > E > M > 0

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) Existe un morfismo de L-médulos s : M — E tal que y o s = idyy.
(b) Existe un morfismo de L-médulos r : E — N tal que r o ¢ = idy.
(c) La extension & se parte.

Demostracion. Supongamos que vale (a), de manera que existe un morfismo de L-modulos
s:M — Etal que y o s = idpr. Como

yo(idg—soy)=y-yosoy=y-idgoy =0,

la imagen de idg — s o y estd contenida en el nucleo de y y existe una funcién r : E - M tal que
¢ or=idg —s oy, es decir, tal que

idg=¢or+sovy.
Por un lado, de esto se deduce que
p=¢orop+soyop=¢orog,

de manera que ¢ o (idy — 70 ¢) = 0: como ¢ es una funcién inyectiva, esto implica que ro ¢ = idy
¥, por lo tanto, que vale (b). Por otro, componiendo a izquierda con r vemos que

r=rogor+rosoy=r+rosoy,

conlo que rosoy =0y, como y es sobreyectiva, r o s = 0. Consideremos las funciones

uz(f):E—»MeBN, v:(s ¢):M69N—>M.

Es inmediato verificar, con lo que sabemos de las funciones r y s, que # y v son isomorfismos
inversos y que conmuta el diagrama

¢ v

s M s> 0
H (8)

M > E >
| [
N (idON) Mo N (idMO)\

0 N M > 0

Vemos asi que vale la extension & es equivalente a la extension trivial de M por N y que, por lo
tanto, se parte.

Supongamos ahora que vale la afirmacion (c) del enunciado y sea u : E - M & N un morfismo
de L-médulos tal que conmuta el diagrama (8). Sea p = (0idy ) : M & N — N la proyeccion
candnica en el primer sumando y consideremos la composicién r = po u : E — N. Esta funcién
satisface la condicion de (b), ya que

ro¢=(0 idy)ouog=(0 idN)o(idON):idN.
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Mostremos finalmente que (b) = (a). Supongamos que la condicion (b) valeysear: E - N
un morfismo de L-mddulos tal que r o ¢ = idy. En ese caso es

(idE_(por)o¢:¢—¢oro¢:¢—¢0idN=0,

asi que como ¥ es un conucleo de ¢, existe un morfismo de L-médulos s : M — E tal que
soy =idg — ¢ o r. En particular, componiendo a izquierda con y tenemos que

yosoy=y-—yodor=y=idyoy

¥y, como ¥ es sobreyectiva, esto nos dice que y o s = idyy, esto es, que la condicion (a) se cumple.
Esto completa la prueba de la proposicion. O

2.5.3. Sea L un algebra de Lie, sean M y N dos L-mddulos y sea & una extension

0—sN—*sEg"

> M > 0

de M por N. Podemos construir a partir de & una nueva sucesion exacta corta & de L-modulos
0 —— homyg(M,N) LA homy (M, E) SRAEN homy(M, M) —— 0

enlaque ¢.(f) =¢o fsifehomg(M,N)yvy.(g)=vyogsigehomg(M, M),y entonces

tenemos un morfismo de conexion
0% : H*(L,homy (M, M)) - H'(L, homy (M, N)).

Bajo la identificacién que introdujimos en la Proposicion 2.3.2, tenemos que
H°(L, homy (M, M)) = homy (M, M)* = homy (M, M)

Y, en particular, podemos ver a la funcién idys : M — M como un elemento del espacio vectorial
H°(L,homy (M, M)). La clase caracteristica y(&) de la extensién & es el elemento

x(&) = 3% (idm) € H'(L,homy (M, N)).

Esta clase de cohomologia depende solamente de la clase de equivalencia de la extension &™:

Lema. Sea L un dlgebra de dlgebra de Lie y sean M y N dos L-médulos. Si & y &' son dos extensiones
equivalentes de M por N, entonces x(&) = x(&").

Demostracién. Sean &y &' las extensiones

0— s N—SE-Y s M— 0




de M por N y supongamos que & ~ &, de manera que existe un morfismo u : E — E’ tal que
conmuta el diagrama

0—sN—23F s M — 0

|

0— >N Y sMm— o

Es inmediato verificar que entonces también conmuta el diagrama de filas exactas

0 —— homyg(M, N) LN homy (M, E) LI homy(M, M) —— 0

7 !

0 —— homg(M,N) —— homy (M, E") SRAIN homy(M, M) —— 0

y, de acuerdo a la Proposicion 2.2.4, tenemos un diagrama conmutativo

0%,
H°(L, homy (M, M)) —5— H'(L,homy(M, N))

I,
H°(L, homy (M, M)) —— H'(L,homy(M, N))

Es claro, entonces, que
(&) = 3 (idu) = 95, (idu) = x(&),

COmo queremos. g

2.5.4. Estamos en posicion de probar el resultado central de esta seccion:

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie y sean M y N dos L-médulos. Una extension & de M por N
se parte si y solamente si su clase caracteristica (&) es el elemento nulo de H'(L, homy (M, N)).

Demostracion. Sea & una extension

0 > N > E > M > 0

de M por N y supongamos primero que la extension & se parte, de manera que existe un morfismo
de L-mddulos s : M — E tal que y o s = idy. Sea & la extension

0 —— homy(M,N) —2 homy(M,E) —X homy(M, M) — 0
Esta extension se parte: en efecto, la funcidn lineal

s : g € homg(M, M)~ sogehomg(M,E),
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es un morfismo de L-mddulos tal que

Yy 08y = idhomk(M,E)' (9)

A partir de la extension & construida arriba y gracias a la Proposicién 2.2.4, obtenemos una
sucesion exacta

0 0%
HY(L, homy (M, E)) "= HO(L, homy (M, M)) —%5 H'(L,homy(M,N)).  (10)
Ahora bien, de la igualdad (9) se deduce que

HO(‘//*) o H'(s.) = H’(y. 05s.) = Ho(idhomk(M,E)) = 1dy1(L homy (M,E))

y, en particular, que H°(y. ) es una funcién sobreyectiva. La exactitud de la sucesién (10) entonces,
implica que el morfismo de conexién 825 es nulo y, en consecuencia, que x(&') = ag(id M) =0.
Esto muestra que la condicién del enunciado es necesaria.

Veamos que también es suficiente. Para ello, supongamos ahora que la extesion & es tal que
x(&) es el elemento nulo de H'(L, homy (M, N)). Como la funcién lineal ¥ es sobreyectiva,
sabemos del algebra lineal que existe una funcién lineal s : M — E tal que yos = idy;. Esta funcién
no es necesariamente un morfismo de L-médulos y podemos “medir” cualitativamente esta falla
viala funcién g : L x M — E tal que

q(x1,m) = x1-s(m) —s(x1 - m)

cada vez que x; € L y m € M, en el sentido de que la funcién s es un morfismo de L-mddulos

exactamente cuando g es idénticamente nula. Ahora bien, como y o s = idp y ¥ si es un morfismo

de L-mddulos, es inmediato verificar que la composicion y o g es idénticamente nula: esto significa

que la funcidn g toma valores en el ntcleo de y. Como & es una sucesion exacta, existe entonces

una funcién §: L x M — N tal que q = ¢ o G y es facil ver que § es una funcién bilineal.
Consideremos la funcién g : L - homy (M, N) tal que

q(x)(m) = q(x1, m)

para todo x; € L y todo m € M. Podemos ver a s como un elemento de C°(L, homy (M, E)) ya g
como uno de C'(L, homy (M, N)). Afirmamos que § es, de hecho, un 1-cociclo y que su clase
en H'(L, homy (M, N)) es precisamente ag(idM), esto es, que

x(&) = g + B (L, hom (M, N)). (11)

De acuerdo a la construccién que hicimos en la prueba de la Proposicion 2.2.4, para verificar esto
hay que mostrar que

()2(s) = id, o, 1) () = ($)1(d).
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C°(L, homy(M", M)) C%(L, homy(M", M"))
v (v+)? N

\

> idpgr

0
homy (M'", M)

. ($)} X
g »

m

C'(L, homy(M", M")) C'(L, homy(M", M))

B Q(Tlm

Figura 2.1. El calculo de 8%0 (idprv) en la prueba de la Proposicion 2.5.4.

La primera de estas igualdades es inmediata. Por otro lado, si x; € L y m € M, se tiene que

dﬁomk(M,E)(S)(xl)(m) = (x1-5)(m) = x1-s(m) — s(x1- m) = q(x1, m)

(8)5(8) (1) (m) = $.(4(x1)) (m) = $(4(x1) (m)) = $(G(x1,m)) = (31, m),

de manera que la segunda también vale.
Nuestra hipétesis es que x(&) = 0 en H'(L, homy (M, N)) y, en vista de la igualdad (11) que
acabamos de probar, esto significa que § € B'(L, homy (M, N)): existe entonces

A € C°(L, homy (M, N)) = homy (M, N)

0

tal que dhomk(M,N)

A = g, es decir, tal que para todo x; € L es
X1 A= é(xl).

Esta es una igualdad entre elementos de homy (M, N), y nos dice que para cada x; € L y cada
m € M vale que

x1- M(m) = A(x1-m) = §(x1)(m) = §(x1, m),

de manera que, aplicando ¢ a cada miembro de esta igualdad y recordando que es éste un morfismo
de L-modulos, se tiene en particular que

x1-¢(A(m)) = ¢(A(xa-m)) = $(q4(x1, m)) = q(x1,m) = x1-s(m) = s(x1-m)

0, equivalentemente,
x1-(s=¢poA)(m)=(s=$poA)(x;-m).
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Esto nos dice que la funcidn lineal s" = s — ¢ o A : M — E es un morfismo de L-mddulos. Como
ademas

yos' =yos—yodol=idy,

se trata de una seccion de ¢: esto prueba que la extension & se parte O
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§6. Operadores de Casimir

2.6.1. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, sea B : L x L — k una forma bilineal
simétrica, invariante y no degenerada y sea % = (uy, ..., u,) una base ordenada de L.
(i) Existe una tinica base ordenada B’ = (v1,...,v,) de L tal que B(xi,xg) = 0;,j para cada
elecciondeiyjen{l,...,n}.
(it) Six e Ly (cij) € Mu(k) es la matriz de escalares tal que [u;, x] = Z;’:l ci,juj para cada
ie{l,...,n}, entonces [x,vi] = X7 cjvjparacadaie{l,...,n}.
Llamamos a la base %’ cuya existencia se afirma en la primera parte de esta proposicion la
base dual de la base # con respect a la forma B.

Demostracion. (i) Como B es una forma bilineal no degenerada, la funcion B:L - L* tal
que B(x)(y) = B(x,y) para cada x, y € L es un isomorfismo de espacios vectoriales. Sea
B = (¢1,...,¢n) labasede L* duala Ay paracadaiec{l,...,n} seav; el elemento de L tal
que B(v;) = ¢;. Es inmediato verificar que %’ tiene la propiedad deseada, y que es la tinica base
de L con esa propiedad es claro.

(i) Sea x € L, sea (c;,j) € M, (k) como en el enunciado, y sea (d;,j) € M, (k) la matriz de
escalares tal que [x,v;] = X7, d; jvi paracadai € {1,...,n}.

Sii,je{l,...,n},lainvariancia de la forma de Killing implica que

n n
Cijj = ;B(Ci,k”k"’j) = B([ui»x],vj) = B(ui, [x,vj]) = ;B(”i’dj,kvk) =dj;.
=1 =1

y esto es lo que afirma el enunciado. O]
2.6.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita, sea B : L x L — k una forma bilineal
simétrica, invariante y no degenerada, sea A = (uy, ..., u,) una base de L y sea ' = (v1,...,vn)

la base de L dual a 9 con respecto a la forma B.
(i) Si M es un L-mddulo, entonces la funcion

n
Qpm:meM— Y up-vi-meM
in1

es un morfismo de L-médulos que depende solamente de la forma B y el médulo M y no de la
base % de L.
(ii) Si f: M — N es un morfismo de L-modulos, entonces conmuta el diagrama

Qp.m

M — M

| 1

Qp.m

N —— N

Llamamos al morfismo Qg s el morfismo de Casimir de M relativo a la forma bilineal B.

67



Demostracion. (i) Sea M un L-modulo y sean m € My x € L. Sea (c;,j) € M,(k) la matriz de
escalares tal que [u;, x] = Z?:l cijujparacadai € {1,...,n}, de manera que, segin la Proposi-
cion 2.6.1(ii), se tiene también [x,v;] = ZI 1 €jivie Tenemos entonces que

n
Qpum(x-m)=>uj-vi-x-m
i-1

=
)

n
viem= Y ui-[%,vi]-m
i=1

= 1M+

I
—

n n
X-uj-v Z”“ vu-m—Zui-[x,v,-]-m
i=1 i=1

n n n n
=x-Qpu(m)+ ZZ CikUk - Vi-m— Zchlu, V- m
i=1 k=1 k=1

i=1

=X QB,M(m).

Esto nos dice que Qg ar es un morfismo de L-mddulos.

Supongamos ahora que % = (iiy, . .., i, ) es otra base ordenada de L. Sabemos que la matriz
(ai,j) € My(k) tal que it; = X, a; xuy paracadai € {1,...,n} esinversible. Sea (b; ;) € M, (k)
su matriz inversa y para cada j € {1,...,n} seav; = Y|, by jv;. Claramente %' = (¥1,...,7,) es
unabasede L,ysii, je{l,...,n} setiene que

n

n
a,-,kbl,jB(ul,vl) = Z a,-,kbk,j = 61‘,]',
=1 k=1

n
B(ai,v] Z

11

de manera que %’ es la base dual de % con respecto a la forma B. Si m im M, entonces

n n n n
Zazkblzuk vy ZZ(Zai,kbl,i) Ug-vi-m
1= k=

11=1 \i=1

ﬁ.iqs
3
M:

k

1

M= I
M=

Sk,luk-vl-m=2u,‘-vi-m.
1 i=1

=
1l
uly
—
1l

Esto muestra que la funcién Qp ) no depende de la base % de L usada para definirla.
(ii) Sea ahora que f : M — N es un morfismo de L-mddulos. Para cada m € M se tiene que

F(@na(m)) = (35 eviem) =32 ) = 3 v ) = (5 )

y entonces f o Qp p = Qp N o f, que es lo que afirma el enunciado. O]

2.6.3. SiL esun algebra de Lie de dimension finita, B : L x L — k una forma bilineal simétrica, inva-
riante y no degenerada y M un L-moédulo, entonces hemos construido un morfismo Qp pr: M —
de L-mddulos y, por lo tanto, para cada p > 0 tenemos una funcion lineal

HP(Qpn) : HP(L, M) - HP(L, M).
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Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie de dimension finita y sea B : L x L — k una forma bilineal
simétrica, invariante y no degenerada. Si M es un L-médulo, entonces para todo p > 0 la funcion
HP(Qp ) es idénticamente nula.

Demostracién. Sea B = (uy, ..., u,) una base ordenada de L, sea ' = (vy,...,v,) labasede L
dual a # con respecto a la forma By sea M un L-mddulo. Para cada p > 1sea

WP CP(L,M) - CP™Y(L, M)

la funcién tal que
n
hpf(xl, ey xP—l) = Z Ui -f(v,-,xl, ey xp_l)
i=1

cada vez que xy, ..., Xp-1 € L, y por comodidad convengamos en que h* : CP(L, M) - CP7(L, M)
es la funcion nula cada vez que p < 0. Esta funcién es un morfismo de L-modulos: en efecto, si
yelL, feCP(L,M)yxy,..., Xp-1 € L, se tiene que

B0 1) pm) = 3t (- ) )

M=

n
=Y uiy- f(visxn..ooxp1) = i f([pvil x5 Xpm1)
i=1

I
—

n p-1
- ui- f(vis x5 [P Xils s Xpo1)
i=1 j=1
=D yui f(Visxn, o xpa) = D[y i) f(Vis X, Xpo1)
i1 i1
n n p-1
=S ui- f([vilixt e xp1) = 2, > i f(Vis Xt [0 Xi s Xpo1)
i=1 i=1 j=1

y, en vista de la Proposicion 2.6.1(ii), la segunda de estas sumas se cancela con la tercera, de manera

que todo es
n n p-1
=X yui f(vinxn e xpo1) = 2 o ui f(Vis Xt [ Xi]s e Xpt)
i=1 i=1 j=1

p-1
=y WP f(x1,..oxp1) = Y RP f (s [ X)s s Xp1)
j=1

= ()/ hpf)(xl’ cee ’xp71)~

Por otro lado, es inmediato verificar que para cada p > 1y cada f € CP(L, M) e y € L se tiene que

W (f)Ly = (FLy).
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Mostremos ahora que para cada p > 0 se tiene que
-1
db o h? + WPt o dl = (Qp )Y (12)

Sip=0y feC’L, M), entonces h? f = 0, asi que
(db ' h® + Wy ) (f) = Ky (f) = Ywi-dygf(vi) = Yowi-vi f = Q)2 (f),
i=1 i=1

asi que la igualdad vale en ese caso. Si p > 0, f € CP*(L, M) y suponemos inductivamente que la
igualdad (12) vale, entonces para todo y € L es

(AP 4 hPPdh Y (f) Ly = dhP T f Ly + hPAR Ly
=dP (P Ly) + (F1)Py - WP 4 P (AR F L )
=db P (fLy) + (F1)Py - WP 4 hPTAR (F L y) + (-1)PTRPT(y - £).

El segundo y el cuarto término de esta suma se cancelan mutuamente, porque #?*! es un morfismo
de L-mddulos y la hipétesis inductiva implica entonces que la suma es

= Q)i (fLy)
= Q)2 ()L y.

Como esto vale cualquiera sea y € L, nos permite concluir que, de hecho,
(™t + b2 25N (F) = (Qaan)E(f)

y completa la induccion.
Seap>0vysea feZP(L, M). De acuerdo la definicién de la funcién lineal H? (Qp ) v la
igualdad (12), tenemos que

HP(Qpu)(f + BP(L, M) = (Qp,m),(f) + B" (L, M)
= dP ' hP f + kPP f 4 BP(L, M)
=0+ BP(L, M),

ya que, como f es un p-cociclo, dil f =0, yesto es precisamente lo que afirma la proposiciéon. []

70



§7. Completa reducibilidad

2.7.1. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita. Si M es un L-médulo de
dimension finita simple y no trivial, entonces HP (L, M) = 0 para todo p > 0.

Demostracién. Sea M un L-modulo de dimension finita simple y no trivial ysea p : L - gl(M) la
representacion correspondiente. El nticleo ] = ker p es un ideal de L, asi que la Proposicion 1.10.6
nos dice que hay otro ideal I en L tal que L = I & ] y que tanto ker p como I son semisimples.
Como el médulo M no es trivial, el morfismo p no es nulo y, por lo tanto, J es un ideal propio
de L y esto implica que I es un ideal no nulo.

Sea By : I x I — k la forma bilineal asociada a M visto como I-modulo. Si vemos a M
como un I*-mddulo, es fiel y la forma bilineal I* x I* — k asociada es idénticamente nula: la
Proposicion 1.10.3 nos dice que I* es soluble y, como I es semisimple, esto implica que I* = 0, esto
es, que By es no degenerada.

Sea By : J x ] - kla forma de Killing de /, y consideremos la tinica forma bilineal B: L x L — k
cuyas restricciones a I y a J son By y By, respectivamente, y tal que B(x, y) = 0 siempre que x € I
e y € J. Es inmediato verificar que B es simétrica, invariante y no degenerada, y podemos entonces
considerar el morfismo de L-médulos Qp p : M — M construido en la Proposicion 2.6.2 y los
correspondientes morfismos inducidos H? (Qp ) : H?(L, M) — HP (L, M), que son todos nulos,
de acuerdo a la Proposicién 2.6.3.

Para probar que H? (L, M) = 0 para todo p > 0 bastard entonces que probemos que Qg s es
un isomorfismo, ya que en ese caso los morfismos H? (Qp ) también lo serdn y la Gnica forma
en que pueden ser a la vez isomorfismos y nulos es que sus dominios sean nulos.

Seann =dimLym =dimI,sea % = (uy,...,u,) unabase ordenada de L tal que (uy, ..., uy)
esunadeIysea % = (vy,...,v,) labase dual de Z con respecto a la forma bilineal B. Como I
y J son ortogonales con respecto a la forma B, es inmediato que (v1, ..., vy,) es la base de I dual
a (uy,...,unm) con respecto a la forma By pr. Se sigue de esto, entonces, que

trQpp = itr((ui)M o (V,')M) = itr((ui)M o (Vi)M) = iBI,M(ui,Vi) =dimI

y, como nuestro cuerpo k tiene caracteristica nula, vemos que tr Qp 5 # 0y, por lo tanto, que el
morfismo de L-médulos Qp p : M — M no nulo. Como M es simple, el Lema de Schur implica
entonces que se trata de un isomorfismo, como queremos. O

2.7.2. Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie semisimple e dimension finita. Si M es un L-mddulo de
dimensién finita, entonces H'(L, M) = 0.

Demostracion. Mostremos primero que H'(L, M) = 0 siempre que M es simple. Si M es simple y
no trivial, esto es parte de lo que afirma la Proposicion 2.7.1. Resta entonces considerar el caso en
el que M es trivial. Si D : L — M es una derivacién de L con valores en M, para cada x, y € L se
tiene que

D([x,y]) =x-D(y) - y-D(x)

71



y el segundo miembro de esta igualdad se anula porque M es un L-modulo trivial: esto nos dice
que D se anula sobre L? y, como L es semisimple y, por lo tanto, perfecta, sobre L. Vemos asi que
Der(L, M) = 0y, de acuerdo a la Proposicién 2.3.4, esto implica que H'(L, M) = 0.

Probemos ahora la proposicién. Sea M un L-mddulo de dimension finita arbitrario y mostre-
mos que H'(LM) = 0. Procedemos inductivamente, observando que cuando M = 0 no hay nada
que hacer. Sea entonces M un L-moédulo de dimension finita no nulo. Fijemos un submddulo
propio M" € M maximal, de manera que tenemos una sucesién exacta corta

0 > M’ > M > M/[M' —— 0

en la que M/M' es un L-modulo simple y, por lo tanto, otra para la cohomologia,
HY(L,M') —— H'(L,M) —— H'(L,M/M’)
La hipétesis inductiva nos dice que H'(L, M") = 0, ya que dim M’ < dim M, y ya probamos que

HY(L, M/M") = 0 al principio, asi que podemos contruir que H'(L, M), como queremos.  []

2.7.3. Sea L un dlgebra de Lie. Un L-mo6dulo M es completamente reducible si cada vez que N es
un submoédulo de M existe otro P tal que M = N @ P.

Proposicion. Sea L un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita. Todo L-médulo de dimension
finita es completamente reducible.

Demostracion. Sea M un L-mo6dulo de dimensidn finita y sea N € M un submddulo. Tenemos
una extension & de M/N por N,

0 »N—— M —= M/N — 0

y la correspondiente clase caracteristica y(&’) € H'(L, homy(M/N, N)). Como M tiene dimen-
sion finita, el L-médulo homy (M/N, N) también y la Proposicion 22 nos dice que el espacio de
cohomologia H'(L, homy (M /N, N)) es nulo. En particular, vemos asi que y(&) = 0y, de acuerdo
a la Proposicidn 2.5.4, que la extension & se parte. Existe, entonces, un morfismo de L-modulos
s:M/N — M tal que o s = id)/y. Es inmediato verificar que el submédulo P = s(M/N) es tal
que M = N & P, y esto prueba que M es completamente reducible. O

2.7.4. Corolario. Sea L un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita. Todo L-médulo de dimen-
sion finita es suma directa de submédulos simples.

Demostracion. Sea M un L-mddulo de dimensidn finita y probemos el corolario por induccién
con respecto a la dimensién de M. Si M es nulo, el resultado es evidente. Si M tiene dimensién
positiva, existe en M un submddulo N propio maximal y, en vista de la Proposicion 2.7.3, otro
Ptalque M = N @ P. Como N es maximal en M y P = M/N, es claro que P es simple. Por otro
lado, como N tiene dimensidn estrictamente menor que la de M, sabemos inductivamente que
hay submddulos simples S, ..., S, en N tales que N = @7, S;. Por supuesto, esto nos dice que
M = @}, S; ® Py, en definitiva, que M es suma directa de submddulos simples. O
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§8. El teorema de Levi-Malcev

2.8.1. Proposicion. Sea L uh dlgebra de Lie de dimension finita semisimple. Para todo L-médulo M
de dimensién finita se tiene que H*(L, M) = 0.

Demostracion. La prueba de esta proposicion procede exactamente igual que la de la Proposi-
cién 22, salvo que ahora tenemos que mostrar que H>(L, k) = 0. Haremos s6lo esto, dejando la
tarea de completar el argumento al lector.

Sea f € C*(L,k) un 2-cociclo, de manera que f : L x L — k es una funcién bilineal alternada
tal que cada vez que x, y, z € L se tiene que

diekf(x,y,2) = f([x, ). 2) = f([x.2),y) = f([y> 2], %) = 0. (13)

Consideremos el espacio vectorial M = L @k ylaacciéon-: L x M — M de L sobre M tal que

x-(3A) = (o] f(x, 7))

para cada x € L y cada (y, 1) € M. Es facil verificar, usando la igualdad (13), que con esta accién
M es un L-moédulo y que las funciones ¢ : A e k » (0,A) e Myy : (x,1) € M - x € L son
morfismos de L-mo6dulos. Tenemos entonces una sucesion exacta corta

0 > k ¢>M W>L > 0

Los resultados de la seccion anterior nos dicen que ésta sucesion exacta se parte, esto es, que existe
un morfismo de L-médulos s : L — M tal que

yos=idp. (14)

Hay funciones linealesa : L - Ly 8: L — k tales que s(x) = (a(x), f(x)) paratodo x € L,y la
condicion (14) implica inmediatamente que « = idy. Ahora bien, que la funcion s sea un morfismo
de L-mddulos significa que siempre que x, y € L se tiene que

(Lo y] B([x, 1) = s([xs y]) = x-s(y) = x - (0 B(¥)) = ([x. ). (%))
Y, en particular, que

fxp) = B([x,¥]) = dicB(x, ).
Esto nos dice que f = dl, esto es, que f es un I-coborde y, en definitiva, que H'(L,k) = 0. O]
2.8.2. Proposicion. Sea L un digebra de Lie de dimension finita semisimple. Si

| LN N AN SN

es una extension central de dlgebras de Lie, entonces existe un morfismo de dlgebras de Lie s : L - K
tal que y o s = idy y la subdlgebra P = s(L) de K, que es isomorfa a L, es tal que K = P x L.
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