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Primer parcial
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1. (a) SiE esun subcuerpo de C tal que E/Q es una extensién galoisiana finita y
E ¢ R, entonces [E: ENR] = 2.

(b) Siademas la extensién E/Q es ciclica de grado n, a € E\R y d es el grado del
polinomio minimal de a sobre @, entonces d divide a n y n/d es impar.

Solucién.  (a) Como la extensiéon E/Q es normal, la restriccion de la conjugacién
2z € E — Z € C tiene imagen en E y se restringe a un automorfismo o € Gal(E/Q). El
subgrupo (o) generado por o tiene orden 2, asi que [E : E©] = 2. Como E®) = ENR, esto
prueba lo que queremos.

(b) Comon=[E:Q]=[E:Q(a0)][Q(a): Q] =[E : Q(a)]ld, es claro que d | n. Como la
extension E /Q es galoisiana, también lo es E/Q(a) yn/d = [E : Q(a)] = |Gal(E/Q(a))|. Su-
pongamos que n/d es par. El teorema de Lagrange nos dice entonces que hay en Gal(E/Q(a),
que tiene orden n/d, un elemento de orden 2. Como Gal(E/Q) es ciclico, contiene a lo sumo
un elemento de orden 2, y esto nos permite concluir que el automorfismo o de la primera
parte estd en Gal(E/Q(a)). En particular, o(a) = a, lo que es absurdo. O

2. SiK esun cuerpo de caracteristica positiva p, entonces ﬂnz1 KP" es un subcuerpo
de K y es el mas grande subcuerpo de K que es perfecto.

Solucidn. Sin > 1, entonces K" es un subcuerpo de K: contiene a 1, es cerrado por productos
y cocientes, y —como K tiene caracteristica p positiva— es cerrado por sumas. Se sigue
entonces que P =) 5, K?" es un subcuerpo de K.

Si x € P, entonces para cada n > 1 existe y, € K tal que 3’5" = x. Sin > 1, entonces
( yf H)P" =x,asique y, e y,’l’ 41 son raices del polinomio X P" _ x, que tiene una tinica raiz en
la clausura algebraica de K: esto nos dice que y?,, = y, v, via una induccién evidente, que
Y= Y5:1 para cadan > 1. Vemos que y; € Py, como yf = X, que x € PP. Asi, P es perfecto.

Supongamos ahora que F C K es un subcuerpo de K que es perfecto y sea x € F. Para
cada n > 1 existe y € F tal que x = y", y entonces x € F?" C K?". Concluimos que
x €(,o1 K?" =Py, en definitiva, que F C P. O

3. Sea K un cuerpo y f € K[X] un polinomio separable de grado n tal que si E es
el cuerpo de descomposicién de f sobre K es Gal(E/K) £ S,. Si a € E es una raiz
de f, entonces la extensiéon K(a)/K no tiene subextensiones propias no triviales.
¢Es K(a)/K una extension galoisiana?
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Solucién. Sea G = Gal(E/K) y sea SiR={a,...,a,} es el conjunto de las raices de f en E,
de manera que a; # a; si i # j. Sabemos que hay un morfismo de grupos ¢ : G — S, tal que
o(a;) = ag(); para cada o € G y cada i € {1,...,n}. Este morfismo es inyectivo, porque
las raices de f generan a E sobre K y, como G tiene n! elementos, se trata, de hecho, de un
isomorfismo. Sea H el subgrupo de G tal que Ef = K(a;). Es claro que un automorfismo
o € G estd en H sii o(a,) = a4, asi que ¢ (H) es el subgrupo U de S; de las permutaciones
que dejan fijo a 1.

El subgrupo U es maximal en S,,. Para verlo, sea V C S, un subgrupo tal que V 2 U, sea
o € V\U, ymostremosqueV =S,. Seat €S,\U. Sit (1) =0 (1), entonces o' € Uy
7 €Uo C V;siencambioes 771(1) # o (1), entonces la transposicién u = (t=(1) o~1(1))
y Tuo ! estdn en U, de manera que T € Uou C V. Esto nos dice que S, C V.

Como ¢ es un isomorfismo, el subgrupo H es maximal en G y el teorema de Galois nos
dice entonces que el cuerpo K(a;) = EF no contiene subcuerpos propios distintos de Q. Por
otro lado, si n > 3, es (23) € U y (12)(23)(12)! = (13) ¢ U, asi que U no es normal en S,
y K(a)/K no es una extensién normal. Si en cambio n < 2, entonces G es abeliano y esta
extension es trivialmente normal. |

4. Si f(X) = X*—2aX?+ b € Q[X] es irreducible y b € Q?, determine el grupo
de Galois del cuerpo de descomposicién de f sobre Q y exhiba sus subxtensiones
cuadraticas.

Solucién. El polinomio g(X) = X2 —2aX + b es irreducible, porque lo es f(X) = g(X?), asi
que a>—b ¢ Q?. Lasraicesde g sona=a++va2—byp =a—+va2—b. Siv’=ayv? =4,
las raices de f son u y £v. Como (uv)®> = a8 = b es un cuadrado en Q, existe c € Q tal que
uv = c. El cuerpo Q(u) contiene entonces a las cuatro raices de f y, como estd generado por
una de ellas, es el cuerpo de descomposicién de f. Como f es irreducible, es [Q(w) : Q] =4,
el grupo G = Gal(Q(u)/Q) tiene cuatro elementos, y éstos quedan determinados por la
imagen de u, que es un elemento de {£u, +v}. Calculando, vemos entonces que los cuatro
elementos de G son

u y —u —v
id u vV —u —v
o % u —-v —u
T -V —u %

oT —u  —v u %

Cada uno de estos automorfismos tiene orden 2, asi que G = Z, x Z, y, en particular, G
tiene exactamente tres subgrupos de indice 2, los tres subgrupos ciclicos generados por los
elementos no triviales. Los elementos x; = u+v, x, = u—v y u> = va2— b quedan fijos
por o, por T y por 0T, respectivamente, y no son racionales, ya que 7(x;) = —x; # 0,
o(x,) =—x, #0ya®>—b & Q> Los subcuerpos cuadréticos de E son entonces

QW) = Q(x;) = Q(v2a + 2c),
Q)" = Q(x,) = Q(v2a — 2c),
QW)°* = Qu*) = Q(v a2 —b).

5. Sea K un cuerpo de caracteristica p positiva y sea a € K un elemento que no
es de la forma b? — b para ningin b € K. Muestre que el polinomio X? —X —a es
irreducible en K[X ] y determine su grupo de Galois sobre K.
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Solucién. Sea K una clausura algebraica de K y sea x € K es una raiz de f(X) =X? —X —a.
La hipétesis hecha sobre a nos dice que x € K. Si t € IF,, entonces es x + t también una raiz
de f, asi que en K(x) hay al menos p raices distintas de f y se trata, en consecuencia, del
cuerpo de descomposicién de f sobre K. Como f(x) =0, es [K(x):K]<p .

Sea h(X) € K[X] el polinomio minimal de x. Como h divide a f, h se factoriza comple-
tamente en K(x) y, en particular, tiene al menos una raiz y en K(x) aparte de x. Como y es
raiz de f, existe t € ]F; tal que y = x + t. Hay entonces un automorfismo o : K(x) — K(x)
tal que o(x) = x +t y, como o”(x) = x+px = x, el orden de o divide a p. Como o(x) # x,
el orden es p. El grupo de Galois de la extensién K(x)/K tiene entonces orden al menos p,
asi que el grado de la extension es al menos p. Esto y lo anterior muestra que, de hecho, el
grado es exactamnte p y, en particular, que f es irreducible sobre K.

Como el grupo de Galois de K(x)/K tiene orden primo, es ciclico de ese orden y estd
generado por cualquiera de sus elementos no triviales, como o. O
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