ALGEBRA 3
Segundo cuatrimestre — 2014

Recuperatorio del primer parcial

APELLIDO Y NOMBRE: &ttt ttttttttittte e etttee et tttee e eittee e eitteeeiinaeeenns

1. Sea K = F,(X) con X trascendente sobre F,, sea 0 : K — K el automorfimo de
cuerpos tal que 0(X) =2X +1 ysea G = (o) € Aut(K) el grupo de automorfismos
generado por o. Encuentre f € K tal que K¢ = F,(f).

Solucién. Como
X5 2X+1—54X +3 5 X,

el automorfismo o tiene orden 3. El grupo G = (o) es entonces ciclico de orden 3 y el
teorema de Artin nos dice, en consecuencia, que [K : K¢] = |G| = 3. El polinomio

f=XoX)o*(X)=X(2X +1)(4X +3) €K

es evidentemente invariante por o, de manera que f € K°. Como f tiene grado 3, sabemos
de un ejercicio de la préctica que [K : F,(f)] = 3. Como F,(f) € K C K, y las extensiones
K/K® y K /F,(f) tienen el mismo grado, vemos que K¢ = TF,(f). O

2. Sea E/K una extension galoisiana de un cuerpo K de caracteristica distinta de 2
con Gal(E/K) = Z/4Z. Muestre que existen a, b € K con a # 0, b ¢ K? tales que E
es el cuerpo de descomposicién de (X2 —a)? — b sobre K.

Solucién. Sea o un generador de Gal(E/K), que tiene entonces orden 4. Sea F = E°) ; del
teorema de Galois sabemos que E/K y F /K son extensiones cuadréticas, y que sus grupos de
Galois estan generados por o2 y por o, respectivamente. Como la caracteristica de K no es
dos, sabemos que existen f3 € F tal que 2 € K \K?> y F =K(f3), y a € E tal que a* € F \ F?
y E = F(a). La descripcion de los grupos de Galois de las extensiones E/F y F /K implican
que o*(a)=—ayo(B)=—p.

Como a? € F = K(3), existen a, c € K tales que a® = a+cf. Si fuese c = 0, o(a) tendria
que ser una raiz del polinomio X2 —a € K[X], asi que o bien o(a) = a o bien o(a) = —a:
estas dos posibilidades contradicen el hecho de que o?(a) = —a, y entonces vemos que ¢ # 0.
Como entonces 3 = (a®> —a)/c € K(a), tenemos que E = K(a). En particular, el polinomio
minimal de a sobre K tiene grado 4, ya que [E : K] =4.

Como a? —a = cf3, es (a®? —a)? = c®B2, y a es raiz de f = (X2 —a)? —c2B2 € K[X].
Este polinomio tiene que ser entonces el polinomio minimal de a sobre K y, en particular,
ees irreducible. Como E/K es normal, todas las raices de f estdn en E y, como este cuerpo
esta generado sobre K por una de ellas, vemos que E es el cuerpo de descomposicion de f .

Como ¢ #0y 82 € K \ K?, si ponemos b = c?f3% tenemos que b € K \ K2. O
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3. Sea E un cuerpo de descomposicién de X® — 3 sobre Q. Determine el grupo
de Galois de la extensién E/Q y la cantidad de extensiones cuadréticas y normales
de Q contenidas en E.

Solucion. Sea ¢ € C una raiz ctibica primitiva de la unidad, de manera que —{ es una rafz
sexta primitiva de la unidad. Sea, por otro lado, @ € R tal que a® = 3. Las raices del
polinomio son los nimeros (—{)'a con 0 < i < 6. Claramente, entonces, E = Q({, a).
Consideremos el diagrama

Q(¢, )

Claramente [Q(a) : Q] = 6. Como Q(£)/Q es normal, el grado d = [Q({, &) : Q(¢)] divide
entonces a 6. Como [Q() : Q] = 2, el grado d no puede ser ni 1 ni 2, ya que en ese
caso [Q(Z,a) : Q] seria 0 2 0 4 y no podria ser que Q(a) esté contenido en Q(¢, a). Si fuese
d = 3, entonces serfa [Q({, a) : Q] = 6y, en consecuencia, Q(a) = Q({, a): esto es imposible
porque Q(a) € R y ¢ no es real. Concluimos asi que d =6 y que [Q({,a) : Q] = 12.

Un automorfismo de la extensién Q({, a)/Q tiene que mandar { y @ a {' y a (—{)a
conl <i <2y0 < j< 6. Estonos da 12 opciones. Como el grupo de Galois
G = Gal(Q(¢, a)/Q) tiene orden 12, vemos que todas estas posibilidades efectivamente ocu-
rreny que G ={0,;:1 € Z},j € Zg}, con 0, ;({) =" y 0, (@) = (=) a.

Pongamos p = 0, y T = 05,. Calculando, vemos que 72 = p®=idyque tp=p'7.
Esto nos dice que G es isomorfo a un cociente del grupo diedral D;, = (r, t : t2,7°,(tr)) de
orden 12. Como G también tiene orden 12, vemos que, de hecho, G = D ,.

Como toda extensién cuadratica de Q es normal, para termenar, tenemos que contar la
cantidad de subextesiones cuadraticas de Q contenidas en Q(¢, ). El teorema de Galois
nos dice que es lo mismo contar los subgrupos de D;, de indice 2. Como todo subgrupo de
indice 2 es normal, esto es lo mismo que contar los homomorfismos D,, — Z/2Z no triviales.

Un tal homomorfismo f : D;, — Z/27Z queda determinado por a = f(r) y p = f(t),
dos elementos de Z/27Z no simultaneamente nulos. Es trivial ver que cualquiera de las tres
posibilidades da en efecto un homomorfismos, asi que el niimero de subextensiones buscadas
es 3. (|

4. Sea p un numero primo impar y sea E un cuerpo de descomposicion del poli-
nomio X? — 2 sobre Q. Muestre que no hay en E una raiz p>-ésima primitiva de la
unidad.

Solucion. Sabemos, de un ejercicio de la practica, que el grupo de Galois de X? — 2 sobre Q
es isomorfo a Z; X Z,, que tiene orden p(p — 1) y que no es abeliano. Por otro lado, si {
es una raiz p2-ésima primitica de la unidad, sabemos que [Q({) : Q] = deg ¢, =p(p—1).
Asi, si fuese { € E, seria, de hecho, E = Q({). Esto es absurdo, porque sabemos que Q(¢)/Q
tiene grupo de Galois abeliano. O

5. Si E/K es una extension galoisiana de grado 77, entonces todas sus subexten-
siones son normales.
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Solucion. Sea G el grupo de Galois de la extensién. Como 77 = 7 - 11, los teoremas de
Sylow implican inmediatamente que si P, y P;; son subgrupo de Sylow de ordenes 7 y 11,
respectivamente, entonces ambos son normales. En particular, P,P;; es un subgrupo de G y
claramente tiene que ser igual a G porque su orden es al menos 77. Como ambos subgrupos
de Sylow son normales, vemos que G = P, x P;;. En particular, G es abeliano. El resultado
sigue entonces del teorema de Galois. |
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