LOS IDEALES PRIMOS DE Z[i] Y SUS CUERPOS DE RESIDUOS

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

1. PRIMOS QUE SON SUMAS DE DOS CUADRADOS

Si p es un primo impar y a € Z es coprimo con p, ponemos

2

1, si existe z € Z tal que a =z mod p;
(a/p) =

—1, en caso contrario.

Llamamos a (a/p) el simbolo de Legendre.

Proposicion 1 (Euler, 1748 [1, 2|). Sip es un primo impar y a € Z es coprimo
con p, entonces

a?=V/2 = (a/p) mod p

Demostracion. Sia € F es un cuadrado, de manera que existe x € F)5 con 2?2 =aq,

entonces aP~1/2 = 2P~1 = 1 por el teorema de Fermat. Bastara entonces que
probemos que a?~1/2 = —1 si a no es un cuadrado.

Ahora bien, el polinomio f(X) = X®~1/2 —1 € F,[X] tiene a lo sumo (p—1)/2
raices en ), y acabamos de mostrar que cada uno de los cuadrados de F}’ es una
raiz de f. Como hay exactamente (p —1)/2 cuadrados en F,’, vemos que las raices
de f son precisamente esos cuadrados.

Si ahora a € ' no es un cuadrado, del teorema de Fermat sabemos que

(a(pfl)/2 _ 1)(a(”*1)/2 +1)=a’"t=1=0,
y como aP~1/2 — 1 = f(a) # 0, debe ser aP~1/2 4 1 = 0, como queriamos. O

Proposicion 2 (Fermat, 1640). Un primo impar es suma de dos cuadrados sii es
congruente a 1 modulo 4 .

Este teorema fue anunciado por Fermat, aunque no dio ninguna prueba. La
primera prueba conocida fue dada por Euler en 1749 en [3]. La prueba que damos
abajo es de Richard Dedekind, y apareci6 en el Suplemento XI a las Vorlesungen
tber Zahlentheorie de Peter Gustav Lejeune Dirichlet en 1894.

Demostracion. Un cuadrado es congruente a 0 o a 1 modulo 4, asi que la suma de
dos cuadrados es congruente a 0, a 1 0 a 2. Si esa suma es un primo impar, debe
ser entonces congruente a 1 mdédulo 4. Esto prueba la necesidad de la condicién.
Vamos ahora la suficiencia.
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Sea n € N tal que p = 4n + 1. Como sélo la mitad de los elementos de [’ son
cuadrados, la proposiciéon anterior nos dice que existe a € Z coprimo con p tal que
a®=1/2 = —1 mod p. El nimero m = a™ es entonces tal que p | m? + 1.

En particular, tenemos que p { m, asi que pf m+iy ptm —i en Z[i]. Como
p | (m+i)(m — i), esto nos dice que p no es primo en Z[i]. El anillo Z[i] es un
dominio de factorizacion tnica, asi que existen primos p1, ..., p, de Z[i] tales que
p = p1--pr. Tomando normas, vemos que p*> = N(p) = N(p1)---N(p,) y, como
cada una de las normas N(p;) es un entero positivo distinto de 1, esto implica
inmediatamente que r = 2. Como p1ps es un numero real positivo, p; y ps tienen
que ser numeros complejos conjugados y si p; = x + iy, con x, y € Z, entonces es
inmediato que p = z2 + 2. O

2. LOS IDEALES PRIMOS DE Z[i] Y SUS CUERPOS DE RESIDUOS

Si A es un anillo conmutativo, escribimos Spec A al conjunto de todos los ideales
primos de A. Si ¢ : A — B es un morfismo de anillos conmutativos, entonces para
cada p € Spec B la preimagen ¢~ 1(p) es un elemento de Spec A, asi que ¢ induce
una funcién ¢* : p € Spec B — ¢~ 1(p) € Spec A. Notemos que si A es un subanillo
de By ¢ es la inclusion, entonces ¢*(p) = p N A para todo p € Spec B.

Proposicion 3. La funcion
t* :p € SpecZ[i] — pNZ € SpecZ

inducida por la inclusion v : Z — Z[i] es sobreyectiva. Si p es un primo racional,
hay dos posibilidades:
(i) Sip=3 mod 4, entonces la fibra de pZ por .* tiene exactamente un ele-
mento, el ideal pZ[i]. Cualquier generador de este ideal tiene norma p*.
(44) Sip=1 mod 4 o sip =2, entonces la fibra de pZ por 1* tiene exactamente
dos elementos. Sip = 2% 4+ y? con x, y € 7, entonces esos dos elementos
son los ideales (x +iy) y (x —iy). Cualquiera de los generadores de estos
dos ideaes tiene norma p.
Finalmente, la preimagen del ideal nulo de Z por v* tiene un elemento, el ideal nulo
de Z[i).

Demostracion. Sea p € N un primo racional y sea p = p;---p, la factorizacion
de p como producto de elementos irreducibles en Z[i]. Tomando norma, vemos que
p?> = N(p) = N(p1)---N(p») y, como cada uno de lo N(p;) es un entero mayor
que 1 (porque los p; no son unidades) vemos que r < 2. Sir = 2, el producto pips es
un numero real positivo, asi que p; y p2 son complejos conjugados; si p; = x + iy,
entonces p = pip2 = x2 + y?. Reciprocamente, si existen z, y € Z tales que
p = 2% +y?, entonces a = z + iy € Z[i] es un irreducible —porque su norma es p—
y p = aa, asi que r = 2; notemos que esto dltimo implica que la escritura de p
como suma de dos cuadrados es tnica salvo signos y permutacién. Concluimos asi
que p es irreducible en Z[i] si p =3 mod 4, y que es producto de exactamente dos
irreducibles si p =1 mod 4.

Sea ahora p un ideal primo de Z[i] tal que p NZ = (p). Como p es primo, no
nulo y propio, existe un elemento irreducible a € Z[i] tal que p = (a) y, como p € p,
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tenemos que a divide a p en Z[i]. Asi, todo elemento de la fibra de (p) por ¢* esta
generado por un divisor irreducible de p. En consecuencia, si p =3 mod 4 la fibra
de (p) tiene exactamente un elemento, el ideal pZ[i], y si p = 1 mod 4 la fibra
de (p) tiene dos elementos, los ideales (z 4 iy) y (z — iy), con x, y € Z tales que
2% + y% = p. Esto prueba las dos primeras afirmaciones del enunciado.

Por otro lado, si p es un ideal primo no nulo de Z[i], de manera que existe
a = x + it € p distinto de cero, entonces 0 # aa = x> + 2> € pNZ, y esto prueba
que pNZ # 0. Vemos asi que el tnico ideal en la fibra de 0 por ¢* es el ideal
nulo. ]

Proposicion 4. Sea p un nimero primo y sea p un ideal primo no nulo de Z][i|
tal que pNZ = (p). El cuerpo K = Z[i]/p tiene caracteristica p. Si p =3 mod 4,

entonces K es una extension cuadrdtica de su cuerpo primo, y si p = 1 mod 4,
entonces K coincide con su cuerpo primo.

Demostracion. Como p € p, es claro que p = 0 en K = Z[i]/p, asi que necesaria-
mente la caracteristica de K debe ser p. Si a € Z[i] es un elemento irreducible
de Z[i] tal que p = (a), hay una sucesion exacta

Ma

0 Z[i] Z[i] K 0

en la que la aplicacion m, es la multiplicacion por a, m, : © € Z[i] — ax € Z[i].
Como grupo abeliano, Z[i] tiene al conjunto {1,7} como base, y con respecto a esa
base, la matrix de la funciéon m, es

A= (" 7Y
y z /)
Sabemos entonces que el orden del grupo abeliano K es igual a
|det A| = 2° + y* = N(a).

De acuerdo a la proposicién anterior, sabemos que N(a) = p? si p = 3 mod 4 y
que N(a) =psip=1 mod 4. Esto prueba la proposicion. |
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