Algunos ejemplos de aplicacion del Teorema de Galois

Matias Saucedo

Consideraciones generales
Sea f € Q[X] y sea E un cuerpo de descomposicién de f sobre Q.

La extensién E/Q es galoisiana (es normal pues es un cuerpo de descomposicion, y es
separable pues char(Q) = 0).

En esta situacién, sabemos que vale la igualdad | |Gal(E/Q)| = [E : Q]|.

En los ejercicios que siguen, la idea siempre sera obtener informacion sobre el grupo de
Galois de E//Q (si es posible, caracterizarlo completamente, pero a veces nos serd suficiente
con menos que eso) y luego, usando el teorema de Galois, deducir cosas sobre los cuerpos
intemedios de la extension E/Q.

Ejemplo 1

Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X* + 3 sobre Q.

a) Caracterizar Gal(E/Q).

b) Hallar todas las subextensiones normales de grado 4 de E/Q (es decir, todos los
cuerpos intermedios F' tales que F//Q es normal y [F': Q] = 4).

En primera instancia haremos lo que veniamos haciendo en las practicas anteriores: ob-
tener un sistema de generadores de E/Q y usarlo para calcular el grado de la extension.
Esto es util porque asi ya sabremos el orden del grupo de Galois que debemos caracterizar.

Sea o € C una raiz cuarta de —3. Es facil probar que entonces £ = Q(a, 7). Tenemos la
siguiente situacién (notar que f es irreducible sobre Q por el criterio de Eisenstein con el

primo p = 3, y por eso [Q(«a) : Q] = 4):

/\
\/

Para determinar [E : Q] podemos intentar calcular [E : Q(«)] o bien [E : Q(7)].
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Sabemos que [E : Q(«a)] < [Q(7) : Q] = 2. Para decidir si es 1 o 2, bastard con saber si i
estd o no en Q(«). Esto es lo mismo que ver si existen a, b, ¢, d racionales tales que

(a+ba + ca® + da?)? = —1.

Si desarrollamos el cuadrado e igualamos coeficientes, nos queda un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas, que no es muy complicado ver que no tiene soluciones
racionales, aunque no es para nada divertido.

Veamos en cambio la otra opcién, que es calcular [E : Q(i)]. Si pudiésemos probar que
X?* + 3 es irreducible sobre Q(7), entonces la extensién tiene grado 4, pues se obtiene
agregandole a Q(7) una raiz de dicho polinomio. Como Q(7) es el cuerpo de fracciones del
DFU Zli], podemos intentar aplicar el criterio de Eisenstein. Y efectivamente funciona,
pues el 3 es un primo de Z congruente a 3 médulo 4 y entonces sigue siendo primo en Z[i].

De este modo, sin hacer cuentas conseguimos probar que [E : Q] = 8, y por lo tanto el
grupo de Galois de la extension también tiene orden 8.

El siguiente paso es entender cuéles son los morfismos de Gal(E/Q). Sabemos que todo
morfismo o € Gal(E/Q) queda determinado por los valores que toma sobre los genera-
dores « e 1.

Para el valor de o(«) hay 4 posibilidades (las 4 raices de su minimal): a, —a, ai, —ai.
Para el valor de (i) hay 2 posibilidades (las 2 raices de su minimal): i, —i.

Esto nos indicaria que hay a lo sumo 4 - 2 = 8 posibles morfismos. Pero nosotros ya
sabfamos que |Gal(E/Q)| = 8. Por lo tanto, las 8 combinaciones posibles de los valores
que mostramos antes son todas vélidas (es decir, determinan morfismos bien definidos).

Ya tenemos caracterizados los 8 morfismos del grupo de Galois. Para lo que sigue, es
conveniente tener una buena manera de nombrar a estos 8 morfismos, que nos permita
escribir de manera compacta y comoda las relaciones que existen entre ellos.

Usaremos la siguiente notacién: dados 0 < j < 3y 0 <k < 1, llamaremos o, al morfismo

definido por
a o
T
Bl e (1)

Con esta notacién, tenemos por ejemplo que oq es la identidad y que {oj0}; v {00k }x son
los subgrupos de Gal(E/Q) que dejan fijos a i y a « respectivamente.

A continuacién, para resolver la parte a), deberiamos ver si Gal(E/Q) es isomorfo a algin
grupo que conozcamos. Para hacer esto, suele ser 1til encontrar primero un sistema de
generadores del grupo que sea pequeno, pues entonces, viendo qué relaciones hay entre
estos generadores posiblemente podamos terminar de caracterizar al grupo.

En nuestro caso, vamos a considerar o := 019 y 7 := 0¢1. Estos dos elementos generan
. _ > k, .
todo el grupo pues vale la igualdad o, = 077" (verificar!).
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Veamos qué orden tiene o aplicaindolo repetidas veces sobre los generadores:
o . o . 92 O .3 ©
a—a-i—0la)oli)=a-i" —a i —a«a
I —>1— 10— 1 —>1
Entonces ord(c) = 4. Anédlogamente se ve que ord(7) = 2.

Recordemos que el grupo diedral D, se puede presentar como (r, s | 7t = s? = (rs)? = 1).
Si probamos que nuestros elementos o y 7 satisfacen ademds que (07)% = idg, podremos
concluir que Gal(E/Q) recibe un epimorfismo de Dy (que manda r a oy s a 7), y como
ambos grupos tienen orden 8, resultardan ser isomorfos.

En efecto:
2

T ag . T . g .
a—a—>al— —a-l— —ol =«
- T . ag . T . g -

UL — =1 —> 11— —1 —>1

Queda asi demostrado que |Gal(E/Q) ~ Dy |.

Otra manera util de pensar estos ejercicios es usando que el grupo de Galois de un po-
linomio de grado n siempre se puede pensar como un subgrupo de S, etiquetando las n
raices del polinomio con los niimeros del 1 al n y viendo cémo cada uno de los morfismos
permuta estas raices. En nuestro caso, si etiquetamos 1, 2, 3,4 a las raices «, -4, —av, —a-1,
respectivamente, podemos observar que el morfismo que llamamos o se corresponde con
el 4—ciclo (1234) y el morfismo que llamamos 7 se corresponde con la trasposicién (24).
Representando esto graficamente, se vuelve evidente que el grupo que buscamos tiene que
ser Dy.

Pasamos ahora a la parte b). El teorema de correspondencia de Galois nos dice que las
subextensiones normales de F/Q de grado 4 estédn en correspondencia con los subgrupos
normales de Gal(F/Q) de orden % = 2. Nos preguntamos entonces: ;jcuantos subgrupos
normales de orden 2 tiene D47

Un subgrupo de orden 2 es de la forma {1, 2} con ord(z) = 2. Como para cualquier y € D,
esy-1-y~ ' =1, el subgrupo serd normal si y sélo si y-z -y~ ! = x para todo y € Dy; en
otras palabras, si x conmuta con todos los elementos del grupo. Usando que un elemento
conmuta con todos los elementos del grupo si y sélo si conmuta con los generadores r y s,
es facil ver que el centro de Dy es H = {1,7?}. Luego existe un tinico subgrupo normal de

orden 2 en Dy, que es H; y por lo tanto, existe una tnica subextension normal de grado
4 en E/Q, que es B,

Ahora deberfamos determinar explicitamente quién es esta subextensién. Una posibilidad
(que no puede fallar!) es ver qué morfismos de Gal(FE/Q) se corresponden con el subgrupo
H de Dy, y calcular el subcuerpo fijo por estos morfismos, lo cual es, en ltima instancia,
un problema de calculo de autovectores.

Pero podemos hacer algo mas inteligente. Como ya sabemos que hay una tinica subexten-
sion normal de grado 4, si encontramos alguna «a ojo», esa tiene que ser la que estabamos
buscando. Y en este caso es facil hacer eso: basta notar que o? es una raiz cuadrada de



—3, y por lo tanto F' = Q(v/—3,i) = Q(v/3,i) C E. Esta subextensién efectivamente
tiene grado 4, y es normal por estar generada por elementos de grado 2.

Esto completa la resolucion del ejercicio. B

Ejemplo 2

Sea I un cuerpo de descomposicién del polinomio X® — 2 sobre Q.

a) Calcular la cantidad de subextensiones de grado 8 de E/Q.

b) Hallar un cuerpo F' con Q C F C F tal que Gal(E/F) ~ Zg

Claramente, F = @(\75, &s), donde &g es una raiz octava primitiva de la unidad. Si que-
remos calcular el grado de la extension manteniendo estos generadores, nos topamos con

la situacion

en la que los grados de las extensiones inferiores no son coprimos, y si bien [E : Q(+/2)]
no puede ser 1 porque Q(\S/ﬁ) esta contenida en R y E no lo esta, no esta claro que el
grado no pueda dar 2 o 3.

Aqui, el truco estara en notar que podemos tomar &g = e% = ‘[ + X2 2 Con esta igualdad

se puede probar ficilmente que E = Q(+/2,4), y por lo tanto que |Gal(E/@)| =[E:Q] =
16 (ejercicio).

Ahora, caractericemos los morfismos de Gal(E/Q). De manera similar a lo hecho en el
ejemplo anterior, dados 0 < j <7y 0 <k <1, llamaremos o0;;, al morfismo definido por

V2 V2
Ok
Bli s (=R
Observemos que esta vez el ejercicio no nos pide caracterizar completamente al grupo,
asi que existe la posibilidad de que no sea necesario hacerlo. (Al que lo quiera intentar le

advierto que esta vez no da un grupo tan conocido como en el caso anterior, aunque si se
puede escribir como un producto semidirecto entre Zg y Zs.)

La parte a) nos pide contar la cantidad de subextensiones de grado 8, lo cual, por el teore-
ma de Galois, equivale a contar la cantidad de subgrupos de orden ¢ = 2 de Gal(E/Q).
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Como todo subgrupo de orden 2 es ciclico, bastard con contar cuantos elementos de
orden 2 hay en Gal(E/Q). Y como conocemos cudles son los 16 morfismos de Gal(E/Q),
esta cuenta la vamos a poder hacer aunque no sepamos exactamente quién es el grupo.

/ 2 /8
Hay un obstéculo, y es que cuando queramos calcular ajk(\/ﬁ) (que es algo que vamos a
necesitar hacer, para saber si O'JZ-k es la identidad o no) vamos a necesitar saber cudnto es

4
o;x(&s). Hagamos primero esta cuenta, usando que &g = ‘/75(1 +1i) = ‘8[72(1 +1):

ojr(V2)* =

1+ o) =

S

1+i)=¢& sijesparyk=0

S

14+i)=¢& sijesimpary k=0
Ujk(fs): ( ) ®

2

/bw

1—i)=¢& sijesparyk=1

g

22(1—2'): 3 sijesimparyk=1
Ahora que tenemos esto, podemos determinar para cudles pares (j,k) se tiene que el
morfismo o, tiene orden 2. Algo bueno y que es facil de ver es que cualesquiera sean j y

k se tiene a?k (i) = (—1)*i = i, de modo que sélo tenemos que preocuparnos por calcular

0% (72).
Tenemos a?k(\iyﬁ) = oju(ok(V2)) = 0 (V2 - &) = 0(V2) - oju(és) = V2 - & - o1(&s)’.

Entonces:

\8/§'§§j sijespary k=0
02 (3/2) = \8/5'557: sijesimpary k=0
” V2.6 =2 sijespary k=1

€7§~£§j si j esimpary k=1

Nosotros queremos que sea a?k(%) = /2. En la primera rama, esto pasa si y sélo si j = 0
0 j = 4; en la segunda rama, esto no pasa nunca porque 65 no puede ser multiplo de 8 si
7 es impar; en la tercera rama, esto se cumple en todos los casos; y en la cuarta rama, no
hay ningiin caso que sirva porque 45 no es multiplo de 8 si 5 es impar.

Hemos encontrado asi que hay seis parejas (j, k) tales que aj?k = idg; de estas, debemos
quitar la pareja (0,0) pues corresponde al morfismo identidad, que tiene orden 1 en vez
de orden 2. Concluimos que E/Q tiene 5 subextensiones de grado 8.

Pasamos a la parte b). El teorema de correspondencia de Galois nos dice que un tal cuerpo
F debe ser de la forma E* con H < Gal(E/Q), y de hecho, es Gal(E/F) ~ H (a esto
también se lo llama teorema de Artin). Entonces, lo que podriamos hacer es encontrar un
subgrupo de Gal(E/Q) que sea isomorfo a Zg (o lo que es lo mismo, encontrar un elemento
de Gal(E/Q) que tenga orden 8) y luego calcular el cuerpo fijo por este subgrupo.

El candidato natural pareceria ser o := oyy. De las cuentas que ya hicimos se deduce que
2

02 = 040, 01 = 02y = 040 y 0° = 0% = idp. Luego efectivamente ord(c) = 8.

Ahora, si H = (o), es H ~ Zg, y ademds vale que a € F! <= o(a) = a. Asf que
alcanzara con ver los elementos que quedan fijos por . Una vez mas, esto es hacer una
cuenta de dlgebra lineal o bien ser més astuto y notar que por definicién es o (i) = i. Como



[E: EF)[E" : Q] = [E: Q] = 16 y el primer factor sabemos que da 8 pues tiene grupo de
Galois Zg, resulta [E : Q] = 2, y como ya sabfamos que Q(i) C E¥, vale la igualdad.

En definitiva, podemos tomar | F' = Q(7) | B

Ejemplo 3

Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X!° — 5 sobre Q.

a) Calcular [E : Q. (Sugerencia: recordar lo hecho en el ej 15 de la practica 1.)

b) Calcular la cantidad de subextensiones de grado 5 de E/Q.

Como siempre, va a ser £ = Q( V5, &10). Le hacemos caso a la sugerencia, miramos lo
que hicimos en el ejercicio 15 de la practica 1 y vemos que habiamos probado alli que
Q(v/5) € Q(&), mientras que obviamente este segundo cuerpo esté contenido en Q(&y).
Asi que en vez de dibujar este diagrama

/\Slo
A

dibujamos este otro

/\

N

y como 5y 2 son coprimos, deducimos que |[E : Q] = 20|, lo cual resuelve la parte a).
Esto nos dice ademds que |Gal(E/Q)| = 20.

Q(V5

Para resolver la parte b), por el teorema de correspondencia de Galois basta contar la
cantidad de subgrupos de orden % = 4 de Gal(E/Q). A diferencia de lo que pasaba en
el ejemplo anterior, no podemos traducir muy rapidamente esto a un problema de contar

6



elementos, pues un subgrupo de orden 4 puede ser isomorfo a Z4 o0 a Zsy @ Zs. Podriamos
intentar ver si Gal(E/Q) es un grupo conocido, pero otra vez el hecho de que el ejercicio
no nos pida hacerlo puede hacernos sospechar que quizas no sea tan facil.

Otra opcién es empezar a recordar teoremas de teoria de grupos que vimos en Algebra
2 hasta que encontremos alguno que nos ayude. En este caso, nos resultarda muy ttil
recordar el Teorema de Sylow, pues los subgrupos de orden 4 de un grupo de orden 20
son precisamente sus 2—Sylows.

Si ngy es la cantidad de 2—Sylows de Gal(E/Q), sabemos que ny | 5y ne =1 (méd 2), de
modo que ny sélo puede ser 1 o 5.

El teorema de Sylow nos dice ademds que el grupo actia transitivamente por conjuga-
cién en la familia de sus 2—Sylows (en otras palabras, dos 2—Sylows cualesquiera son
conjugados). De esto se deduce que, si existe algin 2—Sylow que no sea normal, entonces
necesariamente ny > 1. Usamos teoria de Galois para traducir esto a nuestro problema:
si encontramos una subextensién de grado 5 que no sea normal, entonces necesariamente
ny > 1 (y por lo tanto ny = 5, que era la unica otra posibilidad). Pero es muy facil probar
que Q(v/5)/Q es una subextensién de grado 5 que no es normal (por ejemplo porque
X5 — 5, que es el minimal de ¥/5, tiene raices no reales). Concluimos entonces que hay
exactamente 5 subextensiones de grado 5. La solucion esta completa. B



