
REDUCCIÓN MÓDULO p Y TEOREMA DE DEDEKIND

MATÍAS SAUCEDO

En estas notas vamos a ver otra herramienta que nos ayudará a calcular grupos de Galois
de polinomios sin necesidad de conocer expĺıcitamente sus ráıces.
Sea f ∈ Z[X] un polinomio mónico de grado n, y sea Gf el grupo de Galois de f sobre
Q. Para cada primo p, tenemos un morfismo canónico Z[X] → Fp[X]; sea fp la imagen de
f por este morfismo. (Notar que, como f era mónico, fp tiene el mismo grado n.) La idea
será tratar de obtener información sobre Gf a partir de cómo se factoriza fp en Fp[X].

Observación 1. La condición de que f tenga coeficientes enteros es obviamente necesaria
para poder proyectar a Fp, pero no es en realidad restrictiva: es fácil probar que si g ∈ Q[X]
es mónico y c 6= 0 es un número entero que es divisible por todos los denominadores en
los coeficientes de g, entonces f(X) := cng

(
X
c

)
es mónico de coeficientes enteros, y tiene el

mismo grupo de Galois que g.

Concretamente, el resultado que apuntamos a probar es el siguiente teorema de Dedekind.

Teorema 2. Sea f ∈ Z[X] un polinomio mónico de grado n, y sea p un número primo.
Supongamos que fp se factoriza en Fp[X] como fp = h1 · . . . · hr, con los hi irreducibles
y distintos dos a dos. Sea di el grado de cada polinomio hi. Entonces Gf (pensado como
subgrupo de Sn) contiene un elemento σ cuya estructura ćıclica es del tipo (d1, . . . , dr), es
decir, σ es producto de ciclos disjuntos de longitudes d1, . . . , dr.

Hay un par de observaciones pertinentes para hacer con respecto al enunciado del teorema.
La primera es que el teorema no pide que f sea irreducible.
La segunda es que, para tener derecho a hablar de Gf pensado como subgrupo de Sn, necesi-
tamos que f sea separable. Si bien esto no parece estar dentro de las hipótesis, la existencia
de un primo p tal que fp no tenga factores irreducibles repetidos implica que f es separable
(pensar por qué!).
Antes de meternos de lleno a la demostración del teorema, veamos un ejemplo de cómo se
usa.

Ejemplo 3. Sea f = X5 − 3X + 3. Probaremos que Gf = S5. Como f es irreducible
(Eisenstein, p = 3) y 5 es primo, ya sabemos que Gf contiene un 5−ciclo. Aśı que nos
bastará probar que Gf también contiene una trasposición.
Ahora bien, f2 = X5 +X + 1 = (X2 +X + 1)(X3 +X2 + 1), y estos factores son irreducibles
sobre F2 pues tienen grado menor o igual que 3 y ni 0 ni 1 son ráıces. Por el teorema de
Dedekind, existe σ = (ij)(klm) ∈ Gf . Pero entonces también σ3 = (ij) está en Gf . Aśı que
Gf contiene una trasposición y un 5−ciclo, lo cual implica Gf = S5, como queŕıamos.

Ahora śı, vamos a por la demostración del teorema. La parte más complicada es probar
el siguiente lema, a partir del cual podremos deducir más o menos rápido el teorema de
Dedekind:
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Lema 4. Sean f y p como en el enunciado del teorema de Dedekind. Sean r1, . . . , rn las ráıces
de f , sea E un cuerpo de descomposición de f sobre Q y sea Ep un cuerpo de descomposición
de fp sobre Fp. Entonces:

(i) Existe un morfismo de anillos ψ : Z[r1, . . . , rn]→ Ep.
(ii) Si ψ, ψ′ : Z[r1, . . . , rn]→ Ep son morfismos de anillos, entonces existe σ ∈ Gal(E/Q)

tal que ψ′ = ψσ|Z[r1,...,rn].

Demostración. (i) Llamamos D = Z[r1, . . . , rn]. D está generado como Z−módulo por los
monomios re11 . . . renn con ei ∈ N0. Como cada ri es ráız de f , rki se puede escribir co-
mo combinación lineal con coeficientes en Z de 1, ri, . . . , r

n−1
i para todo k ≥ n. Entonces

{re11 . . . renn : 0 ≤ ei < n} generan D como Z−módulo. Por otra parte, como D ⊆ E, y
char(E) = 0, D no tiene elementos de torsión.
Es decir que D es un Z−módulo finitamente generado sin torsión. Por el teorema de estruc-
tura, D es libre, es decir, existe una Z−base {u1, . . . , um} para D.
Afirmamos que {u1, . . . , um} también es una base de E como Q−espacio vectorial. Que son
linealmente independientes es fácil de ver (si hubiera una combinación lineal no trivial que
da 0, multiplicando por alguna constante obtendŕıamos una combinación lineal no trivial
con coeficientes en Z que da 0, absurdo). Veamos que generan. Sea S = 〈u1, . . . , um〉Q =
Q · u1 ⊕ . . . ⊕ Q · um. Entonces S es un subanillo de E que contiene a Q (verificar). Como
la extensión E/Q es algebraica, resulta que S es un cuerpo (ver ejercicio 7, práctica 1). Y
como S contiene a D, contiene a todos los ri. Sigue que S = E, como queŕıamos.
Ahora, sea I = pD (es decir, el ideal generado por p en D), y seaM un ideal maximal de D
que contiene a I. Entonces D/M es un cuerpo de caracteŕıstica p. Más aún, si π : D → D/M
es la proyección al cociente, entonces D/M = Fp[π(r1), . . . , π(rn)]. Pero π(r1), . . . , π(rn) son
las ráıces de π(f), que es fp. Sigue que D/M es un cuerpo de descomposición de fp sobre
Fp, y por lo tanto existe un isomorfismo α : D/M→ Ep.
Tomando ψ = απ conseguimos lo que queŕıamos.
(ii) Fijamos un morfismo de anillos ψ : D → Ep. Es claro que ψ manda biyectivamente las
ráıces de f en las ráıces de fp. Dado σ ∈ Gal(E/Q), como σ permuta los ri, es σ(D) ⊆ D,
y entonces tiene sentido hacer la composición ψσ|D, que nos da un morfismo de anillos de
D en Ep. Más aún, si σ′ 6= σ entonces ψσ′|D 6= ψσ|D. Luego |Hom(D,Ep)| ≥ |Gal(E/Q)| =
[E : Q] = m.
Vamos a probar que también vale el ≤, de donde se deduce que los morfismos de la forma
ψσ|D con σ ∈ Gal(E/Q) son todos los elementos de Hom(D,Ep).
Supongamos que ψ1, . . . , ψm+1 son morfismos distintos en Hom(D,Ep). Consideramos el
sistema de ecuaciones

ψ1(u1) ψ2(u1) · · · ψm+1(u1)
ψ1(u2) ψ2(u2) · · · ψm+1(u2)

...
...

. . .
...

ψ1(um) ψ2(um) · · · ψm+1(um)




x1
x2
...
...

xm+1

 =


0
0
...
0

 .

Como hay más incógnitas que ecuaciones, el sistema tiene una solución no trivial en (Ep)
m+1,

digamos que es el vector (a1, a2, . . . , am+1). Esto significa que la función a1ψ1 + a2ψ2 + . . .+
am+1ψm+1, que es un morfismo para la estructura aditiva de D, se anula sobre todos los ui.
Como los ui generaban D como Z−módulo, debe ser la función idénticamente nula. Pero
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esto no puede ser, por el teorema de independencia lineal de caracteres. (Pensar en los ψi

restringidos al grupo de unidades de D y cayendo en E×p .) �

Veamos cómo probar el teorema de Dedekind a partir de este lema.

Demostración. Como Ep es un cuerpo finito, la función β(x) = xp es un automorfismo de Ep.
Luego, si ψ ∈ Hom(D,Ep), también βψ ∈ Hom(D,Ep). Por el Lema 4, existe σ ∈ Gal(E/Q)
tal que βψ = ψσ|D. Restringiéndonos al conjunto de ráıces de f y usando que ψ es una
biyección entre las ráıces de f y las ráıces de fp, obtenemos la igualdad σ = ψ−1βψ. Esto
implica que σ y β, pensados como elementos de Sn, tienen la misma estructura ćıclica. Pero
la estructura ćıclica de β está dada precisamente por la factorización de fp en polinomios
irreducibles, pues permuta transitivamente las ráıces de cada factor. Entonces σ tiene la
estructura ćıclica afirmada por el teorema. �
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